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RESUME: L’article présente une série de résultats du
domaine de la conception géométrique et fabrication assistée par
ordinateur. Les courbes planes sont modélisées par des courbes
Bézier rationnelles connues par la donnée de points massiques de
contrdle. Le cas des coniques illustre ce mode de représentation.
Une hyperbole peut ainsi étre définie par un point pondéré et
deux vecteurs purs. L’hyperbole est ensuite tracée sur un
hyperboloide a une nappe. La forme quadratique non dégénérée
et non positive attachée a I’hyperboloide permet de voir la
guadrique comme une sphére unité. Ces travaux constituent un
premier pas vers I’ espace de Minkowski-Lorentz et I’espace des
sphéres sur lequel les surfaces canal sont définies comme en
particulier les cyclides de Dupin. Ces objets trouvent leurs
applications en géomeétrie de la CAO.
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1. INTRODUCTION

Deux personnes ont défini les mémes outils afin de résoudre
leurs problémes de modélisation en CFAO dans leurs industries
respectives, Pierre Bézier chez Renault et Paul de Casteljau
chez Citroén. P. Bézier a laissé son nom aux courbes tandis que
P. de Casteljau a donné son nom & un algorithme de
construction [1]. Dans la famille des courbes, les courbes de
Bézier de degré 2 rationnelles, occupent une grande place en
modeélisation géométrique [2,3]. Elles permettent de représenter
des arcs de coniques a I’aide de points pondérés. Le formalisme
des courbes de Bézier a points massiques de controle s'étend a
toute dimension et ne dépend pas de la forme quadratique
considérée [4,5]. Par exemple, une hyperbole peut étre définie
par un point pondéré et deux vecteurs purs. Des changements
de paramétrisation serviront a déterminer ses éléments
caractéristiques comme le foyer et la directrice. Des
transformations massiques fourniront des résultats semblables.
L’hyperbole tracée sur un hyperboloide a une nappe, donne
matiere au traitement de surfaces canal. La forme quadratique
définie et non positive attachée a I’hyperboloide permet de voir
la quadrique comme une sphere unité. C’est ce qui est examiné
ici. Plus généralement, les coniques sous la forme de courbe

Bézier rationnelle quadratique a points massiques de contrdle
sont plongées dans 1’espace de Lorentz qui généralise 1’espace
temps de Minkowski. L’espace de Lorentz contient alors
I’espace des spheres dont les enveloppes constituent des
surfaces canal [6]. Les cyclides de Dupin constituent des
exemples célebres de surfaces canal [7]. Elles apparaissent
dans des applications physiques comme les cristaux d’écran
LCD ou bien des applications biologiques comme les
liposomes. L'article est composé de la fagcon suivante. La
section 2 est un rappel des principales définitions des points
massiques et des courbes de Bézier rationnelles quadratiques.
La section 3 décrit les coniques prises sur un hyperboloide a
une nappe vu comme une sphéere unité. Elle sert d’introduction
a la section 4 qui présente ’espace de Lorentz. La derniére
section tire quelques conclusions et propose un certain hombre
de perspectives pour la suite des travaux.

2 COURBES BEZIER RATIONNELLES

2.1 Points massiques et opérations sur P

L'ensemble des vecteurs du plan vectoriel ?et des points
pondérés du plan affine sont regroupés dans l'espace P
défini par :

P=(PxR)U (P x{0})

et il est possible d'identifier P a ?, = ? o) ﬁ L'idée est de
considérer le plan affine 7 comme un hyperplan de
d'équation w = 1. La coordonnée supplémentaire «. représente
le poids du point pondéré. Un point massique est alors, soit un
point pondéré du plan P soit un vecteur du plan vectoriel

affecté¢ d'un poids nul. L’espace P est aussi connu sous le
nom d’espace universel.

Opérations sur P : sur I’espace P, I’addition & est définie par :

e (M;w) & (Nip) = (M;w) & (N5 —w) = (NM;0)si
wHp=20

© (M;w) @ (N;p) = (bar{(M;w), (N; ) b;w + p, si
wH+p#0 ot bar{(M;w),(N;u)} désigne le
barycentre de (M ; w) et (N; 11’

. (1;0) ® (7;0) = (4 + ;0



(M;w) & (4;0) = (Tog(M);w)ou Trgestla

translation de F de vecteur 7i.

sur ’espace P, la multiplication par un scalaire est définie
par :

e 00O (Mw)=(M;aw)sia#C
o 00 (M;w)=(0;0)sia#0
o a®(u;0)=(a.;0)

Dans la suite, ’associativité de I’opérateur & d’addition des
points massiques, montre une autre maniére de calculer et de
caractériser le centre de gravité d’un triangle.

Soit G le centre de gravité du triangle ABC. Il vient

(G;3)=(A;1)E(B;1) & (C;1)=(A;1) F(°;2) ou A’ estle
milieu de BC.
—
(G33) = (A1) @ (A -1) @ (4';3) = (A47;0) @ (A;3)
d’ou
(G:3) = (T, 373 (4):3)
ainsi G est situé au tiers de la médiane depuis 4.
Un autre calcul de G donne :
(G;3)=(A;3)E(A;-1)E(B ;1) F(A;-1) €E (C ;1)
© (AB + AC;0) © (244;0)
= @ m(A» 3)

ce qui indique que G est au deux tiers de la médiane depuis le
sommet A. Les calculs repris pour B et C, montrent la classique
propriété de I’appartenance du centre de gravité aux trois
médianes du triangle. L’associativité du barycentre est ainsi
généralisée aux vecteurs.

Les opérations & et = permettent de définir une courbe de
Bézier rationnelle a points massiques de contrdle de la fagcon
suivante. Soit i un entier de [0..n] et A/, les n+1 points
massiques de contrle. La courbe Bézier rationnelle est
I’ensemble des points M(t) tels que :

EBB”

)“*“ le ieme polyndme de Bernstein

© M,

avec B (t) = () (1 —
de degré n.
Lorsque n=2, les courbes définies par des points pondérés et/
ou des vecteurs purs sont des coniques propres. Elles sont
étudiées dans la suite.

2.2 Courbes Bézier rationnelle de degré 2 dans P

Une conique BR est une courbe de Bézier rationnelle
quadratique & points massiques de contr6le. Elle est définie a
partir des polynomes de Bernstein suivants :

Bi(t) = (1—t)*; B{(t) = 2t(1 —t; B3(t) = t*
et des points pondérés de contrdle (P;; w; # 0)avec i=0..2.

C’est I’ensemble des points M(t) tels que :

@32

(P; wi)

Elle est notée BR{(Py; wo)(P1;w1)(Pa;ws)}

Le plus souvent le réel t décrit I’intervalle [0,1].
dénominateur dans 1’expression de M(t) est une expression du
second degré. Son discriminant renseigne sur la nature de la
conique. 1l vaut A = w% — wg.ws. Selon qu’il est positif, nul
ou négatif, la conique est une hyperbole, une parabole ou une
ellipse respectivement. Des changements de parameétre
adéquats fourniront une description particuliere de la conique
donnant les invariants de la conique considérée. L’exemple de
I’hyperbole est traité dans la suite.

2.3 Cas de I’hyperbole

Sur  I’hyperbole BR{(Py;wo)(Pi;wi)(Po;wse)}  est
appliqué un changement de paramétre homographique. Le
changement de paramétre homographique modifie les points
massiques de contr6le sans en augmenter le nombre. La
nouvelle descrlptlon de la courbe est donnée par

BR{(Wo:;0)(Q1;1)(Wo; 0)} o les vecteurs sont de méme
norme et dirigent les asymptotes (voir figure 1). Le point
pondéré est le centre de I’hyperbole. En choisissant pour repére
orthonormé (Ql iy 7) I’équation de I’hyperbole est alors

— =
2Ly _IWot W)l , _ IWs — W
a2 = b2 2 B 2

3. CONIQUES ET DROITES SUR UN HYPERBOLOIDE A UNE
NAPPPE VU COMME UNE SPHERE UNITE

Une conique est souvent définie comme section d'un c6ne
de révolution par un plan. Le sommet du c6ne est alors un point
singulier. Le choix d’une surface réglée comme 1’hyperboloide
H a une nappe permet de s’affranchir du point singulier. Son
équation est donneée par :

oyt -2 =1

Figure 1. Arc d’hyperbole défini par deux jeux de points
massiques

La forme quadrathue induite par quuatlon de H est définie
par Q(@) = 2? +y* — 2% avec u(z,y, 2. Le signe de Q(a@
qualifie la nature du vecteur d’aprés la terminologie donnée par
Minkowski. Selon que Q(u est positif, nul ou négatif, le
vecteur est qualifié de type-espace, type-lumiere ou type-
temps.



L’hyperboloide est traité, pour la forme quadratique Q,
comme une sphére unité. Un cercle de rayon non nul sur cette
sphere est modélisé par une courbe

—
BR{(W(), )(00;1)(W2, 0)}ou BR{(~Ws; 0)(O0; 1)(—TW3; 0)}
voir figure 2 a gauche. Un cercle de rayon nuI est vu comme la
réunion de 2 droites voir figure 2 a droite.

Figure 2. a gauche : Deux branches d’un cercle ; a droite :
un cercle de rayon nul union de deux droites.

L’exemple précédent est une introduction a 1’espace de
Lorentz. Cet espace est caractérisé par une forme quadratique.
Cette derniére définit I’espace des sphéres orientées et des
plans orientés. Les courbes de Bézier rationnelles quadratiques
sont plongées dans cet espace, facilitant la gestion des surfaces
canal et cyclides de Dupin pour de nouvelles applications en
CAO.

4  ESPACE DE LORENTZ

La forme quadratique de Lorentz est définie sur R & partir
de la base canonique (e, €1, €9, €3, €5, . Par

Qi) = 2° + y* + 22 — 220700

ou i(xg,x,y, 2, T ) LES termes vecteurs de type temps,
lumiére et espace s’appliquent ici. Dans 1’espace de Lorentz,
deux objets jouent un role essentiel. 11 s’agit du cone C; dit cone
de lumiére et de I’espace des sphéres orientées et des plans
orientés noté A? appelé hyper-sphére unité. Une sphére
orientée de R est ainsi représentée par un point de RE. Le
cbne de lumiére admet pour équation :

—
Q(OsM) = 2 +y* + 22 — 230.750 = 0
ou M(J"Ov x,Y,z, Too) dans le repére (O5a éb? gla €27 €37 goo) et
I’hyper-sphére unité A a pour équation :
z? + ,U2 + 22—
Il est alors possible de plonger R dans R® par I’emploi du
paraboloide d’équation (voir figure 3) :

2700 = 1

r, =1
22+ y? 422 =20, =C

Il est obtenu en coupant le cdne de lumiere C, par le plan
d’équation (zy = 1. Un tel paraboloide est alors isométrique a
R¥( figure 3). Sur R® la forme quadratique Q restreinte a R*
est exactement celle associée au produit scalaire euclidien usuel
sur RZ Les sphéres de TR seront des points de A“ (figure 4).
Plus généralement, modéliser une famille a un paramétre de
spheres orientées comme un faisceau de spheres ou une
surface canal revient a tracer une courbe sur I’hyper-sphére
unité A Cette courbe est une conique dans le cas des
faisceaux de sphéres ou de cyclides de Dupin.

Figure 3. Le c6ne de lumiére C“ Uhyperplan affine H et le
paraboloide P isométrique a RE

Figure 4. L hyper-sphere unité A?

5 CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans cet article, nous avons genéralisé la notion de barycentre
et regroupé dans le méme ensemble, celui des points
massiques, les points pondérés de poids non nul du plan affine
et les vecteurs du plan vectoriel muni d'un poids nul. Dans cet
espace, nous avons ensuite généralisé les courbes de Bézier
rationnelles quadratiques et, en partant de la définition
classique représentant un arc connexe d'hyperbole, nous avons
effectué quelques reparamétrisations afin de représenter une
branche de cette méme hyperbole : les premier et dernier points
massiques de controle de la courbe de Bézier sont deux
vecteurs, de méme norme et directeurs de chacune des
asymptotes de cette hyperbole. Nous avons aussi pu déterminer
les parameétres de cette hyperbole a partir de cette
représentation. Dans un second temps nous avons proposé une
application qui n'est ni possible avec la représentation
classique, ni en utilisant les coordonnées homogénes. Nous
avons choisi une surface doublement réglée, un hyperboloide
de révolution a une nappe, ainsi qu'une forme quadratique de
signature (2,1) afin de manipuler cette quadrique comme une
sphére unité. En utilisant cette méme forme quadratique, nous
avons pu tracer sur la sphere unité des branches de cercles (de
rayon non nul) qui se tracent comme des hyperboles et des
branches de cercles de rayon nul qui sont l'union de deux
droites. Le choix de cet exemple a été motivé par d'autres
applications dans I'espace des sphéres orientées de I'espace de
Lorentz.

L'espace de Lorentz est R® muni d'une forme quadratique de
signature (4,1). ) Dans cet espace, nous avons un modéle
isométrique a R= ou les points sont modélisés par des vecteurs



de type lumiére. De plus, la sphére unité A? de dimension 4
appelée espace des sphéres, de I‘esqpace de Lorentz représente
les sphéres et plans orientés de R, Les surfaces canal de R?
deviennent des courbes sur A“ Sur cette sphére unité, les
cercles qui se tracent comme des hyperboles sont soit des
faisceaux de spheres de Poncelet ou a points limite, soit des
cyclides de Dupin (cones de révolution compris) ayant deux
points singuliers (i.e. des spheres de rayon nul) et l'utilisation
des courbes de Bézier rationnelles quadratiques a points
massiques de contrble permet de représenter ces courbes trés
simplement [8].

Les figures et images ont été tracées a I’aide de deux logiciels
libres. Le premier POV-Ray (Persistence of Vision Raytracer)
est un logiciel de lancer de rayon fonctionnant sur toute
plateforme (www.povray.org). Le second est plus exactement
une bibliotheque Latex dédiée au tracé de courbes
(http://www.ctan.org/pkg/pstricks-add).
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