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Résumé

Dans cet article, nous faisons une présentation de I'espic®inkowski-Lorentz généralisant,ﬂifxLS 'espace
utilisé dans la théorie de la relativité. Cet espace de disimm5 contient un paraboloide de dimensi@net
isométrique a I'espace affine euclidien usdg] I'ensembles des sphéres et plans orienté€geegroupés sur
une pseudo-spheére unité de dimengloblne premier avantage de cet espace est I'écriture intlitiune sphére
qui est caractérisée par un point, un vecteur normal en catpei une courbure. Un deuxiéme avantage est
la manipulation de surfaces canal qui sont représentéesdparcourbes. Un troisiéme avantage concernant la
simplification des calculs quadratique dafis qui deviennent linéaires et nous pouvons citer : 'appaaiere
d’'un point a une sphére, les positions relatives de deuxrsphé

Mots-clés : Espace de Minkowski-Lorentz, espace des tropes et définissent le céne de lumierg @2 sommeD.

sphéres, enveloppes, faisceau. Selon que l'autre pointM (z;y;z;t) est a lintérieur (i.e.
— ~ Ly
Om <OM> < 0) ou non du céne de lumiere, nous aurons
Introduction les distinctions suivantes :

e a l'intérieur du céne de lumiére, I'observatelrpeut
influencer d’une fagon ou d’une autre ce qui se passera
dans le futur (sit est positif) en ce poinfi/ ou étre
influencé par une action passéet(sst négatif) ;

e sur le cone de lumiere, I'observatetirpeut influencer
d’'une fagon ou d'une autre ce qui se passera dans le
futur (sit est positif) en ce poini/ ou étre influencé
par une action passée (sest négatif) a la condition
gue le signal se déplace a la vitesse de la lumiére;

e hors du cone de lumiére, il ne peut y avoir aucune in-
teraction entre I'observateur et le point considéré car
cela impliquerait la possibilité pour une information de

Plusieurs modeles de I'espace des spheéres existent. Il en
existe deux modeéles projectifs : M. Berger [Ber78, BG92]
utilise les formes quadratiques sur I'espace affine ewtligi
M. Paluszny [PB98] se sert de I'hypersphére de Moebius.
Ces deux espaces ont le désavantage de ne pas prendre
en compte l'orientation des sphéres ce qui rend impos-
sible la résolution de certains problémes [L'9@]. Quant
a nous, nous nous plagons dans I'espace de Lorentz qui est
une généralisation de I'espace-temps de Minkowski®a
[HJ03,Cec92,L005,L008,LW08,DLG13,DGL13,GD13b,
GD13a, Drul3, GDB15].

L'espace-temps s 1 de la relativité restreinte est muni de voyager a une vitesse superieure a . )
la forme quadratique de signatuig 1) définie par : Notons que si besoin, nous pouvons nous servir de la puis-

s 2 2 2o sance des algebres géométriques [DFGL14, DFMO7].
QM(7):m +y 25—t . 3 ) .
L'article est composé comme suit : dans un premier temps

ot (x;y; z) sont les composantes spatialesdet la com- nous présentons les notions de spheéres orientées et de fais-
posante temporelle d& etc la célérité de la lumiére c'est-  ceaux de sphéres dans I'espace affine euclidien usuel de di-
a-dire la vitesse de propagation des photons constituant le mension 3. Dans le second paragraphe, nous définissons les
ondes électromagnétiques. L'ensemble des vecteurs qui an-¢léments fondamentaux de I'espace de Minkowski-Lorentz
nulent cette forme quadratique sont appelés vecteurs iso- (céne de lumiére, paraboloide isométriquésaespace des
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sphéres) ainsi que I'étude des potisions relatives de deux Le faisceau de sphéres défini f8g et S, est 'ensemble
sphéres, I'appartenance d’'un point a une sphére. Dans lades spheéres, notéeg S; +\» Sy, définies par I'ensemble
troisieme section, nous donnons les équationspdesido- des points\/ vérifiant la relation :

cercles ou droites représentant les faisceaux de spheres. _

Avant de conclure, nous étudions dans le quatrieme para- A1xs, (M) +Azxs, (M) =0 “)

graphe la représentation de surfaces canal dans I'espace de
Minkowski-Lorentz. Notons le cas particulier ol nous avonst A, = 0. Dans

) ) . o ce cas, SiM est un point de\; S; —\1 Sy, I'équation (4)
Dans cet article, I'espace affine euclidien orienté usuel yeyient :

&3 de dimension 3 est muni du reprére orthonormé direct > 2 s 2
(Os;e1;3; €3). QM —p1— QoM +p5=0 (5)

qui peut s'écrire :

1 Sphéres orientées et faisceau de spheres
P phéresde <QlM _ QZM) . (QlM + QZM) = 3~ o3

A partir d'une sphéres de centreQ et de rayonr, nous
pouvons définir deux sphéres orient&éset S~ de la fagon
suivante : en tout point/ deS, la sphére orientés™ (resp.
S7), de rayorp = r (resp.p = —r) est définie par le fait que
le vecteur normal unitair@/} a la spheres en M est sortant
(resp. rentrant). Ainsi, nous avons :

QM = pN. 1

Nous pouvons définir la puissance d’'un point par rapport 20:Q
a une sphere.

qui se simplifie en :
2 2
01050 TM = ”1—2”2 6)

ou I est le milieu du segmen€1Q5]. Soit I le point de la
droite (Q1Q>) vérifiant :

ol AB désigne la mesure algébrique deB. Alors,
A1S1—X1 Sy est le plan orienté de vecteur normal unitaire

Définition 1 : Puissance d’un point par rapport a une sphéere — .
point parrapp P ot Q192 0U 53-0Q1Q7 passant par le poirdp.

Soit une sphére orient&de centreQ et de rayorp. Soit M

un point de€s. Si nous avons\; + Ap # 0 et si M est un point de
La puissance du point/ par rapport a la sphéi®est : A151+X2 S, I'équation (4) peut s'écrire :
2 2 — 3\ 2 — 2
xs(M)=QM*"—p 2 A1 <Q1Q12+Q12M> + Ao <Q2912+Q12M\)
= Mpf+2ps
®

Les points de la sphér8 sont les pointsM vérifiant ol Q1 est le barycentre des points pondéf€s, 1) et
. ) 12 Y/ p p AL
xs (M) = 0. Les points de&€3 contenus dans la partie bor- (Q, \p). La formule (8) se simplifie en :
née délimitée par la sphé® sont les pointsM vérifiant

xs (M) < 0. Les autres points d& sont les points\/ véri- A1 (QlQiz - pf) + A2 (QzQ%z - p%)

Hz
- QpM* = — 9
fiant ys (M) > 0. 12 Mt ©)
Définition 2 : Sphéres orthogonales et puissance conjointe €& qui montre, quand cela a un sens, que le centre de la
de deux sphéres sphéreh; S; +X2 S, est le pointQ;, tandis que le rayon de
Soit deux sphéres orienté&s et S, de centres respectifs ~ Celte derniere estalors :
distinctsQ1 et Q, et de rayons respectifs et po. La puis- P P P P
sance conjointe des sphé@setS, est : pra=ce | — M <QlQ12_ p1> A (Qlez_ pg) (10)

-~ 2 2 2 A1+ A2
Xs,s; = Q185 — pi—p2 .
ou ¢ appartient & —1;1}. Nous pouvons énoncer le théo-

Les sphere$; etS, sont orthogonales si nous avons : réme suivant :
Xsi,s; =0 ©) -
' Théoréme 1:
Soit deux sphére$; et S, non concentriques, de centres
Définition 3 : Faisceau de spheres respectif€; etQ,, de rayons respectifs, et p,. Soit\1 et

Soit deux sphére$; et'S, non concentriques, de centres A2 deux réels non tous deux nuls. Alors :
respectif; etQ,, de rayons respectifs, et p,. Soit\ et
Ao deux réels non tous deux nuls.
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1. Siles sphéreS; etS; sont sécantes en un cercle C alors ou (i;j) € {1;2;3}2 et §;; est le symbole de Kronecker.
toutes les spheres du faisceau contiennent le cercle C : leDans cet espace, la forme quadratique de Lorentz est de si-
faisceau de sphéreg S;+)\» Sy s'appelle un faisceau a  gnature(4;1) et s’appelle unmseud()ﬁ-produit scalaire.

base le cercle C, figure 1(a); L'espace affine d’origin®s et d’espace vectoriel associé

. N — , .. . . s .
2. Si les sphére$; et S, sont tangentes alors toutes les L4.1 est noté | 1 et nous avons une bijection qui & tout point

sphéres du faisceau sont tangent&s atS; : le faisceau

de sphérea; S; +X\2 S, s’appelle un faisceau de sphéres M de Ly1 associe son vecteur positions M.

tangentes, figure 1(b); Etant donné que la forme quadratique de Lorentz n'est
3. Siles spheéres; etS, sont disjointes alors il existe deux ~ Pas définie positive, nous pouvons considérer 'ensemisie de

points P1 et P, de (Q1Q;) tels que, pour\; # —Xz, vecteursa non nuls isotropes (i.624,1 () = 0), et 'en-

A1S1+X\2S, soit centrée sufQ1Qy) — | Pr; Pyl : le fais- semble des vecteurs positions isotropes engendre un cone,

ceau de sphéres; S; +\, S, s'appelle & points limites, ~ dit de lumiere, figures 2 et 5 :
et les boules délimitées par ces sphéres sont contenues les { (—>) }

. L C=iMelL OsM ) =0 12
unes dans les autres et tendent vers les deux points limites ! €La1]Qa1(0s (12)

Py et P, figure 1(c). qui est la sphére de centf®; et de rayon nul pour la forme
guadratique de Lorentz car tous les poihfssont a une dis-
Démonstration Laissée au lecteur. tance nulle deJs. Nous pouvons distinguer trois types de

vecteurs et de 2-plans, voir tableau 1.

Soit 7(Uo;xu;yu;Zu;uoo) et 7(Uo;Jf’v;:l/v;zv;vt>o)
deux vecteurs dey 1, nous avons :

UV = Ty o+ Yu Yo + 2u 20 — Uo Voo — Uso Vo (13)

L'équation du cone de Ilumiére dans le repeére

(Os;e5; e e5; e3;e00) est:

x2+y2+z2—2xoxoo =0 (14)

2.2 Paraboloide isométrique au plongement dé; dans
I'espace de Minkowski-Lorentz

Considérons le poirds défini par(TOg) = &, et 'hyper-
Figure 1: Les trois types de faisceaux de sphéres déans plan affine engendré pa©s, les vecteurs espaﬁ, 6_2’
(a) : Un faisceau de sphéres a base cercle. (b) : Un faisceau et ¢ et le vecteur lumiérés. La restriction de la forme
de spheres tangentes. (c) : Un faisceau de sphéres a pointsquadratiqueQ 1 & # est dégénérée. Le paraboloiBlest
limites l'intersection entre le céne de lumiere & I'hyperplan af-
fine H, figure 2.

La figure 3 montre une vue « 3D (graphique) - 5D (espace
2 Espace de Minkowski-Lorentz de Minkowski-Lorentz) » du plongement dg qui est iden-
tifié & &3 ~ {1} x E3x {0}, de repéra); représentée par la

2.1 Cone de lumiére opseudo-sphere de rayon nul ; g N
P P Y pointe de la fléche rouge et les vecteurs deux a deux ortho-

) . e
Soit(e”; e1; e3; e3;e1) labase canonique cg Posons : gonauxet, e etes.
1 Nous avons le théoréme fondamental suivant :
Go=el—el et exd=, (e +e)

Théoreme 2:

L'espace vectoriel de Minkowski-Lorentz estReespace Le paraboloidd®, d’équation :

. kit .
vectoriel, notd_4 1, muni de la bas€es; e1; e3; e3; eos) Sur

lequel nous définissons la forme bilinéaire symétrique de { -1 =0

2.2, 2 _ (15)
Lorentz de la fagcon suivante : T4y +2°—22,00 = 0

@2 - w22 -~ o0 dans le repéréOs;%’;a’;a;e_ﬁ;Q), est isométrique au
N N plongement d&3; dans I'espace de Minkowski-Lorentz.
€€ = €. = 0 (11)

— =
€, €5 = 51']‘

1. Dans la suite, le termgseudcsera omis.
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N

Type du vecteur| Vecteur@ 2-plan
ou du 2-plan
Espace Qa1 (7) >0 | Tous les vecteurs de ce 2-plan sont de type espace
Temps Q41 (7) < 0 | Aumoins un vecteur de ce 2-plan est de type temps
Lumiére Q41 (Z)=0 Le plan est paralléle & un hyperplan tangenta ¢

Table 1: Définition des trois types de vecteurs etHglans de I'espace de Minkowski-Lorentz.

Figure 2: Le cdne de lumiére Cl'hyperplan affinel{ et le
paraboloideP isométrique &3

Figure 3: Le cone de lumiére CI'hyperplan# et le pa-
raboloide P isométrique afzainsi que les deux reperes
utiles, le repére canoniquws;ﬁ;ﬁ;g;e_ﬁ;a}) et celui
de l'algébre géométrique conforni@s; e5; e1; €3; €3; eod).

Le vecteure] en blanc ainsi que la droite verte schématise
les espaceé§s et&3

Démonstration Pour tout point)M (x;y; z) de £, nous
faisons correspondre un et un seul pdifg défini par :

OsMi= OsO3+ze{+yes+zch+0ea

= e +reityes+zael

et nous avons :
m& _ m2+y2+zz
et nous identifions les pointsM (z;y;z) de &3 et
Ms(1;x;y; z;0) de H. Soit le pointNs de H défini par :
OsNe —

= Gotreitycstzehttiens

—
OsO3+zel+yes+zeh+teos

Le point N5 appartient au cone de lumiére si et seulement
si nous avon®s Ne? = 0. La relatione . éa¢ = —1 conduit
a:

o
OsNg? =a?+y?+2%2-2t=0
et nous obtenons :
%+ y2 +22 N
I TR R
2
et le pointM5 de&3 est 'image du poiniVs par la projection
sur&; dans la directiorza.

— s ——
05N5:O503+xe_1>+ye_2>+ze_3>+

La réciproque est aussi vraie.
|

Notons que I'espace vectoriel orthogonal au vectdr
est:

%
et =H

puisque(io>2 = 0 et que la restriction de la forme quadra-
tique a I'hyperplan# est dégénérée et de signat(ge0).

En effet, siw appartient & cet hyperplan, il existe un qua-
druplet(z;y; z; xo) tel que :

U =xel+yes+zeh+aoes avec W2=a’+y’+2°

puisque les vecteurs sont deux a deux orthogoraidet de

type lumiére et les trois vecteurs espaggses et e sont
unitaires. Notons que nous obtenons la forme usuelle du pro-
duit scalaire euclidien pour les trois premiéres comp&sant

Si T est un vecteur position lumiére, non colinéaiéad,
sa représentation sous forme d’un point dégngst caracté-
risée par le poinfVs défini par :

{Ns} = Aff (Os; ) NP

qui est ensuite projeté sur I'espace affine de dimension 3 dé-
fini par le pointO3(1;0;0;0;0 et les trois vecteurs espace
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€1, e et g3 selon la direction du vecteur lumiéggy. Ré-
ciproquement, soil/s un point de€3. Considérons le point
Ns défini par :

{Ns} = Aff (Ms;ex0) NP
qui définit le vecteur positiom = OsNg de type lumiére.

Le triangleO3 M5 N5 est rectangle en/s et, d’aprés le théo-
reme de Pythagore, nous avons la relation fondamentale :

O3N&g? = O3Mg? + MsNg” = O3Ms” (16)
0

D’aprés la démonstration du théoréme précédent, Boit
un point de&3 et ? = 031_3> de &3 son vecteur position, la
représentatioiﬁ du point P dans I'espace de Lorentz est :

?=3+?+%H?H2§ (17)

et le vecteurz, représente I'origing); de I'espacets (i.e.
— A — . N
0503 = ¢4) tandis que le vectews; représente le point a
I'infini. Par construction, le vecteur positicp’ est un vec-
teur isotrope (i.p . 7 = 0). Remarquons que la détermina-
tion du point de€3 a partir de sa représentation, formule (17)
est triviale. De fagcon plus généralejs’i(mo; Z,Y; %, Too) €St

un vecteur lumiéere, deux cas sont a distinguer :

e 9= 0implique que nous considérons le vectewy et
nous obtenons le point a I'infini d&; ;

e 10 # 0 implique que nous considérons le vectghr?
et nous obtenons le point : ’

P(i;i;i) (b)
To To Lo

deé&s. Figure 4: Les points de&€3 sont des vecteurs lumiére dans
. - ) I'espace de Lorentz. (a) : les points dg sont remontés sur
La figure 4 synthéetise et illustre le processus permettant |, paraboloideP selon la direction du vecteurs:. (b) : les
de voir un point des comme un vecteur lumiére dey, ;. points du paraboloidd® deviennent des vecteurs positions
Dans la figure 4(b), le vectear: est en vert, celui en bleu  syr |e cone de lumiere
est un vecteur colinéairez? et ces deux vecteurs ont méme

longueur : 0.

Les figures 4(a) et 4(b) permettent une visualisation 3D e A partir de ce pointP, nous déterminons le point inter-
d’'une compactification d& ce qui permet de comprendre le section entre le paraboloidet la droite passant pdt
processus de la compactification k&, n € N* : et de vecteur directeut: ;

e Ce point d'intersection définit le vecteur position iso-

Nous partons de l'origin€s de I'espace de Lorentz
* P gine’s P trope donné par la formule (17), figure 4.

pour arrive enO3 origine de&3 grace a la relation

H . . N
0503 =¢5; Notons que le signe du produit de deux vecteurs lumiére,
e Nous prenons le poinP que nous voulons darig™ représentant chacun un point&g est négatif :

schématisé par I'un des points roses sur la droite verte
dans la figure 4(a), ce qui nous conduit & la rela- Proposition 1 : Produit de deux vecteurs lumiére

tion: P =es+ P; Soitmg etim} deux vecteurs lumiére représentant les points
My et M, distincts, defs.
Alors :

1. Dans la suite, sauf mention contraire, un pointédeou un

= . . . .
vecteur def3 est écrit en majuscule, sa représentation dans I'espace s M0M12

de Lorentz est écrite avec la méme lettre en minuscule. mo-mi= 2 <0
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et:
mb.eod =—1
Démonstration Nous avons :
HZ
— M
b = eg + Mo+ ?O e
_>2
— M
=g+ 3+ e
Nous avons :
mb.my
1
= O3MpeO3M;+ > <03M02 + 03M12) ?) . eT).o

—% (03M02 + O3M;2 —203Mge 03M1)

B MoM?
2

et la seconde formule est triviale.
[ |

Notons qu'il est indispensable que les vecteurs lumiére
représentent exactement un pointdguisque nous avons :

(—mp).imj >0

2.3 Compactification d’Alexandrov de RS

Pourn entier naturel non nul, I’espacﬂ??, muni de la to-
pologie euclidienne usuelle, n'est pas compact. Lusagie es
d’ajouter un point R3, notéoo, est d'identifier I'ensemble
R3U goo} a.73, spheére unité d&* et nous pouvons passer
de.73 aR* via une projection stéréographique.

En revanche, la construction du modele confirme (généra-

lisable a tout espad@s), figure 2, permet d’avoir un modele
de.#3, PU {eZﬁ}, isométrique a I'espace euclidien usuel ou
P est un paraboloide de dimension 3, de somghet d’axe

la droite passant pa$ et de vecteur directeua. Le pole
nord, identifié avec le pointo de R® est remplacé par le
vecteur lumiére&sy, ce qui permet en plus, dans cet espace,
d’utiliser des CBRQ a points massiques ayant un point a l'in-
fini : ce dernier est représenté pag.

Soit A et B deux points deRS. Les points qui leur corres-
pondent sontd’ et B’ obtenus comme intersection entre la
paraboleP et la droite de vecteur directedx’ et passant par
le point idoine. Nous avons donc :

—_—, —
AA? = BB? =0
et considérons le poirfg, défini par :

—
A'By— AB

Le triangle A’ B1 B’ est rectangle e, et en appliquant le
théoréme de Pythagore, nous avons :

A'B?— A'Bi2 42 A'B1.B1B +B.B? = AB® (18)
e
0 0
De plus, nous avons :
_— —
(A’Bl + BlB’) s
— A
—A'Bl.é+ BB .ew =0 (19
——

———
0 0

—
A'B'.ex =

et tout vecteur de la formezﬁ +yéos est orthogonal a
—

s

2.4 Espace des spheéres orientéaé

Une sphere dé3, de centre, de rayorp est représentée
par le points ou le vecteur positiorr défini par [DFM07] :

7 = Oso
_ 1 Y
= ST (20)
2
. agﬂé(uau _pz)e@)
p 2

et nous imposons’? = 1 afin de pouvoir considérer cet es-
pace comme une sphére unité. L'orientation de la sphére
est définie comme dans la section précédente\f sippar-
tient a la sphére de centf et de rayon algébrique, si

est le vecteur normal unitaire a la sphére au paihtnous
avons :

W@ =M-04 (W)
etlarelationV] — G — Oz — 030 — QM implique :
@ =N+ (M- T2) e
2

et nous obtenons :
(m—-d).7
—5 = 1
= (Re3(-T)R). (F+32) @
= p

et nous retrouvons la formulation donnée par la formule (1).
De maniére analogue, un plan orieé&éfini par un point
P et un vecteur normal unitairE’> est représenté par :

?:o—y’r:m(ﬁ.?)a

N . L=
ou e désigne le produit scalaire d&. De plus, nous avons

72— N2 1. ll estainsi naturel d'introduire la sphére unité
A*de centreDs de Ly 1 :

(22)

/\4:{U€|—4,1|Q4,1 (@) :O—>502:1} (23)
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qui représente les spheres orientées et les plans oriemtés d ce qui montre que le gradien'r/é1 au pointo est:

&3, figure 5. Nous admettons dans ce document que tout élé- —
V[ (w0, 21,2, 23, 4)

ment deA* représente soit une sphére orientée, soit un plan = (24)
orienté. Notons que les deux sphéres orien8estS™ de (220,221,212, 223, 2x4) = 25

&3 sont représentées par les deux vecteurs positions opposés N L

2+ et 3~ deA? et nous retrouvons la méme formule de colinéarité que dans

le cas d'une sphére dans I'espace euclidien usuel.

Donnons les conditions permettant de savoir si un point
appartient a un plan ou a une sphére.

Théoréme 3 : Position relative d’'un point et d’'une sphére
ou d'un plan

SoitS une sphére dés, de centr, de rayorp et de repré-
sentationia’ surA®.

Soit P un plan passant par le poift, de vecteur normal
unitaireﬁ et de représentatior’ surA®.
Soit le vecteurp représentant le poid® de ;. Alors

1. Nous avons :
1
- _ _ = 2 2
7. P =xs(P)= 2p(sz i) (@9
et:
PeS«= 7.7 =0 (26)

Fi 5 L here G d O d | ainsi 2. Nous avons :
igure 5: La sphere e centreOs et de rayon nul ainsi
? . ? = ﬁ [ ) Poﬁ

que la sphére unitaird* de centreOs

d'ou :

Rappelons que, dans -espace vectorie™, n € N*, PeEP 7.7 =0 @7)
muni de la forme quadratique défin@ et S une surface
définie implicitement par une fonctiofi de class&!. Soit , o
(z1;...;2n) les coordonnées d'un point réguliddy. Le Démonstration :
gradientVf(xl; ...;xn) ala surface ey est définie par 1. Nous avons :
la relation :

— — .
Aoy iznf (0 ihn) = £(V] (@15 320) , 7 P )
1
_ (= 1 —
ou i est le vecteur de composairfte;;...; hy ). Ainsi, dans - (eo + P + 2 ‘?H 600)
le repére canonique degk, un pointo (zo;z1; x2; x3; x4)
g 1 = 1/ =12
deA? vérifie : .;(e—$+9+§ (HQH —pz) a&)
4
f (01, 2,03, 04) = —23+ z 2?2-1=0 1 PeO — 1 ’ﬁHZ_ 1 Ha”z_ 2
= P 2 2 P
et nous obtenons : 2
4 :i - (ﬁ - 3) + p2
d = of (z0;z1; w2 3, 24) d; 2
(zoix1;T2;23;,74) i; 8$Z 0:21,22,T3,T4 i B 1 ( gﬁz . 2) B 1 »

. 5, \ 7 p)= 2, xs(P)

dou : P P
4 ce qui permet de montrer I'équivalence entre le pdint
A(wgaragesizs) f = —2%0dvo+ Yy 21; dw; appartient & la sphei@et le résultat :
=1
et: 7.7 =0
4 2. Nous avons :

d(woizynaszs) (Roihas ko hg hg) = —2z0ho+ ) 23 by

1=
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7.7 = (eo+?+ ‘?H eoo>
(e () )
:(?oﬁ—ﬁol)()):ﬁo@—ﬁom
N (0dF + 50%) = N o o

ce qui permet de montrer I'équivalence entre le pdint
appartient au plarP et le résultat@ . 7 = 0 (puisque

PeP = N L RP).

Notons que le critéere permettant de savoir si un point de
&3 appartient a une sphére ég devient linéaire dans I'es-
pace de Lorentz alors qu'il est quadratique dégs

Corollaire 1 :

SoitS une sphére dés, de centre, de rayory et de repré-
sentationa® surA®.

Soit P un plan passant par le poitiy, de vecteur normal
unitaire N et de représentatio’ surA.
Soit le vecteurp représentant le poir® de&s. Alors :

1. Laspheré est I'intersection du paraboloideavec I'hy-
perplan# . passant pafs et de vecteur normas’.

2. Le planP est l'intersection du paraboloideavec I'hy-
perplan# .. passant pafs et de vecteur normar .

Démonstration :

D'apres la formule (26), le poinP appartient &S si et
seulement si :

Z.7 =0
si et seulement si :
Os0 .OsPs =0
ou Ps est le point (du paraboloid®) défini par :
OsPs=T
La démonstration concernaht est analogue.
|

Nous venons de montrer, via le corollaire 1 que sie-
présente une sphégede &3, I'intersection entre I'hyperplan
H, ., de vecteur normakb’ et passant paPs et le parabo-
loide P est I'ensemble des points de la sphére

2.5 Sphere, centre, vecteur normal unitaire, courbure

Dans ce paragraphe, nous allons mélanger des tomates
et des cendriefs en écrivant proprement l'idée suivante :
une sphére est complétement determlnee par, sa courbure, un
point My, le vecteur normal unltalr’é Ny = —ﬁ au point
My précédent et sa courbuke= 1 Nous allons montrer,
gue dans I'espace de Lorentz, nous avons [LW08, Cec92] :
Oso = 5 = Em +7 (28

1w
P

ol 7 est le projeté orthogonal unitaire, sur le 3-plan tangent
au paraboloide e/ de la représentation du vectef,
dans I'espace de Lorentz.

Dans le repére(Os,es, €1, €5,€3,600) de lalgébre
conforme, I'équation du paraboloide est donnée par la for-
mule (14) ce qui induit la définition des deux applications
suivantes :

{ f1(zo; 2y 2 Too)

fo(zo; ;Y 2, Too)

To—1
:c2+y2+z2—2x0:coo

PosonsM = (zo; Z;y; 2; Too) €L h = (ho; T Yn: 21 heo).
Nous avons :
dyfr= % (M) dzo = 1ldzo
O0zo
dou:
%
dyfi(h)=ho=—(~1lec) ho =V f1(M). h

o7 = (ho; Th;Yn; zni hoo) €1V f1 (M; est le vecteur gra-
dient & I'hyperplar#{ en M. Nous obtenons :

Vi (M; (0;0;0;0;—1)

De méme, nous avons :
dyfo=—-2%c0dro+2xdr+2ydy+22zdz—2x0dreo
dou:
du f2(h) =

—2To0ho+2xxp+2yyp +2225 — 220 hoo
—
Vi(M). h

ce qui conduit a :
Vf2(M)(2x0;2;2y;22;2T00)

Prenons Qq(zo;y0,20) €t Mo(wo;y0;20+p) €t
(0;0;sign(p)) et nous supposong strictement po-
sitif. Nous avons :

— _

1—
mo +M0+2M0

€oco
et le point du paraboloide estg défini parOsmg

3l

§. Clin d'ceil ala multiplication des Fréres Ennemis.
q. Si ﬁ est sortant, la courbure est% ce qui explique que nous
prenons I'opposé du vecteur normal.
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Le vecteur 77 cherché a pour composantes

(ng; 0;0;—1;n0) et doit vérifier les conditions suivantes :

Vfi(mg). @ = 0
Vfa(mo). @ = 0
Commengons par résoudre la premiére équation :

Vfl(mos.ﬁ:0<:>—no><—l:0<:>no:0

et nous obtenons’ (0;0;0;—1;n.). Pour la seconde équa-
tion, nous avons :

Y 2 (mo) (2:20:290: 220+ 20; 1c?)

dou:

N ()

! (—(EZ—STE)ZM%H%)

 2p1p2
1 —
=3 <—92912+P%+P§)
£1P2
dou:
N 1
01.05=——"—X5,,% (29)

2102

Xs1,S, désigne la puissance conjointe des sph&est S;.
Nous pouvons énoncer :

Proposition 2 : position relative de deux sphéeres

_)
V f2(mo) 7 = 04=> —2n0e —220—2p = 0= noo = — (20+ 8bit S; et S, deux sphéres dé; de centres respectifd;

et finalement, nous avong (0;0;0;—1;— (z0+ p)) qui est
bien unitaire et que nous pouvons écrire :

ﬁ):—ﬁ—(zo—ﬁ—p)eoo
75— b
p
1 — 1/1=32
- L(@ea g (|a) ) =)
p 2
1 — 1=
- *(6_0>+Mo+*M02§o>)
p 2
l1/—> — 1 —1|2
= ;(Qo—MO>+7 ((HQo’ —PZ>—M02) e

= N5 (00— (95> +2pQ08 N +5°N?) - ) &
<—2p55.ﬁ_p2_p2)etg

_ _J_\f)+3(—2§c’)oﬁ—2p)e§’

= —N+(-20-p) e

2.6 Position relative de deux sphéeres

Soiti appartenant &1; 2}. Considérons le vectea, re-
présentant la spher®; de &3 de centreQ; et de rayorp;.
Alors, nous avons :

et Q,, de rayons respectifs; et p, et de représentations
respectivesi etas surA*. Alors :

1. Les sphereS; etS; sont orthogonales si et seulement si
= = _ .
01.02=0;

2. Les sphére$; et S, sont tangentes si et seulement si
lot.0%] =1;

3. Les sphéres$; et S, sont disjointes si et seulement si
7155 > 1;

4. Les sphére$; et S, sont sécantes si et seulement si
|51.5% < 1.

Démonstration :
Posonsg | = |p1| etry = |p2|. Il suffit d’utiliser la formule
(29) qui se simplifie en :

2 2
|o1.5%] = Q1Qo—r1—1%5

1
30
2ryro (30)

1. Les sphére$; et Sy sont orthogonales—=> xs, s, =
0<51.55=0;
2. Les sphéreS; etS, sont tangentes extérieurement (resp.
intérieurementy=> nous avon1Q, = rq1 +ro (resp.
_ 0.02_.2,.2
Q1Q, = |7“1 — 7“2|) — Q1 =ri+r5+2rir; (resp.
0107° =15+ 15— 2r1r0) <= [5.05| = 1;
3. Les sphereS; etS; sont disjointes, nous devons distin-
guer deux cas.
4 Q1Qr >r141ry <= Qlﬁg > r%+r§+2r1r2 =
o105 > 1;
A Q1 < |ry—ro| <= Qlﬁg < 7’% +7’§ —2rirp <—
o105 > 1.
4. Les spheéreS; etS; sont sécantes, nous avons :
|re—ra| < Q1Q2 <r1+72
<— ri+ r2_ 2riry < QlQ% < r% + r% +2rqro
< |o1.03/<1
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Considérons une sphe®& de centreQ; et de rayonp; Considérons deux plarfg; et P, passant respectivement
non nul de représentatiar surA* et considérons un plan  par les pointsP; et P,, de vecteurs normaux unitaires res-
P1 passant par le poirf?y, de vecteur normal unitair; et pectifs N1 et N, et de représentations respectiﬁset 7
de représentatiom_{ surA*. Nous avons : surA*. Nous avons :

— 2 2
O3Q1|| —p
- = _ 1|5 =5 H H 1 S q—
01.71”1—5 6o+03Q1+f€00 7T]>_.7?2>: <N1+<N1003P1) ag)
S
= =\ . <N2+ <N2003P2) @g) (33)
. <N1+ <N1003P1> eoo) AN
= NieN,
_1 030, o N; + <JV1> '03P1) e Nous pouvons énoncer :
r1 N——
=-1 Proposition 4 : position relative de deux plans
_ 1 <(03—Ql>—03—>P1> .m) Soit deux plansP; et P, passant respectivement par les
P1 points P; et P,, de vecteurs normaux unitaires respectifs
dou : N1 et Ny et de représentations respectiv*q}seh?g> surA?,
11— — Alors :
F.m=—PQieN; (31)
P1 1. Les plansP; et P, sont orthogonaux si et seulement si
= = _0-
, m.m5=0;
Nous pouvons énoncer : . ) )
2. Les plansP; et P, sont paralléles si et seulement si
. " . . = 1.
Proposition 3 : position relative d'une sphére et d'un plan |Ti 7| =1;
Soit S; une sphére dé€s, de centreQ;, de rayonp; et de 3. Les plansP; et P, sont sécants si et seulement si
représentatiorﬂ> surA*. SoitPy un plan passant par le point Iﬁ . 7?z>| <1
P, de vecteur normal unitai®¥; et de représentaticﬁ sur

A, Alors : ) . o
Démonstration Triviale a partir de la formule (33)

1. La sphéres; et le plan; sont orthogonaux si et seule-
= = . [}
ment sic1.71 =0;
2. La spheéres; et le planP; sont tangents si et seulement Comme un point est une sphere de rayon nul, faisons la
si|at. 7| =1; remarque suivante :

3. La sphéres; et le planP; sont disjoints si et seulement

Remarque 1 :
si|ot. 7| > 1;

) ~ Les points de£3 sont des spheres de rayons nuls et les deux
4. Laspheres, et le plan; sont sécants si et seulement si  représentations, formules (17) et (20), conduisent & laeném

— = L .
|o1.71| < 1. direction vectorielle car nous avons :

. =  11=1>?

im % = (mméHQH :g) _
Démonstration : p—0

Il suffit de prendre pourP, le projeté orthogonal de; et? est le « point » & I'infini de la droite vectorielle définie

surPy et la formule (31) devient : par le pointQ.
.7 = P (32) Notons que pour tout couple de sphétés;a3), nous
lpal avons :
. p— R v R G G - -
1. La sphéres; et le planP; sont orthogonaux= Q1 = 105" = 01" —201.05+ 05" =2(1-0i.05) (34)
— = }
P <= o01.711=0; et que la position reIativ_e) de deux sphéeres ne dépend pas
2. La sphereil e_t>le pla'm7?1 sont tangents—- P1Q; = de leur orientation. Soi#, = —a% représentant la sphére
lp| = [o1. 71| = 1; d'orientation inverse par rapport@. D’aprés les proposi-
3. La spheres; et le planP; sont disjoints<—=- P1Q; > tions 2, 3 et 4, nous pouvons énoncer :

1] <= (51,7 > 1

4. Laspheré, et le planP; sont sécants= P1Q; < |p1] Proposition 5
— |o1. 71| < 1. SoitS; etS; deux sphéres ou plans dg de représentation

[ a1 etas surAt eto, = —as.
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Les sphere§; etS, sont tangentes si et seulement si Nous pouvons nous restreindre au cas= 1 = —\p.
01_>022 0 ou 01—0232 o Commenins; par remiqL:er : o
03Q12 = 031p°+203lpe [oQ1 + p?
03? = Oslg*+203lo IoQ + 3
3 Faisceaux linéaires de sphéres Calculons :
Chaque sphére d#; étant un point suf?, un faisceau de 92;21 ol — lejél o5

sphéres est représenté par une courbe suksuComme il

existe trois type de faisceaux (deux points limites, un poin Hoggi H2 . HOgQ; H2+p§
—
€oo

de tangence, aucune intervention de points), nous devons= ﬁ 03Q1—03Q7+ 5
distinguer trois cas et interviennent, deux vecteurs lugié 271
un seul vecteur lumiére, aucun vecteur lumiére. Le résultat
fondamental concernant la représentation d'un faisceau de 1 203lpe (Iole —IOQZ> N
4 Stre & 5 - = Q,Q
cercles sun™ peut étre énoncé : 0,0, 2821 + 20,0, €00
2 . - . N 1 1
Theoremg 4 : Courbe rep.rese4ntant un faisceau de spheres _ Q—>291 + (0—>st0 Q—>291) =7
o La section de la quadriqu&” par un planP de type es- QoM Qo

pace est un cercle unitaire (qui se trace comme une el- et |es représentations des plans orientés du faisceau de
lipse) et correspond a un faisceau de spheres a base cerclegpheres sont coplanaires avecet 53 (7} est le plan pas-
i.e. toutes les spheéres du faisceau ont un cercle commun,

figures 1(a) et 6(a). .
. Lg\sectlon de la quad.rlqluﬁ par un planP de typ'e Ig- 2/ Cas 0l + Ay £ 0
miére est un cercle unitaire (qui se trace comme I'union de
deux droites symétriques par rappoi®g) et correspond Soit \1 et A deux réels non tous deux nuls et non op-
a un faisceau de sphéres tangentes en un point, figuresposés. Notonsi5 la représentation suh* de la sphére
1(b) et 6(b). Notons que ce point est défini par la direction \1S;+X2S; du faisceau de spheres défini par les sphéeres
lumiére de 'une des droites. S; et Sp. Nous avons vu gque nous pouvions nous res-
e Lasection de la quadrique® par un plarP de type temps treindre au cas\, = 1 — ;. Le centreQi, de la sphére
est un cercle unitaire (qui se trace comme une hyperbole) A\1S;+(1— A1)S; est le barycentre des points pondérés
et correspond a un faisceau de sphéres a points limites, (Q1,\1) et (Q2,1— A1) tandis que le rayop;, est donné

T e 2
sant parlp et de vecteur normal unitair: Q,0Q1).
parlg m 2Q1)

figures 1(c) et 6(c). par :
Démonstration : 5 5 5 5
=e1/—A1 (Q1Q%,—p5) — (1— A1) (Q2Q%,—
Commencons par démontrer le lemme suivant : P12 \/ ! ( 112 pl) ( v ( 212 p(ZgS)
Lemme 1: Ainsi, nous avons :
La représentation d'un faisceau de sphéres est obtenue
comme section d&™ par un plan passant par le poids. 5
—— |12
Démonstration : A103Q1+(1— A1) O3Qs || —p?
pénonsiston C (e b ) g
Soit deux sphereS; etS; non concentriques, de centres 1
respectifsQ; et Q,, de rayons respectifs; et p. Soit 77 + — <>\10391+ (1—X1) 0392>
(resp.o%) la représentation d8; (resp.Sy) sur A*. Nous P12
rappelons les expressions gget s : puisque nous avons :
—2 2 —»2
03Q1|| —p2 p12012
p1ai = e+0301+ s L N
2 = <6o +A103Q1+ (1 - A1) 0392>
0503 - o2 _ -
— 33221 — P2 —
P25 = e +03Q+ e +2 (60 +A103Q1+ (1— A1) 0392)

— — 2
1/ Cas ol + Ay =0 . dy} (“)\10391+(1—/\1)0392“ —P%2>€70>
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— —2 2 et la condition donnée par la formule (39) devient :
+ (dy% (HMOsQlJr (1—2X1) OsﬁzH —P%2> 63?) P ) (39)
— —
) H>\10391+ (1- A1)0392H

= — — — N =

H)\lOSQl + (l )\l) OSQZH + 03Q122 _2 <)\l Ong + (1_ )\l) 0392) ° 03912

1 — —|2 = 0
23 (HA10391+(1—>\1)0392H —P%z) -
qui se simplifie en :

_ 2 N — 2
P12 HA10391+(1—>\1) 0392H

Montrons la relation :

— —\ =
— (AM0sQ1+(1-A OQ).OQ
pr2e= At (-2 255 (30) (110591 + (1= 20 Os0z) « 02
=0
Comme nous avong, = A1 e, + (1—\1) €5, nous _ _ )
puisqueQi est le barycentre des points pondéf@s, A1)

avons :
et(Q2,A2). Pour la méme raison, I'équation précédente de-
vient :
M p1ai+ (1= o N 2 N NP
Lp1 i+ 1) P25% H>\10391+ (1-X1) OsﬁzH = H>\10391+ (1- >\1)0392H
= & + A1 03Q1+ (1— )\1) 03Q)
° (38) qui est toujours vérifiée : la relation (37) est donc toujours
M (HOsQlefpa A=) <HO3QZH27p§> . vérifiée.
+ ) €co

3/ Conclusion : les vecteursais, o} et o5 sont donc
coplanaires pour toutes valeurs de\; et X,. De plus, sic
est un point représentant une sphere du faisceauen est
aussi un, le plan contenant les représentations des sphéres

et, en comparant les formules (36) et (38), la relation
donnée dans la formule est vérifiée si et seulement si nous

avons : . - i
d’'un faisceau contient donc le poi©¥.
—_ — 2
HA10391+(1—)\1)0392H — Pl = =
2 2 (39) Il reste & déterminer le type du plan. Pour ce faire, en uti-
A1 HOngH —p1)+(1=X1) HOngH —p3 lisant la remarque 1, dénombrons le nombre de direction(s)

lumiére du plan :
Comme nous avons :

N 2 1. Sinous avons un faisceau de sphéres a base cercle, aucun
H)‘10391 +(1-21) 0302 H point (i.e. sphere de rayon nul) n'appartient a ce faisceau :
= /\ECTQP +(1-21)2 03—92>2 F20(1- M) Os—Qi . 03—95 Ie_plan est donc de t)-/pe espace \
2. Sinous avons un faisceau de sphéres tangentes, un seul
il reste a calculer—pfz : point (i.e. sphére de rayon nul) appartient a ce faisceau :
le plan est donc de type lumiere;

2
—P12
) 3. Si nous avons un faisceau de spheres a points limites,
=1 (<Q103+03Q12) _pf) deux. points (i.e. spheres de rayon nul) appartiennent a
ce faisceau : le plan est donc de type temps.
— s ——\2
+(1=X1) (<9203+03912> —PE) m

Notons que, dans les trois cas, un faisceau de sphéres est
représenté par un cercle unitaire de ce6igepuisque toutes
les sphéeres$; de ce faisceau sont dans un plan et vérifient

Qa1 <O5ai) = cﬁz =1 olo; est la représentation & sur
— — —
=\ (Q1032 - PE) +(1-XA1) <92032 - p%) +03Q152 N2

=A1 <91032 +03Q12° +2Q1030 03Q12 — PE)

+ (1) Q2052+ 05015 + 202050 03015 — 13

— —N >
+2 (A Q103+ (1- A1) Q203) ¢ 03Q
< 12103+ ( 1) 02 3) s 3.1 Equation d’'un faisceau a base cercle

Nous pouvons énoncer :
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(b)

Figure 6: Représentation des trois types de faisceaux de sphéresecegution de\? par un2-plan affine passant pads.
(a) : Un faisceau de spheres a base cercle est représentémpegrale connexe contenu dans2iplan de type espace. (b) : Un
faisceau de sphéres tangentes est représenté par deuggdattype lumieére contenues dans2yplan de type lumiére. (c) :
Un faisceau de sphéres a points limites est représenté peerafe non connexe contenu dans2splan de type temps.___

Proposition 6 : Considérons le cercle C d&, dansP : z = 0, de centre
Soit C un cercle dé3 de centred; et de rayon; strictement O3 et de rayon 2. Prenons la sphere orieriéede centre
positif. SoitS; une sphére orientée de cenfigetde rayon O3 €t dg rayon—2 ainsi que le plan orient® de vecteur
p1 tel que|ps| = r1. Soit P un plan orienté tel que & normal k . La représentation d& est :

P1NS; c'est-a-dire quéP; etS; sont orthogonaux. O—>
La représentation d®; (resp.P; ) surA* esta? (resp.m). B 510 S 55l (5D 212)
L'équation paramétrique du faisceau de sphéres a base le _? <3) i}3+ 2 ( 303 —(=2) )eOO)
cercle C est : = —35(ef—2ex)
7 (t) =cos(t) 71 +sin(t) T, t € R (40) tandis que la représentation feest :
— = -
Démonstration O =k + <0303 ok ) o=k
ion :

oy L . , _etnous avons bien :
D’aprés le théoreme 4, nous savons que toute sphére d’'un

. z . . . Z1.Z _> _>
faisceau peut s'écrire comme combinaison de deux éléments Os0.05m =0
d_onng_s d;‘\jf faisceau. Il suffit de montrer tiét) appar- ce qui est normal puisque la sph&est le plan? sont or-
tient bien : thogonaux. Dans I'espace des sphéres, nous représentons le
?(t)z = (cos(t) a1 +sin(t) 7?{)2 faisceau par le demi-cercle de cenfrg, d’extrémitéso et
_ 2 2 —o et de vecteurs tangents en ces po&s que nous pou-
= co¢ () 21 ,+S'n2(t) 1 vons modéliser a 'aide d’'une courbe de Bézier rationnelle
=1 =1 guadratique a points massiques de contrdle :
; —
+ 2 cog(t) sin(t) 0171 Oso (1
—0, proposition 3 1 N . N
= 7Bth—BtOU+BtO7T)
_ cod (1) +sir? (1) Bo(0+ (@ (011059 ~ B2(1) 050+ B1 (1) 05
=1 1 — —
= = I aian ((1— 21) O5a+2t(1—t)057r)

A partir de la formule (40), nous avong (0) = o7 et
4 () =7
ar (0)=71.
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dont I'expression d®so (t; se simplifie en :

1 2t-1_,
1-2t122\ 2 °

Y2t K +(1—21) e?)

J. P. Bécar, L. Druoton, L. Garnier, R. Langevin, G. MoriiEspace de Minkowski-Lorentz

Un faisceau de spheéres a points limite§ et M, admet
deux équations paramétriques :

1 . 1 1 _

et nous pouvons tracer quelques spheres directement depuise ‘

I'espace des spheéres, tableau 2 et figure 7.

Figure 7: Quelques sphéres d'un faisceau de sphéres modé-
lisé par un demi-cercle représenté par une courbe de Bézier
rationnelle quadratique a points massiques de contrdle.

Notons, par exemple, pout = %, nous avons
%((—%)2—(—%’)2> = —2. Le rayon de la sphére
est:

1 20-1 1 2t-1
1-2t422 " 21—tz 2

est le changement d’orientation des spheéres s'effectaest |
du passage par un plan orienté.

3.2 Equation d’'un faisceau a points limites

De la méme maniére que dans le paragraphe précédent,

nous allons établir une paramétrisation d'un faisceau de
sphéres a points limites snf.

Proposition 7:

Considérons\/; et M les deux points limites d'un faisceau
de sphéres$(t). Soitin} etmy la représentation des points
M- et M, dans I'espace de Lorentz.

?(t):thMl ml_ZMle ms, tER*  (41)
1
T = e ch(t) g (7 )
1 (42)
—
+ sh(t) AT (mi+mb)

ou (t;¢) appartient & x {—1;1}.

Démonstration :

D’aprés le théoréme 4, nous savons que toute sphéere d'un
faisceau peut s’écrire comme combinaison de deux éléments
donnés de ce faisceau.

Nous avons :
nTi:e_(,>+J\7§+% HJWIHZeoo
et:
nTE:e_(,>+J\7§+% Hmuzew

De plus, nous avong}? = m5> = 0. D'autre part :

s 1 ——2
i = (2 + 0a3 + 5 |00 22

— 1| =—>?
. (e_o>+03M2+5H03M2H eTg)

= O3M; e O3My — %ongz - %O3M22
1/ ——> —\2

—= (O3M1 - OgMz) =
2

Il suffit de montrer qués’ (t) appartient bien at.

?(t)2= t ! ml—} 1 mh ’
Mo M, t MMy
1
2 "752)

1
= 5 (t2 miz—2
Mle t

-2
Etablissons la seconde équation. Nous avons :

—%sz\/h2

b+

—%M2M12> =1

T MyM?
o

4
(T} + M) = A2 + 2t b+ mh2 = —MpMi 2 (43)
et:
(mh —mb)? = My —2m . mh+mbe = MyMp®  (44)

>

Il suffit de montrer query,,,;, (¢) appartient bien a4,



J. P. Bécar, L. Druoton, L. Garnier, R. Langevin, G. MorifEspace de Minkowski-Lorentz

15

Valeur Pointo (t) Sphére correspondante daffias
_ 1 a0 Y/ 1.0001 2 (0~ D-
t=0 (_5,0,0,0,1) =-3 (1,0,0,0,2 ( (—2) )) Centre :(0;0;0), rayon—2
1 2 34 1 3 fnn 3 5
t= i (—5,0,0,—5, 5) _% (1 0;0;— > —2) Centre .(0,0,—§>, rayon—5
1 . —
t= > (0;0;0;1;0 Point(0;0; 0), vecteur normalk
3 2 .3 4 1/, ...3. (a3 5
t= 2 (E’O’O’E’_E g (1,0 0,5, 2) Centre '(O’O’E)’ rayon5
t=1 <%,0,0;O; 1) % (1 0;0;0; ; ( (2)2>) Centre :(0;0;0), rayon 2
Table 2: Spheres d’'un faisceau de sphére a base cercle.
Thyp (t)2 La détermination des se fait par :
2 2 _
= (5 ch(t) MlM (i} — mb) + sh(t) MlM (m} +n72>)> Oso(t)° =1 (45)
2441 21 qui est équivalente a :

S (szchz(t)MMz—shz(t)MM2> 2 2 2 _ 2
MpM2 2M1 2M1 w1 B (t) Oso (t)” = (Bo(t)mo— Bz (t)m3)
Lz cch(t) sh(t) <TT—11>2 _ 7,—152) Développons et simplifions le membre de gauche :
Mo M:

o (Bo(t) s — Ba(t)m3)? = ~2Bol(t) By (t) b}
=ch“(t)—sh“(t)=1
Bi(t) —
| = T mQ«m32
Considérons deux points distinctgy et M> de représen- et la formule (45) est équivalente a :
tations respectives par les deux vecteurs lumiere : 2 1, , 1 T2
M w1 = ) mQo.m2 = 2 2Mo
mp=ed+ OsMo + TO e

ot - Pour tout réel non nul, nous avons :

| 2 (Aimd)? = (Aim)? = g’ = im” = 0
— = 2
m2 = eg+O03Mp+ 5 foo et la condition donnée par la formul@?) devient cadugue

et s’énonce ainsi :

Dans I'espace des sphéres, nous représentons le faisceau
par la branche du cercle représentant le faisceau de centreCondition 1 :
Os al'aide d'une courbe de Bézier rationnelle quadratique & | orsqu'une courbe de Bézier rationnelles quadratiques re-
points massiques de contrdle, de points de contrble intermé yrgsente une branche d'un cercle qui se trace comme une

diaire (Os; w1) et d'extrémitégim; 0) et (—mp;0). Soitw
le poids deOs. Pourt € ]0; 1], un point de cette courbe de
Bézier est définie par :

Oso (t
- MB;l(t) (Bo(t)%—Bz(t)@+wlBl(t)m)
- 0-113;1(15) (Bo(t)mg — Ba (t)m3)

hyperbole, les points massiques extrémaux sont deux vec-
teurs lumiére soifng etims représentant deux poinfgy et

My, soitimg et ex2 représentant un point/p et le point &
Iinfini de &3. Rappelons que la premiére coordonnéerde
etins est 1.

Finalement, nous obtenons :

]\72
Oso (t = TO 6?3

Bo(t) (=, 7757
————— | eg +O3Mp+
o (-0

)
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B2 (t) — —_— M2 —
_ Mo+ 2
1B (D) (eo+03 2 5 €cd
_ Bo)-Ba(t)
w1 By (t)
1 _(3m (t)@—B (t)@ s
w1 B (t) 0 2 2 2 e

i W:I.Tll(t) (BO () O3Mo — Ba(t) OaMz)

Considérons les deux pointdg (—2; 0; 0) et M> (2;0;0).
Nous choisissonsy = 2.

PuisqueO3 My — —O3 Mg et O3Mg = 2, nous obtenons
finalement :

1-2¢t
At (1=D)

1-2t+262 ——
“ar—p B

Oso (t) = (e§+2ex)
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4 Surface canal
4.1 Définition

Commengcons par donner une condition nécessaire sur
I'existence d’'une surface canal [LS11]:

Théoréme 5 :

Soito (t), t appartenant & un intervalle une famille & un
parameétre de sphéres orientés. La condition nécessaire pou
gue la famille de sphéres définisse une surface canal est la

suivante :
d—> 2
vtel, (U(t)> >0

dt
c’est-a-dire que la courbe doit étre de type espace (lewecte
tangent est toujours de type espace).

Avant de donner une condition suffisante, nous avons be-
soin de la définition suivante :

et nous pouvons tracer quelques spheres directement depuis

I'espace des spheres, tableau 3. Rappelons, quetpel
(resp.t = 1), nous obtenons le vecteliry (resp.W>) qui
définit le pointMg (resp.Mb), figure 8.

Figure 8: Quelques sphéres d'un faisceau de sphéres a
points limites modélisé par une branche connexe d’'un cercle
représenté par une courbe de Bézier rationnelle quadratiqu

a points massiques de controle

3.3 Egquation d’'un faisceau de sphéres tangentes

Soit une sphér&; de centreQ; et de rayorp; non nul
et 77 sa représentation sur*. Soit M; un point deS; et
mi la représentation dé/; dans I'espace de Lorentz. Tri-

vialement, I'équation paramétrique du faisceau de sphéres

tangentes &; en M, est:
T (t)=cai+tmi, tER

oue appartient § —1; 1}.

(46)

Définition 4 : Vecteur courbure géodésique

Soity : [a; ] — A* une courbe paramétrée par 'abscisse cur-

viligne.

Un vecteur courbure géodésique au poijrito) estf} pro-

jection L4 1-orthogonale du vecteur dérivé seconde(to)
——y

sur I'hyperplanT, ;. A* & la courbey.

Il suffit de projeter I'image dey(¢g) par la translation
% %

de vecteury” (tg) sur I'hyperplanﬂ(to)/\“. Nous pouvons
énoncer [LS11]:

Théoréme 6 :
Soit~ (t), t appartenant & un intervalle une famille & un
parametre de sphéres orientés, paramétrée par I'absuoisse ¢

viligne, vérifiant :
d_) 2
vtel, (1@)) >0
La surface canal, enveloppe de cette famille a un paramétre

dt
de sphéres n'est pas dégénérée si le vecteur courbure géodé-
sique est de type temps.

4.2 Détermination des cercles caractéristiques

Les cercles caractéristiques d'une surface canal peuvent
étre déterminés par l'intersection de deux sphéres particu
lieres. Soitt — o(t) une paramétrisation admissible de la
courbe G représentant cette surface canal. $aftg) un
point de la conique €représentant la sphe®(tp). La
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Valeur Pointo (t) Sphére correspondante dafas
t:l—lo (%);—%1;0;0;4—;) :é(l;—%;O;O;Z) Centre:(—:'—é;O;O)Jayonz—g0
t:é (g;—g’;o;o;%) :%(l;—l—s;O;O;Z) Centre:(—%g;o;o),rayong
t:%1 (%;—2;0;0;%) :%(1;—2;0;0;2) Centre:(—g;o;o),rayon:—z3
t:% (0;—1;0;0;0 Point (0;0;0), vecteur normak- 7’
t:i}; (—2;—2;0;0;—g>__12(1;2;0;0;2) Centre:(g;o;o),rayon—g

Table 3: Sphéres d’un faisceau de sphére a points limites.

sphéreS(¢p) est déterminée par la donnée du vecteur tan-
—
gent‘fl—‘tT (to) au cercle au poing (to) : elle est représentée
(] g
surA* paro (t) définie par :

{& (to)} -

et nous introduisons la définition suivante :

i
Os; T (to)> nA? 47)

Définition 5 : sphére dérivée o
Soit¢ — o(t) une paramétrisation admissible de la courbe 71 ./’ ~ 1o (to)
C, représentant une surface canal. Os E;
La sphére dérivée de la sphér€tg) (resp.S(tg)) est la T (to)

. hd 4
sphérer (tg) (resp.S(tp)) définie par la formule (47) (resp. A
7 (to)).

Le cercle caractéristique induit p&(¢p) est I'intersection

des deux sphéres orthogonafgo) etS(tp). La relation :

Oso (to 2= 1
Figure 9: SurA*, C; est un cercle représentant une cyclide
de Dupin. Considérons le poir_a:t)(to). Le vecteur tangent

o
Oso (toi-Os o (tg) =0 a cette courbe en ce point e%% (to). Le cercle caracté-
ristique de la cyclide de Dupin est I'intersection entre les

induit, par dérivation, la relation :

Si C; est un cercle de centi®,, ce dernier est le projeté o
orthogonal d&Js sur le planAf f {C;}, ainsi : deux sphére§ (to) etS(to), représentées suk* par o (o)

_ N [N d N -y ’” . .

. SN . . eto (tp) ou cette derniére est l'intersection entre la demi-

Q10 (t0) . 05 & (to) = 0sQ1. 05 & (to) +Q10 (t0) - Os & (to) , = 4
—_— droite | Os; 7 (to) | €tA

L]
050 (to)

0
= (053—9;-1-910 (toi)
—
= 57(1505.05(; (to)=0
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et la figure 9 illustre ce dernier cas.

La figure 10 montre un cercle caractéristique sur une
CDA4E obtenu comme intersection de deux sphéres orthogo-

nalesS (¢p) etS(tp). Notons que la seconde sphére peut étre

[DGL13] DRUOTON L., GARNIER L., LANGEVIN R. :
Iterative construction of Dupin cyclide characteristic
circles using non-stationary Iterated Function Systems
(IFS).Computer-Aided Design. Vol. 48um. 2 (February
2013), 568-573. Solid and Physical Modeling 2012, Di-

un plan et dans ce cas, le cercle caractéristique obtenu sera jon.

un grand cercle sur la premiére sphere.

.
S (to)

Figure 10: Construction, dan<’z, d’'un cercle caractéris-

tique d’'une cyclide de Dupin depuis I'espace des sphéres,

[DLG13] DRUOTON L., LANGEVIN R., GARNIER L. :
Blending canal surfaces along given circles using Dupin
cyclides.International Journal of Computer Mathematics
(2013), 1-20.

[Drul3] DrRuOTONL.: Recollements de morceaux de cy-
clides de Dupin pour la modélisation et la reconstruction
3D. PhD thesis, Université de Bourgogne, Institut de Ma-
thématiques de Bourgogne, avril 2013.

[GD13a] GaRNIER L., DRUOTON L. : Constructions,
dans I'espace des sphéres, de carreaux de cyclides de Du-
pin a bords circulairesRevue Electronique Francophone
d’Informatique Graphique. Vol.,Num. 1 (2013), 17-40.

[GD13b] GARNIER L., DRUOTON L. Construc-
tions of principal patches of Dupin cyclides defined by
constraints : four vertices on a given circle and two per-
pendicular tangents at a vertex. XtV Mathematics of

figure 9 Surfaces(Birmingham, Royaume-Uni, 11-13 september
2013), pp. 237-276.
[GDB15] GARNIER L., DRUOTON L., BECAR
5 Conclusion J. P Points massiques, espace des__sphéres
et “hyperbole”. In G.T.M.G. 2015 (Paitiers,
Dans cet article, nous avons fait un tour d’horizon de I'es-  ayril  2015). http ://gtmg2015.conference.univ-

pace de Minkowski-Lorentz et avons montrer qu’une famille

a un parametre de spheres orientées étaient représentée Sin}HJOS] HERTRICH-JEROMIN U. * Introduction to Mbius

lement par une courbe de degré au plus 2 et que les pro-- .
P N P - 9 P . qu pro differential geometry. London Mat. Soc. Lecture note,
blémes quadratiques concernant les sphéres deviennent li-

poitiers.fr/programme_details.

néaires dans cet espace.
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