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Résumé
Dans cet article, nous faisons une présentation de l’espacede Minkowski-Lorentz généralisant, àR5 l’espace
utilisé dans la théorie de la relativité. Cet espace de dimension 5 contient un paraboloïde de dimension3 et
isométrique à l’espace affine euclidien usuelE3, l’ensembles des sphères et plans orientés deE3 regroupés sur
une pseudo-sphère unité de dimension4. Une premier avantage de cet espace est l’écriture intuitive d’une sphère
qui est caractérisée par un point, un vecteur normal en ce point et une courbure. Un deuxième avantage est
la manipulation de surfaces canal qui sont représentées pardes courbes. Un troisième avantage concernant la
simplification des calculs quadratique dansE3 qui deviennent linéaires et nous pouvons citer : l’appartenance
d’un point à une sphère, les positions relatives de deux sphères.

Mots-clés : Espace de Minkowski-Lorentz, espace des
sphères, enveloppes, faisceau.

Introduction

Plusieurs modèles de l’espace des sphères existent. Il en
existe deux modèles projectifs : M. Berger [Ber78, BG92]
utilise les formes quadratiques sur l’espace affine euclidien ;
M. Paluszny [PB98] se sert de l’hypersphère de Moebius.
Ces deux espaces ont le désavantage de ne pas prendre
en compte l’orientation des sphères ce qui rend impos-
sible la résolution de certains problèmes [LSD∗14]. Quant
à nous, nous nous plaçons dans l’espace de Lorentz qui est
une généralisation de l’espace-temps de Minkowski àR5

[HJ03,Cec92,LO05,LO08,LW08,DLG13,DGL13,GD13b,
GD13a,Dru13,GDB15].

L’espace-temps
−−→
L3,1 de la relativité restreinte est muni de

la forme quadratique de signature(3;1) définie par :

QM (−→u ) = x
2+y

2+ z
2− c

2
t
2

où (x;y;z) sont les composantes spatiales de−→u , t la com-
posante temporelle de−→u et c la célérité de la lumière c’est-
à-dire la vitesse de propagation des photons constituant les
ondes électromagnétiques. L’ensemble des vecteurs qui an-
nulent cette forme quadratique sont appelés vecteurs iso-

tropes et définissent le cône de lumière Cl, de sommetO.
Selon que l’autre pointM(x;y;z; t) est à l’intérieur (i.e.

QM

(−−→
OM

)

< 0) ou non du cône de lumière, nous aurons

les distinctions suivantes :
• à l’intérieur du cône de lumière, l’observateurO peut

influencer d’une façon ou d’une autre ce qui se passera
dans le futur (sit est positif) en ce pointM ou être
influencé par une action passée (sit est négatif) ;

• sur le cône de lumière, l’observateurO peut influencer
d’une façon ou d’une autre ce qui se passera dans le
futur (si t est positif) en ce pointM ou être influencé
par une action passée (sit est négatif) à la condition
que le signal se déplace à la vitesse de la lumière ;

• hors du cône de lumière, il ne peut y avoir aucune in-
teraction entre l’observateur et le point considéré car
cela impliquerait la possibilité pour une information de
voyager à une vitesse supérieure àc.

Notons que si besoin, nous pouvons nous servir de la puis-
sance des algèbres géométriques [DFGL14,DFM07].

L’article est composé comme suit : dans un premier temps
nous présentons les notions de sphères orientées et de fais-
ceaux de sphères dans l’espace affine euclidien usuel de di-
mension 3. Dans le second paragraphe, nous définissons les
éléments fondamentaux de l’espace de Minkowski-Lorentz
(cône de lumière, paraboloïde isométrique àE3, espace des
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sphères) ainsi que l’étude des potisions relatives de deux
sphères, l’appartenance d’un point à une sphère. Dans la
troisième section, nous donnons les équations despseudo-
cercles ou droites représentant les faisceaux de sphères.
Avant de conclure, nous étudions dans le quatrième para-
graphe la représentation de surfaces canal dans l’espace de
Minkowski-Lorentz.

Dans cet article, l’espace affine euclidien orienté usuel
E3 de dimension 3 est muni du reprère orthonormé direct
(O3;−→e1;−→e2;−→e3).

1 Sphères orientées et faisceau de sphères deE3

A partir d’une sphèreS de centreΩ et de rayonr, nous
pouvons définir deux sphères orientéesS+ etS− de la façon
suivante : en tout pointM deS, la sphère orientéeS+ (resp.
S−), de rayonρ= r (resp.ρ=−r) est définie par le fait que
le vecteur normal unitaire

−→
N à la sphèreS enM est sortant

(resp. rentrant). Ainsi, nous avons :
−−→
ΩM = ρ

−→
N. (1)

Nous pouvons définir la puissance d’un point par rapport
à une sphère.

Définition 1 : Puissance d’un point par rapport à une sphère
Soit une sphère orientéeS de centreΩ et de rayonρ. SoitM
un point deE3.
La puissance du pointM par rapport à la sphèreS est :

χS (M) = ΩM
2−ρ

2 (2)

Les points de la sphèreS sont les pointsM vérifiant
χS (M) = 0. Les points deE3 contenus dans la partie bor-
née délimitée par la sphèreS sont les pointsM vérifiant
χS (M)< 0. Les autres points deE3 sont les pointsM véri-
fiantχS (M)> 0.

Définition 2 : Sphères orthogonales et puissance conjointe
de deux sphères

Soit deux sphères orientéesS1 et S2 de centres respectifs
distinctsΩ1 et Ω2 et de rayons respectifsρ1 et ρ2. La puis-
sance conjointe des sphèresS1 etS2 est :

χS1,S2 = Ω1Ω2
2−ρ

2
1−ρ

2
2

Les sphèresS1 etS2 sont orthogonales si nous avons :

χS1,S2 = 0 (3)

Définition 3 : Faisceau de sphères

Soit deux sphèresS1 et S2 non concentriques, de centres
respectifsΩ1 etΩ2, de rayons respectifsρ1 etρ2. Soitλ1 et
λ2 deux réels non tous deux nuls.

Le faisceau de sphères défini parS1 et S2 est l’ensemble
des sphères, notéesλ1S1+λ2S2, définies par l’ensemble
des pointsM vérifiant la relation :

λ1χS1 (M)+λ2χS2 (M) = 0 (4)

Notons le cas particulier où nous avonsλ1+λ2 = 0. Dans
ce cas, siM est un point deλ1S1−λ1S2, l’équation (4)
devient :

Ω1M
2−ρ

2
1−Ω2M

2+ρ
2
2 = 0 (5)

qui peut s’écrire :
(−−−→

Ω1M −
−−−→
Ω2M

)

•
(−−−→

Ω1M +
−−−→
Ω2M

)

= ρ
2
1−ρ

2
2

qui se simplifie en :

−−−→
Ω1Ω2 •

−−→
IM =

ρ2
1−ρ2

2
2

(6)

où I est le milieu du segment[Ω1Ω2]. Soit I0 le point de la
droite(Ω1Ω2) vérifiant :

I I0 =
ρ2

1−ρ2
2

2 Ω1Ω2

(7)

où AB désigne la mesure algébrique de
−→
AB. Alors,

λ1S1−λ1S2 est le plan orienté de vecteur normal unitaire
1

Ω1Ω2

−−−→
Ω1Ω2 ou −1

Ω1Ω2

−−−→
Ω1Ω2 passant par le pointI0.

Si nous avonsλ1 + λ2 6= 0 et si M est un point de
λ1S1+λ2S2, l’équation (4) peut s’écrire :

λ1

(−−−−→
Ω1Ω12+

−−−→
Ω12M

)2
+λ2

(−−−−→
Ω2Ω12+

−−−→
Ω12M

)2

= λ1ρ
2
1+λ2ρ

2
2

(8)
où Ω12 est le barycentre des points pondérés(Ω1,λ1) et
(Ω2,λ2). La formule (8) se simplifie en :

−−−→
Ω12M

2 =−
λ1

(

Ω1Ω2
12−ρ2

1

)

+λ2

(

Ω2Ω2
12−ρ2

2

)

λ1+λ2
(9)

ce qui montre, quand cela a un sens, que le centre de la
sphèreλ1S1+λ2S2 est le pointΩ12 tandis que le rayon de
cette dernière est alors :

ρ12 = ε

√
√
√
√

−
λ1

(

Ω1Ω2
12−ρ2

1

)

+λ2

(

Ω2Ω2
12−ρ2

2

)

λ1+λ2
(10)

où ε appartient à{−1;1}. Nous pouvons énoncer le théo-
rème suivant :

Théorème 1 :
Soit deux sphèresS1 et S2 non concentriques, de centres
respectifsΩ1 et Ω2, de rayons respectifsρ1 etρ2. Soitλ1 et
λ2 deux réels non tous deux nuls. Alors :
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1. Si les sphèresS1 etS2 sont sécantes en un cercle C alors
toutes les sphères du faisceau contiennent le cercle C : le
faisceau de sphèresλ1S1+λ2S2 s’appelle un faisceau à
base le cercle C, figure 1(a) ;

2. Si les sphèresS1 et S2 sont tangentes alors toutes les
sphères du faisceau sont tangentes àS1 etS2 : le faisceau
de sphèresλ1S1+λ2S2 s’appelle un faisceau de sphères
tangentes, figure 1(b) ;

3. Si les sphèresS1 etS2 sont disjointes alors il existe deux
points P1 et P2 de (Ω1Ω2) tels que, pourλ1 6= −λ2,
λ1S1+λ2S2 soit centrée sur(Ω1Ω2)− ]P1;P2[ : le fais-
ceau de sphèresλ1S1+λ2S2 s’appelle à points limites,
et les boules délimitées par ces sphères sont contenues les
unes dans les autres et tendent vers les deux points limites
P1 etP2, figure 1(c).

Démonstration :Laissée au lecteur.

�

(a) (b) (c)

Figure 1: Les trois types de faisceaux de sphères dansE3.
(a) : Un faisceau de sphères à base cercle. (b) : Un faisceau
de sphères tangentes. (c) : Un faisceau de sphères à points
limites.

2 Espace de Minkowski-Lorentz

2.1 Cône de lumière oupseudo-sphère de rayon nul

Soit(−→e−;−→e1;−→e2;−→e3;−→e+) la base canonique de
−→R5. Posons :

−→eo =−→e−−−→e+ et −→e∞ =
1
2
(−→e−+−→e+)

L’espace vectoriel de Minkowski-Lorentz est leR-espace
vectoriel, noté

−−→
L4,1, muni de la base(−→eo ;−→e1;−→e2;−→e3;−→e∞) sur

lequel nous définissons la forme bilinéaire symétrique de
Lorentz de la façon suivante :







−→eo
2 = −→e∞

2 = 0

−→ei �
−→eo = −→ei �

−→e∞ = 0

−→ei �
−→ej = δij

(11)

où (i;j) ∈ {1;2;3}2 et δij est le symbole de Kronecker.
Dans cet espace, la forme quadratique de Lorentz est de si-
gnature(4;1) et s’appelle un (pseudo) †-produit scalaire.

L’espace affine d’origineO5 et d’espace vectoriel associé
−−→
L4,1 est noté L4,1 et nous avons une bijection qui à tout point

M de L4,1 associe son vecteur position
−−−→
O5M .

Etant donné que la forme quadratique de Lorentz n’est
pas définie positive, nous pouvons considérer l’ensemble des
vecteurs−→u non nuls isotropes (i.e.Q4,1 (

−→u ) = 0), et l’en-
semble des vecteurs positions isotropes engendre un cône,
dit de lumière, figures 2 et 5 :

Cl =
{

M ∈ L4,1 |Q4,1

(−−−→
O5M

)

= 0
}

(12)

qui est la sphère de centreO5 et de rayon nul pour la forme
quadratique de Lorentz car tous les pointsM sont à une dis-
tance nulle deO5. Nous pouvons distinguer trois types de
vecteurs et de 2-plans, voir tableau 1.

Soit −→u (uo;xu;yu;zu;u∞) et −→v (vo;xv;yv;zv;v∞)

deux vecteurs de
−−→
L4,1, nous avons :

−→u �
−→v = xuxv +yu yv+ zu zv −uo v∞−u∞ vo (13)

L’équation du cône de lumière dans le repère
(O5;−→eo;−→e1;−→e2;−→e3;−→e∞) est :

x
2+y

2+ z
2−2xox∞ = 0 (14)

2.2 Paraboloïde isométrique au plongement deE3 dans
l’espace de Minkowski-Lorentz

Considérons le pointO3 défini par
−−−→
O5O3 =

−→eo et l’hyper-
plan affineH engendré parO3, les vecteurs espace−→e1,

−→e2
et −→e3 et le vecteur lumière−→e∞. La restriction de la forme
quadratiqueQ4,1 à H est dégénérée. Le paraboloïdeP est
l’intersection entre le cône de lumière Cl et l’hyperplan af-
fineH, figure 2.

La figure 3 montre une vue « 3D (graphique) - 5D (espace
de Minkowski-Lorentz) » du plongement deE3 qui est iden-
tifié à E3 ≃ {1}×E3×{0}, de repèreO3 représentée par la
pointe de la flèche rouge et les vecteurs deux à deux ortho-
gonaux−→e1, −→e2 et−→e3.

Nous avons le théorème fondamental suivant :

Théorème 2:

Le paraboloïdeP, d’équation :
{

xo−1 = 0
x2+y2+ z2−2xox∞ = 0

(15)

dans le repère(O5;−→eo;−→e1;−→e2;−→e3;−→e∞), est isométrique au
plongement deE3 dans l’espace de Minkowski-Lorentz.

†. Dans la suite, le termepseudosera omis.
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Type du vecteur Vecteur−→u 2-plan
ou du 2-plan

Espace Q4,1(
−→u )> 0 Tous les vecteurs de ce 2-plan sont de type espace

Temps Q4,1(
−→u )< 0 Au moins un vecteur de ce 2-plan est de type temps

Lumière Q4,1(
−→u ) = 0 Le plan est parallèle à un hyperplan tangent à Cl

Table 1: Définition des trois types de vecteurs et de2-plans de l’espace de Minkowski-Lorentz.

b

b

H

−→
e−

−→
e∞ = 1

2

(−→
e−+−→

e+

)

−→
e3

−→
eo = −→

e−−
−→
e+

−→
e1

−→
e+

P −→
e∞

O5

O3

E3

Cl

Figure 2: Le cône de lumière Cl, l’hyperplan affineH et le
paraboloïdeP isométrique àE3.

Figure 3: Le cône de lumière Cl, l’hyperplanH et le pa-
raboloïde P isométrique àE3ainsi que les deux repères
utiles, le repère canonique(O5;−→e−;−→e1;−→e2;−→e3;−→e+) et celui
de l’algèbre géométrique conforme(O5;−→eo;−→e1;−→e2;−→e3;−→e∞).
Le vecteur−→e1 en blanc ainsi que la droite verte schématise

les espaces
−→
E3 etE3.

Démonstration :Pour tout pointM (x;y;z) de E3, nous
faisons correspondre un et un seul pointM5 défini par :

−−−→
O5M5 =

−−−→
O5O3+x−→e1 +y−→e2 + z −→e3 +0−→e∞

= −→eo+x−→e1 +y−→e2 + z −→e3

et nous avons :
−−−→
O5M5

2 = x
2+y

2+ z
2

et nous identifions les pointsM (x;y;z) de E3 et
M5(1;x;y;z;0) deH. Soit le pointN5 deH défini par :

−−−→
O5N5 =

−−−→
O5O3+x−→e1 +y−→e2 + z −→e3 + t−→e∞

= −→eo+x−→e1 +y−→e2 + z −→e3 + t−→e∞

Le pointN5 appartient au cône de lumière si et seulement
si nous avons

−−−→
O5N5

2 = 0. La relation−→eo �−→e∞ =−1 conduit
à :

−−−→
O5N5

2 = x
2+y

2+ z
2−2 t= 0

et nous obtenons :

−−−→
O5N5 =

−−−→
O5O3+x−→e1 +y−→e2 + z −→e3 +

x2+y2+ z2

2
−→e∞

et le pointM5 deE3 est l’image du pointN5 par la projection
surE3 dans la direction−→e∞.

La réciproque est aussi vraie.

�

Notons que l’espace vectoriel orthogonal au vecteur−→e∞
est :

−→e∞
⊥ =

−→
H

puisque−→e∞2 = 0 et que la restriction de la forme quadra-
tique à l’hyperplan

−→
H est dégénérée et de signature(3;0).

En effet, si−→u appartient à cet hyperplan, il existe un qua-
druplet(x;y;z;x0) tel que :

−→u =x−→e1+y−→e2+z−→e3+x0
−→e∞ avec −→u 2 =x

2+y
2+z

2

puisque les vecteurs sont deux à deux orthogonaux,−→e∞ et de
type lumière et les trois vecteurs espaces−→e1, −→e2 et −→e3 sont
unitaires. Notons que nous obtenons la forme usuelle du pro-
duit scalaire euclidien pour les trois premières composantes.

Si−→m est un vecteur position lumière, non colinéaire à−→e∞,
sa représentation sous forme d’un point dansE3 est caracté-
risée par le pointN5 défini par :

{N5} = Aff(O5;−→m)∩P

qui est ensuite projeté sur l’espace affine de dimension 3 dé-
fini par le pointO3 (1;0;0;0;0) et les trois vecteurs espace
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−→e1, −→e2 et −→e3 selon la direction du vecteur lumière−→e∞. Ré-
ciproquement, soitM5 un point deE3. Considérons le point
N5 défini par :

{N5} = Aff(M5;−→e∞)∩P

qui définit le vecteur position−→n5 =
−−−→
O5N5 de type lumière.

Le triangleO3M5N5 est rectangle enM5 et, d’après le théo-
rème de Pythagore, nous avons la relation fondamentale :

−−−→
O3N5

2 =
−−−→
O3M5

2+
−−−→
M5N5

2

︸ ︷︷ ︸

0

=
−−−→
O3M5

2 (16)

D’après la démonstration du théorème précédent, soitP

un point deE3 et
−→
P =

−−→
O3P de

−→
E3 son vecteur position, la

représentation‡ du pointP dans l’espace de Lorentz est :

−→p =−→eo +
−→
P +

1
2

∥
∥
∥
−→
P
∥
∥
∥

2−→e∞ (17)

et le vecteur−→eo représente l’origineO3 de l’espaceE3 (i.e.
−−−→
O5O3 = −→eo) tandis que le vecteur−→e∞ représente le point à
l’infini. Par construction, le vecteur position−→p est un vec-
teur isotrope (i.e.−→p �

−→p = 0). Remarquons que la détermina-
tion du point deE3 à partir de sa représentation, formule (17)
est triviale. De façon plus générale, si−→p (xo;x;y;z;x∞) est
un vecteur lumière, deux cas sont à distinguer :

• x0 = 0 implique que nous considérons le vecteur−→e∞ et
nous obtenons le point à l’infini deE3 ;

• x0 6= 0 implique que nous considérons le vecteur1
xo

−→p
et nous obtenons le point :

P

(
x

xo
;
y

xo
;
z

xo

)

deE3.

La figure 4 synthétise et illustre le processus permettant
de voir un point deE3 comme un vecteur lumière de

−−→
L4,1.

Dans la figure 4(b), le vecteur−→e∞ est en vert, celui en bleu
est un vecteur colinéaire à−→e∞ et ces deux vecteurs ont même
longueur : 0.

Les figures 4(a) et 4(b) permettent une visualisation 3D
d’une compactification deR ce qui permet de comprendre le
processus de la compactification deRn, n ∈ N∗ :

• Nous partons de l’origineO5 de l’espace de Lorentz
pour arrive enO3 origine deE3 grâce à la relation
−−−→
O5O3 =−→eo ;

• Nous prenons le pointP que nous voulons dansRn
schématisé par l’un des points roses sur la droite verte
dans la figure 4(a), ce qui nous conduit à la rela-
tion : −→p =−→eo+

−→
P ;

‡. Dans la suite, sauf mention contraire, un point deE3 ou un

vecteur de
−→
E3 est écrit en majuscule, sa représentation dans l’espace

de Lorentz est écrite avec la même lettre en minuscule.

(a)

(b)

Figure 4: Les points deE3 sont des vecteurs lumière dans
l’espace de Lorentz. (a) : les points deE3 sont remontés sur
le paraboloïdeP selon la direction du vecteur−→e∞. (b) : les
points du paraboloïdeP deviennent des vecteurs positions
sur le cône de lumière.

• A partir de ce pointP , nous déterminons le point inter-
section entre le paraboloïdeP et la droite passant parP
et de vecteur directeur−→e∞ ;

• Ce point d’intersection définit le vecteur position iso-
trope donné par la formule (17), figure 4.

Notons que le signe du produit de deux vecteurs lumière,
représentant chacun un point deE3, est négatif :

Proposition 1 : Produit de deux vecteurs lumière

Soit−→m0 et−→m1 deux vecteurs lumière représentant les points
M0 etM1, distincts, deE3.

Alors :

−→m0 �
−→m1 =−

M0M
2
1

2
< 0
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et :

−→m0 �
−→e∞ =−1

Démonstration :Nous avons :






−→m0 =
−→e0 +

−→
M0+

−→
M0

2

2
−→e∞

−→m1 =
−→e0 +

−→
M1+

−→
M1

2

2
−→e∞

Nous avons :
−→m0 �

−→m1

=
−−−→
O3M0 •

−−−→
O3M1+

1
2

(−−−→
O3M0

2+
−−−→
O3M1

2
)
−→e0 �

−→e∞

= −
1
2

(−−−→
O3M0

2+
−−−→
O3M1

2−2
−−−→
O3M0 •

−−−→
O3M1

)

= −
M0M

2
1

2

et la seconde formule est triviale.

�

Notons qu’il est indispensable que les vecteurs lumière
représentent exactement un point deE3 puisque nous avons :

(−−→m0) �
−→m1 > 0

2.3 Compactification d’Alexandrov deR3

Pourn entier naturel non nul, l’espaceR3, muni de la to-
pologie euclidienne usuelle, n’est pas compact. L’usage est
d’ajouter un point àR3, noté∞, est d’identifier l’ensembleR3∪{∞} àS

3, sphère unité deR4 et nous pouvons passer
deS

3 àR4 via une projection stéréographique.

En revanche, la construction du modèle confirme (généra-
lisable à tout espaceR3), figure 2, permet d’avoir un modèle
deS

3, P∪{−→e∞}, isométrique à l’espace euclidien usuel où
P est un paraboloïde de dimension 3, de sommetS et d’axe
la droite passant parS et de vecteur directeur−→e∞. Le pôle
nord, identifié avec le point∞ de R3 est remplacé par le
vecteur lumière−→e∞, ce qui permet en plus, dans cet espace,
d’utiliser des CBRQ à points massiques ayant un point à l’in-
fini : ce dernier est représenté par−→e∞.

SoitA etB deux points deR3. Les points qui leur corres-
pondent sontA′ et B′ obtenus comme intersection entre la
paraboleP et la droite de vecteur directeur−→e∞ et passant par
le point idoine. Nous avons donc :

−−→
AA

′2 =
−−→
BB

′2 = 0

et considérons le pointB1 défini par :
−−−→
A
′
B1 =

−→
AB

Le triangleA′B1B
′ est rectangle enB1 et en appliquant le

théorème de Pythagore, nous avons :
−−−→
A
′
B

′2 =
−−−→
A
′
B1

2+2
−−−→
A
′
B1 �

−−−→
B1B

′

︸ ︷︷ ︸

0

+
−−−→
B1B

′2

︸ ︷︷ ︸

0

=
−→
AB

2 (18)

De plus, nous avons :
−−−→
A′B′

�
−→e∞ =

(−−−→
A′B1+

−−−→
B1B

′
)

�
−→e∞

= =
−−−→
A
′
B1 �

−→e∞
︸ ︷︷ ︸

0

+
−−−→
B1B

′
�
−→e∞

︸ ︷︷ ︸

0

= 0 (19)

et tout vecteur de la formex
−→
AB+ y−→e∞ est orthogonal à

−→e∞.

2.4 Espace des sphères orientéesΛ4

Une sphère deE3, de centreΩ, de rayonρ est représentée
par le pointσ ou le vecteur position−→σ défini par [DFM07] :

−→σ =
−−→
O5σ

=
1
ρ

(

−→ω −
1
2
ρ

2−→e∞

)

=
1
ρ

(

−→eo+
−→
Ω +

1
2

(∥
∥
∥
−→
Ω
∥
∥
∥

2
−ρ

2
)

−→e∞

)
(20)

et nous imposons−→σ 2 = 1 afin de pouvoir considérer cet es-
pace comme une sphère unité. L’orientation de la sphèreσ

est définie comme dans la section précédente : siM appar-
tient à la sphère de centreΩ et de rayon algébriqueρ, si

−→
N

est le vecteur normal unitaire à la sphère au pointM , nous
avons :

−→m−−→ω =
−→
M −

−→
Ω +

1
2

(−→
M

2−
−→
Ω 2
)
−→e∞

et la relation
−→
M −

−→
Ω =

−−−→
O3M −

−−→
O3Ω =

−−→
ΩM implique :

−→m−−→ω = ρ
−→
N +

1
2

(−→
M

2−
−→
Ω 2
)
−→e∞

et nous obtenons :

(−→m−−→ω ) �−→n

=
(

ρ
−→
N + 1

2

(−→
M2−

−→
Ω 2
)
−→e∞
)

�

(
−→
N +

1
2
−→e∞

)

= ρ

(21)

et nous retrouvons la formulation donnée par la formule (1).
De manière analogue, un plan orientéP défini par un point
P et un vecteur normal unitaire

−→
N est représenté par :

−→π =
−−→
O5π =

−→
N +

(−→
N •

−→
P
)
−→e∞ (22)

où • désigne le produit scalaire de
−→
E3. De plus, nous avons

−→π 2 =
−→
N 2 = 1. Il est ainsi naturel d’introduire la sphère unité

Λ4 de centreO5 de L4,1 :

Λ4 =
{

σ ∈ L4,1 |Q4,1

(−−→
O5σ

)

=
−−→
O5σ

2 = 1
}

(23)
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qui représente les sphères orientées et les plans orientés de
E3, figure 5. Nous admettons dans ce document que tout élé-
ment deΛ4 représente soit une sphère orientée, soit un plan
orienté. Notons que les deux sphères orientéesS+ etS− de
E3 sont représentées par les deux vecteurs positions opposés
−→σ + et−→σ − deΛ4.

b

−→
e1

Λ4

−→
e−

−→
e+

Cl

O5

Figure 5: La sphère Cl de centreO5 et de rayon nul ainsi
que la sphère unitaireΛ4 de centreO5.

Rappelons que, dans unR−espace vectorielRn, n ∈ N∗,
muni de la forme quadratique définieQ et S une surface
définie implicitement par une fonctionf de classeC1. Soit
(x1; . . . ;xn) les coordonnées d’un point régulierM0. Le

gradient
−→
∇f (x1; . . . ;xn) à la surface enM0 est définie par

la relation :

d(x1;...;xn)f (h1; . . . ;hn) = L
(−→
∇f (x1; . . . ;xn) ,

−→
h
)

où
−→
h est le vecteur de composante(h1; . . . ;hn). Ainsi, dans

le repère canonique de L4,1, un pointσ (x0;x1;x2;x3;x4)

deΛ4 vérifie :

f (x0;x1;x2;x3;x4) =−x
2
0+

4

∑
i=1

x
2
i −1= 0

et nous obtenons :

d(x0;x1;x2;x3;x4)f =
4

∑
i=0

∂f

∂xi
(x0;x1;x2;x3;x4) dxi

d’où :

d(x0;x1;x2;x3;x4)f = −2x0dx0+
4

∑
i=1

2xi dxi

et :

d(x0;x1;x2;x3;x4)f (h0;h1;h2;h3;h4)=−2x0h0+
4

∑
i=1

2xi hi

ce qui montre que le gradient àΛ4 au pointσ est :
−→
∇f (x0;x1;x2;x3;x4) =

(2x0;2x1;2x2;2x3;2x4) = 2−→σ
(24)

et nous retrouvons la même formule de colinéarité que dans
le cas d’une sphère dans l’espace euclidien usuel.

Donnons les conditions permettant de savoir si un point
appartient à un plan ou à une sphère.

Théorème 3 : Position relative d’un point et d’une sphère
ou d’un plan

SoitS une sphère deE3, de centreΩ, de rayonρ et de repré-
sentation−→σ surΛ4.
Soit P un plan passant par le pointP0, de vecteur normal
unitaire

−→
N et de représentation−→π surΛ4.

Soit le vecteur−→p représentant le pointP deE3. Alors :

1. Nous avons :

−→σ �
−→p = χS (P ) =−

1
2ρ

(

ΩP
2−ρ

2
)

(25)

et :

P ∈ S⇐⇒−→σ �
−→p = 0 (26)

2. Nous avons :

−→π �
−→p =

−→
N •

−−→
P0P

d’où :

P ∈ P ⇐⇒−→π �
−→p = 0 (27)

Démonstration :

1. Nous avons :

= −→σ �
−→p

=

(

−→eo+
−→
P +

1
2

∥
∥
∥
−→
P
∥
∥
∥

2−→e∞

)

�
1
ρ

(

−→eo +
−→
Ω +

1
2

(∥
∥
∥
−→
Ω
∥
∥
∥

2
−ρ

2
)

−→e∞

)

=
1
ρ

(
−→
P •

−→
Ω −

1
2

∥
∥
∥
−→
P
∥
∥
∥

2
−

1
2

(∥
∥
∥
−→
Ω
∥
∥
∥

2
−ρ

2
))

=
1
2ρ

(

−
(−→
P −

−→
Ω
)2

+ρ
2
)

=
1
2ρ

(

−
−→
ΩP

2+ρ
2
)

=−
1
2ρ

χS (P )

ce qui permet de montrer l’équivalence entre le pointP

appartient à la sphèreS et le résultat :

−→σ �
−→p = 0

2. Nous avons :
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−→p �
−→π =

(

−→eo+
−→
P +

1
2

∥
∥
∥
−→
P
∥
∥
∥

2−→e∞

)

�

(−→
N +

(−→
N •

−→
P0

)
−→e∞
)

=
(−→
P •

−→
N −

−→
N •

−→
P0

)

=
−→
N •

−−→
O3P −

−→
N •

−−−→
O3P0

=
−→
N •

(−−→
O3P +

−−−→
P0O3

)

=
−→
N •

−−→
P0P

ce qui permet de montrer l’équivalence entre le pointP

appartient au planP et le résultat−→π �
−→p = 0 (puisque

P ∈ P ⇐⇒
−→
N ⊥

−−→
P0P ).

�

Notons que le critère permettant de savoir si un point de
E3 appartient à une sphère deE3 devient linéaire dans l’es-
pace de Lorentz alors qu’il est quadratique dansE3.

Corollaire 1 :

SoitS une sphère deE3, de centreΩ, de rayonρ et de repré-
sentation−→σ surΛ4.
Soit P un plan passant par le pointP0, de vecteur normal
unitaire

−→
N et de représentation−→π surΛ4.

Soit le vecteur−→p représentant le pointP deE3. Alors :

1. La sphèreS est l’intersection du paraboloïdeP avec l’hy-
perplanHσ⊥ passant parO5 et de vecteur normal−→σ .

2. Le planP est l’intersection du paraboloïdeP avec l’hy-
perplanHπ⊥ passant parO5 et de vecteur normal−→π .

Démonstration :

D’après la formule (26), le pointP appartient àS si et
seulement si :

−→σ �
−→p = 0

si et seulement si :
−−→
O5σ �

−−−→
O5P5 = 0

oùP5 est le point (du paraboloïdeP) défini par :
−−−→
O5P5 =

−→p

La démonstration concernant−→π est analogue.

�

Nous venons de montrer, via le corollaire 1 que siσ re-
présente une sphèreS deE3, l’intersection entre l’hyperplan
Hσ⊥ , de vecteur normal−→σ et passant parO5 et le parabo-
loïdeP est l’ensemble des points de la sphèreS.

2.5 Sphère, centre, vecteur normal unitaire, courbure

Dans ce paragraphe, nous allons mélanger des tomates
et des cendriers§ en écrivant proprement l’idée suivante :
une sphère est complètement déterminée par, sa courbure, un
point M0, le vecteur normal unitaire¶

−→
Nρ = −

−→
N au point

M0 précédent et sa courburek = 1
ρ . Nous allons montrer,

que dans l’espace de Lorentz, nous avons [LW08,Cec92] :

−−→
O5σ =−→σ =

1
ρ
−→m0+

−→n =
1
ρ

−−−→
O5m0+

−→n (28)

où−→n est le projeté orthogonal unitaire, sur le 3-plan tangent
au paraboloïde enM0 de la représentation du vecteur

−→
Nρ

dans l’espace de Lorentz.

Dans le repère(O5,
−→eo,

−→e1,
−→e2,

−→e3,
−→e∞) de l’algèbre

conforme, l’équation du paraboloïde est donnée par la for-
mule (14) ce qui induit la définition des deux applications
suivantes :
{

f1 (xo;x;y;z;x∞) = xo−1
f2 (xo;x;y;z;x∞) = x2+y2+ z2−2xox∞

PosonsM = (xo;x;y;z;x∞) et h = (ho;xh;yh;zh;h∞).
Nous avons :

dMf1 =
∂f1

∂xo
(M) dxo = 1dxo

d’où :

dMf1 (h) = h0 = − (−1∞)ho =
−−−−−→
∇f1 (M) �

−→
h

où
−→
h = (ho;xh;yh;zh;h∞) et

−−−−−→
∇f1 (M) est le vecteur gra-

dient à l’hyperplanH enM . Nous obtenons :
−−−−−→
∇f1 (M) (0;0;0;0;−1)

De même, nous avons :

dMf2 =−2x∞dxo+2xdx+2ydy+2z dz−2xodx∞

d’où :

dMf2 (h) = −2x∞ho+2xxh+2yyh+2z zh−2xoh∞
=

−−−−−→
∇f2 (M) �

−→
h

ce qui conduit à :
−−−−−→
∇f2 (M) (2xo;2x;2y;2z;2x∞)

Prenons Ω0 (x0;y0;z0) et M0 (x0;y0;z0+ρ) et
−→
N (0;0;sign (ρ)) et nous supposonsρ strictement po-
sitif. Nous avons :

−→m0 =
−→e0 +

−→
M0+

1
2
−→
M0

2−→e∞

et le point du paraboloïde estm0 défini par
−−−→
O5m0 =

−→m0.

§. Clin d’œil àla multiplication des Frères Ennemis.

¶. Si
−→
N est sortant, la courbure est− 1

R
ce qui explique que nous

prenons l’opposé du vecteur normal.
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Le vecteur −→n cherché a pour composantes
(n0;0;0;−1;n∞) et doit vérifier les conditions suivantes :

{ −−−−−−→
∇f1 (m0) �

−→n = 0
−−−−−−→
∇f2 (m0) �

−→n = 0

Commençons par résoudre la première équation :
−−−−−−→
∇f1 (m0) �

−→n = 0⇐⇒−no×−1= 0⇐⇒ no = 0

et nous obtenons−→n (0;0;0;−1;n∞). Pour la seconde équa-
tion, nous avons :

−−−−−−→
∇f2 (m0)

(

2;2x0;2y0;2z0+2ρ;
−→
M0

2
)

d’où :
−−−−−−→
∇f2 (m0)�

−→n = 0⇐⇒−2n∞−2z0−2ρ= 0⇐⇒n∞ =− (z0+ρ)

et finalement, nous avons−→n (0;0;0;−1;− (z0+ρ)) qui est
bien unitaire et que nous pouvons écrire :

−→n =−
−→
N − (z0+ρ)−→e∞

= −→σ0−
1
ρ
−→m0

=
1
ρ

(

−→eo+
−→
Ω0+

1
2

(∥
∥
∥
−→
Ω0

∥
∥
∥

2
−ρ

2
)

−→e∞

)

−
1
ρ

(

−→e0 +
−→
M0+

1
2
−→
M0

2−→e∞

)

=
1
ρ

(−→
Ω0−

−→
M0

)

+
1

2ρ

((∥
∥
∥
−→
Ω0

∥
∥
∥

2
−ρ

2
)

−
−→
M0

2
)

−→e∞

= −
−→
N +

1
2ρ

(−→
Ω0

2−
−→
M0

2−ρ
2
)
−→e∞

= −
−→
N +

1
2ρ

(
−→
Ω0

2−
(−→

Ω0+ρ
−→
N
)2

−ρ
2
)

−→e∞

= −
−→
N +

1
2ρ

(−→
Ω0

2−
(−→

Ω0
2+2ρ

−→
Ω0•

−→
N +ρ

2−→
N

2
)

−ρ
2
)
−→e∞

= −
−→
N +

1
2ρ

(

−2ρ
−→
Ω0•

−→
N −ρ

2−ρ
2
)
−→e∞

= −
−→
N +

1
2

(

−2
−→
Ω0 •

−→
N −2ρ

)
−→e∞

= −
−→
N +(−z0−ρ)−→e∞

2.6 Position relative de deux sphères

Soit i appartenant à{1;2}. Considérons le vecteur−→σi re-
présentant la sphèreSi de E3 de centreΩi et de rayonρi.
Alors, nous avons :

= −→σ1 �
−→σ2

=
1
ρ1

(

−→eo+
−→
Ω1+

1
2

(∥
∥
∥
−→
Ω1

∥
∥
∥

2
−ρ

2
1

)

−→e∞

)

�
1
ρ2

(

−→eo+
−→
Ω2+

1
2

(∥
∥
∥
−→
Ω2

∥
∥
∥

2
−ρ

2
2

)

−→e∞

)

=
1

ρ1ρ2

(
−→
Ω1 •

−→
Ω2−

1
2

(∥
∥
∥
−→
Ω1

∥
∥
∥

2
−ρ

2
1

)

−
1
2

(∥
∥
∥
−→
Ω2

∥
∥
∥

2
−ρ

2
2

))

=
1

2ρ1ρ2

(

−
(−→

Ω1−
−→
Ω2

)2
+ρ

2
1+ρ

2
2

)

=
1

2ρ1ρ2

(

−
−−−→
Ω2Ω1

2+ρ
2
1+ρ

2
2

)

d’où :

−→σ1 �
−→σ2 =−

1
2ρ1ρ2

χS1,S2 (29)

χS1,S2 désigne la puissance conjointe des sphèresS1 et S2.
Nous pouvons énoncer :

Proposition 2 : position relative de deux sphères
Soit S1 et S2 deux sphères deE3 de centres respectifsΩ1
et Ω2, de rayons respectifsρ1 et ρ2 et de représentations
respectives−→σ1 et−→σ2 surΛ4. Alors :

1. Les sphèresS1 etS2 sont orthogonales si et seulement si
−→σ1 �

−→σ2 = 0 ;

2. Les sphèresS1 et S2 sont tangentes si et seulement si
|−→σ1 �

−→σ2|= 1 ;

3. Les sphèresS1 et S2 sont disjointes si et seulement si
|−→σ1 �

−→σ2|> 1 ;

4. Les sphèresS1 et S2 sont sécantes si et seulement si
|−→σ1 �

−→σ2|< 1.

Démonstration :

Posonsr1 = |ρ1| etr2 = |ρ2|. Il suffit d’utiliser la formule
(29) qui se simplifie en :

|−→σ1 �
−→σ2|=

1
2r1r2

∣
∣
∣Ω1Ω2− r

2
1− r

2
2

∣
∣
∣ (30)

1. Les sphèresS1 et S2 sont orthogonales⇐⇒ χS1,S2 =
0⇐⇒−→σ1 �

−→σ2 = 0 ;

2. Les sphèresS1 etS2 sont tangentes extérieurement (resp.
intérieurement)⇐⇒ nous avonsΩ1Ω2 = r1+ r2 (resp.
Ω1Ω2 = |r1− r2|) ⇐⇒

−−−→
Ω1Ω2

2 = r2
1 +r2

2 +2r1r2 (resp.
−−−→
Ω1Ω2

2 = r2
1+ r2

2 −2r1r2) ⇐⇒ |−→σ1 �
−→σ2|= 1 ;

3. Les sphèresS1 etS2 sont disjointes, nous devons distin-
guer deux cas.

◭ Ω1Ω2 > r1+ r2 ⇐⇒ Ω1Ω2
2 > r2

1 + r2
2 + 2r1r2 ⇐⇒

|−→σ1 �
−→σ2|> 1 ;

◭ Ω1Ω2 < |r1− r2| ⇐⇒ Ω1Ω2
2 < r2

1 + r2
2 −2r1r2 ⇐⇒

|−→σ1 �
−→σ2|> 1.

4. Les sphèresS1 etS2 sont sécantes, nous avons :

|r1− r2|< Ω1Ω2 < r1+ r2

⇐⇒ r2
1 + r2

2−2r1r2 < Ω1Ω2
2 < r2

1+ r2
2 +2r1r2

⇐⇒ |−→σ1 �
−→σ2|< 1

�
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Considérons une sphèreS1 de centreΩ1 et de rayonρ1
non nul de représentation−→σ1 sur Λ4 et considérons un plan
P1 passant par le pointP1, de vecteur normal unitaire

−→
N1 et

de représentation−→π1 surΛ4. Nous avons :

−→σ1 �
−→π1 =

1
ρ1





−→eo +

−−−→
O3Ω1+

∥
∥
∥
−−−→
O3Ω1

∥
∥
∥

2
−ρ2

1

2
−→e∞






�

(−→
N1+

(−→
N1 •

−−−→
O3P1

)
−→e∞
)

=
1
ρ1





−−−→
O3Ω1 •

−→
N1+

(−→
N1 •

−−−→
O3P1

)
−→eo �

−→e∞
︸ ︷︷ ︸

=−1






=
1
ρ1

((−−−→
O3Ω1−

−−−→
O3P1

)

•
−→
N1

)

d’où :

−→σ1 �
−→π1 =

1
ρ1

−−−→
P1Ω1 •

−→
N1 (31)

Nous pouvons énoncer :

Proposition 3 : position relative d’une sphère et d’un plan
Soit S1 une sphère deE3, de centreΩ1, de rayonρ1 et de
représentation−→σ1 surΛ4. SoitP1 un plan passant par le point
P1, de vecteur normal unitaire

−→
N1 et de représentation−→π1 sur

Λ4. Alors :

1. La sphèreS1 et le planP1 sont orthogonaux si et seule-
ment si−→σ1 �

−→π1 = 0 ;

2. La sphèreS1 et le planP1 sont tangents si et seulement
si |−→σ1 �

−→π1|= 1 ;

3. La sphèreS1 et le planP1 sont disjoints si et seulement
si |−→σ1 �

−→π1|> 1 ;

4. La sphèreS1 et le planP1 sont sécants si et seulement si
|−→σ1 �

−→π1|< 1.

Démonstration :

Il suffit de prendre pourP1 le projeté orthogonal deΩ1
surP1 et la formule (31) devient :

|−→σ1 �
−→π1| =

P1Ω1

|ρ1|
(32)

1. La sphèreS1 et le planP1 sont orthogonaux⇐⇒ Ω1 =
P1 ⇐⇒−→σ1 �

−→π1 = 0 ;

2. La sphèreS1 et le planP1 sont tangents⇐⇒ P1Ω1 =
|ρ1| ⇐⇒ |−→σ1 �

−→π1|= 1 ;

3. La sphèreS1 et le planP1 sont disjoints⇐⇒ P1Ω1 >

|ρ1| ⇐⇒ |−→σ1 �
−→π1|> 1 ;

4. La sphèreS1 et le planP1 sont sécants⇐⇒ P1Ω1 < |ρ1|
⇐⇒ |−→σ1 �

−→π1|< 1.
�

Considérons deux plansP1 etP2 passant respectivement
par les pointsP1 et P2, de vecteurs normaux unitaires res-
pectifs

−→
N1 et

−→
N2 et de représentations respectives−→π1 et −→π2

surΛ4. Nous avons :

−→π1 �
−→π2 =

(−→
N1+

(−→
N1 •

−−−→
O3P1

)
−→e∞
)

�

(−→
N2+

(−→
N2 •

−−−→
O3P2

)
−→e∞
)

=
−→
N1 •

−→
N2

(33)

Nous pouvons énoncer :

Proposition 4 : position relative de deux plans
Soit deux plansP1 et P2 passant respectivement par les
pointsP1 et P2, de vecteurs normaux unitaires respectifs
−→
N1 et

−→
N2 et de représentations respectives−→π1 et−→π2 sur Λ4.

Alors :

1. Les plansP1 et P2 sont orthogonaux si et seulement si
−→π1 �

−→π2 = 0 ;

2. Les plansP1 et P2 sont parallèles si et seulement si
|−→π1 �

−→π2|= 1 ;

3. Les plansP1 et P2 sont sécants si et seulement si
|−→π1 �

−→π2|< 1.

Démonstration :Triviale à partir de la formule (33)

�

Comme un point est une sphère de rayon nul, faisons la
remarque suivante :

Remarque 1 :
Les points deE3 sont des sphères de rayons nuls et les deux
représentations, formules (17) et (20), conduisent à la même
direction vectorielle car nous avons :

lim
ρ−→0

ρ−→σ =

(

−→eo+
−→
Ω +

1
2

∥
∥
∥
−→
Ω
∥
∥
∥

2−→e∞

)

=−→ω

et−→σ est le « point » à l’infini de la droite vectorielle définie
par le pointΩ.

Notons que pour tout couple de sphères(−→σ1;−→σ2), nous
avons :

−−→σ1σ2
2 =−→σ1

2−2−→σ1 �
−→σ2+

−→σ2
2 = 2 (1−−→σ1 �

−→σ2) (34)

et que la position relative de deux sphères ne dépend pas

de leur orientation. Soit
−→
σ−

2 = −−→σ2 représentant la sphère
d’orientation inverse par rapport à−→σ2. D’après les proposi-
tions 2, 3 et 4, nous pouvons énoncer :

Proposition 5 :
SoitS1 etS2 deux sphères ou plans deE3 de représentation
−→σ1 et−→σ2 surΛ4 et

−→
σ−

2 =−−→σ2.
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Les sphèresS1 etS2 sont tangentes si et seulement si

−−→σ1σ2
2 = 0 ou

−−−→
σ1σ

−
2

2 = 0

3 Faisceaux linéaires de sphères

Chaque sphère deE3 étant un point surΛ4, un faisceau de
sphères est représenté par une courbe sur surΛ4. Comme il
existe trois type de faisceaux (deux points limites, un point
de tangence, aucune intervention de points), nous devons
distinguer trois cas et interviennent, deux vecteurs lumière,
un seul vecteur lumière, aucun vecteur lumière. Le résultat
fondamental concernant la représentation d’un faisceau de
cercles surΛ4 peut être énoncé :

Théorème 4 : Courbe représentant un faisceau de sphères
• La section de la quadriqueΛ4 par un planP de type es-

pace est un cercle unitaire (qui se trace comme une el-
lipse) et correspond à un faisceau de sphères à base cercle,
i.e. toutes les sphères du faisceau ont un cercle commun,
figures 1(a) et 6(a).

• La section de la quadriqueΛ4 par un planP de type lu-
mière est un cercle unitaire (qui se trace comme l’union de
deux droites symétriques par rapport àO5) et correspond
à un faisceau de sphères tangentes en un point, figures
1(b) et 6(b). Notons que ce point est défini par la direction
lumière de l’une des droites.

• La section de la quadriqueΛ4 par un planP de type temps
est un cercle unitaire (qui se trace comme une hyperbole)
et correspond à un faisceau de sphères à points limites,
figures 1(c) et 6(c).

Démonstration :

Commençons par démontrer le lemme suivant :

Lemme 1:
La représentation d’un faisceau de sphères est obtenue
comme section deΛ4 par un plan passant par le pointO5.

Démonstration :

Soit deux sphèresS1 etS2 non concentriques, de centres
respectifsΩ1 et Ω2, de rayons respectifsρ1 et ρ2. Soit −→σ1
(resp.−→σ2) la représentation deS1 (resp.S2) sur Λ4. Nous
rappelons les expressions de−→σ1 et−→σ2 :






ρ1
−→σ1 = −→eo+

−−−→
O3Ω1+

∥
∥
∥
−−−→
O3Ω1

∥
∥
∥

2
−ρ2

1

2
−→e∞

ρ2
−→σ2 = −→eo+

−−−→
O3Ω2+

∥
∥
∥
−−−→
O3Ω2

∥
∥
∥

2
−ρ2

2

2
−→e∞

1/ Cas oùλ1+λ2 = 0

Nous pouvons nous restreindre au casλ1 = 1 = −λ2.
Commençons par remarquer :







−−−→
O3Ω1

2 =
−−→
O3I0

2+2
−−→
O3I0•

−−→
I0Ω1+ρ2

1

−−−→
O3Ω2

2 =
−−→
O3I0

2+2
−−→
O3I0•

−−→
I0Ω2+ρ2

2

Calculons :

=
ρ1

Ω2Ω1

−→σ1−
ρ2

Ω2Ω1

−→σ2

=
1

Ω2Ω1





−−−→
O3Ω1−

−−−→
O3Ω2+

∥
∥
∥
−−−→
O3Ω1

∥
∥
∥

2
−ρ2

1−
∥
∥
∥
−−−→
O3Ω2

∥
∥
∥

2
+ρ2

2

2
−→e∞






=
1

Ω2Ω1

−−−→
Ω2Ω1+

2
−−→
O3I0•

(−−→
I0Ω1−

−−→
I0Ω2

)

2 Ω2Ω1

−→e∞

=
1

Ω2Ω1

−−−→
Ω2Ω1+

(
−−→
O3I0 •

1
Ω2Ω1

−−−→
Ω2Ω1

)

−→e∞ =−→π1

et les représentations des plans orientés du faisceau de
sphères sont coplanaires avec−→σ1 et −→σ2 (−→π1 est le plan pas-

sant parI0 et de vecteur normal unitaire
1

Ω2Ω1

−−−→
Ω2Ω1).

2/ Cas oùλ1+λ2 6= 0

Soit λ1 et λ2 deux réels non tous deux nuls et non op-
posés. Notons−→σ12 la représentation surΛ4 de la sphère
λ1S1+λ2S2 du faisceau de sphères défini par les sphères
S1 et S2. Nous avons vu que nous pouvions nous res-
treindre au casλ2 = 1− λ1. Le centreΩ12 de la sphère
λ1S1+(1−λ1)S2 est le barycentre des points pondérés
(Ω1,λ1) et (Ω2,1−λ1) tandis que le rayonρ12 est donné
par :

ρ12 = ε

√

−λ1
(
Ω1Ω2

12−ρ2
1

)
− (1−λ1)

(
Ω2Ω2

12−ρ2
2

)

(35)

Ainsi, nous avons :

−→σ12

= 1
ρ12

(

−→eo+

∥
∥
∥λ1

−−−→
O3Ω1+(1−λ1)

−−−→
O3Ω2

∥
∥
∥

2
−ρ2

12

2
−→e∞

)

+
1
ρ12

(

λ1
−−−→
O3Ω1+(1−λ1)

−−−→
O3Ω2

)

(36)

puisque nous avons :

= ρ2
12
−→σ12

2

=
(
−→eo+λ1

−−−→
O3Ω1+(1−λ1)

−−−→
O3Ω2

)2

+ 2
(
−→eo+λ1

−−−→
O3Ω1+(1−λ1)

−−−→
O3Ω2

)

� dy 1
2

(∥
∥
∥λ1

−−−→
O3Ω1+(1−λ1)

−−−→
O3Ω2

∥
∥
∥

2
−ρ2

12

)

−→e∞
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+

(

dy 1
2

(∥
∥
∥λ1

−−−→
O3Ω1+(1−λ1)

−−−→
O3Ω2

∥
∥
∥

2
−ρ2

12

)

−→e∞

)2

=
∥
∥
∥λ1

−−−→
O3Ω1+(1−λ1)

−−−→
O3Ω2

∥
∥
∥

2

− 2
1
2

(∥
∥
∥λ1

−−−→
O3Ω1+(1−λ1)

−−−→
O3Ω2

∥
∥
∥

2
−ρ

2
12

)

= ρ2
12

Montrons la relation :

ρ12
−→σ12 = λ1 ρ1

−→σ1+(1−λ1) ρ2
−→σ2 (37)

Comme nous avons−→eo = λ1
−→eo + (1−λ1)

−→eo, nous
avons :

λ1 ρ1
−→σ1+(1−λ1) ρ2

−→σ2

= −→eo +λ1
−−−→
O3Ω1+(1−λ1)

−−−→
O3Ω2

+
λ1

(∥
∥
∥
−−−→
O3Ω1

∥
∥
∥

2
−ρ2

1

)

+(1−λ1)

(∥
∥
∥
−−−→
O3Ω2

∥
∥
∥

2
−ρ2

2

)

2
−→e∞

(38)

et, en comparant les formules (36) et (38), la relation
donnée dans la formule est vérifiée si et seulement si nous
avons :

∥
∥
∥λ1

−−−→
O3Ω1+(1−λ1)

−−−→
O3Ω2

∥
∥
∥

2
−ρ2

12 =

λ1

(∥
∥
∥
−−−→
O3Ω1

∥
∥
∥

2
−ρ2

1

)

+(1−λ1)

(∥
∥
∥
−−−→
O3Ω2

∥
∥
∥

2
−ρ2

2

) (39)

Comme nous avons :
∥
∥
∥λ1

−−−→
O3Ω1+(1−λ1)

−−−→
O3Ω2

∥
∥
∥

2

= λ2
1
−−−→
O3Ω1

2+(1−λ1)
2−−−→
O3Ω2

2+2λ1(1−λ1)
−−−→
O3Ω1 •

−−−→
O3Ω2

il reste à calculer−ρ2
12 :

= −ρ2
12

= λ1

((−−−→
Ω1O3+

−−−−→
O3Ω12

)2
−ρ2

1

)

+ (1−λ1)

((−−−→
Ω2O3+

−−−−→
O3Ω12

)2
−ρ2

2

)

= λ1

(−−−→
Ω1O3

2+
−−−−→
O3Ω12

2+2
−−−→
Ω1O3 •

−−−−→
O3Ω12−ρ2

1

)

+ (1−λ1)
(−−−→

Ω2O3
2+

−−−−→
O3Ω12

2+2
−−−→
Ω2O3 •

−−−−→
O3Ω12−ρ2

2

)

= λ1

(−−−→
Ω1O3

2−ρ2
1

)

+(1−λ1)
(−−−→

Ω2O3
2−ρ2

2

)

+
−−−−→
O3Ω12

2

+ 2
(

λ1
−−−→
Ω1O3+(1−λ1)

−−−→
Ω2O3

)

•
−−−−→
O3Ω12

et la condition donnée par la formule (39) devient :
∥
∥
∥λ1

−−−→
O3Ω1+(1−λ1)

−−−→
O3Ω2

∥
∥
∥

2

+
−−−−→
O3Ω12

2−2
(

λ1
−−−→
O3Ω1+(1−λ1)

−−−→
O3Ω2

)

•
−−−−→
O3Ω12

= 0

qui se simplifie en :
∥
∥
∥λ1

−−−→
O3Ω1+(1−λ1)

−−−→
O3Ω2

∥
∥
∥

2

−
(

λ1
−−−→
O3Ω1+(1−λ1)

−−−→
O3Ω2

)

•
−−−−→
O3Ω12

= 0

puisqueΩ12 est le barycentre des points pondérés(Ω1,λ1)
et (Ω2,λ2). Pour la même raison, l’équation précédente de-
vient :
∥
∥
∥λ1

−−−→
O3Ω1+(1−λ1)

−−−→
O3Ω2

∥
∥
∥

2
=
∥
∥
∥λ1

−−−→
O3Ω1+(1−λ1)

−−−→
O3Ω2

∥
∥
∥

2

qui est toujours vérifiée : la relation (37) est donc toujours
vérifiée.

3/ Conclusion : les vecteurs−→σ12,
−→
σ1 et −→σ2 sont donc

coplanaires pour toutes valeurs deλ1 et λ2. De plus, siσ
est un point représentant une sphère du faisceau,−σ en est
aussi un, le plan contenant les représentations des sphères
d’un faisceau contient donc le pointO5.

�

Il reste à déterminer le type du plan. Pour ce faire, en uti-
lisant la remarque 1, dénombrons le nombre de direction(s)
lumière du plan :

1. Si nous avons un faisceau de sphères à base cercle, aucun
point (i.e. sphère de rayon nul) n’appartient à ce faisceau :
le plan est donc de type espace ;

2. Si nous avons un faisceau de sphères tangentes, un seul
point (i.e. sphère de rayon nul) appartient à ce faisceau :
le plan est donc de type lumière ;

3. Si nous avons un faisceau de sphères à points limites,
deux points (i.e. sphères de rayon nul) appartiennent à
ce faisceau : le plan est donc de type temps.

�

Notons que, dans les trois cas, un faisceau de sphères est
représenté par un cercle unitaire de centreO5, puisque toutes
les sphèresSi de ce faisceau sont dans un plan et vérifient

Q4,1

(−−−→
O5σi

)

=−→σi
2 = 1 oùσi est la représentation deSi sur

Λ4.

3.1 Equation d’un faisceau à base cercle

Nous pouvons énoncer :
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b

Λ4

C

−→
e−

Cl

O5

(a)

b

C
−→
e−

Cl

O5

Λ4

(b)

b

C

Λ4

−→
e−

Cl

O5

(c)

Figure 6: Représentation des trois types de faisceaux de sphères comme section deΛ4 par un 2-plan affine passant parO5.
(a) : Un faisceau de sphères à base cercle est représenté par un cercle connexe contenu dans un2-plan de type espace. (b) : Un
faisceau de sphères tangentes est représenté par deux droites de type lumière contenues dans un2-plan de type lumière. (c) :
Un faisceau de sphères à points limites est représenté par uncercle non connexe contenu dans un2-plan de type temps.

Proposition 6 :

Soit C un cercle deE3 de centreΩ1 et de rayonr1 strictement
positif. SoitS1 une sphère orientée de centreΩ1 et de rayon
ρ1 tel que |ρ1| = r1. Soit P1 un plan orienté tel que C=
P1∩S1 c’est-à-dire queP1 etS1 sont orthogonaux.

La représentation deS1 (resp.P1 ) surΛ4 est−→σ1 (resp.−→π1).

L’équation paramétrique du faisceau de sphères à base le
cercle C est :

−→σ (t) = cos(t) −→σ1+sin(t) −→π1, t ∈ R (40)

Démonstration :

D’après le théorème 4, nous savons que toute sphère d’un
faisceau peut s’écrire comme combinaison de deux éléments
donnés de ce faisceau. Il suffit de montrer que−→σ (t) appar-
tient bien àΛ4.
−→σ (t)2 = (cos(t) −→σ1+sin(t) −→π1)

2

= cos2 (t) −→σ1
2

︸︷︷︸

=1

+sin2 (t) −→π1
2

︸︷︷︸

=1

+ 2 cos(t) sin(t) −→σ1 �
−→π1

︸ ︷︷ ︸

=0, proposition 3

= cos2 (t)+sin2 (t)
= 1

�

A partir de la formule (40), nous avons−→σ (0) = −→σ1 et
d−→σ
dt (0) =−→π1.

Considérons le cercle C deE3, dansP : z = 0, de centre
O3 et de rayon 2. Prenons la sphère orientéeS− de centre
O3 et de rayon−2 ainsi que le plan orientéP de vecteur
normal

−→
k . La représentation deS− est :
−−→
O5σ

= − 1
2

(
−→e0 +

−−−→
O3O3+

1
2

(−−−→
O3O3− (−2)2

)
−→e∞
)

= − 1
2 (

−→e0 −2−→e∞)

tandis que la représentation deP est :

−−→
O5π =

−→
k +

(−−−→
O3O3 •

−→
k
)
−→e∞ =

−→
k

et nous avons bien :
−−→
O5σ �

−−→
O5π = 0

ce qui est normal puisque la sphèreS et le planP sont or-
thogonaux. Dans l’espace des sphères, nous représentons le
faisceau par le demi-cercle de centreO5, d’extrémitésσ et
−σ et de vecteurs tangents en ces points

−−→
O5π que nous pou-

vons modéliser à l’aide d’une courbe de Bézier rationnelle
quadratique à points massiques de contrôle :

−−−−→
O5σ (t)

=
1

B0 (t)+B2 (t)

(

B0 (t)
−−→
O5σ−B2(t)

−−→
O5σ+B1 (t)

−−→
O5π

)

=
1

1−2t+2t2

(

(1−2t)
−−→
O5σ+2t (1− t)

−−→
O5π

)
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dont l’expression de
−−−−→
O5σ (t) se simplifie en :

1
1−2t+2t2

(
2t−1

2
−→e0 +2t (1− t)

−→
k +(1−2t)−→e∞

)

et nous pouvons tracer quelques sphères directement depuis
l’espace des sphères, tableau 2 et figure 7.

Figure 7: Quelques sphères d’un faisceau de sphères modé-
lisé par un demi-cercle représenté par une courbe de Bézier
rationnelle quadratique à points massiques de contrôle.

Notons, par exemple, pourt = 1
4 , nous avons

1
2

((

− 3
2

)2
−
(

− 5
2

)2
)

= −2. Le rayon de la sphère

est :
1

1−2t+2t2
×

2t−1
2

=
1

(1− t)2+ t2
×

2t−1
2

est le changement d’orientation des sphères s’effectuent lors
du passage par un plan orienté.

3.2 Equation d’un faisceau à points limites

De la même manière que dans le paragraphe précédent,
nous allons établir une paramétrisation d’un faisceau de
sphères à points limites surΛ4.

Proposition 7 :

ConsidéronsM1 etM2 les deux points limites d’un faisceau
de sphèresS(t). Soit−→m1 et−→m2 la représentation des points
M1 etM2 dans l’espace de Lorentz.

Un faisceau de sphères à points limitesM1 et M2 admet
deux équations paramétriques :

−→σ (t) = t
1

M2M1

−→m1−
1
t

1
M2M1

−→m2, t ∈ R∗ (41)

et :

−−→σhyp (t) = ε ch (t)
1

M2M1
(−→m1−

−→m2)

+ sh (t)
1

M2M1
(−→m1+

−→m2)

(42)

où (t;ε) appartient àR×{−1;1}.

Démonstration :

D’après le théorème 4, nous savons que toute sphère d’un
faisceau peut s’écrire comme combinaison de deux éléments
donnés de ce faisceau.

Nous avons :

−→m1 =
−→eo +

−→
M1+

1
2

∥
∥
∥
−→
M1

∥
∥
∥

2−→e∞

et :

−→m2 =
−→eo +

−→
M2+

1
2

∥
∥
∥
−→
M2

∥
∥
∥

2−→e∞

De plus, nous avons−→m1
2 =−→m2

2 = 0. D’autre part :

−→m1 �
−→m2 =

(

−→eo+
−−−→
O3M1+

1
2

∥
∥
∥
−−−→
O3M1

∥
∥
∥

2−→e∞

)

�

(

−→eo+
−−−→
O3M2+

1
2

∥
∥
∥
−−−→
O3M2

∥
∥
∥

2−→e∞

)

=
−−−→
O3M1 •

−−−→
O3M2−

1
2
−−−→
O3M1

2−
1
2
−−−→
O3M2

2

= −
1
2

(−−−→
O3M1−

−−−→
O3M2

)2
=−

1
2
−−−−→
M2M1

2

Il suffit de montrer que−→σ (t) appartient bien àΛ4.

−→σ (t)2 =

(

t
1

M2M1

−→m1−
1
t

1
M2M1

−→m2

)2

=
1

M2M
2
1

(

t
2 −→m1

2−2−→m1 �
−→m2+

1
t2

−→m2
2
)

=
−2

M2M
2
1

(

−
1
2
−−−−→
M2M1

2
)

= 1.

�

Etablissons la seconde équation. Nous avons :

(−→m1+
−→m2)

2
=−→m1

2+2−→m1 �
−→m2+

−→m2
2 =−

−−−−→
M2M1

2 (43)

et :

(−→m1−
−→m2)

2
=−→m1

2−2−→m1 �
−→m2+

−→m2
2 =

−−−−→
M2M1

2 (44)

Il suffit de montrer que−−→σhyp (t) appartient bien àΛ4.
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Valeur Pointσ (t) Sphère correspondante dansE3

t= 0

(

−
1
2

;0;0;0;1

)

=−
1
2

(

1;0;0;0;
1
2

(

− (−2)2
))

Centre :(0;0;0), rayon−2

t=
1
4

(

−
2
5

;0;0;−
3
5

;
4
5

)

=
1

− 5
2

(

1;0;0;−
3
2

;−2

)

Centre :

(

0;0;−
3
2

)

, rayon−
5
2

t=
1
2

(0;0;0;1;0) Point(0;0;0), vecteur normal
−→
k

t=
3
4

(
2
5

;0;0;
3
5

;−
4
5

)

=
1
5
2

(

1;0;0;
3
2

;−2

)

Centre :

(

0;0;
3
2

)

, rayon
5
2

t= 1
(

1
2 ;0;0;0;1

)

=
1
2

(

1;0;0;0;
1
2

(

− (2)2
))

Centre :(0;0;0), rayon 2

Table 2: Sphères d’un faisceau de sphère à base cercle.

= −−→σhyp (t)
2

=

(

ε ch (t)
1

M2M1
(−→m1−

−→m2)+ sh (t)
1

M2M1
(−→m1+

−→m2)

)2

=
1

M2M
2
1

(

ε
2
ch

2 (t)
−−−−→
M2M1

2− sh
2(t)

−−−−→
M2M1

2
)

+
2

M2M
2
1

ε ch (t) sh (t)
(
−→m1

2−−→m2
2
)

= ch2 (t)− sh2 (t) = 1

�

Considérons deux points distinctsM0 etM2 de représen-
tations respectives par les deux vecteurs lumière :

−→m0 =
−→e0 +

−−−→
O3M0+

−→
M0

2

2
−→e∞

et :

−→m2 =
−→e0 +

−−−→
O3M2+

−→
M2

2

2
−→e∞

Dans l’espace des sphères, nous représentons le faisceau
par la branche du cercle représentant le faisceau de centre
O5 à l’aide d’une courbe de Bézier rationnelle quadratique à
points massiques de contrôle, de points de contrôle intermé-
diaire(O5;ω1) et d’extrémités(−→m0;0) et (−−→m2;0). Soitω1
le poids deO5. Pourt ∈ ]0;1[, un point de cette courbe de
Bézier est définie par :

−−−−→
O5σ (t)

=
1

ω1B1 (t)

(

B0 (t)
−→m0−B2 (t)

−→m2+ω1B1(t)
−−−→
O5O5

)

=
1

ω1B1 (t)
(B0 (t)

−→m0−B2(t)
−→m2)

La détermination deω1 se fait par :
−−−−→
O5σ (t)

2 = 1 (45)

qui est équivalente à :

ω
2
1B

2
1 (t)

−−−−→
O5σ (t)

2 = (B0(t)
−→m0−B2(t)

−→m2)
2

Développons et simplifions le membre de gauche :

(B0(t)
−→m0−B2 (t)

−→m2)
2
= −2B0(t)B2 (t)

−→m0 �
−→m2

= −
B2

1 (t)

2
−→m0 �

−→m2

et la formule (45) est équivalente à :

ω
2
1 =−

1
2
−→m0 �

−→m2 =
1
4
−−−−→
M2M0

2

Pour tout réelλ non nul, nous avons :

(λ−→m0)
2
= (λ−→m2)

2
=−→m0

2 =−→m2
2 = 0

et la condition donnée par la formule (??) devient caduque
et s’énonce ainsi :

Condition 1 :

Lorsqu’une courbe de Bézier rationnelles quadratiques re-
présente une branche d’un cercle qui se trace comme une
hyperbole, les points massiques extrémaux sont deux vec-
teurs lumière soit−→m0 et−→m2 représentant deux pointsM0 et
M2, soit −→m0 et −→e∞ représentant un pointM0 et le point à
l’infini de E3. Rappelons que la première coordonnée de−→m0
et−→m2 est 1.

Finalement, nous obtenons :

−−−−→
O5σ (t) =

B0 (t)

ω1B1 (t)

(

−→e0 +
−−−→
O3M0+

−→
M0

2

2
−→e∞

)
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−
B2(t)

ω1B1 (t)

(

−→e0 +
−−−→
O3M2+

−→
M2

2

2
−→e∞

)

=
B0 (t)−B2(t)

ω1B1 (t)
−→e0

+
1

ω1B1 (t)

(

B0(t)

−→
M0

2

2
−B2(t)

−→
M2

2

2

)

−→e∞

+
1

ω1B1 (t)

(

B0 (t)
−−−→
O3M0−B2(t)

−−−→
O3M2

)

Considérons les deux pointsM0 (−2;0;0) etM2 (2;0;0).
Nous choisissonsω1 = 2.

Puisque
−−−→
O3M2 = −

−−−→
O3M0 etO3M0 = 2, nous obtenons

finalement :
−−−−→
O5σ (t) =

1−2t
4t (1− t)

(−→e0 +2−→e∞)

+
1−2t+2t2

4t (1− t)

−−−→
O3M0

et nous pouvons tracer quelques sphères directement depuis
l’espace des sphères, tableau 3. Rappelons, que pourt = 0
(resp.t = 1), nous obtenons le vecteur

−→
W0 (resp.

−→
W2) qui

définit le pointM0 (resp.M2), figure 8.

Figure 8: Quelques sphères d’un faisceau de sphères à
points limites modélisé par une branche connexe d’un cercle
représenté par une courbe de Bézier rationnelle quadratique
à points massiques de contrôle.

3.3 Equation d’un faisceau de sphères tangentes

Soit une sphèreS1 de centreΩ1 et de rayonρ1 non nul
et −→σ1 sa représentation surΛ4. Soit M1 un point deS1 et
−→m1 la représentation deM1 dans l’espace de Lorentz. Tri-
vialement, l’équation paramétrique du faisceau de sphères
tangentes àS1 enM1 est :

−→σ (t) = ε−→σ1+ t−→m1, t ∈ R (46)

oùε appartient à{−1;1}.

4 Surface canal

4.1 Définition

Commençons par donner une condition nécessaire sur
l’existence d’une surface canal [LS11] :

Théorème 5 :

Soit σ (t), t appartenant à un intervalleI , une famille à un
paramètre de sphères orientés. La condition nécessaire pour
que la famille de sphères définisse une surface canal est la
suivante :

∀t ∈ I,

(−→
dσ

dt
(t)

)2

> 0

c’est-à-dire que la courbe doit être de type espace (le vecteur
tangent est toujours de type espace).

Avant de donner une condition suffisante, nous avons be-
soin de la définition suivante :

Définition 4 : Vecteur courbure géodésique

Soitγ : [a;b]→Λ4 une courbe paramétrée par l’abscisse cur-
viligne.

Un vecteur courbure géodésique au pointγ (t0) est la pro-

jectionL4,1-orthogonale du vecteur dérivé seconde
−→..
γ (t0)

sur l’hyperplan
−−−−−→
Tγ(t0)Λ

4 à la courbeγ.

Il suffit de projeter l’image deγ (t0) par la translation

de vecteur
−→..
γ (t0) sur l’hyperplan

−−−−−→
Tγ(t0)Λ

4. Nous pouvons
énoncer [LS11] :

Théorème 6 :

Soit γ (t), t appartenant à un intervalleI , une famille à un
paramètre de sphères orientés, paramétrée par l’abscisse cur-
viligne, vérifiant :

∀t ∈ I,

(−→
dγ

dt
(t)

)2

> 0

La surface canal, enveloppe de cette famille à un paramètre
de sphères n’est pas dégénérée si le vecteur courbure géodé-
sique est de type temps.

4.2 Détermination des cercles caractéristiques

Les cercles caractéristiques d’une surface canal peuvent
être déterminés par l’intersection de deux sphères particu-
lières. Soitt 7→ σ(t) une paramétrisation admissible de la
courbe C1 représentant cette surface canal. Soitσ (t0) un
point de la conique C1 représentant la sphèreS (t0). La
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Valeur Pointσ (t) Sphère correspondante dansE3

t=
1
10

(
20
9

;−
41
9

;0;0;
40
9

)

=
1
9
20

(

1;−
41
20

;0;0;2

)

Centre :

(

−
41
20

;0;0

)

, rayon
9
20

t=
1
6

(
6
5

;−
13
5

;0;0;
12
5

)

=
1
5
6

(

1;−
13
6

;0;0;2

)

Centre :

(

−
13
6

;0;0

)

, rayon
5
6

t=
1
4

(
2
3

;−
5
3

;0;0;
4
3

)

=
1
3
2

(

1;−
5
2

;0;0;2

)

Centre :

(

−
5
2

;0;0

)

, rayon
3
2

t=
1
2

(0;−1;0;0;0) Point(0;0;0), vecteur normal−−→ı

t=
3
4

(

−
2
3

;−
5
3

;0;0;−
4
3

)

=
1

− 3
2

(

1;
5
2

;0;0;2

)

Centre :

(
5
2

;0;0

)

, rayon−
3
2

Table 3: Sphères d’un faisceau de sphère à points limites.

sphère
•

S (t0) est déterminée par la donnée du vecteur tan-

gent
−→
dσ
dt (t0) au cercle au pointσ (t0) : elle est représentée

surΛ4 par
•
σ (t0) définie par :

{
•
σ (t0)

}

=

[

O5;
−→
dσ

dt
(t0)

)

∩Λ4 (47)

et nous introduisons la définition suivante :

Définition 5 : sphère dérivée
Soit t 7→ σ(t) une paramétrisation admissible de la courbe
C1 représentant une surface canal.

La sphère dérivée de la sphèreσ (t0) (resp.S(t0)) est la

sphère
•
σ (t0) (resp.

•

S(t0)) définie par la formule (47) (resp.
•
σ (t0)).

Le cercle caractéristique induit parS(t0) est l’intersection

des deux sphères orthogonalesS(t0) et
•

S (t0). La relation :
−−−−−→
O5σ (t0)

2 = 1

induit, par dérivation, la relation :

−−−−−→
O5σ (t0) �

−−−−−−→
O5

•
σ (t0) = 0

Si C1 est un cercle de centreΩ1, ce dernier est le projeté
orthogonal deO5 sur le planAff{C1}, ainsi :

−−−−−→
Ω1σ (t0) �

−−−−−−→
O5

•
σ (t0) =

−−−→
O5Ω1 �

−−−−−−→
O5

•
σ (t0)

︸ ︷︷ ︸

0

+
−−−−−→
Ω1σ (t0) �

−−−−−−→
O5

•
σ (t0)

=
(−−−→
O5Ω1+

−−−−−→
Ω1σ (t0)

)

�

−−−−−−→
O5

•
σ (t0)

=
−−−−−→
O5σ (t0) �

−−−−−−→
O5

•
σ (t0) = 0

b

b

b

bΩ1

O5

C1

P1

−→
dσ

dt
(t0)

−→
dσ

dt
(t0)

σ (t0)

•
σ (t0)

Λ4

Figure 9: SurΛ4, C1 est un cercle représentant une cyclide
de Dupin. Considérons le pointσ (t0). Le vecteur tangent

à cette courbe en ce point est
−→
dσ
dt

(t0). Le cercle caracté-
ristique de la cyclide de Dupin est l’intersection entre les

deux sphèresS (t0) et
•

S(t0), représentées surΛ4 par σ (t0)

et
•
σ (t0) où cette dernière est l’intersection entre la demi-

droite

[

O5;
−→
dσ
dt (t0)

)

etΛ4.
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et la figure 9 illustre ce dernier cas.

La figure 10 montre un cercle caractéristique sur une
CD4E obtenu comme intersection de deux sphères orthogo-

nalesS (t0) et
•

S (t0). Notons que la seconde sphère peut être
un plan et dans ce cas, le cercle caractéristique obtenu sera
un grand cercle sur la première sphère.

Figure 10: Construction, dansE3, d’un cercle caractéris-
tique d’une cyclide de Dupin depuis l’espace des sphères,
figure 9.

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons fait un tour d’horizon de l’es-
pace de Minkowski-Lorentz et avons montrer qu’une famille
à un paramètre de sphères orientées étaient représentée sim-
plement par une courbe de degré au plus 2 et que les pro-
blèmes quadratiques concernant les sphères deviennent li-
néaires dans cet espace.
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