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THEMES — Mathématiques-Informatique

RESUME — Cet article étend ’étude des points singuliers des courbes rationnelles cubiques. Ellle porte sur les
points d’inflexion, les points doubles et points de rebroussement. Les courbes cubiques rationnelles
étudiées sont décrites au moyen de la technique des points massiques. Un point massique est soit un
point pondéré soit un vecteur pur. Il prend le statut de point de controle pour une représentation pa-
ramétrique exploitable sur ordinateur dans le domaine de la géométrie de la Conception Assistée par
Ordinateur. L’intérét des points massiques est de pouvoir généraliser le tracé des courbes admettant
des points doubles et de contréoler sans calcul supplémentaire ’ensemble des fonctions algébriques
cubiques. Un exemple d’application est la réalisation de lettre a l’anglaise ou lettre manuscrite. Les
courbes de Bézier permettent d’approcher des profils complexes, le travail présenté permet d’aborder
de la méme maniére l’ensemble des courbes, ce que ne permetent pas les splines cubiques d’Hermite.

MOTS-CLES — Cubiques, courbes de Bézier, points massiques



1 Introduction

Les courbes de la géométrie de la CAO sont décrites par
des points de controle plutdt que par des équations. Les
capacités croissantes de calcul et de mémoire des ordina-
teurs et ’'usage de la commande numérique pour I’usinage
ont favorisé le développement d’outils spécifiques dédiés
a la conception de produits industriels. Les ingénieurs les
plus célebres comme P. Bézier chez Renault, P. De Castel-
jau chez Citroen, M.A. Sabin chez British Airways ou en-
core J.C. Fergusson chez Boeing ont largement contribué
a faire connaitre et appliquer leurs techniques. Les courbes
de degré un et deux c’est-a-dire les droites et les coniques
sont connues depuis 1’antiquité. Elles jouent un réle impor-
tant en géométrie de la CAO pour raison de faible degré et
d’une représentation rationnelle exploitable sur ordinateur.

Pour un degré de plus, si les cubiques rationnelles offrent
de nouvelles perspectives en CAO, elles entrainent aussi
des particularités au travers de leurs points singuliers qui
n’existent pas pour les courbes de degré 2. Des études me-
nées par Newton puis Pliicker en ont proposé une classifi-
cation générale. Deux familles de cubiques se distinguent,
celle des courbes elliptiques et celle des cubiques ratio-
nelles. Ces dernieres sont réprésentées par des points mas-
siques de contrdle généralisant les courbes Bézier clas-
siques. Le modeleur géométrique a besoin de jouer sur les
points de contrdle a I’aide de souris dynamiques telles les
manettes a retour d’effort. Le contrdle des formes des cu-
biques et leur usage dans des sytemes a retour d’effort né-
cessitent de connaitre la localisation des points caractéris-
tiques de ces courbes.

Les travaux présentés ici sont issus d’un travail de mé-
moire de master [1] prolongeant les résultats de [2, 3]. Le
mode de représentation des courbes exploite la technique
des points massiques [4, 5]. Le papier illustre le cas parti-
culier d’une cubique définie par deux points pondérés et 2
vecteurs purs. Il propose en outre une application a la mo-
délisation de I’écriture manuscrite par des cubiques mas-
siques.

2 Les courbes Bézier rationnelles de degré 3

Les courbes rationnelles peuvent étre décrites par des
représentations paramétriques exploitables sur ordinateur.
Elles prennent le nom de courbes de Bézier. Ces dernieres
sont décrites par des points de controle et il en faut 4 pour
une cubique rationnelle. Les points de contrdle peuvent
étre dans certains cas des points pondérés ou des vecteurs
purs appelés points massiques. Ils sont définis dans I’es-
pace noté P

¢=(P><R*)u(¢)><{0})

ol P est un espace affine réel et P I’espace vectoriel as-
socié. Deux opérations € et (-) lui donnent une struc-
ture d’espace vectoriel et permettent de définir, sur cet es-

pace, une courbe de Bézier rationnelle a points massiques
de contrdle. Soit i un entier de [0..n] et M;, les n+1 points
massiques de contrdle. La courbe Bézier rationnelle est
i=n
I’ensemble des points M(t) tels que : M(¢) = @ B!(HoM,;
i=0
avec BY(#) = (Ht'(1 - )" le ieme polyndme de Bernstein
de degré n. La suite s’intéresse aux cubiques rationnelles
écrites sous cette forme et leur raccord ou jointure G'.
Deux courbes se raccordent G' si elles admettent un point
commun et une méme direction de tangentes en ce point.

2.1 Cubiques massiques

La figure 1 montre les jointures G! entre un arc d’hy-
perbole modélisé par une courbe de Bézier rationnelle qua-
dratique de points de contrdle (Po; 1), (P1;2), (P2;1) et un
arc d’ellipse modélisé par une courbe de Bézier rationnelle
quadratique de points de controle (Ry; 1), (Rl; %), Ry 1)
par une courbe de Bézier rationnelle cubique ayant comme

P . A~ — —
points massiques de contrdle (Qo;1), (QI;O), (QZ;O) et

. — —_—
(Qo;1). Iei Qg = P = Ry et les vecteurs Qp et P1 P, sont
colinéaires et de méme sens tandis que les vecteurs Q}) et
S .. .
RoR; sont colinéaires et de sens contraires.

A

FIGURE 1 — Trois arcs de cubiques massiques raccordées
de facon G'

Afin de contrdler les formes des cubiques et de pouvoir
les utiliser dans des sytemes a retour d’effort, il est impor-
tant de connaitre la localisation des points caractéristiques
de ces courbes.



2.2 Points singuliers des cubiques massiques
Notations : soit M(f) le point générique de la cubique ra-
tionelle plane I' = BR[(Qp; wo), Q_]), Q_z), (Q3;w3)] définie par

. . N M L.
les points massiques de contrdle, ?(t), le vecteur dérivée
—_— —

premiére et les vecteurs ?(0), E(l) notés i,V respec-

tivement. Dans le repere (0, V) le point S est défini par
am L .

0S = W(t) = L.+ u.V. Le seul point singulier de T est un

point double obtenu lorsque S appartient a la region L de
frontiere, les axes 4 = 0, u = 0 et les courbes A, B et C de
la figure 2. La démonstration de ce cas particulier et de sa

FIGURE 2 — Localisation des points singuliers de la cu-
bique I'

généralisation se trouvent dans [1]. Les calculs, résolutions
approchées de systemes non linéaires et représentations ont
P sz o e ™
été traités sous le logiciel Maple de Maplesoft .

2.3 Une application

Dans 1la figure 1, la cubique rationnelle
BR[(QO;1)(@;0),(@;;0),(Q0;1)] en rouge sur le
dessin est définie par 2 points pondérés et 2 vecteurs purs.
Ce mode de représentation permet ainsi de définir des
boucles pour un parametre parcourant I’intervalle [0, 1].
Cette étude est préalable a la modélisation de 1’écriture
manuscrite. Les points massiques points pondérés et
vecteurs purs décrivant un ensemble d’arcs de cubique.
Ces arcs une fois raccordés définissent un caractere de 1’al-
phabet. C’est le mixage entre vecteurs et points pondérés
qui facilitera la modélisation des caracteres. Leur tracé est
en effet trés proche de 1’écriture cursive traditionnelle. Le

mode de représentation pourrait s’adapter également a la
reconnaissance de trajectoires planes ou spatiales.

3 Conclusion

L article traite sommairement d’un mode de représenta-
tion des courbes rationnelles définies par des points mas-
siques. Un point massique peut étre soit un point pondéré
soit un vecteur pur. Une cubique rationnelle décrite sous
cette forme nécessite 4 points massiques pour pouvoir la
définir et la contrbler. En particulier les boucles décrites
avec ce modele sont applicables a la représentation des ca-
racteres de 1’écriture manuscrite. L’étude systématique des
points singuliers des cubiques massiques compléte le pa-
pier et laisse envisager de nouvelles applications comme
un usage par des manettes a retour d’effort dans les logi-
ciels de dessin assisté par ordinateur.
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