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Résumé

Les courbes de Bézier rationnelles avec des points pondérés peinent a prendre en compte certaines situations
élémentaires comme la modélisation d’un demi-cercle avec une courbe de degré 2. Dans cet article nous mon-
trons comment ['utilisation de courbes de Bézier rationnelles avec des points massiques résout ce probléme. Plus
largement, nous montrons aussi que la formulation usuelle de Bézier rationnelles n’est pas compléte.

Mots clé : Courbe de Bézier rationnelle, Courbe & points
massiques, point de contrdle a I'infini, vecteur de contrdle,
arc de cercle, arc de conique.

1. Introduction

La modélisation d’un arc de cercle et plus généralement
d’un arc de conique avec des courbes de Bézier rationnelles
ou des NURBS est largement répandue et bien connue.

Cependant, il est moins connu que certains cas particu-
liers posent des difficultés techniques que le formalisme des
NURBS (ou des Bézier rationnelles) prend mal en compte ;
les demi-cercles et tous les arcs dont les tangentes sont
paralléles aux extrémités ou les situations qui nécessitent
une reparamétrisation de I'intervalle [0;1] vers I’intervalle
[0; +00], cela pour sélection un morceau particulier d’une
courbe.

Ces deux situations génerent des points de controle dont
les poids sont nuls ce qui, dans le formalisme des NURBS,
se traduit par un point de contréle a I’infini.

Cette interprétation des points de contrdle avec un poids
nul pose tout de suite un probléme de représentation d’un
tel point a I’infini et constitue une simplification brutale qui
conduit a la fois a des impossibilités techniques comme re-
présenter un demi-cercle avec une courbe rationnelle de de-
gré 2 [PT97] et a confondre des courbes différentes ayant un
méme point de contrdle a I’infini [Far99].

Dans cet article, a partir d’exemples simples, nous mon-
trons comment le formalisme des courbes a points massiques
permet de résoudre ces difficultés techniques

2. Un demi-cercle avec les Bézier rationnelles ?

Les courbes paramétrées polynomiales ne peuvent pas
modéliser des cercles, des arcs de cercles et plus généra-
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lement des coniques (ellipses, paraboles, hyperboles). Par
exemple, 1’équation implicite d’un cercle de rayon et centré
a l’origine du repere est

x2+y2—1:O.

Si I’on cherche les coefficients des fonctions polynomiales
x(t) et y(r), ou t est un parametre, qui satisfont cette équa-
tion, on arrive a une impossibilité f,

La solution bien connue est d’utiliser des courbes ration-

nelles. Par exemple pour le cercle
1—12 2t

x(t) = — t)=——

=1 0=

avec —oo < t < oo. La situation est la méme des que I’on

veut modéliser une conique ou un arc de conique (ellipse,

parabole, hyperbole). Ceci a conduit a I’introduction des

courbes paramétrées rationnelles comme les courbes de Bé-

zier rationnelles qui se généralisent en NURBS [PT97]. Une

courbe de Bézier rationnelle se définit par :

_ LitoBin(t)®iP;
Yo Bin(t)w;

ﬁli(l —1)"~" sont les polyndmes de Bern-

(€]

Cc(t) @)
U Bin(1) = 77,7

stein, les P; sont les points de controle et les ®; sont les poids.
Si on pose

1—-12 2
C(t) = ,
t) (1+t2’1+12)

_(1—1)2mPy +2t(1 — 1)t Py + 20, P,
(1 —1)2m0 +2t(1 — 1)t + 12

3

On arrive facilement a modéliser un quart de cercle avec

t. Si I’on essaie de trouver les coefficients de deux polyndmes
x(t) et y(¢) qui satisfont () +y%(t) — 1 = 0, on aboutit 2 ce que les
seuls coefficients non nuls des polyndmes sont les termes constants,
ce qui est une contradiction [PT97].
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P() = (1,0), P1 = (17 1),P2 = (0,1), Wy = 1, 0 = 1, (O5) =2
et 0 <t <1 comme sur la figure 1. On peut généraliser

(P2:2) (Pr;1)

Figure 1: Un quart de cercle modélisé avec une courbe de
Bézier rationnelle de degré 2.

la construction précédente en utilisant la propriété que les
points d’une courbe de Bézier rationelle (dont les poids sont
positifs) sont dans 1’enveloppre convexe de ses points de
controle. En considérant le triangle {Py, P, P, }, une courbe
de Bézier rationnelle de degré 2 peut s’écrire en fonction des
coordonnées barycentriques (ou(z),B(¢), 1 — () — B(z) de ¢
par rapport au triangle (Py, Py, P»). Ainsi,

(1—1)2wg  Boa(f)

ey Bl
o)  o@) o)

B =30 = o)

ot) =

avec 0(t) = (1 —1)?w +2¢(1 —1)t®; +1*w®,. Eton a

2
alop() = 292 1 (P12

1
La quantité 52 est le facteur de forme. Si I'on modifie

les poids de telie sorte que cette quantité ne change pas, la
courbe garde la méme forme. Une convention usuelle est de
fixer wg = m, = 1, la courbe est alors sous forme normale.
Le type de la courbe est alors déterminé par 0)%. Si 0)% <1
on a une ellipse, si 0)% = 1 une parabole et u)% > 1 une hy-
perbole. Cela est illustré sur la figure 2. Lorsque le poids
; est négatif, on obtient I’arc complémentaire et I’on n’a
plus la propriété de I’enveloppe convexe des courbe de Bé-
zier. La construction précédente ne permet pas d’obtenir des

Figure 2: Des arcs de coniques plus « petits que les demi-
arcs » modélisés avec des courbes de Bézier rationnelles de
degré 2.

demi-cercles car les tangentes aux extrémités sont paralleles
et le point Pj, intersection des tangentes, est rejeté a 1’infini.
La seule solution en utilisant des courbes de Bézier ration-
nelles avec des points pondérés est d’augmenter le degré de
la courbe et ainsi de représenter un demi-cercle avec une
courbe de degré 3 ce qui, outre les problemes numériques

que I’on rencontre, introduit un cas particulier dans la mo-
délisation des arcs de cercle.

D’une autre facon, lorsque ®; = 0 dans la formule (3), le
point P; disparait et la courbe dégénere une droite. Ces deux
cas particuliers montrent que la formule (2) qui définit les
courbes de Bézier rationnelles n’est pas complete. Il manque
des informations lorsqu’un point de contréle est a I’infini ou
bien qu’un poids est nul.

Remarquons enfin que la paramétrisation du cercle don-
née par les formules (1) ne permet d’obtenir un arc de cercle
que lorsque le parametre u va a ’infini, ce qui n’est pas uti-
lisable en pratique.

Ces trois situations sont prises en compte par les courbes
de Bézier rationnelles a points massiques ou, en plus des
points pondérés de la formule (2), des vecteurs de controle
sont introduits.

3. Exemples de courbes a points massiques

Les courbes de Bézier a points massiques sont définies a
partir de points de controle de fagon semblable aux courbes
de Bézier rationnelles. Les points de contrdle sont, soit des
points pondérés (i.e. un point et un poids), soit des vecteurs.

Ces vecteurs de contr6le permettent de résoudre le pro-
bleme de la modélisation d’un demi-cercle avec une courbe
rationnelle de degré 2. Un demi-cercle est modélisé avec ses
deux points de controle extrémités Py et P, et un vecteur de
contrdle Py dont la longueur est le rayon du cercle. Les poids
sont @y = ®; = 1 et ®; = 0. Un poids nul est toujours asso-
cié a un vecteur de contrdle. Cette situation est illustrée sur la
figure 3 Le vecteur P; est représenté avec comme point ori-

(P 1)

Figure 3: Modélisation d’un demi-cercle avec une courbe de
Bézier a points massiques de degré 2.

gine le centre du cercle, mais c’est aussi le vecteur tangent a
chaque extrémité.

Avec ce nouvel outil que sont les vecteurs de contrdle,
en plus de la construction d’arcs de coniques vue précé-
demment, les courbes a points massiques permettent de
construire des arcs de coniques en fonction de choix du vec-
teur de contrdle. On peut modéliser un arc de parabole en
donnant sont point de départ Py, le vecteur tangent Py et
I’axe de la parabole P,, les demi-ellipses sont modélisées
de facon similaire aux demi-cercles et les branches d’hyper-
boles par le centre de symétrie de I’hyperbole P; et les di-
rections des asymptotes Py et P». Ces différentes situations
sont représentées sur la figure 4. Nous avons vu a la sec-
tion précédente que I’intervalle de paramétrage d’une courbe
peut poser des difficultés. En effet, le paramétrage de cer-
taines courbes fait varier le parametre entre 0 et 400 ou entre
—oo et +00. Ce qui, en pratique, empéche de modéliser cer-
taines parties de la courbe avec des courbes de Bézier (ou

© JFIG 2018.
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Figure 4: Parabole et ellipse et hyperbole avec points et vec-
teurs de contrdle.

des NURBS). A ce propos, nous avons déja vu I’exemple
du paramétrage du cercle. Considérons un autre exemple le
folium de Descartes qui est une courbe de degré 3 dont les
équations paramétriques sont données par :

3 (1) = 31
s MW TS

x(t)

Pour un parametre u variant de —oco a +oo voir la figure 5.
Lorsque < —1, on a x > 0 et y < 0 la branche inférieure

Figure 5: Le folium de Descartes.

a droite, lorsque —1 <t <0Oonax <0 ety > 0 labranche
supérieure a gauche et lorsque >0 onax>0ety>0
la boucle. Cette courbe est intéressante car elle possede un
point double, le point de coordonnées (0,0) qui est atteint
une premiere fois lorsque ¢ = 0 et une seconde fois lorsque
t = +o00. Ainsi, méme s’il est aisé de construire une courbe
de Bézier rationnelle qui modélise une partie de la boucle
(voir la figure 6a), il n’est pas possible de modéliser cette
partie de la courbe avec uniquement des points de contrdle
qui sont des points pondérés.

Pour obtenir une courbe de Bézier rationnelle a points
massiques, on transforme une courbe de Bézier a points
pondérés en utilisant un changement de parametre (homo-
graphique) qui transforme I’intervalle [0,1] en I’intervalle
[0,+00[. Cette transformation agit sur les points de controle
et les points de contrdle obtenus sont des points massiques.
Par exemple la courbe dont les points de contrdle sont Py =
(0,0),P; = (0,2),P, = (4,2) et P; = (3,3) avec les poids
oy =1,0; = 1,0, =1 et w3 =2 est transformée en la
courbe 2 points massiques Qy = (0,0),51> = (1,0),6; =
(0,1) et Q3 = (0,0) avec les poids By = 1,®; = 0,®, =0
et @3 = 1 par le changement de parametre qui transforme u

en 1= (voir la figure 6b).

© JFIG 2018.

(a) (b)

Figure 6: Des arcs du folium de Descartes. En (a) avec une
courbe de Bézier rationnelle avec des points pondérés. En (b)
avec une courbe de Bézier rationnelle avec des points mas-
siques.

4. Les courbes de Bézier rationnelles a points massiques

Dans cette section nous présentons 1’essentiel des défini-
tions et propriétés des courbes de Bézier rationnelles a points
massiques. Ces notions sont largement étudiées et présentées
dans [FJ92,GB17,GBD17] et on trouve aussi quelques élé-
ments de discussion dans [PT97,Far99].

4.1. Points massiques

Nous commengons par définir I’espace des points mas-
siques qui réunit les vecteurs et les points pondérés.

En dimension 2, I’ensemble des vecteurs du plan vectoriel
B et des points pondérés du plan affine P sont regroupés
dans I’espace P défini par :

P=(PxR)U(P x{0}).
Un point massique est soit un point pondéré du plan P,

soit un vecteur du plan vectoriel
poids nul.

a qui nous affectons un

4.2. Opérations dans P

Afin de munir I’espace P d’une structure d’espace vecto-
riel et ainsi de pouvoir manipuler ses éléments avec 1’algebre
linéaire usuelle, nous définissons la somme de deux éléments
et le produit par un scalaire.

Sur I’espace P, I’addition, notée @, est définie de la facon
suivante :

(mﬁ/[;O) sio+u=0

(M;0) ® (N;u) = (O+ﬁ(w0—[l>4+y(7\/);w+,“)
sio+u#0

@)
(7:0)® (M;0) = (M+%7;0))
(4;0)8 (V;0) = (¥ +V;0)

ou les différents cas d’addition entre vecteurs et points pon-
dérés sont définis. Dans 1’égalité (4) le point obtenu est le
barycentre des points pondérés (M; ) et (N;u), il est donc
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indépendant du choix du point O. Sur I’espace P, la multi-
plication par un scalaire, notée ©, est définie par :

) Mow)  ifa#0
“Q(M’“’)_{(?;O) ifor=0

a® (;0) = (aw;0)

Avec ces deux opérations, les points massiques se mani-
pulent de facon semblable aux points pondérés tout en pre-
nant en compte correctement le cas ou un poids devient nul
lors d’une opération.

4.3. Courbes de Bézier rationnelles a points massiques

Pour définir les courbes de Bézier rationnelles a points
massiques, nous commengons par définir la fonction @7 qui
calcule le dénominateur pour les poids qui ne sont pas nuls.
Soit la fonction o définie sur [0; 1] par :

Oy (t) = Z 0; Bi,n (t)
©;7#0
La formulation ci-dessous fournit, soit un point, donné sous
la forme d’un vecteur position et son poids, soit un vecteur si
le dénominateur est nul. Les points de contrdle (P;;®;) sont
des éléments de P. Ils sont donc soit des points, soit des
vecteurs. S’il s’agit de points, on les notera sous la forme de
vecteurs positions OF;. La courbe C(t) de Bézier rationnelle

de degré n a points massiques est définie par
e si () # 0alors C(t) = (M;®) et nous avons :

— 1
oM - o ® mgo @iBiy (1) OP,
1 —
MR Ok
o = of(u

o si (1) = 0 alors C(r) = (;0) et nous avons :
=Y oBin (1)OP, + Y Bin OV F

;70 ;=0

Cette formulation des courbes de Bézier rationnelles a points
massiques inclut la formulation des courbes de Bézier ra-
tionnelles a points pondérés en ajoutant la partie manquante
qui permet de gérer le cas ou les poids des points de contrdle
sont nuls et le cas ou le poids du résultat est nul. De cette
facon la formulation des courbes de Bézier rationnelles est
complete et permet de gérer I’ensemble des situations intro-
duites dans les exemples de la section 3.

4.4. Changement de parameétre homographique

La derniere notion introduite est le changement de para-
metre homographique. Cette opération permet de sélection-
ner un morceau d’une courbe support a partir de la donnée
d’un de ses arcs. Dans le cadre de cet article, elle est donnée
dans le cas particulier d’une cubique, courbe de degré 3. Un
point important est que le degré de la courbe obtenue n’est
pas modifié.

Soit une courbe de Bézier rationnelle C(¢) de degré 3 et
de points de contrdle massiques (Py; @), (P1;®1), (P2; ),
(P3;®3) de support une cubique C. Soit les réels a, b, c et d
vérifiant ad — be # 0. et soit & 1a fonction définie par :

a(l—u)+bu

h: R — R
— P —
c(l—u)+du

u

alors C(r) o h(z) est la courbe de Bézier rationnelle de de-
gré 3 et de points de contrdle massiques (Qp;®o), (Q1;®1),
(Q2;®7), (Q3;®3) de support la cubique C :

(Qo,Wo) = —(c—a)* ® (Po; o)
@ —3a(c—a)>© (Pr;mp)
@ —-3a%(c—a)© (Pr;m)
@B —a® O (Py;m3)

(01.8) = (c—aP(b—d)® (Pyoy)
@D(a—c)(bc+2da—3ab) ® (P;01)
@ —a(da —3ab+2bc) ® (Py; ;)
@ —a’b© (P3;03)

(02,@2) = —(c—a)(b—d)*® (Po; )
@D (b —d)(da—3ab+2bc) ® (P;0)
@ —b(bc+2da —3ab) ® (Py;02)
@ —ab® © (P5;03)

(03.@3) = (b—d)*® (Py; )
@ —-3b(b—d)> O (P;)
@3h*(b—d) ® (Py; )
@ —b* O (Ps;03)

Ces formules permettent de calculer les points de contrdle
massiques pour ’arc de courbe correspondant a 1’intervalle
de parametre sélectionné et ainsi de sélectionner un arc de la
courbe C.

5. Conclusion

Dans cet article nous avons vu que la formulation usuelle
des courbes de Bézier avec des points pondérés ne permet
pas de modéliser un demi-cercle avec une courbe rationnelle
de degré 2. Plus largement, nous avons vu que I’utilisation
de poids nuls est incontournable et que I’interprétation d’un
point de contrdle avec un poids nul comme un point a I’infini
n’est pas suffisante a rendre compte correctement des situa-
tions rencontrées et que 'utilisation des courbes de Bézier
avec des points massiques répond pleinement a la modélisa-
tion de ces mémes situations.
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