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Résumé

L’article traite du mode de représentation des coniques écrites sous forme Bézier rationnelle a I’aide de points
massiques ou les masses sont des nombres complexes. Une représentation spéciale des coniques reposant sur
des points pondérés et des vecteurs purs offre une souplesse de calcul dans les transformations géométriques
élémentaires comme les rotations, homothéties et similitudes directes. Des exemples sont proposés au lecteur

prouvant cet usage.

The paper deals with conics in a rational Bézier representation based on mass points where the weights are

complex numbers here.

A special representation of conics using weighted points and vectors offers a calculus flexibility in the handle
elementary geometrical transformations as rotations, homotheties and direct similarity transformations. Some

examples are proposed to the reader.

Mots-clés : Modélisation géométrique, Points massiques
complexes. ..

1 Introduction

L article traite du mode de représentation des coniques
écrites sous forme Bézier rationnelle a 1’aide de points mas-
siques ou les masses sont des nombres complexes. Une re-
présentation spéciale des coniques reposant sur des points
pondérés et des vecteurs purs offre une souplesse de calcul
dans les transformations géométriques élémentaires comme
les rotations, homothéties et similitudes directes. De nom-
breux exemples sont proposés au lecteur prouvant cet usage.

Une série de travaux sur les courbes de Bézier ration-
nelles a poids complexes a été entreprise par Sanchez-Reyes
[SR09]. Le mode de répresentation a I’aide de poids com-
plexes fait généralement augmenter voire doubler le degré
de ces courbes une fois revenu dans le plan réel. Ainsi, une
courbe Bézier rationnelle de degré 1 avec des poids com-

plexes est un arc de cercle. Dans certains cas, le degré de ces
courbes dans le domaine complexe est le méme que celui du
domaine réel.

Une courbe de Bézier rationnelle de degré 2 avec des
poids complexes devient une cubique ou une quartique dans
le plan réel.

Toutefois, par un choix de poids complexe(s) éventuelle-
ment nul(s), la courbe conique de degré 2 ne change pas de
degré une fois dans le plan réel. Dans le mode de représenta-
tion des coniques avec poids complexes, le choix du ou des
poids complexe(s) offre des transformations classiques élé-
gantes sur la conique créant ainsi une famille de coniques a
un parametre. La section 2 fournit une représentation d’un
arc de cercle a partir d’une courbe de Bézier rationnelle
linéaire a laquelle nous ajoutons la modélisation de demi-
cercles. La section 3 donne une représentation particuliere
des trois familles de coniques propres a un parametre com-
plexe. Les ellipses, hyperboles et paraboles sont présentées



aux lecteurs. La modification du parametre complexe a pour
conséquence la mise en ceuvre d’une transformation géomé-
trique élémentaire sur la conique ainsi définie.

Ce travail est préparatoire a un développement de ce mode
de représentation particulier. Il serait possible de 1’exploi-
ter en vue d’optimiser les performances calculatoires ou de
créer de nouveaux modes de représentations des objets clas-
siques de la C.A.O. améliorant par son élégance, la versati-
lité des structures de données adéquates. La derniére section
tire des conclusions et propose quelques perspectives.

2 Modélisation d’arc de cercle par des courbes de
Bézier rationnelles linéaires

Dans ce paragraphe, nous nous placons dans le plan com-
plexe C muni du repére orthonormé direct (O; U 7) Soit
quatre complexes 2, 21, wo et wy avec 2o # 21, wowy # 0 et

|arg (wo)| # larg (wi)] (1)

Considérons la courbe de Bézier rationnelle linéaire définie

par:

(1 —=t)wozp + twr 21
(l — t) wo + twq

z(t)= ,t€[0:1]

Remarquons que :

e si arg(wg) = arg(w;) [27], la courbe est le segment
dont les extrémités ont pour affixes zg et 27 ;

e siarg(wg) = —arg(w;) [27], la courbe est la droite
définie par les affixes zq et z privée du segment pré-
cédent ouvert ;

e sinon la courbe obtenue est un arc de cercle dont les
extrémités ont pour affixe z( et z; [SR09].

Introduisons la fonction suivante :
X: R — R*
0 — 1
r#£0 — =z

qui permet d’utiliser les mémes formules pour manipuler
les points et les vecteurs. Notons qu’en exprimant z (¢)
sous forme algébrique, le dénominateur devient un poly-
ndéme quadratique a coefficients réels n’ayant pas de racines
réelles (c’est le carré du module d’un nombre complexe non
nul griace a la condition de la formule (1)) : nous obtenons
une courbe de Bézier rationnelle quadratique de points mas-

siques de contrdle (Zy; ), (Z1;t01) et (Z;w,) avec :
Zy = 2

woW1 20 +Wow1 21

Z = —
2X (UJ(]UJ] ZWO(—‘JI )

Z, = 2z

(@)

2
wy = |wol

wow1 + Wowi
2

2
w7 = |w1 |
et il est aisé de remarquer que si w # 0, nous avons :
|21 — 20| = |2, — 2|

d’une part et :

_ 2
(Zl*ZO(ZZ*ZO)"’(ZI*ZO)ZZ*ZO) @t
212y = Zo| x |22 = Zo|

B w2

ce qui montre que la courbe est un arc de cercle. Si
arg (wp) = arg(wy) + 5 [r], nous avons w; = 0 et la courbe
est un demi-cercle nécessitant 1’emploi des points mas-

siques.

La figure 1 montre quelques cercles obtenus par des
courbes de Bézier rationnelles linéaires a poids complexes.

Dans les deux cas, nous avons Zy =2 et Z, = —2 et les
autres affixes massiques de controle sont données dans le
tableau 1.

3 Coniques non circulaires

Une courbe de Bézier rationnelle quadratique de points
massiques de contrdle non alignés représente un arc de co-
nique lorsque les poids sont réels et nous pouvons obte-
nir n’importe quel arc de conique propre [GB16, GB17b,
BG14,BFG19, BFG18, Béc97, FJ89, F]J92]. Naturellement,
lorsque les poids sont complexes, les parties réelles et ima-
ginaires des complexes de la courbe de Bézier sont de degré
4. Cependant, quelques cas particuliers existent. Commen-
cons par un lemme concernant la multiplication de tous les
points massiques de contrdle par un méme scalaire non nul
généralisant un résultat classique.

Lemme 1 :

Soit (Py;wp), (Pr;wi) et (Po;w)) trois éléments de P.

Soit I (resp. J) I’ensemble des indices des points massiques
ayant des poids non nuls (resp. nuls).

Soit A un réel non nul. Alors, nous avons :

RQBC {(Pi§wi)i61 ; (F;;O)je.]} -
~ 3)
RQBC{(PZ';)\ Wi)iers ()‘ Pj;o)je.]}
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Figure 1: Le demi-cercle | est obtenu avec zg = 2, z1 = —2, wyg = 1 et wy =1 tandis que ’arc de cercle v, est obtenu avec
jus
w=221=-2w=¢e"% etw) = %
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Table 1: Affixes massiques de contréle correspondant a la figure 1 lorsque nous n’utilisons que des poids réels.

Démonstration :

—>
- w; B; (tg) OP;
szXB (to icr
iel
+ - Y B ()P,
ZleB (to ng
iel
~+
= —Z)\wz 0)OP;
Y Aw; x B; (to) /=%
iel

Y Bj(t)
;Awle (o) Ej] 0)
1

Si J = (), nous ne changeons pas les points de controle
d’une CBRQ en multipliant tous les poids par un méme réel
non nul.

3.1 Cas d’une branche d’hyperbole

— —
Si wy est réel, RQBC’{ <P0;0> s (Prswi)s (P2;0>} est
une branche d’hyperbole. Maintenant, considérons le poids
complexe w;. En utilisant le lemme 1, nous avons :

RQBC{(F5:0): (Piswn)s (Pri0) } =

RQBC{ (iﬁ;;O) s(Prs1); (LFZ;O) }
wi w1

ce qui montre que :

4

e le centre P| de l’hyperbole est invariant ;
e les vecteurs directeurs Po et —P2 des asymptotes
_>

sont les images des vecteurs Py et P, par la simi-
litude vectorielle directe de rapport ‘wl—]‘ et d’angle

arg <wil) = —arg(wp).

La figure 2 montre quelques branches d’hyperboles modé-
lisées par des courbes de Bézier rationnelles quadratiques de
points massiques de contréle(lgo> ;O), (Prswy) et <]32>;0> :
le cas « standard » avec w| = 1 permettant de déterminer les
parametres de 1’hyperbole puis deux cas ou le poids est com-
plexe.

3.2 Cas d’un arc de parabole

Si wy est réel, RQBC’{(PO;wO) ; <]3]>;0) ; <]32>,O)} est
une « demi-parabole » de sommet F. Maintenant, considé-
rons le poids complexe wp. En utilisant le lemme 1, nous
avons :

RQBC{(PmWO); (f’;;0> ; (3;0)} =

1 = 1 = &)
RQBC{(P(), ),(M—OPIQO)Q(M—OP%O)}

ce qui montre que :

e [ e sommet Fy de la parabo_l)e est invariant ;

e Les vecteurs tangents —Pl et directeur de 1’axe de
la parabole —Pg sont les images respectives des vec-
teurs P1 et P; par la similitude vectorielle directe de
rapport ‘ o1 et d’angle arg ( ) = —arg(wp).

La figure 3 montre quelques arcs de paraboles modélisés

par des courbes de Bézier rationnelles quadratiques de points
. . — —

massiques de contrdle (Py;wy), (Pl;O) et (PZ;O) : le cas

«standard » avec wg = 1 permettant de déterminer les para-
metres de la parabole puis deux cas o le poids est complexe.

3.3 Cas d’un arc d’ellipse

Si w2 est un réel non nul,
%
RQBC{(PO;wOZ); (P1;0> ;(Pz;woz)} est une demi-

ellipse de diametre [PyP»]. Maintenant, considérons le



-3

-2 -1 0 1 2 3 4
Figure 2: Invariance de la nature d’une branche d’hyperbole modélisée par une courbe de Bézier rationnelle quadratique de

— =
points massiques de controle (PO;O), (Prswy) et (PZ;O). La courbe v est le cas standard avec wy = 1. La courbe V,i% est

obtenue avec le poids complexe wy = €'*. La courbe 71 i~ est obtenue avec le poids complexe w = %e”.
2
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Figure 3: Invariance de la nature d’une « demi »-parabole modélisée par une courbe de Bézier rationnelle quadratique de

— —
points massiques de controle (Py;w), (P1 ;0) et (PZ;O). La courbe v est le cas standard avec wg = 1. La courbe e

. s . i3
obtenue avec le poids complexe wy = e'+. La courbe Vi3 est obtenue avec le poids complexe wy = 2"+ .
€
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poids complexe wp;. En utilisant le lemme 1, nous avons :

RQBC{(Po;woz); (ﬁ;o) ;(Pz;uJoz)} -
(6)

w2

RQBC’{(PO; 1); (L?’lO) s (P23 l)}
ce qui montre que :

e Le diametre [Py P] de I'ellipse est invariant ;
1
w0

par la similitude vectorielle directe rapport w et

. —
e Le vecteur tangent ——P; est I'image du vecteur P;

d’angle arg (w102> = —arg (wm).

La figure 4 montrent quelques demi-ellipses modélisées
par des courbes de Bézier rationnelles quadratiques de points
massiques de contrdle (Py;wp3), <13]> ; 0) et (Pr;wpp) : le cas
« standard » avec wgy = 1 permettant de déterminer les pa-
rametres de ’ellipse puis deux cas ou le poids est complexe.

3.4 Ellipse et hyperbole ayant méme diameétre

Si wo est un réel non nul,
RQBC {(Po;wo) ; (]31);0) (P —wo)} est une « demi »-
hyperbole de diameétre [PyP,] et de vecteur tangent
colinéaire et de méme sens que Py en Py [GD13]. Main-
tenant, considérons le poids complexe wqy. En utilisant le
lemme 1, nous avons :

RQBC{(P0§W02)§ (ﬁ;O) ;(Pz;—wog)} =
1 = (7
RQBC{(Po; 1); (w—opl;o) ;(Pz;—l)}

ce qui montre que :

e le diametre [Py P,] de I’hyperbole est invariant ;
. =
e le vecteur tangent wioPl est I’'image du vecteur P;

par une similitude vectorielle directe rapport ﬁo‘ et

d’angle arg (ﬁ) = —arg(wp).

La figure 5 montrent deux jointures G' entre une demi-
ellipse et une demi-hyperbole le long du méme diametre
[P()Pz] :

e la jointure entre le demi-cercle ; modélisé par la
courbe de Bézier rationnelle quadratique de points

—
massiques de contrdle (Pp;1), (Pl;O) et (Pp;1) et
la demi-hyperbole 74 modélisée modélisé par la
courbe de Bézier rationnelle quadratique de points

%
massiques de controle (Fp; 1), (P1;0> et (P;—1);

e la jointure entre le demi-cercle 7y ,sx modélisé
e

6
par la courbe de Bézier rationnelle quadratique de

. . ~ 51 —
points massiques de contrdle <P0;ez 6 ), <P] ;0) et

.. modélisée

(Pg;ei%) et la demi-hyperbole v,» .

e 6

modélisé par la courbe de Bézier rationnelle quadra-
;ST
tique de points massiques de contrdle (P0;61T>,

(13;;0) et (Pz; fei%).

Notons que les vecteurs tangents aux demi-ellipse et
demi-hyperbole idoines en Py sont de méme sens tandis
qu’ils sont opposés en P, c’est-a-dire que le point Py est
un point de rebroussement.

4 Ensemble des nombres complexes massiques

Afin d’utiliser des poids complexes, il est naturel de se
place dans I’ensemble des complexes massiques [GB17a].

Définition 1 : CBRQ dans I’ensemble C des complexes
massiques.

Pour ¢ € [0;2], considérons les trois complexes massiques
suivants

Zi=zitwik, z€C, w;eC ®)
ol nous avons :
VzeC zxk = 0
KXK = K

La courbe de Bézier rationnelle quadratiques, de nombres
complexes massiques de contrdle est «y définie en utilisant
I’ensemble des indices des points massiques ayant des poids
non nuls et J I’ensemble des indices des points massiques
ayant des poids nuls. Pour ¢ de [0; 1], si nous avons :

Z w; X B; (to) 79 0 )
iel
nous obtenons :

— 1

7= Y wiB;i(t) ©
ic1

(Bo (t) © 20)

1 ~
® m@(Bl (t)©z1) (10)
ic1

1
Y wiB;(t)

icl

o O (B (t) ®22)

tandis que dans le cas contraire, nous obtenons :

V() =By(t)® 2@ B ()05 & B2 (1) © %

Soit P(z) et @ (z). Nous avons la bijection de P x C
dans C x C qui 2 tout couple de point pondéré (P;w) associe
le complexe massique zZ = z +wk et a tout vecteur pur
associe le complexe massique z = z+ 0k = z.

La figure 6 montre une branche d’hyperbole modélisée
par une courbe de Bézier rationnelle quadratique ayant des
nombres complexes massiques de contrdle.
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Figure 4: Invariance de la nature d’une « demi »-ellipse modélisée par une courbe de Bézier rationnelle quadratique de points

. A = .
massiques de controle (Py;wy), <P] ;0) et (Py;wp). La courbe vy est le cas standard avec wgy = 1 et nous avons un demi-

. 1 T .
cercle. La courbe V% est obtenue avec le poids complexe wyy = €*+. La courbe isx est obtenue avec le poids complexe
e

j 3
L3

wo=¢€
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Figure 5: Jointures G' entre une demi-ellipse et une demi-hyperbole le long d’un diamétre commun.
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Figure 6: Courbe de Bézier rationnelle quadratique ayant pour points de controle des nombres complexes massiques représen-

tant une branche d’hyperbole

Soit zg = 2 —1 ’affixe du centre de la similitude S = >
de rapport 2 et d’angle 7. La figure 7 montre une branche
d’hyperbole modélisé par une courbe de Bézier rationnelle
quadratique ayant des nombres complexes massiques de
contrdle obtenue comme image par une similitude directe
de la branche d’hyperbole [GB17a].

5 Conclusion et perspectives

Dans cet article, nous avons montrer 1’effet d’un poids
complexe sur une courbe de Bézier rationnelle quadratique :
les points affines sont invarients tandis que les vecteurs su-
bissent une similitude directe.

Ce travail est préparatoire a un développement de ce mode
de représentation particulier. Il serait possible de 1’exploi-
ter en vue d’optimiser les performances calculatoires ou de
créer de nouveaux modes de représentations des objets clas-
siques de la C.A.O. améliorant par son élégance, la versa-
tilité des structures de données adéquates. La derniere sec-
tion tire des conclusions et propose quelques perspectives.
En particulier, nous pouvons nous focaliser sur les proprié-
tés des courbes de Bézier rationnelles quadratiques a poids
complexes telles que les boucles, les points singuliers ou de
rebroussements.
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