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Résumé
Les courbes de Bézier rationnelles quadratiques jouent un rôle fondamental pour la modélisation d’arcs de
coniques propre. Cependant, lorsque les deux points extrémaux de l’arc ne sont pas sur la même branche
d’une hyperbole, l’utilisation des courbes de Bézier classiques est impossible. Il suffit de considérer les
points massiques, à la place des points pondérés, pour remédier à ce problème. De plus, nous gardons la
structure (pseudo)-métrique du plan dans lequel nous nous trouvons et il possible de modéliser une branche
d’hyperbole dont les extrémités sont deux vecteurs, non colinéaires, de même norme, définis par les directions
des asymptotes. Nous donnons comme application le tracé d’une branche d’hyperbole sur un hyperboloïde à
une nappe. Afin de simplifier ce travail, nous utilisons une forme quadratique de signature(2;1) permettant
de manipuler cette quadrique comme une sphère unité : ainsi,les courbes seront manipulables comme des cercles.

It is well known that proper conic arcs can be modeled by rational quadratic Bézier curves but we can not use
Bézier curves when the two endpoints of the arc do not belong to the same branch of a hyperbola. A solution is
the use of massic points and moreover, it is easy to model a branch of hyperbole : the bounds are vectors having
the same direction than the asymptote of the hyperbola and wecan determine hyperbola parameters. The use
of the massic points does not depend on the Euclidean structure : we can define a quadratic form such as the
hyperboloid of revolution of one sheet is seen as an unit sphere. Then, the hyperbolae on this quadric have almost
the properties of a circle (with two asympototes).

Mots-clés : Hyperbole, points massiques, courbe de Bé-
zier, forme quadratique, hyperboloïde à une nappe, cercle.

1 Introduction

Deux personnes ont défini les mêmes outils afin de ré-
soudre leurs problèmes de modélisation en CFAO dans leurs
industries respectives : Pierre Bézier [Béz86] chez Renault
et Paul de Casteljau [Cas85] chez Citroën. P. Bézier a laissé
son nom aux courbes tandis que P. de Casteljau a donné son
nom à un algorithme de construction.

Les courbes de Bézier de degré 2, polynomiales ou ra-
tionnelles, jouent un très grand rôle en modélisation géo-
métrique puisqu’elles permettent de représenter des arcs de
coniques. Une telle courbe peut être vue comme le lieu de
barycentres de points pondérés : le poids est le produit d’un

nombre avec un polynôme de Bernstein. Cependant, la mo-
délisation d’arcs d’hyperboles pose problème puisque ces
dernières ne sont pas bornées. Une solution élégante consiste
à regrouper dans le même espace, celui des points mas-
siques [FJ89, Gol02], l’ensemble des points pondérés et des
vecteurs que nous affectons d’un poids nul. Ainsi, nous pou-
vons généraliser la notion de courbes de Bézier. De plus,
en se donnant une courbe de Bézier rationnelle quadratique,
grâce à des représentations adéquates, nous pouvons déter-
miner très facilement les éléments caractéristiques de la co-
nique définie par cette courbe de Bézier. Nous illustrons ceci
en prenant comme courbe d’étude les hyperboles. et nous
déterminons les paramètres d’une hyperbole en modélisant
toute une branche : nous avons simplifié l’approche faite par
J. P. Bécar dans sa thèse [Béc97]. Ces déterminations des
paramètres ont déjà été effectuées en travaillant dans la fer-
meture projective du plan affine, G. Albrecht en se servant



du calcul matriciel [Alb01], R. Goldman et W. Wang qui
se servent du calcul matriciel et de la reparamétrisation des
courbes [GW04]. Ces méthodes présentent l’inconvénient de
ne travailler que dans l’espace projectif ce qui fait perdre
toute structure métrique au plan affine. Quant à lui, E. Lee,
en restant dans l’espace affine, a proposé des méthodes, ba-
sées sur la reparamétrisation des courbes, le produit vectoriel
et l’utilisation de relations algébriques [Lee85] : contraire-
ment à l’utilisation des points massiques, sa méthode n’est
pas adaptée à un plan, n’est utilisable ni dans un espace
de dimension 5 [GDL12] ni dans un espace non euclidien
[GDL12,Dru13]. A partir d’une courbe de Bézier rationnelle
quadratique sous forme standard (i.e. à points pondérés de
contrôle et de poids intermédiaire positif), J. Sánchez-Reyes
détermine les propriétés de la conique sous-jacente à cette
courbe de Bézier en utilisant les nombres complexes [SR11].
Notre méthode permet d’utiliser des poids négatifs et des
vecteurs comme points de contrôle, et la notation vectorielle
permet de se placer dans n’importe quel espace euclidien
sans identifier le plan de la conique au plan complexe.
Notons que ce travail n’est pas possible en utilisant les co-
ordonnées homogènes qui sont les représentants de points
d’un espace quotient. Comme l’indique leur nom, les rela-
tions d’équivalence mettent en relation des éléments d’un
ensemble qui, d’un certain point de vue, peuvent être consi-
dérés comme équivalents. Il n’est pas possible alors de dis-
tinguer des éléments qui sont équivalents entre eux dans un
espace quotient. L’utilisation des coordonnées homogènes
n’est pas possible puisque, d’une part, la structure eucli-
dienne (ou autre) du plan affine ne peut être considérée dans
sa fermeture projective, et d’autre part, le choix d’un repré-
sentant ou d’un autre d’une classe d’équivalence change la
nature de la courbe [Gar10]. En utilisant les coordonnées ho-
mogènes, au mieux, nous pouvons distinguer trois types de
coniques si nous connaissons la droite de l’infini : les ellipses
affines (et donc les cercles), les paraboles affines et les hy-
perboles affines. Dans chacun de ces trois sous-groupes af-
fines, il n’est pas possible de distinguer une conique propre
d’une autre conique propre. Notons que si nous ne connais-
sons pas la droite de l’infini, nous ne pouvons pas distinguer
une conique propre de l’un d’un groupe avec une autre co-
nique propre d’un autre groupe [Ing11] c’est-à-dire que nous
ne pouvons pas discerner une ellipse d’une parabole. La fi-
gure 1 illustre la modification de la conique affine en fonc-
tion de la droite de l’infini : si la droite de l’infini∆1 est
remplacée par la droite de l’infini∆2, alors :

• la paraboleP1 devient l’ellipseE2 ;
• l’ellipse E1 devient l’hyperboleH2 ;
• l’hyperboleH1 devient la paraboleP2.
Le formalisme des courbes de Bézier à points massiques

de contrôle s’étend à toute dimension et ne dépend pas de la
forme quadratique considérée. Nous allons, à partir d’un hy-
perboloïde à une nappe, définir la forme quadratique idoine
afin de voir ce dernier comme une sphère unité. Nous mon-
trons comment nous pouvons construire des cercles (qui se
tracent comme des hyperboles) sur cette sphère unité à l’aide

du formalisme des points massiques. D’autres applications
sont possibles dans l’espace des sphères [DGL+10,GDL12,
DFGL14, LSD+14, LW08, LO08] puisque tout faisceau de
sphères à points limite ou toute cyclide de Dupin ayant deux
points singuliers† est représentée par un cercle qui se trace
comme une hyperbole et les asymptotes nous permettent
de déterminer les points singuliers (sphères de rayon nul).
L. Fang peut représenter des demi-coniques en utilisant des
courbes de Bézier de degré 4 [Fan02] ce qui implique l’uti-
lisation de cinq points de contrôle soit vingt-cinq nombres
flottants et des polynômes de degré 4. Notre méthode nous
permet de garder des polynômes de degré 2, de ne considérer
que trois points massiques de contrôle et un poids soit dix-
huit nombres flottants. De plus, dans l’espace des sphères,
nous n’avons pas de structure euclidienne et nous ne pou-
vons pas utiliser les méthodes basées sur le produit scalaire
où les déterminants (ces derniers sont rattaché à la notion
d’aire ou de volume et d’angle).

L’article est composé comme suit : après un rappel sur les
courbes de Bézier rationnelles quadratiques ayant des points
massiques de contrôle et la modélisation d’une branche
d’hyperbole permettent la détermination de cette dernière.
Avant de conclure et de donner quelques perspectives, dans
le paragraphe 3, nous utilisons une forme quadratiquedé-
finie, non positive, afin de manipuler un hyperboloïde à une
nappe comme une sphère unité et traçons, dessus, des cercles
non connexes qui se tracent comme des hyperboles.

2 Rappels

Dans ce document,(O;−→ı ;−→ ) désigne un repère ortho-
normé direct pour le plan euclidien orienté usuel. Le produit
scalaire des vecteurs−→u et−→v est noté−→u •−→v . La norme du
vecteur−→u est‖−→u ‖ =

√−→u 2 =
√−→u •−→u .

2.1 Points massiques

L’ensemble des vecteurs du plan vectoriel
−→P et des points

pondérés du plan affineP sont regroupés dans l’espacẽP
défini par :

P̃ =
(
P ×R∗)∪

(−→P ×{0}
)

(1)

et il est possible d’identifier̃P à
−→E2 =

−→P ⊕−→R . L’idée est
de considérer le plan affineP comme un hyperplan de

−→E2
d’équationω = 1 : la coordonnée supplémentaireω repré-
sente le poids du point pondéré. Un point massique est soit
un point pondéré du planP , soit un vecteur du plan vectoriel−→P à qui nous affectons un poids nul.

Rappelons que le barycentre d’une famille de points pon-
dérés(Ai,ωi)i∈I dont la somme des poids est nul n’est pas

†. Le cône de révolution y compris.
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P1 : parabole

E2 : ellipse

∆1

H1 : hyperbole

P2 : parabole

∆2

E1 : ellipse

H2 : hyperbole

Figure 1: Coniques affines, propres, lorsque nous connaissons la droite de l’infini ∆1 ou ∆2 dans la fermeture projective de
l’espace affine.

défini. Cependant, il existe un unique vecteur−→u défini par :

−→u = ∑
i∈I

ωi
−−−→
MAi , (avec ∑

i∈I

ωi = 0)

qui est indépendant du pointM . Il est donc naturel de re-
grouper dans un même espace les points pondérés deP et
les vecteurs de

−→P , identifié à l’hyperplan de
−→E2 d’équation

ω = 0. Nous pouvons ainsi généraliser la notion de bary-
centre aux familles des points pondérés dont la somme des
poids est nulle. J.-C. Fioriot etal. établissent une bijection
entreP̃ et

−→E2 suivie d’une projection surP ou
−→P selon le

cas. L’espacẽP est aussi connu sous le nom d’espace uni-
versel.

Concrètement, nous choisissons une autre approche :
toutes les sommes de points massiques sont définies en uti-
lisant des transformations affines et nous masquons les pro-
jections sur le plan affineP ou vectoriel

−→P . Sur l’espacẽP ,
l’addition, notée⊕, est définie de la façon suivante :

• ω+µ= 0=⇒
(M ;ω)⊕ (N ;µ) = (M ;ω)⊕ (N ;−ω)

=
(
ω
−−→
NM ;0

)

• ω+µ 6= 0=⇒
(M ;ω)⊕ (N ;µ) =

(
bar

{
(M ;ω) ; (N ;µ)

}
;ω+µ

)

où bar{(M ;ω) ; (N ;µ)} désigne le barycentre des
points pondérés(M ;ω) et (N ;µ)

• (−→u ;0)⊕ (−→v ;0) = (−→u +−→v ;0)

• ω 6= 0=⇒ (M ;ω)⊕ (−→u ;0) =
(
T 1

ω

−→u (M) ;ω
)

où

T−→w est la translation deP de vecteur−→w .

Sur l’espacẽP, la multiplication par un scalaire, notée⊙,
est définie de la façon suivante :

• α 6= 0=⇒ α⊙ (M ;ω) = (M ;α ω)

• ω 6= 0=⇒ 0⊙ (M ;ω) =
(−→

0 ;0
)

• α⊙ (−→u ;0) = (α−→u ;0)

La figure 2 donne une interprétation géométrique de la
somme⊕ et du produit⊙ dans l’hyperplanHy d’équation
y = 0 de P̃ et permet de retrouver l’associativité du bary-
centre. A partir de la relation :

(G1;3) = (M ;2)⊕ (N ;1)

nous avons :

(G1;3)⊕ (N ;1) = (M ;2)⊕ (N ;2) = (G2;4)

qui définit le point(G2;1) comme intersection de la droite
passant par les pointsO−→E2

et G4
2 = (G2;4) avec le planP .

Le pointG2 est le milieu du segment défini parN ≡ (N ;1)
etM ≡ (M ;1).

Afin d’avoir l’écriture vectorielle usuelle dans
−→E2, le point

massique(M ;ω) de poids non nul sera notéMω . Toujours

dansHy , (M ;2)⊕
(−−→
MN ;0

)
se traduit, sur la droite d’équa-

tionω = 2, par :
−−−−→
M

2
G

2
2 =

−−→
MN

tandis que sur la droite d’équationω = 1, nous avons :

−−−→
MG2 =

1
2
−−→
MN

DansP̃, la somme(M ;ω0)⊕ (−→u ;0) traduit une transla-
tion de vecteur−→u dans l’hyperplan d’équationω = ω0, qui
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(N ;2) (G2;2) =G2
2

(N ; 1)≡ N

(M ;2) =M2

ω =−1

(G1,1) ≡ G1

O−→E2

(N,1)⊞ (G1,3) = (N,2)⊞ (M,2) = (G2,4) , G2M =G2N

(G2,1) ≡ G2

ω = 2

(M,1)⊞
(−−→
MN,0

)
=

(
T 1

1

−−→
MN

(M) ;1

)
= (N,1)

(M,2)⊞
(−−→
MN,0

)
=

(
T 1

2

−−→
MN

(M) ;2

)
= (G2,2)

−−−−→
M2G2

2 =
−−→
MN

(N,1)⊞ (M,2) = (G1,3)

−→ı

ω = 4

(N ;1)⊞ (M ;−1) =
(−−→
MN ;0

)
≡−−→

MN

P : ω = 1

−→
P : ω = 0

(M ;−1)

(M ; 1) ≡ M

ω = 3

Figure 2: plusieurs exemples d’interprétation géométrique de la somme⊕ et du produit⊙ dans l’hyperplan d’équationy = 0
deP̃ .

via l’homothétie
−−→H 1

ω0
se traduit dans le plan affineP par

une translation de vecteur
1
ω0

−→u . De plus, nous avons :

(M ;1)⊕ (N ;1) = (M ;2)⊕ (M ;−1)⊕ (N ;1)

= (M ;2)⊕
(−−→
MN ;0

)

= (G2;2)

et nous généralisons l’associativité du barycentre aux vec-
teurs. M. Fiorot etal. utilisent les opérations vectorielles
dans

−→E2 c’est-à-dire que la somme(M ;1) ⊕ (N ;1) est
écrite :

1
−−−−→
O−→E2

M +1
−−−→
O−→E2

N = 2
−−−−→
O−→E2

G
2
2

puis le pointG2 de poids 2 est obtenu par projection deG2
2

sur le plan affine : contrairement aux coordonnées homo-
gènes, le poids n’est pas touché par cette projection. Pour des
compléments sur cet espace, le lecteur peut consulter les ou-
vrages de messieurs Fiorot et Jeannin [FJ89, FJ92], la thèse
de J. P. Bécar [Béc97] ou l’article de R. Goldman [Gol02].

D’un point de vue pédagogique et didactique, nous écri-
vons les points massiques soit comme points (deP) pondé-
rés, soit comme vecteurs (de

−→P ) de poids nul en faisant bien
la distinction point-vecteur.

La relation de Chasles s’écrit :

(B;1)⊕ (A;−1) = (B;1)⊕ (C;−1)⊕ (C;1)⊕ (A;−1)

puisque nous avons :

(B;1)⊕ (A;−1) =
(−→
AB;0

)

=
(−→
AC+

−−→
CB;0

)

=
(−−→
CB;0

)
⊕
(−→
AC;0

)

= (B;1)⊕ (C;−1)⊕ (C;1)⊕ (A;−1)

2.2 Courbes BR dansP̃
Nous appelons courbe BR toute courbe de Bézier ration-

nelle quadratique à points massiques de contrôle. Rappelons
les expressions des polynômes de Bernstein de degré 2 :

B0 (t) = (1− t)2 , B1 (t) = 2t (1− t) , B2 (t) = t2 (2)

que nous considérons sur l’intervalle[0;1].

Les points de contrôleP0, P1 etP2 d’une courbe de Bé-
zier rationnelle quadratique sont des points massiques (i.e.
des points pondérés deP ou des vecteurs de

−→P ) que nous
supposons non alignés c’est-à-dire :



• si
2

∏
i=0

ωi 6= 0, il s’agit de la notion usuelle ;

• siωi = 0 et les deux autres poids sont non nuls, le vec-
teur

−→
Pi n’est pas un vecteur directeur de la droite en-

gendrée par les deux autres points ;
• siωi = 0 etωj = 0, aveci 6= j, les vecteurs

−→
Pi et

−→
Pj ne

sont pas colinéaires.

Définition 1 : courbe BR dans̃P
Soit ω0, ω1 et ω2 trois réels non tous nuls. Soit(P0;ω0),
(P1;ω1) et (P2;ω2) trois points massiques dẽP .
SoitI (resp.J) l’ensemble des indices des points massiques
ayant des poids non nuls (resp. nuls).
Soit la fonctionωf définie sur[0;1] par :

ωf (t) = ∑
i∈I

ωi Bi (t) (3)

Un point massique(M ;ω) ou (−→u ;0) appartient à la courbe
de Bézier rationnelle quadratique de points massiques de
contrôle(P0;ω0), (P1;ω1) et (P2;ω2), s’il existe un réelt0
de [0;1] tel que :
• siωf (t0) 6= 0 alors, nous avons :






−−→
OM =

1
ωf (t0)

∑
i∈I

ωiBi (t0)
−−→
OPi

+
1

ωf (t0)
∑
i∈J

Bi (t0)
−→
Pi

ω = ωf (t0)

(4)

• siωf (t0) = 0 alors, nous avons :

−→u = ∑
i∈I

ωiBi (t0)
−−→
OPi+ ∑

i∈J

Bi (t0)
−→
Pi (5)

Remarquons que dans la formule (4), nous avons une par-
tie affine (i.e. un calcul de barycentre dont la somme des
poids vaut 1) :

1
ωf (t0)

∑
i∈I

ωiBi (t0)
−−→
OPi

et une partie vectorielle :

1
ωf (t0)

∑
i∈J

Bi (t0)
−→
Pi

Si J = ∅, nous retrouvons la définition classique des
courbes BR et le discriminant réduit du dénominateur
ωf (t0) de cette dernière, formule (3), est :

∆′ = ω
2
1 −ω2ω0 (6)

d’où le résultat suivant :

⋆ si ω2
1 −ω2 ω0 = 0 alors le dénominateur s’annule une

et une seule fois et la conique est une parabole ;
⋆ siω2

1−ω2 ω0 > 0 alors le dénominateur s’annule deux
fois et la conique est une hyperbole ;

⋆ si ω2
1 −ω2 ω0 < 0 alors le dénominateur ne s’annule

pas et la conique est une ellipse ;

et ce résultat ne change pas siJ 6= ∅, le lecteur intéressé peut
se reporter à la proposition 5.1.6 de [FJ89].

Introduisons la notation suivante :

Notation 1 :
La notationBR{(P0;ω0) ; (P1;ω1) ; (P2;ω2)} désigne une
courbe BR de points de contrôle massiques(P0;ω0),
(P1;ω1) et (P2;ω2).
La notationBR{(P0;ω0) ; (P1;ω1) ; (P2;ω2)} désigne la
conique propre contenant l’arc de courbe définie par
BR{(P0;ω0) ; (P1;ω1) ; (P2;ω2)}.

La courbe BR étant définie à partir de vecteurs et de points
pondérés dont la somme des poids vaut 1, elle ne dépend pas
du pointO choisi.

En utilisant les additions et multiplications définies dans
le cadre du formalisme des points massiques, dans le cas où
(P ;ω) est un point de la courbe BR vérifiantω 6= 0, nous
aurions la notation suivante :

(P ;1) =
1

∑
i∈I

ωi Bi (t0)
⊙
(

⊕
∑
i∈I

Bi (t0)⊙ (Pi;ωi)

)

⊕ 1

∑
i∈I

ωi Bi (t0)
⊙
(

⊕
∑
i∈J

Bi (t0)⊙
(−→
Pi;0

)) (7)

où
⊕
∑ désigne une somme pour la loi⊕.

La formule (7) se simplifie en :

(P ;1) =
⊕
∑
k∈I


Pk;

ωk Bk (t0)

∑
i∈I

ωi Bi (t0)




⊕




⊕
∑
k∈J




Bk (t0)

∑
i∈I

ωi Bi (t0)

−→
Pk;0







(8)

Le point massique(−→u ;0) s’écrit :

(−→u ;0) =
⊕
∑
i∈I

ωiBi (t0)⊙
(−−→
OPi;0

)

⊕
(

⊕
∑
i∈J

Bi (t0)⊙
(−→
Pi;0

)) (9)

2.3 Détermination des paramètres d’une hyperbole

A partir d’une courbe de Bézier quadratique à points pon-
dérés de contrôle représentant un arc d’hyperbole, il est



possible d’effectuer des changements de paramétrisations
[Béc97,BG14] ce qui va induire une modification des points
massiques de contrôle et permettre d’arriver la cette configu-
ration finale donnée par le théorème 1. La courbe BR, repré-
sentant une branche de l’hyperbole a, pour premier et dernier
points massiques de contrôle, deux vecteurs de même norme
et pour point de contrôle intermédiaire un point pondéré de
poids 1. Il reste à déterminer les éléments caractéristiques de
l’hyperbole et nous pouvons énoncer :

Théorème 1 : Eléments caractéristiques de l’Hyperbole
Considérons les deux courbes :

BR{(P0;1) ; (P1;ω1) ; (P2;ω2)}
d’une part et :

BR
{(−→

W0;0
)

; (Q1;1) ;
(−→
W2;0

)}

d’autre part, cette dernière courbe étant obtenue en utilisant
les représentations idoines [Béc97,BG14].

Posons :

−→ı =
1
a

1
2

(−→
W0+

−→
W2

)
avec a=

∥∥∥
−→
W0+

−→
W2

∥∥∥
2

(10)

et :

−→ =
1
b

1
2

(−→
W0−

−→
W2

)
avec b=

∥∥∥
−→
W0−

−→
W2

∥∥∥
2

(11)

Alors :

BR{(P0;1) ; (P1;ω1) ; (P2;ω2)} =

BR
{(−→

W0;0
)

; (Q1;1) ;
(−→
W2;0

)}

est l’hyperbole de centreQ1, d’équation implicite suivante :

x×y =

∥∥∥
−→
W0

∥∥∥
2

4

dans le repère orthonormé

(
Q1; 1∥∥∥

−→
W0

∥∥∥

−→
W0; 1∥∥∥

−→
W2

∥∥∥

−→
W2

)
, et

d’équation :

x2

a2 +
y2

b2 = 1

dans le repère orthonormé(Q1;−→ı ;−→ ).

Démonstration: Voir [Béc97].
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La figure 3, montre deux arcs d’une hyperbole modéli-
sée à l’aide de deux courbes BR de points massiques de

contrôle(P0;1),

(
P1;

√
2
√

3+4
√

2+2
2

)
et (P2;1) d’une part

et
(−→
W0;0

)
, (Q1;1) et

(−→
W2;0

)
d’autre part. Cette dernière

b

b

r

b

∆ ′

P1Q1

−→
W0

−→
W2

−→ı

P0

P2

−→

∆

Figure 3: Deux arcs d’une hyperbole modélisée à l’aide de
deux courbes BR de points massiques de contrôle(P0;1),(
P1;

√
2
√

3+4
√

2+2
2

)
et (P2;1) d’une part et

(−→
W0;0

)
,

(Q1;1) et
(−→
W2;0

)
d’autre part.

nous permet de déterminer les paramètres de l’hyperbole en
utilisant le théorème 1

La figure 4 montre les courbes

BR
{(−→

W0;0
)

; (Q1;1) ;
(−→
W2;0

)}
et

BR
{(

−−→
W0;0

)
; (Q1;1) ;

(
−−→
W2;0

)}
en vert ainsi

que la courbeBR
{(

−2
−→
W0;0

)
; (Q1;1) ;

(
−2

−→
W2;0

)}
en

rouge. Plus la norme des vecteurs
−→
W0 et

−→
W2 est grande, plus

les sommets de l’hyperbole sont éloignés du centreQ1.

Dans le paragraphe suivant, nous choisissons une qua-
drique propre (un hyperboloïde à une nappe) ainsi que
la forme quadratique idoineQ, afin de voir la quadrique
comme une sphère unité. La forme bilinéaire associée àQ
estL.

L’espace affine à trois dimensions est notéE3, l’espace
vectoriel attaché àE3 est

−→E3. L’espaceE3 est muni du re-

père
(
O;−→ı ;−→ ;

−→
k
)

orthonormé direct pour la structure eu-

clidienne usuelle.

3 Coniques et droites sur un hyperboloïde à une nappe
vue comme une sphère unité

Une conique est souvent définie comme section d’un cône
de révolution par un planPα0, mais ceci présente un désa-
vantage : le sommet du cône est un point singulier. Nous
allons utiliser une surface réglée, sans point singulier, défi-
nie par une équation telle que la forme quadratique associée



Figure 4: Illustration de l’influence des vecteurs directeurs
des asymptotes.

ne soit pas dégénérée : le choix est l’hyperboloïdeH de ré-
volution à une nappe, d’équation :

x
2+y

2− z
2 = 1 (12)

3.1 Construction de la forme quadratique idoine

La forme quadratique induite par l’équation deH, for-
mule (12), est :

Q (−→u ) = x
2+y

2− z
2 (13)

où −→u (x;y;z). La forme bilinéaire, symétrique, associée à
Q est notéeL.

Pour définir le planPα0 souhaité, il suffit de se donner :
• deux nombres réelsα0 etp ;
• un pointA0 (0;0;p) ;

• un vecteur orthogonal‡
−−−→∇Pα0 (0;α0;1) au planPα0.

La signature de la forme quadratiqueQ étant(2;1), nous

pouvons définir le type du planPα0 et de vecteurs de
−−→Pα0

en fonction deα0, cf. tableau 1.

SoitM (x;y;z). Le pointM appartient àPα0 ssi

L
(−−−→
A0M ;

−−−→∇Pα0

)
= 0

c’est-à-dire :

0x+α0 y− (z−p) = 0

‡. Pour la forme quadratiqueQ.

ce qui fait que l’équation du planPα0 est :

z = α0y+p (14)

Etudions la restrictionQ|−−→Pα0

de la forme quadratiqueQ

à
−−→Pα0. SoitM0 (x0;y0;α0y0+p) et M1 (x1;y1;α0y1+p)

deux points dePα0. Nous avons :

−−−−→
M0M1




x1−x0
y1−y0

α0 (y1−y0)





et en posantX = x1−x0 etY = y1−y0, nous obtenons :

Q|−−→Pα0

(−−−−→
M0M1

)
=X

2+
(

1−α
2
0

)
Y

2 (15)

et nous pouvons énoncer :

Proposition 1 : Type de la forme quadratiqueQ|−−→Pα0

Le typeQ|−−→Pα0
dépend deα0 et nous pouvons énoncer :

• si nous avons|α0| < 1, la forme quadratiqueQ|−−→Pα0
est

définiepositive, de signature(2;0) ;
• si nous avons|α0| = 1, la forme quadratiqueQ|−−→Pα0

est

dégénérée, de signature(1;0) ;
• si nous avons|α0| > 1, la forme quadratiqueQ|−−→Pα0

est

définie, de signature(1;1).

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

Démonstration
✿

: il suffit d’utiliser la formule (15).
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Notons que nous avons une relation univoque entre la si-
gnature deQ|−−→Pα0

et le type du vecteur gradient
−−−→∇−−→Pα0

au

plan
−−→Pα0 :

• si la signature deQ|−−→Pα0
est (2;0) alors

−−−→∇−−→Pα0
est de

type temps ;
• si la signature deQ|−−→Pα0

est (1;0) alors
−−−→∇−−→Pα0

est de

type lumière ;
• si la signature deQ|−−→Pα0

est (1;1) alors
−−−→∇−−→Pα0

est de

type espace.

3.2 Construction d’une branche d’un cercle

L’algorithme 1 permet de construire une branche ou les
deux branches d’un cercle non connexe modélisé par une
ou deux courbe(s) de Bézier rationnelle(s) quadratique(s)à
points massiques de contrôle.

La conditionα2
0 > 1 implique que le vecteur gradient−−−→∇Pα0 est de type espace ce qui implique que la signature de

la restriction de la forme quadratique au planPα0 est(1;1) :
le cercle obtenu est non connexe, a deux asymptotes et se
trace comme une hyperbole.



Type du vecteur α0 Vecteur−→u planPH

ou du 2-plan de
−→E3

Espace |α0|< 1 Q (−→u )> 0 Q|−−→Pα0
estdéfiniepositive

Temps |α0|> 1 Q (−→u )< 0 Q|−−→Pα0
estdéfinie, de signature(1;1)

Lumière |α0|= 1 Q (−→u ) = 0 Q|−−→Pα0

est dégénérée, de signature(1;0)

Table 1: Définition des trois types de vecteurs ou de plansPα0 en fonction deα0 et de la forme quadratiqueQ|−−→Pα0
.

Algorithme 1 Construction des branches d’un arc de cercle
sur une sphère unité qui se trace comme un hyperboloïde à
une nappe.

Entrée : Un point A0(0;0;p) du plan Pα0 ainsi qu’un

vecteur orthogonal
−−−→∇Pα0 (0;α0;1) àPα0.

Condition : α2
0 > 1

1. Construction deO0, centre du cercle dans le plan pas-
sant parA0 et de vecteur normal

−−−→∇Pα0 en utilisant la
formule (17).

2. Calcul de :

Y0 =

√∣∣α2
0−p2−1

∣∣

α2
0−1

3. Calcul des vecteurs lumière
−→
W0 et

−→
W2 :





−→
W0 =

(√(
α2

0−1
)
Y 2

0 ;Y0;α0Y0

)

−→
W2 =

(√(
α2

0−1
)
Y 2

0 ;−Y0;−α0Y0

) (16)

4. SiQ
(−−→
OO0

)
> 0 alors

−→
W2 =−−→

W2.

Sortie : les branches de cercle
BR

{(−→
W0;0

)
; (O0;1) ;

(−→
W2;0

)}
et

BR
{(

−−→
W0;0

)
; (O0;1) ;

(
−−→
W2;0

)}

Le point 1. de l’algorithme 1 est très facile à déterminer,
il suffit de résoudre une équation du premier degré puisque
nous avons :

−−→
OO0 = t

−−−→∇Pα0, t ∈ R
et :

L
(−−−→
O0A0,

−−−→∇Pα0

)
= 0

ce qui conduit à :

−−→
OO0 =

L
(−−→
OA0,

−−−→∇Pα0

)

Q
(−−−→∇Pα0

) −−−→∇Pα0 (17)

et l’existence deO0 est garantie par le fait queQ
(−−−→∇Pα0

)

est non nul : comme dans le cas d’une sphère euclidienne, le
centre du cercle est la projection orthogonale du centre de la
sphère sur le plan du cercle.

Nous avons deux types de branches en fonction de la po-
sition du centre du cercle, figures 5 et 6. La condition donnée
dans le point 4. de l’algorithme 1 est équivalente à :

α
2
0−p

2−1< 0

et traduit le fait que le centre du cercle est à l’extérieur dela
sphère.

Figure 5: Deux branches d’un cercle

BR
{(−→

W0;0
)

; (O0;1) ;
(−→
W2;0

)}
et

BR
{(

−−→
W0;0

)
; (O0;1) ;

(
−−→
W2;0

)}
, sur une sphère

unité qui se trace comme un hyperboloïde à une nappe avec
α0 = 3 etp= 2.

La figure 5 montre les deux branches

BR
{(−→

W0;0
)

; (O0;1) ;
(−→
W2;0

)}
d’une part et



BR
{(

−−→
W0;0

)
; (O0;1) ;

(
−−→
W2;0

)}
d’autre part, d’un

cercle non connexe sur la sphère unitéH. Le centre du cercle
est à l’intérieur de la boule unité i.e. vérifie :

0≤Q
(−−→
OO0

)
< 1 (18)

et d’après le théorème de Pythagore, le rayonr0 du cercle
vérifie :

0< r
2
0 = 1−Q

(−−→
OO0

)
≤ 1 (19)

Le vecteur non nommé, de couleur magenta, et non
contenu dans le plan est le gradient à ce dernier et nous avons
α0 = 3 etp = 2 d’où :

α
2
0−p

2−1= 9−4−1= 4> 0

et le centreO0

(
0;− 3

4 ;− 1
4

)
est bien à l’intérieur de la

sphère. Nous obtenonsY0 =
1
4 . Les vecteurs lumière sont :

−→
W0 =

(√
2

2
;
1
4

;
3
4

)

et :

−→
W2 =

(√
2

2
;−1

4
;−3

4

)

Figure 6: Deux branches d’un cercle

BR
{(−→

W0;0
)

; (O0;1) ;
(−→
W2;0

)}
et

BR
{(

−−→
W0;0

)
; (O0;1) ;

(
−−→
W2;0

)}
, sur une sphère

unité qui se trace comme un hyperboloïde à une nappe avec
α0 = 2 etp = 2.

La figure 6 montre les deux branches

BR
{(−→

W0;0
)

; (O0;1) ;
(−→
W2;0

)}
d’une part et

BR
{(

−−→
W0;0

)
; (O0;1) ;

(
−−→
W2;0

)}
d’autre part, d’un

cercle non connexe sur la sphère unitéH. Le centre du cercle

est à l’extérieur de la boule unité i.e. vérifie :

Q
(−−→
OO0

)
> 1 (20)

et d’après le théorème de Pythagore, le rayonr0 du cercle
vérifie :

r
2
0 = 1−Q

(−−→
OO0

)
< 0 (21)

Le vecteur non nommé, de couleur violet, et non contenu
dans le plan est le gradient à ce dernier et nous avonsα0 = 2
etp = 2 d’où :

α
2
0−p

2−1= 4−4−1=−1< 0

et le centreO0

(
0;− 4

3 ;− 2
3

)
est à l’extérieur de la sphère.

Nous obtenonsY0 =
1
3 . Les vecteurs lumière sont :

−→
W0 =

(√
3

3
;
1
3

;
2
3

)

et :

−→
W2 =

(
−
√

3
3

;
1
3

;
2
3

)

Jusqu’à maintenant, le centre du cercle était soit dans la
boule unité, formule (18) et le carré du rayon était stric-
tement positif, formule (19), soit hors de la boule unité,
formule(20) et le carré du rayon était strictement négatif,for-
mule (21), que se passe-t-il si le centre du cercle est sur la
sphère unitéH ?

3.3 Construction de cercles de rayon nul

Rappelons que dans le plan affine euclidien usuel, l’équa-
tion :

x2

a2 − y2

b2 = c

est celle d’une hyperbole sic est non nul. Dans le cas
contraire, nous avons l’équation de deux droites qui sont
les asymptotes des hyperboles précédentes. Dans le para-
graphe 3.2, nous avons construit des courbes telles que le
centre ne soit pas sur la sphère unité et les rayons étaient
soit strictement négatif, soit strictement positif. Dans ce pa-
ragraphe, nous traitons le cas où le centreO0 appartient à
cette sphère, et d’après le théorème de Pythagore, le rayon
r0 du cercle vérifie :

r
2
0 = 1−Q

(−−→
OO0

)
= 1−1= 0 (22)

et nous obtenons l’union de deux droites. Notons que dans
le cas du plan, pour la métrique définie par une hyperbole de
demi-axesa etb, d’équation paramétrique :

t 7→
(

a

cos(t)
;b tan(t)

)

nous avons les propriétés suivantes [Dru13] :
• cette hyperbole est un cercle de rayon 1 ;



• l’union de ses asymptotes est un cercle de rayon nul ;
• les vecteurs postions tangents à cette hyperbole forment

un cercle dual dont le rayon au carré vaut−1.

Rappelons que si{E} est un ensemble constitué de points
massiques, non tous de masse nul, la notationAff{E} dé-
signe l’espace affine engendré par les éléments de{E}.

Nous pouvons énoncer :

Théorème 2:
SoitO0 (x0;y0;z0) un point deH.
Soit les vecteurs§ lumière :

−→
lε

(
1
x0

−y0x
2
0+ εz0 |x0|
x2

0− z2
0

;1;
−y0z0+ ε |x0|

x2
0− z2

0

)

avecε ∈ {−1;1}, non colinéaires tel que :

Pα0 = TO0 H= Aff
{
O0;

−→
l−1;

−→
l1

}
(23)

Alors Aff
{
O0;

−→
l−1

}
et Aff

{
O0;

−→
l1

}
sont deux droites

surH.

Démonstration: Le plan affinePα0 contientO0 et a pour

vecteur normal le vecteur
−−→
OO0, colinéaire au gradient

−−−→∇Pα0

dePα0 : le planPα0 est le plan tangent àH enO0.

La droiteAff
{
O0;

−→
l1

}
est l’ensemble des pointsM (t)

vérifiant :
−−−−−→
O0M (t) =

−→
l1 , t ∈ R

d’où :
−−−−→
OM (t) =

−−→
OO0+

−→
l1

Nous avons :

Q|−−→Pα0

(−−−−→
OM (t)

)
= Q|−−→Pα0

(−−→
OO0+

−→
l1

)

= Q|−−→Pα0

(−−→
OO0

)
+2L|−−→Pα0

(−−→
OO0;

−→
l1

)

︸ ︷︷ ︸
=0 car−→l1 ∈

−−−→TO0 H

+ Q|−−→Pα0

(−→
l1

)

︸ ︷︷ ︸
=0 car

−→
l1 est un vecteur lumiere

= 1

ce qui prouve que le pointM (t) appartient àH1

La seconde partie concernant la droiteAff
{
O0;

−→
l1

}
se

fait de façon analogue.

§. Si x0 = 0 oux
2
0 = z

2
0 (i.e. y2

0 = 1), il suffit de permuter les
rôles dex ety.

Il reste à déterminer les vecteurs lumière
−→
l−1 et

−→
l1 . Pour

ce faire, il suffit de résoudre, pour
−→
lε (X0;Y0;−Z0) :





Q
(−→
lε

)
= 0 = X2

0 +Y 2
0 −Z2

0

L
(−→
lε ;

−−→
OO0

)
= 0 = x0X0+y0Y0+ z0Z0

Sans perte de généralités, nous pouvons supposerx0 6= 0,
x0 6= z0 etY0 = 1 (quitte à permuter les rôles des abscisses
et des ordonnées), nous obtenons :

X0 =
−y0− z0Z0

x0

ce qui conduit à :




Z0 =
y0z0− ε |x0|

x2
0− z2

0

X0 =
1
x0

−y0x
2
0+ εz0 |x0|
x2

0− z2
0

, ε ∈ {−1;1}

et nous obtenons :

−→
lε

(
1
x0

−y0x
2
0+ εz0 |x0|
x2

0− z2
0

;1;
−y0z0+ ε |x0|

x2
0− z2

0

)

avecε ∈ {−1;1}.
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Notons que le gradient enO0 (x0;y0;z0) est :
−−−→∇PO0 (2x0;2y0;2z0)

et nous retrouvons que le gradient à une sphère en un point
O0 est colinéaire au vecteur

−−→
OO0 où O est le centre de la

sphère. Ainsi, une équation implicite deTO0 H, formule (23),
est :

L
(−−−→
O0M ;

−−−→∇PO0

)
= 0

oùM (x;y;z). De plus, nous avons :

Q
(−−−→∇Pα0

)
=Q

(
2
−−→
OO0

)
= 4Q

(−−→
OO0

)
= 4> 0

ce qui montre que le plan tangent enO0 est de type temps :
une direction orthogonale au plan est de type espace, le plan
peut donc être engendré parO0, un vecteur de type espace
et un vecteur de type temps.

La figure 7 montre, sur la sphère unité, deux droites pas-
sant par le pointO0 (1;0;0) et de vecteurs directeurs lumière

respectifs
−→
l1 (0;1;1), en vert, d’une part et

−→
l−1(0;1;−1), en

bleu, d’autre part.

La figure 8 montre, sur la sphère unité, deux droites

passant par le pointO0

(
10
3 ;− 1

2 ;−
√

373
6

)
et pour

vecteurs directeurs respectifs, les deux vecteurs lu-

mière
−→
l1

(
20−2

√
373

9 ;1; 40−
√

373
9

)
en vert, d’une part et

−→
l−1

(
20+2

√
373

9 ;1;− 40+
√

373
9

)
en bleu, d’autre part.



Figure 7: Un cercle de rayon nul, union de deux droites sur
une sphère unité qui se trace comme un hyperboloïde à une
nappe passant parO0 (1;0;0) et de vecteurs directeur lu-

mière respectifs
−→
l1 (0;1;1) et

−→
l−1(0;1;−1).

Figure 8: Un cercle de rayon nul, union de deux droites,

passant parO0

(
10
3 ;− 3

2 ;−3,219
)

, sur une sphère unité

qui se trace comme un hyperboloïde à une nappe :−→
l−1 (6,514;1;−6,590) et

−→
l1 (−2,070;1;2,299).

4 Conclusion et perspectives

Conclusion

Dans cet article, nous avons généralisé la notion de bary-
centre et regroupé dans le même ensemble, celui des points
massiques, les points pondérés de poids non nul du plan af-
fine et les vecteurs du plan vectoriel muni d’un poids nul.
Dans cet espace, nous avons ensuite généralisé les courbes
de Bézier rationnelles quadratiques et, en partant de la dé-
finition classique représentant un arc connexe d’hyperbole,
nous avons effectué quelques reparamétrisations afin de re-
présenter une branche de cette même hyperbole : les premier
et dernier points massiques de contrôle de la courbe de Bé-
zier sont deux vecteurs, de même norme et directeurs de cha-
cune des asymptotes de cette hyperbole. Nous avons aussi pu
déterminer les paramètres de cette hyperbole à partir de cette
représentation.

Dans un seconde partie, paragraphe 3, nous avons pro-
posé une application qui n’est ni possible avec la repré-
sentation classique, ni en utilisant les coordonnées homo-
gènes. Nous avons choisi une surface doublement réglée,
un hyperboloïde de révolution à une nappe, ainsi qu’une
forme quadratique de signature(2;1) afin de manipuler
cette quadrique comme une sphère unité. En utilisant cette
même forme quadratique, nous avons pu tracer sur la sphère
unité des branches de cercles (de rayon non nul) qui se
tracent comme des hyperboles et des branches de cercles de
rayon nul qui sont l’union de deux droites. Le choix de cet
exemple a été motivé par d’autres applications dans l’espace
des sphères orientées de l’espace de Lorentz [LS11, LW08,
LO08,DFGL14].

Perspectives

L’espace de Lorentz estR5 muni d’une forme quadratique
de signature(4;1). Dans cet espace, nous avons un modèle
isométrique àR3 où les points sont modélisés par des vec-
teurs de type lumière. De plus, la sphère unitéΛ4, de di-
mension 4, appelée espace des sphères, de l’espace de Lo-
rentz représente les sphères et plans orientés deR3. Les sur-
faces canal deR3 deviennent des courbes surΛ4. Sur cette
sphère unité, les cercles qui se tracent comme des hyper-
boles sont soit des faisceaux de sphères de Poncelet ou à
points limite, soit des cyclides de Dupin (cônes de révolu-
tion compris) ayant deux points singuliers (i.e. des sphères
de rayon nul) et l’utilisation des courbes de Bézier ration-
nelles quadratiques à points massiques de contrôle permet
de représenter ces courbes très simplement.

Dans un futur plus lointain, nous envisageons comme
autre application de l’espace des sphères, d’utiliser une in-
version idoine afin de transformer l’espace des sphèresΛ4 en
hyperplan, tracer une courbe de Bézier dans cet hyperplan,
puis par cette même inversion, obtenir une courbe de Bézier
sur l’espace des sphères représentant une surface canal i.e.



une courbe de classeC1 surΛ4 telle que tous les vecteurs dé-
rivés soient de type espace et tel que tous les vecteurs géodé-
siques soient de type temps [LS11]. Nous devons nous attelé
à ce dernier problème c’est-à-dire quelles sont les conditions
sur la courbe de l’hyperplan, image deΛ4 par une inversion
idoine, pour que la courbe obtenue sur l’espace des sphères
vérifient bien ces deux conditions. Nous envisageons aussi
de prolonger ce travail aux surfaces à squelette curviligne
pour générer des surfaces canal.
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