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Résumé

Les courbes de Bézier quadratiques a points pondérés dedtmmnouent un réle fondamental pour la modéli-
sation d’arcs bornés de coniques. L'utilisation de poin@ssiques permet de modéliser aussi bien des arcs de
coniques non bornés que des branches d’hyperboles danareaffine euclidien. Dans I'espace des sphéres, un
cbne de révolution, un cylindre de révolution, un tore, upgide de Dupin ou faisceau de spheres est représentée
par une conique. Dans le cas d'un faisceau de sphéres a paiitelou dans le cas de cyclides de Dupin a
croissant non nul, de cones de révolution ou de tores crpis@éss obtenons un cercle qui se trace comme une
hyperbole, les points (limites ou singuliers) sont obteensconsidérant les asymptotes de ce cercle. Dans cet
article, I'utilisation des points massiques pour représemes arcs de coniques dans I'espace des sphéres permet
de simplifier I'utilisation de ces faisceaux et de ces cwydide Dupin.

The use of massic points permits to define a branch of a hyleeibdhe Euclidean plane using a Rational
Quadratic Bézier Curve. In the space of spheres, a circutares a circular cylinder, a torus, a pencil of spheres
or a Dupin cyclide is represented by a conic. If the kind offibacil is Poncelet or if the canal surface is a circular
cone, a spindle torus, a spindle or a horned Dupin cyclide,dtirve is a circle which is seen as a hyperbole. The
limit points of the pencil or the singular points of the Dugiytlide can be determined using the asymptotes of this
circle. In this article, we show that the use of massic pogmtsplifies the modelization of these pencils or these
Dupin cyclides in the space of spheres.

Mots-clés : Hyperbole, points massiques, courbe de Bé- points pondérésPy,wp), (P1,w1) et (Ps,w2) de poids non
zier, cyclide de Dupin, faisceau de spheres, espace desnul (et le plus souvent de poids strictement positifs). D’'un
spheéres. point de vue géométrique, un tel arc est le lieu de barycentre
de points pondérés : le poids de ce barycentre est la somme
des produits des poids avec le polyndme de Bernstein idoine.
Cependant, la modélisation d'arcs de paraboles ou d’hyper-

Le tracé d'arc de conique est une préoccupation impor- boles pose probléme puisque ces derniéres ne sont pas bor-
tante en C.A.O. et C.F.A.O. et I'utilisation de points de nées. Une solution élégante et efficace, pour pouvoir modéli
controle est trés utile lorsque nous ne sommes pas dans leser un arc de conique non borné par une courbe BR, consiste
plan affine (i.e. dans un plan d’'un espace de dimension au a regrouper dans le méme espace, celui des points massiques
moins 3). Une solution courante est d'utilisée des courkes d [FJ89, Gol02], 'ensemble des points pondérés et des vec-
Bézier (rationnelles ou polynomiales) quadratiques,rinve  teurs que nous affectons d’un poids nul. De plus, en se don-
tées par Pierre Bézier [B€z86] chez Renault, ou I'algorédhm  nant une courbe de Bézier rationnelle quadratique, grace a
inventé par Paul de Casteljau [Cas85] chez Citroén et qui des représentations adéquates, nous pouvons détermmer tr
permet des constructions itératives [Zai98, Gol04, MWWO1, facilement les éléments caractéristiques de la coniqueieéfi
BCRO07, Gar10, GDL12]. Classiquement, une courbe de Bé- par cette courbe de Bézier [Béc97, BG14]. Lutilisation des
zier rationnelle quadratique, appeléeurbe BR, est défi- coordonnées homogénes n’'est pas possible puisque, d'une
nie par les trois polynémes de Bernstein de degré 2 et trois

1 Introduction



part, la structure métrique (euclidienne ou non) du plan af- sede un point a I'infini, par une courbe de Bézier rationnelle
fine ne peut étre considérée dans sa fermeture projective, etquadratique a points massiques de contréle dans I'espace de
d’autre part, le choix d’'un représentant ou d'un autre d’'une spheéres.

classe d'équivalence change la nature de la courbe [Gar10].
En utilisant les coordonnées homogenes, si nous ne connais-2 Rappels
sons pas la droite de l'infini, nous ne pouvons pas distin-

guer une conique propre d’une autre conique propre [Ingl1l]. Dans ce documentz désigne l'espace affine a trois
Le formalisme des courbes de Bézier a points massiques dimensions, orienté, muni du repére orthonormé direct
de contrble s’étend & toute dimension et ne dépend pas de(o;—z>;7;?)_ L'ensemble £ désigne un espace affine
la forme quadratique considérée ce qui rend leur utilisatio
possible dans un espace qui nous intéresse : I'espace deél
sphéres. n

uelconque d’espace vectoriel attacﬁéde dimensionn,
€ N*

L'espace des sphéres a été introduit de différentes fagons. ) )
Par exemple, M. Berger [Ber78, BG92] se place dans l'es- 2-1 Points massiques
pace projectif des formes quadratiques sur l'espace affinee | ‘ensemble des vecteurs d& et des points pondérés de
clidien, M. Paluszny [PB98] travaille dans un espace projec ¢ gont regroupés dans I’espaéedéfini par:
tif de dimension 4 utilisant I'hypersphére de Moebius alors
que U. Hertrich-Jeromin [HJ03], T. Cecil [Cec92], R. Lan- E= (ExRY)U <? X {0}) 1)
gevin, J. O'Hara [LOO05, LOO08] et P. Walczak [LWO08] uti- RN RN
lisent une quadrique de dimension 4 de I'espace de Lorentz et il est possible d'identifie€ a &, = ? ® R (&En est de
de dimension 5. Nous reprenons la construction de ces der-dimensionn + 1, mais ce qui nous intéresse principalement
niers ou nous pouvons distinguer l'intérieur de I'extérieu estla dimensiom de I'espace affine ce qui reste visible avec
de la sphére en fonction de l'orientation de cette derniére. cette notation). L'idée est de considéfecomme un hyper-
Nous utilisons ce dernier puisqu'il permet de résoudre des plan de€—n> d'équationw = 1 : la coordonnée supplémentaire
problémes insoluble aussi bien dakque dans les autres  (, représente le poids du point pondéré. Un point massique

représentations de I'espace des spheres f‘—'BlP De plus, est soit un point pondéré d& soit un vecteur de€ a qui
cet espace nous permet d'utiliser, si besoin, la puissa@ge d 15,5 affectons un poids nul [FJ89, GDL12, Béc97, BG14,
algebres geometriques [DFGL14, DFMO07]. Dru13b].

Dans I'espace des sphéres (orientées), une cyclide de gyrpespace, 'addition, notée, est définie de la facon
Dupin, un cbne ou un cylindre de révolution, un tore ou g ivante -

un faisceau de sphéres est représenté par une courbe sur o wtp=0=
une .sphérfe unité'df? dilmension 5 plongé dans un espace (M;w)® (Njp) = (M;w)® (N;—w)
de dimension 5 généralisant I'espace-temps de Minkowski. wm,())
[DGLT10, GDL12, DFGL14, LSD14, LW08, LO08]. Cet ’
espace permet de simplifier la manipulation de surfaces
puisque ces derniéres sont « linéarisées » : elles sont obte- (M;w)@® (N;p) = ( bar < (M;w); (N;p) ;w+u)
nus comme intersection de la sphére unité par un plan (de
dimension 2). Les points singuliers des cyclides de Dupin . AN i
ou les points limites d’'un faisceau de sphéres sont représen p%r?'([)s porgfe(r)esiw,%) e%{\(f), »)
tés par des vecteurs isotropes (pour la forme quadratique de o (408 (v;0)= (v +70) .
Lorentz) etil est naturel, si nous voulons utiliser des besr o w#0= (M;w)®(U;0)= <7}7 (M) ;w) ou
de Bézier rationnelles quadratiques pour représenterdgs a T+ estlatranslation d& de vecteurs .
de cercles dans I'espace des sphéres de pouvoir inclure des
vecteurs dans la courbe de Bézier. Nous pouvons modéli- Sur I’espacsg la multiplication par un scalaire, notée,
ser trés facilement un dgml-cercle (euclidien ou non) ou une est définie de la facon suivante :
branche d'un cercle, qui se trace comme une hyperbole, en 40= a0 (M;w) = (M;aw)
utilisant le formalisme des points massiques. ’ ey

o wA0= 00 (M;w)= (o ;o)

L'article est con]p_osé comme suit : aprés_ un rappel sur a@(ﬁ;o) _ (aﬁ;o)
les courbes de Bézier rationnelles quadratiques ayant des
points massiques de controle, la modélisation de branche
d’hyperbole et I'espace des sphéres, dans le paragraphe 3,
nous montrons comment il est aisé de représenter un fais-
ceau de sphéres a points limite, une cyclide de Dupin ayant
deux points singuliers, dont le cdne de révolution qui pos-

~/~

° w+u7é0:>

ou bar {(M;w);(N;u)} désigne le barycentre des



2.2 Courbes de Bézier rationnelles quadratiques,
notées BRs, dan€

Rappelons les expressions des polyndmes de Bernstein d

degré 2:
Bo(t)=(1—t)*, B1(t) =2t (1—t), Bp(t) =t°

que nous considérons sur l'intervalte 1].

@)

Les points de contrdle d'une courbe de Bézier rationnelle
quadratique sont des points massiquEs wo), (P1;w1) et
(P2;wo) (i.e. des points pondérés deou des vecteurs de

) que nous supposons non alignés c’est-a-dire :

2
I'Lwi # 0, il s’agit de la notion usuelle ;

2=

o Si

e si w; = 0 et les deux autres poids sont non nuls, le
vecteur P; n'est pas un vecteur directeur de la droite
engendrée par les deux autres points;

, o, = .
e siw; =0etw; =0, aved # j, les vecteurd; et P; ne
sont pas colinéaires.

Définition 1 : courbe BR dang

Soit wp, w1 et wy trois réels non tous nuls. Saify;wo),
(Pp;w1) et (Py;wy) trois points massiques d&

SoitI (resp.J) 'ensemble des indices des points massiques
ayant des poids non nuls (resp. nuls).

Soit la fonctionwf définie sur0; 1] par :

zwl z

i€l

®)

Un point massiqué)M;w) ou (; 0) appartient & la courbe

de Bézier rationnelle quadratique de points massiques de

contrdle(Py;wo), (P1;w1) et(Pp;wy), Notée :
BR{(Pojwo); (Priw1); (P2;w2)}

s'il existe un réekg de[0; 1] tel que :
e siwg (to) # 0 alors, nous avons :

oM = zwz O_P:
wf to icl
z B tO (4)
wy to
w = wy(to)
e siwg (tg) = 0 alors, nous avons :
° = S wiBi toOP+ZB toP (5)

= icJ

2.3 Modélisation d’'une branche d’une hyperbole

pour cet article et que nous adapterons afin d'utiliser le ré-
sultat dans I'espace de Lorentz : la modélisation de toue un
branche d’'une hyperbole par une courbe BR, le premier ou

qe dernier point massique de contrdle est un vecteur duecte

de I'une ou de I'autre des asymptotes de I'hyperbole.

Théoréme 1: Modélisation d’'une branche d'une hyperbole

" S A
Soit Wy et W5 sont deux vecteurs non colinéaires de méme
norme i.e.

[#72] = 2] > o: ®

SoitQ1 un point dep.

Posons :
—
5 11 _[[mo+ iz
V= §<W0+W2) avec a=
et:
Wo— W3
U I s
Alors, la courbe BR de points massiques de contrdle

<I/I_/(>);O), (Q1;1) et <I/I_/2>;0) est une branche de I'hyperbole
de centre);, d’équation implicite suivante :

2
||

TxXy="—p

dans le repére orthonorméQl;WlHﬁ;
0

d’équation :

1
7 7).

dans le repére orthonorn(é;

Démonstration Voir [Béc97].
|

Les deux asymptotes de I'hyperbole sont les droites pas-
sant paiQ; et de vecteurs directeurs respectifg et 5.

2.4 Sphéres orientées dé&

A partir d'une spheres de centreQ et de rayonr, nous
pouvons définir deux sphéres orient&dsetS™~ de la fagon
suivante : en tout point/ deS, la sphére orientés™ (resp.
S7), de rayorp = r (resp.p = —r) est définie par le fait que
le vecteur normal unltalrgl} a la spheres en M est sortant
(resp. rentrant). Ainsi, nous avons :

oM = pN. ©)

et, si le rayon est positif (resp. négatif), l'intérieur idété

Dans ce paragraphe, nous nous placons dans le plan affinepar |a sphere&s™ (resp.S™) est la partie bornée (resp. non

euclidien orienté usué? et donnons un résultat fondamental

bornée) délimitée pas.



De fagon analogue, nous considérons les plans orientés en
tenant compte des vecteurs normaux. Nous pouvons définir
la puissance d’un point par rapport a une sphere.

Définition 2 : Puissance d'un point par rapport a une sphere
Soit une sphére orient&de centreQ et de rayorp. Soit M

un point defs.

La puissance du poirit/ par rapport a la sphéi®est :

xs (M) = QM? - p? (10)

Les points de la spher8 sont les pointsM vérifiant
xs (M) = 0. Les points de&€3 contenus dans la partie bor-
née délimitée par la sphéi® sont les pointsi/ vérifiant
xs (M) < 0. Les autres points d&; sont les points\f véri-
fiant xs (M) > 0.

Dans la suite de ce document, sauf mention contraire,
nous considérons un plan orienté comme une sphére orien-
tée centrée a I'infini et de rayon infini. Donnons la définition

d’'un faisceau de sphéres orientées :

Définition 3 : Faisceau de sphéres orientées

Soit deux spheres orienté8s et S, non concentriques, de
centres respectifQ; et Qp, de rayons respectifs; et po.
Soit \1 et A, deux réels non tous deux nuls.

Le faisceau de spheres défini @y et S, est I'ensemble
des spheres, not&; S;1 +X» Sy, définies par I'ensemble des
points M vérifiant la relation :

A1xs, (M) +X2xs, (M) =0 (11)

Notons que si nous avons la relation\j + A, = 0,

A1S1—\1S; est le plan orienté de vecteur normal unitaire :

1 —— 1 ——
leQz ou QleQlQZ

passant par I, point de la droitg Q1Q5) vérifiant :

2 2
Tlo=P1—F2
2010,

ou AB désigne la mesure algébrique a&. Nous admet-
tons le théoréme suivant :

Théoréme 2 :

Soit deux sphéreS$; et S non concentriques, de centres
respectif; etQ,, de rayons respectifs, et p,. Soit\ et

Ao deux réels non tous deux nuls. Alors :

Si les sphére$; et S, sont disjointes alors il existe deux
points M; et My de (Q1Qp) tels que, pouriy # —X,
A1S1+X2Sy soit centrée sufQ1Qy) — |Mq; Mo : le fais-
ceau de sphéres; S;+\»2 S, s’appelle faisceau de spheres

Figure 1: Un faisceau de spheres a points limite.

2.5 Espace des sphére’$4 et espace de Lorentz
2.5.1 Espace de Lorentz et cone de lumiere

L'espace de Lorentz est [e-espace vectoriel, noﬂéﬁ,
muni de la base canoniqué”, e1,e3,e3,e1), sur lequel
nous définissons la forme quadratique de Lor&Diz, de
forme bilinéaire symétrique associé€g 1, de la fagon sui-
vante :

La1(e2) =0 (i55) €{—1,2,3+}2, i#j
Qa1(El)=-1 Qui(e))=1i€{123+}

Dans cet espace, la forme quadratigiig,, de signature
(4;1), s'appelle un seudd f-produit scalaire.

(12)

L'espace affine d’'origine@ds = (0;0;0;0;0 et d’espace
vectoriel associé4 1 est notél 4 1 et nous avons une bijec-
tion qui & tout pointM del 4 1 associe son vecteur position

OsM.

Etant donné que la forme quadratiog 1 n'est pas défi-
nie positive, nous pouvons considérer I'ensemble des vec-
teurs @ non nuls, isotropes (i.eQ4,1(7) = 0), et l'en-
semble des vecteurs positions isotropes engendre un cone,
dit de lumiére, figures 2 et 3 :

G = {M €la1|Qa1 <O5—J\>4) :0}

qui est la sphere de centf; et de rayon nul pour la forme
quadratiqueds 1 car tous les pointd/ deC; sont a une dis-

(13)

a points limite, et les boules délimitées par ces spheres son tance nulle de)s. Nous pouvons distinguer trois types de
contenues les unes dans les autres et tendent vers les deux

points limite M1 et My, figure 1.

1. Dans la suite, le termgseudcsera omis.



Type du vecteur ou du 2-plaf)  Vecteur@ 2-plan
Espace Qa1 (7) >0 | Tous les vecteurs de ce 2-plan sont de type esppce
Temps Qa1 (7) < 0 | Aumoins un vecteur de ce 2-plan est de type temps
Lumiéere Qa1 (7) =0 Le plan est paralléle a un hyperplan tangef a

Table 1: Définition des trois types de vecteurs ou de plans de I'esgaderentz.

vecteurs et de 2-plaﬁsvoir tableau 1. Notons que dansun ,~
AN

plan de type lumiére, il n'y a qu’'une seule direction lumiére

tandis que dans un plan de type temps, il existe deux direc-

tions lumiére distinctes.

Par rapport aux anciens travaux [DG10, GDL12], afin
de faciliter le plongement de&3; dans I'espace de Lo-
rentz [DFGL14], dans cet espace, nous utilisons la base
(e5,e1,e5,e5,ex2) [DFMO7] o :

G-l et al= (@ +el)
et nous avons les propriétés suivantes :
Q41(e)=0Qu1(ext) = O 14
{ L41(e5;ex) = —
Dans la suite, nous nous plagcons dans la base

(€3, €1, €3, €3, ecs). Etant donné deux vecteur® et v
de m, le produit scalaire d& et ¥ sera notéw . o
tandis que le carré scalaire sera naté.

2.5.2 Paraboloide isométrique au plongement d€;
dans I'espace de Lorentz

Considérons le poin®3 défini parO5—O§ = e, etI'hyper-
plan affineH engendré paOs, les vecteurs espacﬁ, e
et 2% et le vecteur lumiéréss. La restriction de la forme
quadratiqueQy 1 a H est dégénérée. Le paraboloede
dimension 3, est I'intersection entre le cone de lum@ret
I'hyperplan affineH, figure 2.

Nous avons le théoréme fondamental suivant :

Théoreme 3: Le paraboloidéP est isométrique au plonge-
ment de€3 dans I'espace de Lorentz.

Démonstration :

Pour tout pointM (z;y; z) de &3, nous faisons
pondre un et un seul poiit/s défini par :

corres-

OsMi= OsO3+ze{+yes+zeh+0ea

eo+reityestzes

t. Un 2-plan est un plan a deux dimensions. Dans la suite, le
terme 2 sera omis.

N\

Figure 2: Le cone de lumier€;, de dimensiord, I'hyper-
plan affine?, de dimensior, et le paraboloideP, de di-
mensiorB, isométrique &3

et nous avons :
2 2 2 2
OsMs" =z"+y“+=2

et nous identifions les pointsM (z;y;z) de &3 et
Ms5(1;2;y;2;0) deH. Soit le pointNs de H défini par :

OsNs = OsO3+zef+yes+zeh+teos

(15)
—

€oo

Cotreltyes+zes+t
Le point N5 appartient au cone de lumiére si et seulement
si nous avon§)s N5 = 0. La relationeg . éag = —1 conduit

a:
—
O5N52:x2+y2+22—2t:0

qui est I'équation d'un (hyper)-paraboloide de dimension 3
Aprés avoir déterminé la valeur dgue nous injectons dans
la formule (15), nous obtenons :

R N
S Ny

2
et le pointMs5 de &3 est I'image du pointVs par projection
sur&; dans la directiorzag.

—  ——
OsNt = OsO3+z e +yes+2z 4+

La réciproque est aussi vraie.
[ |



Rappelons que si une origiigs est choisie dans I'espace
affine &3, il existe une bijection entre I'espace affifig et
I'espace vectoriefz. Si P est un point de€3 alors le point
P est completement caractérisé par le vecteur posibigR.

Réciproquement, tout vecteur positidﬁ_ﬁ définit un et un
seul pointP de &3 et nous notons :

P =0sP

c'est-a-dire que sP est un point, son vecteur position est
noté P et vice-versa.

D’apres la démonstration du théoréme précédent, la repre-
sentatiord du point P dans I'espace de Lorentz est :

7=a+B+3|B[ = (16)

et le vecteure, représente l'origing); de I'espaces (i.e.
—_— — . — 7 . A
O503 = ¢4) tandis que le vecteuwrsd représente le point a
I'infini. Par construction, le vecteur positio? est un vec-
teur isotrope (i.e . 7 = 0).

2.5.3 Espace des sphéres orientéad

Une spheére dé€3, de centr, de rayorp est représentée

par le pointo ou le vecteur positiofs’ défini par : Figure 3: La sphére de centr®s et de rayon nulC; et la

1 1 spheére unité\* de centreO.
? = O—>50 = ( - EPZQ) P 5
17)
_ Yo I8P 2\ =
PR e TR+ 2 H H TP ) représentations, formules (16) et (17), conduisent a laeném
2 ) ., direction vectorielle car nous avons :
et nous avons’2 = 1 [DFGL14], tandis qu’un plan orienté
L . . . - = 11=2 N
P défini par un pointP et un vecteur normal unltalrE2 est Ilmop? = (eo +Q+ > H Q H eoo) =
représenté par : S P
N et o est le « point » a I'infini de la droite vectorielle définie
7 =Ogm = ﬁ + (ﬁ . ?) e (18) par le pointQ.

ou e désigne le produit scalaire ﬁ De plus, nous avons
72— N2 1. ll est ainsi naturel d'introduire la sphére unité
A* de centreDs de Laa: Une surface canal est un surface définie comme enveloppe
4 N —s d’une famille a un paramétre de spheres orientées. La eontri
N = {" €Lla1]Qan (O5U> =0s0" = 1} (19) bution & la surface canal de chaque sphére et un cercle appelé

qui représente les sphéres orientées et les plans oriemtés d Cercle caractéristique. Ces cercles caractéristiquesepeu
&3, figure 3. Notons que les deux sphéres orien&Sest S~ étre déterminés par l'intersection de deux sphéres particu

de &; sont représentées par les deux poiritseto ™ de A? lieres [LS11, Drul3a, GDL12]. Commencons par donner le
dont les vecteurs positiong * et &~ sont opposés. définition de sphere dérivée :

2.6 Détermination des cercles caractéristiques

Pour finir ce paragraphe, faisons la remarque suivante :  Définition 4 : Sphére dérivée

Soit~y une courbe suh’ représentant une surface canal.
Soitog = 7y (tg) un point den? représentant la sphesg.
Soit g le vecteur tangent & enoy.

N P L. ® . .
La sphére dérivée dey, notéeoy, est l'intersection entre

§. Dans la suite, sauf mention contraire, un point§deou un A4 est la droite passant pals et de vecteur directeuTS
vecteur de€3 est écrit en majuscule, sa représentation dans I'espace [LS11]

de Lorentz est écrite avec la méme lettre en minuscule.

Remarque 1 :
Les points de€3 sont des sphéres de rayons nuls et les deux




De la définition, nous avons directement :

—_—
— .
Os500.0509=0

et, dans€s, les spheéres et celle représentée pap sont
aussi orthogonales.

2.7 Faisceaux linéaires de sphéres

Figure 4: Représentation d'un faisceau de sphéres a points
limite obtenu comme section d¢ par un2-plan affine, de
type temps, passant péks : la courbe est un cercle unitaire

non connexe (qui se trace comme une hyperbole) contenu

dans ur2-plan de type temps

Le résultat fondamental concernant la représentation d’'un
faisceau de cercles sof est :

Théoreme 4 :
SoitP un plan affine dé.4 1, de type temps, passant [ias.
La section den? par P est un cercle unitaire, de centre

Os, qui représente un faisceau de sphéres a points limite,
figures 1, 5 et 4.

Démonstration annexe??
[ |

3 Application dans I'espace des spheres
3.1 Egquation d'un faisceau de sphéres a points limite

En utilisant le fait que deux points (deux sphéres de rayon
nul) appartiennent au faisceau de sphéres a points limite,
nous allons établir une paramétrisation de ce dernief$ur
Dans le premier cas, nous obtenons I'’équation d'une hyper-
bole dans le repere défini pas ses asymptotes;(i;e.%)

tandis que dans le second cas, nous obtenons une équation
par rapport aux demi-axes de I'hyperbole.

Proposition 1:

Considérond\f; et M> les deux points limite d’'un faisceau
de sphére$ (). Soitm} etmb la représentation des points
M, et M dans I'espace de Lorentz. Seit {—1;1}.

Un faisceau de sphéres a points limite et M/, admet deux
équations paramétriques équivalentes :

1 1 1
T#)=t———mi— > ——— inb, tcR* 20
(t) VoL AT W e e (20)
et:
1
— — =
o t)= ech(t mi—m
hyp() () Mng( 1 2)
1 (21)
= =
+ sh() RYAYA (mi+m3),teR
Démonstration :

D’apres le théoréme 4, nous savons que toute sphére d’'un
faisceau peut s’écrire comme combinaison de deux éléments
donnés de ce faisceau.

Nous avons :
i = e, i~
et:
b= s e,

D’autre part :

O TN |
mi . mb (e_o>+03M1+§H03M1H 675)

mi.ms=

s 1 ——2
(6—0>+03M2+5H03M2H (Xo))

1 1
= O3M; e O3M5 — Eongz - E03M22

1l/—— —n\2 1——
-3 <03M1 - 03M2> = —ZMpM;?
2 2
Il suffit de montrer quér (¢) appartient bien &%,
2
)

1 @2)

1
- MpM?
2
= a2

Mo M7
O

™. mb+

2 —2
(t mi- — 2

(—:—2LM2M12) =1

Etablissons la seconde équation. Nous avons :

—
(T +m3)% = A2 + 2im g + mh2 = — MaMp? (22)



et: Condition 1 :

(i _@)2 — 32— 2y mb 4 bR = mz (23) Lorsqu’'une courbe BR représente une branche d'un cercle
qui se trace comme une hyperbole, les points massiques ex-
< i — -
I suffit de montrer qum (t) appartient bien as tremaux_ sont deux vgcteurs Ig\mler_Q? etms tepresentant
deux pointsMg et Mo : la premiére coordonnée dej et de
Thyn (1) in est 1.

Considérons les deux pointdp (—2; 0; 0) et M> (2;0;0).
1 (Ezchz (t) Amz _ s () mz) Nous choisissons); = 2. Pour obtenir un poids de 1 pour

Moy M12 Os, il suffit de remplacer les deux vecteurs lumiéng et
5 par les deux vecteurs lumiére :
2¢ ch(t) sh(¢) (Wz WZ) 1 1
— 1" —m) —
M2 Wo= omb et V_VZ:—énTﬁ
h(t)?—sit(t) =1 T G _
(e ch(#))” — sk () PuisqueO3 M, = —O3Mj et O3Mp = 2, nous obtenons fi-
L nalement :
Considérons deux points distindtg et M» de représen- Onor (8 = 1 (1— 2t —>)
: . . = 4/ +(1-2t)e
tations respectives par les deux vecteurs lumigtget 5. 50 ( 2t (1-1t) 2 © ( L=
Dans I'espace des sphéres, nous représentons ce type de n 1 1-2t+ 2t20—M>
faisceau par la branche du cercle de ce6izé I'aide d’une 2t (1-1t) 2 3

courbe BR a points massiques de contréle, de points de
contréle intermédiairdOs;w1) et d'extrémités(mp;0) et
(—mp3;0). Soitw; le poids deOs. Pourt € ]0;1], un point

de cette courbe de Bézier est définie par I'équation :

et nous pouvons tracer quelques sphéres, tableau 2 et fi-
gure 5. Rappelons, que pote= 0 (resp.t = 1), nous obte-

nons le vecteuly (resp.W>) qui définit le pointMg (resp.

Mp).
Oso (t
= MB;M (Bo(t)ﬂTg)—Bg (t)mb+w1 By (t) 05—O5>)
— g B Ba()

La détermination dey; se fait par :
Oso (t)2 =1 (24)
qui est équivalente a :
wi B (t) Oso (£)7 = (Bo (t)mb — Ba (t)mh)?
Développons et simplifions le membre de gauche.

(Bo(t) b — B (t)mb)* = —2Bo () Ba (t) mb . mb

Figure 5: Quelques sphéres d'un faisceau de spheres a
points limite modélisé par une branche connexe d’'un cercle
représenté par une courbe BR a points massiques de
contrble

2
_ _Blz(t) 7

et la formule (24) est équivalente a:

2 1, 1—-20
=— . = — MM
w1 2m0 mp 4 2.Vl . ’
3.2 Surface canal quadratique sur I'espace des

Pour tout réel non nul, nous avons : sph(‘ares/\4
(Aimd)? = (Aimb)? = mp2 = mp2 =0 Les surfaces canal de degré 2 les plus connus sont les cy-

lindres et les cones de révolution. Ces deux surfaces sent de
surfaces canal de deux manieres : la premiére (resp. s§conde
famille est constituée de spheres (resp. plans) orientés et
leurs contributions a la surface enveloppe sont les cercles
de courbure (resp. génératrices) de la quadrique. Notans qu

et la condition donnée par la formule (6) devient caduque et
s'énonce ainsi :



Valeur Pointo (t) Spheére ou plan correspondant d&gs
‘ l_10 (%0 _%1 0:0: %) _ é (1;_%;0;0;2> Centre :(—3—3;0;0) rayon290
t:é (%_%3;0;0;%2>:%(1;—1—63;0;0;2) Centre:(—%g;o;o),rayong
t:% (g;_g;o;o;%) :%(1;—52);0;0;2) Centre:(—g;O;O),rayon:—z3

i % (0:~1:0;0;0 Point (0;0;0), vecteur normal-e{
tz% (—%—%0:0;—3) __12(1;2;0;0;2) Centre:(g;O;O).rayon—g

Table 2: Sphéeres d'un faisceau de sphéres a points limite, figure faridaue nous avons préféré ecr+§e plutét que 9 afin

de faire aparaitre explicitement le rayoz% de la sphére considérée

le sommet du céne (i.e. sphére de rayon nul) coupe le cone Algorithme 1 Construction d’un céne de révolution a partir
en deux demi-cones : dans I'un, les rayons des sphéres sont’un point et d’'une sphére.

positifs tandis que dans l'autre, les rayons des spherds son Entrée : Un pointS et une sphers tels queys, (S) >0

négatifs. Le tore est aussi enveloppe des spheres de deux 3 ination d lumisre 2 . |
maniéres : la contribution de la premiére (resp. seconde) fa 1. Détermination du vecteur lumiereg représentant le

mille de sphéres a cette surface quartique est 'ensemble de sommets
méridiens (resp. paralléles). 2. Détermination de, représentant la sphégs surA*

3. Détermination deQ, centre du cercle représentant le

Une cyclide de Dupin est définie comme image d’'un tore, A
d'un cylindre de révolution ou d’'une céne de révolution par ~ €ONe, par.

une inversion. Ces trois derniéres surfaces sont des egclid O—>501 o= — O—>501 g =

o Bg s
de Dupin dégénérées [DMP93]. Toute cyclide de Dupin est 05Q = 0501~ — = MET = o~ (25)
une surface canal de deux maniéres i.e. est I'enveloppe de Mse¢ Mmsee
deux familles & un paramétre de sphéres orientées. 4. Détermination du poids;, solution de :

Une cyclide de Dupin est déterminée par la sectiontie 2 _ 4
. . wy = (26)
par un 2-plan affine ne contenant pas. Si ce plan est de 29_ 0532
type temps, la cyclide de Dupin a deux points singuliers et sa
représentation suk* est un cercle qui se trace comme une
hyperbole [Drul3a, DGL10].

5. Détermination de la courbe BRde points massiques de
contréle(ing;0), (Q;w1) et(es; 0) modélisant I'une des
branches du cercle.

3.2.1 Le cdne de révolution Sortie : Une famille a un paramétre de spheres modélisant
un cone de révolution modélisée par une courbe BR a points

Un cbne de révolution est une cyclide de Dupin dégénérée massiques de contré(eTg; 0), (Q:wn) et (e?g; 0).

[DMP93] contenant deux points : son somnseét le point
a l'infini de &£3. Ces points, dans I'espace de Lorentz, sont

représentés respectivement par deux vecteurs Iunﬁ“e ] . . ) i o

les representatlons des cones de révolutiondurAinsi, rieur, soit I'extérieur de5;). Le centreQ du cercle, section
un cone de révolution est complétement déterminé par son deA* par lePy engendré pasy, g etex, est défini par :
sommet et une spheére et I'algorithme 1 permet de modéliser @ — amd+BE

un codne de révolution par une courbe BR a points massiques

de contréle a partir de son sommet et d’'une sphére.

La conditionys, (S) > 0 nous assure que le poifitest en
dehors de la boule bornée définie par la splSréen fonc-



ol « et sont a déterminer. Le poi@ est le projeté ortho-
gonalqT de Os sur’P; ssi nous avons :

Il
o

27)

{ 050713

0s8.652 = 0

Or, nous avons :
—
05ES =Oso1+amé+pBexd

et le systeme (27) est équivalent au systéme :

—
Oso1.me+pBexd.ms = 0
050'1.6?o>+0¢77§.e?o> = 0

ce qui permet de détermineret 8 et nous obtenons la for-
mule (25).

La courbe BRy, de points massiques de contrfigg; 0),
(Q;w1) et (m3;0), est définie par :

Oy (t) = ———— (Bo(t) Mg + Bz (t) &)
w1B1 (t) (28)
————w1B1(t) O
B ()™ 1(t) 050
et pourt = %, nous obtenons :
1 2 /1 1 1
Osv(2) =2 (Zmd+ w050 +5e)  (29)
2 w1 \ 4 2 4
qui se simplifie en :
1 1
Osy (§> =5 (nTS* 4201050 + az) (30)
w1

Le pointy (%) est sumM? ssi:

[

1

2
4wf = (77752 + 2w1053 + 673)
qui est équivalent a :
402 — 4020502 + 2 et

ce qui montre quev; est solution de I'équation (26) et
chaque solutios; nous donne un demi-céne de somrfet

puisquey (0) = ing.

SSi:

Les figures 6 et 7 montre un demi-cdne de révolution dé-
fini par son sommes (5;—1;—1), son point a l'infini et la
spheére initial&Sy, en vert, de centr®1 (5;1; 2) et de rayon 2.

Sommet

Figure 6: Cone de révolution défini par son somnsett la
sphére initialeS;, représenté, sun®, par une branche de
cercle modélisé par une courbe BR a points massiques de
contrdle

gu'il est essentiel que la premiére coordonnée vaille 1. La
sphereS; est représentée par le point (% I TEE 173) Le
centre du cercle représentant le cﬁne@éﬂ; 5,1;3; —5—25)

V218

et le poids est; = V55"

Figure 7: Quelques spheres et cercles caractéristiques du
cbne de révolution de la figure 6, obtenus pour quelques va-
leurs det de la courbe BR

3.2.2 Lescyclides de Dupin a croissant non nul

Une cyclide de Dupin & croissant non nul est I'image,
par inversion, d'un tore croisé ou d’'un céne de révolution
[Gar07], si le pble n'est pas sur la surface originelle, nous
obtenons une cyclide de Dupin quartique, sinon, nous obte-
nons une cyclide de Dupin cubique. Dans tous les cas, une
telle cyclide de Dupin est I'enveloppe de deux familles de
sphéres a un parameétre, nous pouvons la représenter dans

Dans I'espace de Lorentz, le sommet est représenté par lel'espace des sphéres par les courbes correspondantes a ces

vecteur lumiérem, (1;—5;—1;—1;277) et nous rappelons

€. Pour la forme quadratique de Lorentz.

deux familles [Drul3a] : deux cercles qui se tracent I'un
comme une ellipse et 'autre comme une hyperbole. Une
cyclide de Dupin cubique n’est pas bornée, possede deux
droites de courbure, nous allons illustrer la suite deithet



en utilisant des cyclides de Dupin quartiques, qui sont bor-
nées et les plus utilisées.

Figure 9: Des cercles caractéristiques d’'une cyclide de Du-
pin a croissant externe non nul en remplagant le vecteur lu-
miéreeos dans I'algorithme 1 par une autre vecteur lumiére

mh représentant un point/, de&s.

Figure 8: Une cyclide de Dupin a deux points singuliers re-
présentée sun? par un cercle non connexe (qui se trace
comme une hyperbole) et un cercle connexe (qui se trace
comme une ellipse)

La figure 9 montre des cercles caractéristiques d'une cy-
clide de Dupin & croissant externe non nul en changeant
le vecteur lumiére dans l'algorithme 1. Le poihf; et la
sphére sont ceux de la figure 6, le vectelgra été remplacé
par le vecteuin (1;—5;—5; 10; 75 qui représente le point
M (—5;—5;10). Nous avonss; = 137109,

La figure 10 montre toute la cyclide de Dupin a croissant Figure 10: Cyclide de Dupin & croissant externe non nul en
externe non nul. remplagant le vecteur lumiérex, dans I'algorithme 1 par
une autre vecteur lumiéra3 représentant un poind/, de
&3

4 Conclusion et perspectives

Dans cet article, nous avons utilisé des courbes de Bézier
rationnelles quadratiques, a points massiques de controle
pour représenter, dans I'espace des sphéres orientééa; des
milles a un paramétre de spheres orientées dont deux son
des points. Dans les trois cas (faisceau de spheres a point Nous comptons obtenir des représentations analogues
limites, cone de révolution et cyclide de Dupin a croissant dans I'espace des sphéres, en utilisant des courbes de Bé-
non nul), nous obtenons sur I'espace des spheres un cerclezier & points massiques de contrdle, pour représenter des cy
qui se trace comme une hyperbole et les points de ces fa-lindres de révolution et des cyclides de Dupin & croissant
milles sont déterminés directement par les asymptotes a cenul.
cercle. Ces représentations permettent de faciliter lardét
mination des sphéres principales d'une cyclide de Dupin ou
la construction d'un céne de révolution a partir d’'une sphér

et du sommet (le point & I'infini appartient a tous les cones
tde révolution) ou de cyclides de Dupin a croissant non nul.

Par la suite, nous envisageons d'utiliser une inversion
idoine afin de transformer I'espace des sph&fesn hyper-
plan, tracer une courbe de Bézier dans cet hyperplan, puis



par cette méme inversion, obtenir une courbe de Bézier sur using non-stationary lterated Function Systems (IFS).
I'espace des sphéres représentant une surface canald.e. un Computer-Aided Desigd5(2) :568-573, February 2013.
courbe de classé! surA* telle que tous les vecteurs déri- Solid and Physical Modeling 2012, Dijon.

vés soient de type espace et tel que tous les vecteurs géOdé[DMP93] D. Dutta, R. R. Martin, and M. J. Pratt. Cyclides
siques soient de type temps [LS11]. Nous devons nous attelé in surface and solid modelindEEE Computer Graphics

a ce dernier probleme c'est-a-dire quelles sont les camiti and Applications13(1) :53-59, January 1993.
sur la courbe de I'hyperplan, pour que la courbe obtenue

sur 'espace des sphéres vérifient bien ces deux conditions. [Prul3a] L. Druoton. Recollements de morceaux de cy-
Nous envisageons aussi de prolonger ce travail aux surfaces Clides de Dupin pour la modelisation et la reconstruction
a squelette curviligne. Ainsi, & partir d’'un nombre fini de 3D : étude dans I'espace des spher@sD thesis, Univer-
spheéres, nous pouvons obtenir un squelette continu parinte  Sit€ de Bourgogne, Dijon, France, Avril 2013.
polation de points dans I'espace des spheres ce qui simplifie [Dru13b] L. Garnier & L. Druoton. Inversion de co-
le probléme : la manipulation d’une courbe est plus aisée que  niques a centre vue comme des cercles. Abtes of
la manipulation d’'une surface. the 26°"¢ journées AFIG page Session Géométrie, Li-
moges, France, Novembre 2013.
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