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RESUME

Soient k un corps de nombres et Opson anneau d’entiers. Soit p un nombre premier impair. Soit
T' un groupe non abélien d’ordre p?. Soient M un Op-ordre maximal dans I’algébre semi-simple
k[['] contenant Og[I'], et Cl(M) le groupe des classes des M-modules localement libres. On
définit 1’ensemble R(M) des classes réalisables comme étant Iensemble des classes ¢ € CI(M)
telles qu’il existe une extension N/k modérément ramifiée, a groupe de Galois isomorphe a T,
avec la classe de M ®o, rjOnégale ¢, o Onest 'anneau des entiers de N. Soit & (resp. &,2) une
racine primitive p-iéme (resp. p?iéme) de l'unité. Dans cet article, sous I’hypothése que k/Q et
Q(&)/Q sont linéairement disjointes et k(£,2)/k(£) non ramifiée lorsque I' est d’exposant p?, on définit
un sous-ensemble de CI(M) par lintermédiaire d’un idéal de Stickelberger, et on montre qu’il est
un sous-groupe de Cl(M) contenu dans R(M).

ABSTRACT

Let k be a number field and Oy its ring of integers. Let p be an odd prime number. Let I" be a non-
abelian group of order p3. Let M be a maximal Og-order in the semi-simple algebra k[I'] containing
O[], and let CI(M) be its locally free classgroup. We define the set R(M) of realizable classes to be
the set of classes ¢ € C(M) such that there exists a Galois extension N/k which is tame, with
Galois group isomorphic to I', and for which the class of M ®0, r) Onis equal to ¢, where Oy is the
ring of integers of N. Let £ (resp. &,2) be a primitive pth (resp. p*th) root of unity. In the present
article, under the hypothesis that k/Q and Q(§)/Q are linearly disjoint and k(§p2 )/k(§) is not
ramified when I" has exponent p?, we define a subset of R(M) by means of a Stickelberger ideal, and
prove that it is a subgroup of Ci(M) contained in R(M).
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1. Introduction et énoncé des principaux résultats

Dans tout ce t article, si K est un corps de nombres, Ok désigne son anneau d’entiers
et CI(K) son groupe des classes.

Soient k£ un corps de nombres et I' un groupe fini. Soient M un Og-ordre maximal
dans l'algebre semi-simple k[I'] contenant Ok [I']. Soit CI(Ok[I]) (resp. CI(M)) le groupe
des classes des Og[I']-modules (resp. M-modules) localement libres (voir [10, Chap. I).
Soit M un O [I'-module localement libre. On peut associer & M une classe, notée [M],
dans CI(Og[I']), et par extension des scalaires la classe de M ®¢, rj M, notée [M @0, 1
M], dans CI(M). Ceci s’applique & M = Op, ot N/k est une extension galoisienne,
modérément ramifiée et a groupe de Galois isomorphe a T'.

On désigne par R(Og[T]) (resp. R(M)) Pensemble des classes ¢ de Cl(Og[T']) (resp.
Cl(M)) telles qu'il existe une extension N/k modérément ramifiée, & groupe de Galois
isomorphe a I, avec [On] = ¢ (resp. [M ®p, ) On] = ¢). Nous dirons que R(O[T'])
(resp. R(M) ) est I'ensemble des classes galoisiennes réalisables. Le probléme des classes
réalisables d’extensions galoisiennes consiste en 1’étude de la structure de ces deux en-
sembles. Signalons que ces derniers sont liés par la relation : Ez(R(O[I'])) = R(M), ou
Ez : Cl(Ok[T]) — CI(M) est le morphisme surjectif induit par I'extension des scalaires
de Ox[I'] & M.

Notons CI°(Og[I']) (resp. CI°(M)) le noyau du morphisme CI(Og[I']) — Cl(k) (resp.
Cl(M) — Cli(k)) induit par 'augmentation Og[l'] — Ok (resp. M — Oy). Il découle
de Tryn/x(On) = Or que R(Ok[I']) C CI°(Or[I']) et R(M) C CI°(M), ott Tryyy, est la
trace dans N/k.

On conjecture (voir par exemple [5]) que R(O[I']) et R(M) sont des sous-groupes
respectifs de CI°(Og[']) et CI°(M); signalons que cela est vrai lorsque I' est abélien
(voir [13]). Cette conjecture (non abélienne) peut étre considérée comme un complément
a celle de Frohlich sur les anneaux d’entiers de corps de nombres (la conjecture de Frohlich
est démontrée dans [20]).

Pour des résultats récents dans la direction de I’étude de la conjecture non abélienne
sur les classes réalisables voir [3-7,14,19].

Soit p un nombre premier. Le theme du présent article est ’étude de la conjecture
non abélienne sur les classes réalisables pour les groupes non abéliens d’ordre p3.



Lorsque I' est le groupe diédral Dy (resp. quaternionien) d’ordre 8 et k est un corps

2:

de nombres linéairement disjoint de Q(¢) sur Q, ot i* = —1, on montre dans [17] (resp.

[16]) que si le nombre de classes (resp. le nombre de classes au sens restreint) de k est
impair, alors R(M) = CI°(M).

Dans [7] on montre que R(Ox[Dy4]) = CI°(Ok[I']) sous 'hypotheése que lordre du
groupe de classes de rayon de k modulo 40y, est impair.

Dans toute la suite : ’entier p est un nombre premier impair, £ est une racine primitive
p-iéme de 'unité; C est le groupe cyclique Z/pZ dont on se fixe un générateur o, et H
est le groupe p-élementaire 7Z/pZ x Z/pZ dont on se fixe deux générateurs (d’ordre p)
To et v :

C= <0’>, H= <7'0,I/0>.

Pour ne pas alourdir les notations, on identifiera fréquemment des groupes isomorphes
quand c’est faisable sans ambiguité, et on indiquera l'isomorphisme si c’est nécessaire.
Par exemple, si G est un groupe, chaque fois qu’on indique G ~ C' (resp. H), l'isomor-
phisme en question envoie le générateur apparent de G vers o (resp. les deux générateurs
apparents de G vers 79, 1p).

La structure d’un groupe d’ordre p? est bien connue. On peut la définir par la pré-
sentation suivante :

T=0 1, v|nP=1"=1, 02 =0 nr=1n, nv=urn, Tvr_ v ' =),

ou ¢ = 0 ou bien ¢ = 1. Le groupe I" est donc, & isomorphisme pres, I’'un des deux groupes
suivants :

1. Sig=0,T~ H x C; dans ce cas I' est d’exposant p.
2. Siq#0,T ~(Z/p?Z) x C; dans ce cas I" est d’exposant p?.

Le centre Z(T') de T est (n) ~ C (n+— o), et il est égal au groupe dérivé [T : T de T
Ona:T/Z(T)=(rZT),vZ{T)) ~ H (1Z(T') — 19,vZ(I') — 1) et donc

L ={r"vn",0<rst<p—1}

Le point de départ du présent article était la lecture des articles [2,8] et une tentative
de la détermination de R(M) lorsque I' est un groupe non abélien d’ordre p. Nous
n’avons pas réussi la détermination de R(M) & cause de grandes difficultés provenant
d’un probléme de plongement (voir Proposition 2.6 ci-dessous) en liaison avec la donnée
d’éléments de l'ensemble R(M(H)) des classes réalisables des extensions modérées a
groupe de Galois H, oi M(H) est le Oy-ordre maximal dans k[H]| (on pourrait consulter
Proposition 2.2(ii) ci-dessous pour avoir une idée de tels éléments). Mais sous I'hypothése
que k/Q et Q(&)/Q sont linéairement disjointes et k(&,2)/k(§) est non ramifiée lorsque I
est d’exposant p?, ot &p> est une racine p?-iéme de I'unité, nous avons déterminé a I’aide
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d’un idéal de Stickelberger, pour chaque type de T', un sous-groupe de CI°(M) contenu
dans R(M) (voir une démarche analogue dans [14,18]).

Le but de la suite est d’énoncer notre principal résultat.

Les caracteres absolument irréductibles de I" sont (voir [11, Théoréme 26.6, p. 302]) :

Xu,vv OSUSP_LOSUSP_L
¢u7 1§U§p_1a
ol pour pour tout (r,s,t) :

Xu,v (TTZ/SUt) — §T‘U+S’U

et

Gu (") = {pfm sir=s=0,
0 sinon.

Soit v, le caracteére de (n, 7) défini par :
%(nt) = §ut7¢u(7) =1

Alors ¢,, (de degré p) est induit par 1, :

(bu = Ind{n;r} (fl/}u ) .

Notons que les x, ., sont les caractéres de degré 1 de I' ('abélianisé T'/[I" : T'| =
T'/Z(T) ~ H). Ils sont triviaux sur Z(I') et par conséquent permettent de définir des
caracteres X, sur I'/Z(T) (xup = Infll:/z(p) (Xww), ot Inf est 'inflation). En identifiant
H et T'/[T' : T les Xu,, sont les caractéres absolument irréductibles de H ; ils sont définis
par

Ko (r§) = €74,

De méme v, étant trivial sur (7), il permet de définir un caracteére ¥, de (n,7)/{7) ~ C
(n{ry — o); on a

Du(n(7)) = vu(n) =€

Supposons dorénavant k linéairement disjoint de Q(&) sur Q. Alors on peut choisir les
représentants suivants pour les classes de conjugaison sur k£ des caractéres absolument
irréductibles de I :

X0,05 X0,15 X1,1, X2,15 -5 Xp—1,15 X1,0, P1-
Pour simplifier les notations, posons

Xi = Xi,1 pour tout i,0 <i<p—1, et x, = x1,0-
4



Si x est un caractere de T, k(x) désigne l'extension de k obtenue par adjonction & k
toutes les valeurs de x.

Il est immédiat que la décomposition de Wedderburn de 'algébre semi-simple k[I'] en
un produit d’algébres simples est la suivante (utiliser [9, p. 330 et §74]) :

p p

k[T ~ (k(mo) < ([T k(i) x M, (D¢1)) =~k x ([] k(€) x Mn,, (Ds,),

=0 =0

ot Dy, est un corps gauche de centre k(¢1) = k(§), et M,
matrices carrées d’ordre ny, & coefficients dans Dy, (ng, = ¢1(1)/s0, ol so est I'indice
de Schur relatif a k).

Soit M un Og-ordre maximal de k[I'] contenant O[I']. Comme I' est d’ordre impair,

(Dg,) est Panneau des

les caractéres irréductibles de I" ne sont pas symplectiques. Donc, d’une part k[I'] vérifie
la condition d’Eichler. D’autre part, un résultat de Swan nous donne :

CUM) ~ CI(k) x (H CU(k(£))) x CI(k(S)).

D’ou :
p+1
crr(M) ~ [ Cuk(©))
i=0
Nous identifierons fréquemment CI°(M) avec 27, 1 CI(k(€)) sous I'isomorphisme pré-
cédent.
Soit

S= Gal(k(&)/k) = {si | 1<i<p—1}, ousi(€) =¢".

Soit ’élément de Stickelberger

p—1
0= Z isi_l,
i=1
et soit I'idéal de Stickelberger
1
S= EOZ[S] NZI[S].

L’action naturelle de S sur les idéaux fractionnaires de k(€) induit une structure de
Z[S]-module sur Cl(k(£)). On note SCI(k(E)) le sous-groupe de Cl(k(€)) engendré par
les éléments de la forme sc, ou s € S et ¢ € Cl(k(E)).
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Si K'/K' est une extension finie de corps de nombres, N /K désigne la norme dans
K'/K', et I'on note ¢/ le morphisme de CI(k') & valeurs dans CI(K') qui & la classe
d’un idéal fractionnaire I de Oy associe la classe de I'idéal étendu IO+ dans CI(K).

Dans la Section 3, on démontre le théoréme suivant :

Théoréme 1.1. Soient k un corps de nombres, p un nombre premier impair et & (resp.
&p2 ) une racine primitive p-iéme (resp. p2-ieme) de l'unité. Soit T' un groupe non abélien
d’ordre p3. Supposons les extensions k/Q et Q(€)/Q linéairement disjointes. Identifions
+1
(M) et T2 CUlk(9).
St lexposant de I est p, soit

Ay, = { (007 cos1(cp), cos2(cp), - -, cosp—1(cp), Cp,
' éne) /1 (Nioyulcocy)) ’(60’ Cp,T) € SCl(k(E))3}~

Si lexposant de T’ est p?, soit

Ap = { (co, cos1(cp), cosa(cp), .., cosp—1(cp), Cp,
2P ((sp—1 — 0)co)Pr(e) /i (Nk(g)/k(cocp))> ‘(Co,cp, T) € SCl(k(f))?’}

Si T est d’exposant p (resp. d’exposant p* et k(&,2)/k(E) non ramifiée), alors A,
(resp. A,z) est un sous-groupe de CI°(M) contenu dans l’ensemble des classes réalisables

R(M).

Remarque. Lorsque I est d’exposant p?, 'hypothese k(,2)/k(€) non ramifiée provient de
Putilisation d’une idée de la preuve du [2, Théoreme 1.1] dans une partie de la démons-
tration de notre théoréme 1.1 (on pourrait voir [2, §4] pour des exemples d’extensions
k(&p2)/k(€) non ramifiées).

Si K'/K' est une extension de corps de nombres de degré s, alors il existe un idéal [
de Oy tel que Ok ~ O,‘Z',_l @ I en tant que Op/-module. La classe de I dans CI(k') est
appelée la classe de Steinitz de K'/k’; on la note ¢l (Ok-).

Si IV est un groupe fini, on désigne par R,,(k’,T") (m pour modéré) I'ensemble des
classes de Steinitz des extensions galoisiennes modérées de k', dont le groupe de Galois
est isomorphe a I".

Notons par R,,(k,T',A,) (resp. Ry, (k,I', Ap2)) 'ensemble des classes de Steinitz des
extensions N/k modérées a groupe de Galois I' d’exposant p (resp. p?) et telles que
[M ®0,r] On] appartient a A, (resp. Ap2).
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Nous verrons dans la section 3 au cours de la démonstration du théoreme 1.1, sous-
forme de deux remarques, qu’on a la proposition suivante comme application du théo-
reme 1.1 :

Proposition 1.2. Sous les hypothéses du théoréeme 1.1 et les notations précédentes, si I'
est d’exposant p, alors

R, (k,T,A,) = Ry (k,T) = Nk(g)/k(Cz(k(f)))ﬁ(pfl)/{
et si T est d’exposant p?, alors
R (k, T, Ay2) = Ron(k, T) = Nige) i CUK()))" "D,

Remarque. (1) Les deux égalités qui donnent la description explicite de R,,(k,T') pour
chaque type de T dans la proposition précédente proviennent de [2, Théoréme 1.1].

(2) Le fait qu’on peut atteindre R, (k,I") par A, et A,> nous dit que peut-étre nous
ne sommes pas treés loin de la détermination de R(M).

Nous terminons cette section par une réponse aux critiques constructives du referee.

Le présent article est une suite naturelle de [2] vu le lien étroit—bien connu—entre
les classes de Steinitz et celles galoisiennes. Son principal intérét est de constituer une
premiere étape pour comprendre le probleme des classes galoisiennes réalisables pour les
p-groupes, p impair. Pour démontrer le principal résultat nous avons utilisé les théories
du corps de classes et de Kummer, et des résultats connus de A. Frohlich et d’un pro-
bléeme de plongement ; cette méthode est une variation de celle utilisée dans d’autres
papiers du second auteur, mais ici la résolution du probleme de plongement en lien avec
des classes galoisiennes est nettement plus difficile. En ce qui concerne les perspectives :
nous pensons posséder les principaux outils pour espérer dans un futur travail déter-
miner R(M) pour les groupes d’ordre p® sans aucune hypothese sur le corps de base.
Sachant que R(M) est une bonne approximation de R(Og[I']) (voir [6,7]), nous espérons
ensuite déterminer ce dernier (& ce moment nous comparerons notre résultat avec celui
de L.R. McCulloh dans le cas non abélien) et généraliser les résultats pour les p-groupes.
Cette généralisation utilisera en partie une adaptation de la méthode de I.R. Shafarevich
concernant la résolution du probléme inverse de la théorie de Galois pour les groupes
résolubles, et le théoreme de Brauer qui permet d’écrire un caractere irréductible de T"
comme combinaison linéaire a coefficients dans Z de caracteres induits par des caractéres
de sous-groupes abéliens de T'.

2. Préliminaires

Le but de cette section est d’établir ou rappeler quelques propositions en vue de la
démonstration du principal résultat de cet article.
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Soient k' un corps de nombres quelconque et IV un groupe fini. Supposons qu’aucun
caractére absolument irréductible de T ne soit symplectique (notre groupe I' du §1
vérifie cette condition) ; en particulier k'[I"] satisfait la condition d’Eichler. Soit M’ un
Oj-ordre maximal dans k'[I'] contenant Oy [I]. Ci-dessous, nous rappelons brieévement
la Hom-description de Frohlich du groupe des classes CI(M') et la notion de résolvante
de Frohlich-Lagrange (voir [10]).

On désigne par Rp: le groupe des caractéres virtuels de I'. Soient &/ une cloture
algébrique de k', k> = k' \ {0}, Qv = Gal(K'/k'), J(K') le groupe des ideles de k', et
U (k') le sous-groupe des idéles unités de J(k’). Alors

UM ~ Homg,, (Rrv, J(K'))
o HOka, (Rr/, EX )HOTILQk, (Rr/, U(p)) -

Soit N'/k’ une extension galoisienne & groupe de Galois isomorphe & ITV. Soit 7 un
isomorphisme défini sur Gal(N'/k') et & valeurs dans I''. Pour tout v € I", nous noterons
7-1(y) € Gal(N'/K') simplement par 7.

A Taide de 7, on munit Op d’une structure de Oy [I']-module défini par : pour tout
x € N’ et tout v € IV, vz = ~(x). On désigne par Oy, ou simplement Op- si aucune
ambiguité n’est possible, le O/ [I]-module ainsi défini.

Tout caractere x’ de I induit un caractére x’ o m de Gal(N'/k’) que lon notera
aussi x’.

Soit B une k’-algebre commutative, alors N'®j B est un B[I”]-module libre de rang 1;
soit a € N’ @ B une base de ce module. Soit

T:T' = GL,(})

une représentation linéaire de I de caractere x’. On appelle résolvante de Frohlich—
Lagrange de a et de X/, I'élément de k' ®;s B, noté (a,x’)n+/x, ou {(a,x’) si aucune
confusion n’est possible, défini par :

(@, X wope = Det( 32 A@T(),

yer’

ou Det désigne le déterminant.

Pour tout idéal premier p de Oy, soit &y, (vesp. Oy ) la complétion de &’ (resp. Oy)
en p. Soient Nl; =N Qp k; et Onrp = On ®o0,, O/ p.

Supposons N'/k" modérée. On sait que Opn+ est un Oy [I”]-module localement libre
de rang 1. Pour tout idéal premier p de Oy, soit ¢, une base (normale locale entiere) du
O p[I"]-module Oy p,. Soit a une base (normale) du &’'[I"]-module N’. Nous rappelons
aussi que d’apres Frohlich (voir [10]), un représentant de la classe de M’ ®o,,r1] On-
(= M'®0,,ir1] On' =) dans CI(M') est I'application f définie par :

ro= (),
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Soit 7 le nombre des classes de conjugaison sur k' des caracteres absolument irréduc-
tibles de TV. Pour tout i € {1,2,...,r}, notons y; un représentant de I'une de ces classes
de conjugaison. On note k'(x;) 'extension de k' obtenue par adjonction & k' des valeurs
de ;. Comme pour tout 7, 1 < i <7, y; n’est pas symplectique, un résultat bien connu
de Swan nous donne :

M) ~ T CUE (x2))-
i=1

Désormais N/k désigne une extension modérément ramifiée a groupe de Galois iso-
morphe a ', ou k et T" vérifient les hypothéses du théoréme 1.1 : kN Q(§) = Q et T est
un groupe non abélien d’ordre p3.

Nous identifions Gal(N/k) et T', et nous notons par K, M, E, F les sous-corps de
N fixes respectivement par Z(I') = (n), (1), (n,7), (n,v). Inmédiatement on a : les
extensions N/E, K/k, M/E, E/k et F/k sont galoisiennes de groupes de Galois respectifs

Gal(N/E) = (n,7), Gal(K/k)= (T|k,V|Kk) ~ H,
Gal(M/E) = (n|m) = (n) =~ C,
Gal(E/k) = (v|g) = C, Gal(F/k) = (t|r) =~ (1) =~ C,

ou |1, désigne la restriction a L et les isomorphismes entre G et H, ou G et C, envoient
les générateurs apparents de G vers ceux de H, ou C. De plus la composée E(F)/k est
égale & K/k et la composée K(M)/k est égale & N/k.

Soit L/k une sous-extension de N/k. Les extensions L/k et k(£)/k sont linéairement
disjointes, car [L : k] divise p? et [k(¢) : k] = p— 1, et p® et p — 1 sont premiers entre
eux. On en déduit en particulier :

Gal(N(€)/k) ~ Gal(N/k) x Gal(k(€)/k).

Les extensions L/Q et Q(§)/Q sont elles aussi linéairement disjointes, car L N Q(&) C
LNk =ket kNQ() =Q.

On a les isomorphismes de restriction :

1

Gal(N(§)/N) = Gal(L(§)/L) = Gal(k(§)/k) = S,
Gal(N(€)/k(€)) ~ Gal(N/k) = T.

Dans la suite, pour simplifier les notations, nous noterons de la méme facon, quand
il n’y a aucune confusion possible, un élément de Gal(N(&)/k) et sa restriction a une
sous-extension de N(§)/k.

Soit a une base du k[I']-module N. Pour tout idéal premier p de O, soit ¢, une base
du Oy p[I']-module Oy ,. Soient b et b, des bases respectives du E[(n, 7)]-module N et
du Og p[(n, 7)]-module Op .



Soit Sy un systéeme de représentants des classes d’équivalence des éléments de
Gal(Q/k) modulo Gal(Q/E). Comme E/k et k(¢)/k sont linéairement disjointes, on
peut choisir un prolongement 7 de v a Q vérifiant 7(¢) = &. Il est clair qu’on peut
supposer So = {7,0 <i < (p—1)} (Gal(E/k) est engendré par la restriction de v a E).

Puisque 9, est trivial sur (7), il permet de définir un caractére ¢; de Gal(M/E) =
(M) = (n,7)/(T) =~ C; en fait on a

1(nlar) = ¥1(n) =&

Une démonstration similaire & celle de la proposition 4.1 dans [5, pp. 22-23] et la
proposition 2.1 dans [14, p. 1824] nous donne :

Proposition 2.1. Sous les hypothéses et notations ci-dessus, un représentant de la classe
de M @0, 1) On dans Cl(M) est I’élément f de Homg, (Rr, J(k)) défini par :

f(xo0,0) = (1),
(Trn, /i, (p), Xi) K /&
(Try/x(a), Xi) ik

_ e(Ep/kp)p_lpi <Ter/Mp(bP)7%>M/E
fon = ( cm L ( (Tra/ar(0), 91)a/5 ))p

ou e(E/k)? est le discriminant d’une base du k-espace vectoriel E et e(Ey/ky)?Oy.p est

le discriminant de E, [k, .

f(Xi)(

) , pour tout 1,0 <1 < p,
p

=0

Comme Q(&) est linéairement disjoint de k sur Q, il est immédiat qu’on peut choisir
les représentants suivants pour les classes de conjugaison sur k des caracteres absolument
irréductibles de H :

X0,0: Xi» 0 <1 <p.
La décomposition de Wedderburn de ’algébre semi-simple k[H] en un produit d’al-
gebres simples est la suivante :
P P
K[H] ~ (k(xo0) x [ #(5)) = k x [ k(€)
i=0 i=0

Soit M(H) le Op-ordre maximal dans k[H|. Comme H est abélien :
P
CUM(H)) ~ CI(k) x [] Cl(k(€)),
i=0

et donc

10



CI°(M(H)) ~ H Cl(k(&)).

Soit R(M(H)) I'ensemble des classes réalisables par les anneaux d’entiers des exten-
sions galoisiennes et modérées de k, dont le groupe de Galois est isomorphe a H. D’apres
[13], R(M(H)) est un sous-groupe de CI°(M(H)) qu’on peut décrire par une correspon-
dance de Stickelberger; on I'identifiera souvent avec un sous-groupe de f:o Cl(k(E)).

Pour toute la suite de I’article, on désigne par x le caractére de C' = (o) défini par
x(o) =&

Puisque k/Q (resp. E/Q) et Q(£)/Q sont linéairement disjointes, les caracteéres abso-
lument irréductibles de C' donnent deux classes de conjugaison sur k (resp. E) ; pour ces
derniéres on choisit comme représentants le caractere trivial de C' et x.

Les décompositions de Wedderburn des algébres semi-simples k[C] et E[C] en un
produit d’algebres simples sont donc :

E[C] ~ k x k(€), E[C] ~ E x E(€).

Soit M(C') (resp. Mg(C)) le O (resp. Og)-ordre maximal dans k[C] (resp. E[C]).
Puisque C est abélien,

Cl(M(C)) =~ Cl(k) x CI(k()), CIME(C)) ~ CI(E) x CI(E(E)).
Par conséquent :
ClP(M(C)) = CI(k(E)), CI°(ME(C)) = CI(E(E)).

Soit R(M(C)) (resp. R(MEg(C))) 'ensemble des classes réalisables par les anneaux
d’entiers des extensions galoisiennes et modérées de k (resp. F), dont le groupe de Ga-
lois est isomorphe & C'. En identifiant CI°(M(C)) (resp. CI°(Mg(C))) et Cl(k(E)) (resp.
CI(E(&))) sous les isomorphismes précédents, le théoréme 2.4 de [15] nous donne (atten-
tion : R(M(C)) est noté R(Ox[C]) dans [15]) :

R(M(C)) = SCI(K(€)), R(ME(C)) = SCI(E()).

L’extension K/k (de groupe de Galois H) admet p+1 sous-extensions K;/Q, 0 < i < p.

Posons Ky = F, K, = F. Pour tout 4, 1 <7 <p — 1, K; désigne le sous-corps de K
fixe par le sous-groupe (7% v)|x) de Gal(K/Q), ol i* est un représentant de I'inverse
de i modulo p. Signalons que K est fixe par (7|x) et K, est fixe par (v|k).

Soit k&’ un corps de nombres. Si I est un idéal fractionnaire de k', on désigne par cl(I)
sa classe dans CI(k’) le groupe de classes de k'

Proposition 2.2. Soient ¢;, —1 < i < p+ 1, les composantes de [M ®o,r) On] dans
Cl(k) x (TTh—o CUK(E))) x Cl(k(&)(~ CUM)). Sous les notations précédentes on a :
(i) c—1 est la classe triviale dans Cl(k).

11



(ii) (co,c1, ..., ¢p) est la classe de [M(H) ®o, ) Ok] dans [[i_, Cl(k(E)) et pour tout i,
0<i<p, ¢ =[M(C)®o,c) Ok,] dans SCI(K(E)).
(ii) cpt1 = dr(e)/k(cli(Or)) NE @) /1(e) (ME(C) ®010) Oml) dans CI(k(E)).

Démonstration. (i) C’est évident.

(7i) Il est clair que I'élément f; de Homq, (R, J(k)), qui au caractére trivial associe 1,
et a X3, 0 < i < passocie fi1(Xi) = f(xi) est un représentant de [M(H) ®op, ) Ox| dans
la Hom-description de CI(M(H)). On en déduit que les composantes de [M ®¢, 1) On]
dans [TV Cl(k()) sont égales a celles de [M(H) ®o,m] O] dans []¢_, Cl(k(£)).

Les caracteres Xo, Xp, Xi, 1 < ¢ < p—1, sont respectivement triviaux sur (7|x), (V|

)

K)
(17" v)| k). Tls permettent donc de définir des caractéres (non triviaux d’ordre p) Xo, Xp,
Xi sur Gal(Ko/k) = (v|k,) ~ C, Gal(K,/k) = (1|k,) ~ C, Gal(K;/k) = (v|k,) ~ C,
respectivement.
Explicitement, si pour chaque i, 0 < 7 < p, on note g; le générateur ci-dessus de
Gal(K;/k), et m; Uisomorphisme Gal(K;/k) ~ C, on a :

Xi(gi) =¢, mi(g) =o.

D’ou pour tout 7, 0 < i < p,

Xi = X © Tj.

Pour tout ¢, 0 < i < p, on a les égalités suivantes (elles découlent de la définition des
résolvantes de Frohlich—-Lagrange) :

(Trn, /i, (), Xa) ke /i = (Trn, /(i) (), Xa) K, ks
(Trny (@), Xi) ke = (Trn/k, (@), Xa) i, k-

Par conséquent, pour tout i, 0 <1i < p,

(X)) = (<Ter/(Ki)p(ap)7)?>Ki/k/<TrN/Ki(a‘)7E>Ki/k:)p

= ((Trn, jcx), (@p)y X 0 Ti) i, s/ (Trny i, (@), X © 7Ti>Ki/k)p )

ou Try, /(x,), (ap) et Try,k, (a) sont des bases respectives du Oy, »[C]-module Of, , et
du k[C]-module Kj.

Il est maintenant clair que, pour chaque i, 0 < ¢ < p, I'élément f; de
Homg, (Rc, J(k)), qui au caractere trivial associe 1, et & x associe fi1(x) = fi1(Xi)
est un représentant de [M(C) ®o, (0] Ok,] (= [M(C) ®o,c] Ok,,x;]) dans la Hom-
description de CI(M(C')). On en déduit que ¢; = [M(C) ®¢, (] Ok,] dans CI(k()).

(ii1) La preuve cousiste en la détermination de la classe du contenu de l'idéle suivant,
lequel est défini dans la proposition 2.1 :

12



_ e(Ep/k’p)p_lpi <Ter/Mp(bp)7qE>M/E
o= ( e(E/k) 1} ( (Trnyne(0), 61) s ))p

Soit m,11 l'isomoprphisme de Gal(M/E) = (n|a) dans C défini par mp1(n|a) = 0.
Comme 1 (n|pr) = &, on a

B1 = x0T

Comme ci-dessus & la fin de (i), la classe dans CI(E(§)) du contenu de I'idéle

((Trn, a1, (bp), 01 = x © Tpi1)naye/ (T (b), 91 = x © 7Tp+1>M/E)p

est la classe [Mg(C) ®o,(c] Om] (= [ME(C) ®04(c] OM,x,y,]) dans CI(E(E)).
Puisque Gal(E(§)/k(§)) = (P|p()), on a :

[17'(IME(C) @011 Onl) = Niey o) (ME(C) @0z (c) Ont))-
1=0

Soit I I'idéal fractionnaire de k qui est le contenu de l'idele (e((k1)p/kp)/e(k1/k))p-
Un raisonnement similaire & celui de la fin de la preuve de la proposition 4.2(%%) dans [5,
p. 24] nous donne : cl(I) = clx(Og). Ceci permet d’achever la démonstration de (7). O

Soient &’ un corps de nombres et I un idéal fractionnaire de k’. Il est clair qu’on peut
écrire de facon unique

p—1
1=J 17
i=1

ou Jy est un idéal fractionnaire de k', et les J;, 1 < i < (p — 1), sont des idéaux entiers
de Oy, sans facteur carré et premiers entre eux deux a deux. Dans la suite de ’article,
I'expression « décomposition de fagon unique » signifie cette écriture.

Proposition 2.3. Sous les hypothéses et notations de la proposition 2.2, avec le rappel
co = [M(C) ®0, (01 OF] et ¢, = IM(C) ®p, 01 OF], on a :

(1) Clk(OE) = Nk(g)/k(co)'

(2) Si E/k et F/k sont arithmétiquement disjointes, alors pour tout i, 1 <i<p-—1,

¢ = cosi(cp).

Démonstration. Dans la démonstration de la proposition 2.2 on a défini ¥; pour tout i,
0<i<p(i= Infgal(Ki/k) (X:)). Pour simplifier les notations, posons

Xi = @i
13



de sorte que

$i = X O Ty-

Comme cg = [M(C)®0,[c] O], et en raisonnant comme dans le début de la partie (1)
de la preuve du théoréme 1.1 dans [5, p. 25] (on utilise le caractére de la représentation
réguliere de C') on obtient :

cli(Og) = Nipo)k(c0) 7 = Nie k(o).

Nous adaptons maintenant la démonstration de [15, Lemmes 3.1 et 3.2] & notre situa-
tion tout en précisant quelques détails pour la convenance du lecteur.

Soient ap et ap des bases normales respectives de E/k et F/k. De E/k et F/k
linéairement disjointes on déduit sans peine : pour tout 7, 1 < i <p—1,

(Tric/r(apar), 0i) k. /x = (@B, Po) E/k{ar, P0) F/k-

Il est immédiat que apar est une base normale de K/k, et donc Trg /k, (agar), qu'on
note ag,, en est une de K;/k pour chaque i, 1 <i <p— 1.

Puisque Gal(E/k), Gal(F/k) et Gal(K;/k) sont isomorphes a C et les extensions
k/Q et Q(£)/Q sont linéairement disjointes, le théoreme 2.2 (1) de [15] nous donne les
décompositions de fagcon unique suivantes :

(ap, 90)p /4 Ore) = (1(0))"0J (¢0),
<aF7 <Pp>€:/k0k(§) = (I((pp))pGJ(gpp),

(arcs 0i), kOrie) = (1(:))"0.J (i), pour tout 4,1 <i<p-—1.

ou I(pg), I(pp) et I(p;) sont des idéaux fractionnaires de k(§), et les s;(J(wo)) (resp.
55(J(p)), resp. s5(J(@i))), 1 < j < (p—1), sont des idéaux entiers de Oy ¢), sans facteur
carré et premiers entre eux deux a deux.

Un calcul simple donne : s;({ar, ©p)r/x) = <ClF,(,0§)>F/k, d’ou

(ar, 0k Onee) = (5i(1(p)))P05i(J ().
Par conséquent
(axc,, 9iVi, ;s Oce) = ((00)si(1(10p))P0 (T (00)s5i(I (9p)))-

Notons Jy le PGCD de J(go) et s;(J(¢p))-
Soient

J1 = J(0)si(J(ep) Iy 2 s2(Jo)
14



et 01 élément de Stickelberger (voir Proposition 2.7)
1
91 =—(2— S92 0.
pl )
On a

0(J(00)si(J(pp))) = (61J0)P0.J1.

On en déduit la décomposition de facon unique :

(ax,, 01k, ;Ore) = (I(0)si(1(0p))01J0) 0.]1.

Comme pour tout 4, 0 <4 < p, ¢; = x om;, le théoreme 2.3 (1) de [15] nous donne :
co = cl(I(p0)) ™" ep = cl(I(pp)) ™Y ¢ = cl(I(po)si(I(pp))0r o) 1,1 <i <p—1
Par conséquent, pour tout i, 1 <i <p—1,
ci = cosilep)cl(01Jo) .

Supposons maintenant E/k et F/k arithmétiquement disjointes. D’apres le théo-
réme 2.2 (2) de [15] (ou par le rappel sur le discriminant d’une extension de Kummer de
degré p fait a la fin du présent pargraphe), Jo = Oy (¢). Donc ¢; = cosi(cp). O

Soit a € k(£) tel que a n’est pas une puissance p-iéme dans k(). On considére
’extension de Kummer E' = k(¢)(a)/k(£), ot a est un élément de k& (une cloture
algébrique de k) vérifiant o? = a.

Proposition 2.4. L’extension E'/k est galoisienne abélienne si, et seulement si, il existe
a € k(&)™ tel que L = k(&)((0a')'/P).

Démonstration. La proposition découle de [2, Proposition 2.3]. O

Supposons E’/k galoisienne abélienne. Comme elle est de degré p(p — 1) elle admet
une sous-extension E” /k cyclique de degré p. Puisque p et p— 1 sont premiers entre eux,
les extensions E”/k et k(€)/k sont linéairement dijointes. On en déduit que E' = E”(§)
et Gal(E"/k) ~Z/pZ xZ/(p—1)Z ~ Z/p(p — 1)Z. Donc E’/k est cyclique et E” /k est
unique.

Identifions C' avec Gal(E'/k(£)) en faisant agir o sur E’ de sorte que o(a) = {a.
Puisque Gal(E’/k(€)) est isomorphe (par restriction) & Gal(E”/k), on identifie aussi C
et Gal(E"/k).

Proposition 2.5. Supposons E'/k abélienne et posons o/ = (1/p)Trg  gr(c). Alors
<O/aX>E”/k = Q.
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Démonstration. Nous identifions S et Gal(E’/E") grace a l'isomorphisme de restriction

Gal(E'/E") ~ Gal(k(§)/k). On a

(@ X = (1) 3 T (o (@)x(0™) = (Up) 3 Trpmo(€ia)é™
i=0 =0
= (1/p) YD (€U Vsi() = (1/p) D (36070 ) 55().
i=0 j=1 j=1 =0

Sij # 1, alors Zf;ol ¢=1) = 0; sinon Zf:_ol €G- = p. D’ou la proposition. O

Nous finissons ce paragraphe par rappeler des résultats bien connus qui seront utiles
pour la démonstration de notre théoreme 1.1.

Maintenant E’/k n’est pas nécessairement galoisienne (on revient a la situation gé-
nérale).

On note p un générateur du groupe Gal(E’/k(§)). L’anneau de groupe Z[{p)] agit sur
(E')* d’une fagon naturelle.

On choisit la notation exponentielle pour cette action :

Ve (E Zazp e Z[(p)], =" = Hp

On pose
p—1 p—1
N=> o, 0=> ip
i=0 i=0

La proposition suivante (voir [8, Théorémes 4 et 6, et la remarque suivant Théoreme 6],
u [2, Théoréme 2.5]) donne un critére de plongement de I'extension E’/k(¢) dans une
extension N'/k(§) galoisienne, non abélienne et de degré p.

Proposition 2.6. Sous les notations précédentes, on a :
(1) Pour que E'/k(&) soit plongeable dans une extension galoisienne N'/k(§) d groupe
de Galois T' d’exposant p, il faut et il suffit qu’il existe e € (E')* et k € k(§)* tels que
les classes de b= e~ et ¢ = kel dans (E")*/(E")*P soient non triviales et engendrent
deuz sous-groupes distincts de (E')* /(E")*P.
(2) Pour que E'/k(&) soit plongeable dans une extension galoisienne N'/k(€) a groupe de
Galois T d’exposant p?, il faut et il suffit qu’il existe e € (E')* et k € k(€)™ tels que les
classes de b = e~ et ¢ = rae? dans (E")*/(E")*P soient non triviales et engendrent
deuz: sous-groupes distincts de (E')* /(E")*P.

Dans les assertions (1) et (2), lorsque le plongement est possible, on peut choisir
N’ = E'(b/P c\/P),
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Remarque. (Voir [8, Théoréme 6].) Sous les notations de la proposition précédente, sup-
posons que le plongement soit possible. Soit Gal(N'/k(§)) = (n, 7, v | nP = 7P =

Ly=t = p). Alors, en remplagant éventuellement e

1, vP=ni nr=1n, nv=vn, TUT"
par £%e pour un certain entier u, on peut supposer que action de Gal(N'/k(£)) sur N’

est déterminée par :

| all/p | pl/p | cl/p

n al/p bl/p gcl/p
T al/p Ebl/p Cl/P
v|&al/P| bt/P | pl/Pcl/Pe

Proposition 2.7. Soit S’ l’idéal de Z[S] engendré par les éléments de la forme ¢ — s., oi
c € Z est premier avec p, c=c modp et 1 <c<p-—1. Alors S = %98’.

Démonstration. Voir [21, Lemme 6.9, p. 93]. O

Soit K'/k’ une extension finie de corps de nombres. On désigne par A(K’/k’) son
discriminant et rappelons que clg/ (Ok-) est sa classe de Steinitz. Un théoréme d’Artin
(voir [1]) nous dit que

cly (Oxr) = el (A(K'/E) d)/?),

o d est le discriminant d’une base du k’-espace vectoriel K'; de plus, si K'/k’ est
galoisienne de degré impair, alors cly (Ox) = cl(A(K'/K')Y/?).

Enfin, soient &’ un corps de nombres contenant ¢ et &’ (a'/?) /k’ une extension cyclique
(de Kummer) de degré p.

Ecrivons de facon unique

p—1
aOw = J¢ [ Ji-
i=1

D’apres la théorie de Kummer (voir [12, §39])

p—1
AW (@) /1) = (1 T] 57

i=1

ou J est un idéal entier de O dont les diviseurs premiers divisent pOy:.

On rappelle que mod™ est la notation usuelle de la congruence dans la théorie du corps
de classes. L'extension k' (a'/?)/k’ est modérément ramifiée si, et seulement si, il existe
b € Oy tel que

bPa=1mod" (1 —&)POys;

cette condition est équivalente a J = Oy et Hf:_ll J; est premier a pOy:.
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3. Démonstration des principaux résultats

Cette section est consacrée a la démonstration du théoreme 1.1; dans cette derniere
se trouve celle de la proposition 1.2.

Démonstration du théoréme 1.1. Nous distinguons deux cas, selon I'exposant de I'. Il est
clair que, par sa définition, A, (resp. A,2) est un sous-groupe de CI°(M).

(1) Dans cette partie on suppose I' d’exposant p.

Soit Y = <co, cos1(¢p),co82(Cp)s - -+, Cosp—1(Cp), Cp, TP D) /i (Nk(g)/k(cocp))) un élé-
ment de A,, ot (co,cp,x) € SCU(k(E))3. Nous démontrons ci-dessous que Y € R(M),
d’ott A, C R(M). La démonstration se fera en quatre étapes.

Etape 1. Considérons cy. Dans cette étape on construit une extension modérée Fi [k
de groupe de Galois C, avec [M(C) ®0,(c] Or,| = co, et on calcule son discriminant.

D’aprés [15, Théoréme 2.4] (Rappel : attention : R(M(C)) est noté R(O[C]) dans
[15]), o est réalisable par une extension galoisienne modérée de degré p ; nous reprenons,
d’une facon légérement différente, la seconde partie de la preuve de ce théoréeme [15, (2),
p. 195] pour ajouter des précisions et construire une telle extension de fagon convenable
pour notre démonstration.

D’aprées la proposition 2.7, il existe un entier j, des idéaux fractionnaires I; de k(£), 1 <
i < j, qu'on peut choisir premiers avec pOy¢) par le théoreme de densité de Chebotarev,
et des éléments s}, 1 <7 < j, de &’ tels que :

J
co = dl( H 1/p)s;01;).
i=1

s'1;. Alors :

=11

Posons I = [[7_,(1/p)s,01; et J = [T/
P =0J, c¢o=-cd(I).

Soit le cycle C = (1 — f)pz Og(¢) ; remarquons que, dans cette premiere partie, le cycle
(1 = €)POyp(¢) nous suffit, mais nous aurons besoin de C pour la seconde partie. Soit
Cl(k(§),C) le groupe de classes de rayon de k(§) modulo C. On a J est premier avec C,
en effet : d’une part pour tout ', 1 <’ <p—1, et tout i, 1 <i < j, s (I;) est premier
avec 8y (pOp(ey) = pOpe); d’autre part, comme pOyey = (1 — §)p_10k(§), les idéaux
premiers de Oy ¢) divisant toute puissance non triviale de (1 — &)Ope) sont exactement
ceux divisant pOy,(¢). Par le théoreme de densité de Chebotarev dans CI(k(€),C), il existe
un idéal premier p de Oy e), avec p N Oy, totalement décomposé dans k(&)/k et tel que
c(p) = cl(J) dans CI(k(&),C). Il s’ensuit qu'il existe o’ € k(&) satisfaisant :

p=dJ, da=1mod" (1- f)szk(O

Posons
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Alors
aOk(g) = (I_l)pé‘p.

L’élément a n’est pas une puissance p-ieme dans k(§), car par exemple vp(a) =
1 mod p, ou vy est la valuation p-adique.
Soit a un élément de k vérifiant

Posons

Alors E7/k(€) est une extension cyclique (de Kummer) de degré p. Elle est modérée, car
fa’ =1 mod™ (1 — §)p20k(5) ; donc E1/k est modérée car k(§)/k Vest. L'extension Ej/k
est galoisienne abélienne par la proposition 2.4, car a = 6a’; elle admet une (unique)
sous-extension E7/k galoisienne, de degré p; c’est clair que Ey/k est modérée et E] =

Eq(§).

On a Gal(E}/k(£)) ~ C. Nous identifions C avec Gal(F1(€)/k(€)) en faisant agir o sur
E1 (&) de sorte que o(a) = Ea. Puisque Gal(E1(§)/k(€)) est isomorphe (par restriction) &
Gal(Ey /k), on identifie aussi C et Gal(E1/k), ot un caractére ¢ de Gal(F1/k), défini
par

po(o) =¢.
Notons qu’en fait, si 'on note my I'isomorphisme Gal(E;/k) ~ C ci-dessus, alors
®o = X © To.
Posons o' = (1/p) Trg, (¢y/E, (). Alors (', o) g, /1 = a par la proposition 2.5. Donc
(@', 00), 1 Okie) = (I71)P0p.
Il est immédiat que pour tout x € F1,
o((x, 500>E1/k) = SOO(U)<$7%00>E1/IC-

On en déduit que si ag est une base normale de F;/k, alors il existe A € k(£) tel que

(a0, 00) B, /k = M, 00) B, /i Par conséquent

<a0, <p0>%‘1/k01€(§) = ()J‘l)”ep.
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D’apres [15, Théoreme 2.3 (1)]
[M(C) ®0,ic) O, (= [M(C) ®0,(c) OBy m)) = (A7) ! = co.
Notons pg, =p N O. On a
A(Br/k) =Pl
En effet : Par la rappel sur la théorie de Kummer (voir fin §2)
p—1
p—1
A /k©) = (s )p) -
i=1
Les extensions Ey/k et k(€)/k étant arithmétiquement disjointes et E] = E1k(§), on a

A(EL/E(€)) = A(E1/F)Oke)-

Des deux égalités précédentes on déduit

Niey/i(AEL/K(€)) = V" = AB /R,

ce qui donne A(E, /k) = p%:l. Ceci termine ’étape 1.

Etape 2. Considérons maintenant c,. Dans cette étape on construit une exten-
sion modérée Fy/k de groupe de Galois C, arithmétiquement disjointe de Ey/k, avec
[M(C) ®0,(c] Or,] = ¢p et Fi(€) = k(€)(bY/P), ou b= e~ pour un certain e € Ey(€)
(voir la définition de N ci-dessous; la forme de b est motivée par lutilisation des condi-
tions de plongement de la proposition 2.6 dans Uétape 3).

L’extension Ej/k(§) est totalement ramifiée en p. Par suite

N k(o) (CUER)) = CI(K(S)),
par [21, Théoreme 10.1, p. 400]. On en déduit que
N k(o) (SCUEY)) = S CI(k(E))-
Soit ¢, € SCI(EY) satisfaisant
Nig /k(e)(¢) = ¢p-
Considérons c;. Comme pour ¢y, il existe un entier j/, des idéaux fractionnaires I de

E1(€), 1 <1 <3, qu'on peut choisir premiers avec pOg, (¢), et des éléments s, 1 < i < 5/,
de &' tels que :
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¢, = cl(ﬁ(l/p)sé@]{).

=1

Posons I’ = Hz;l(l/p)sgﬂlg et J = z,:l s.1;. Alors :

K2

I'r=0J', ¢, =d(I).

Considérons le cycle ¢’ = (1 — f)pQOEl(g) (ici nous faisons la méme remarque que
pour le cycle C : (1 — §)POg, () suffit) et CI(E1(£),C’) le groupe de classes de rayon de
E1(§) modulo C". Comme pour ¢y, il existe un idéal premier q de Og, (¢), avec q N Oy,
totalement décomposé dans F1(§)/k, qu’on peut supposer en plus premier avec tous les
5i(POE, (¢)), si parcourant S, et tel que cl(q) = cl(J') dans CI(E1(£),C"). Il s’ensuit qu’il
existe § € F; () satisfaisant :

=87, B =1mod* (1-£" Og, .

Posons

Alors

BOg, &) = (I' ~")Pbq.

Nous désignons par p le générateur de Gal(F1(£)/k(£)) qui est I'image de o sous
Pidentification C' = Gal(E1(§)/k(€)), autrement dit

pla) = &a,
et soit
p—1
N=> o
=0
Posons
e=0"1(=0(8"7Y), b=eT(=0(8))
On a
b= Ng,(¢)/r(e)(B)-
Soit
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q1 = Oke)Nq.

I1 est immédiat que la décomposition de facon unique de bOy ) est

bOw(e) = (N (&) /nie)(I' 1)) 0an,

car 1 N Oy, est totalement décomposé dans k(€)/k (puisque q N Oy Vest dans Eq(§)/k).
De vq, (b) = 1 mod p découle que b n’est pas une puissance p-ieme dans k(§). Soit o
un élément de de k vérifiant

Posons

b=0(8"), et 0(8'™) =1 mod* (1—&)F Og, (o).

Comme pour Ef/k, F|/k est galoisienne abélienne et modérée, de degré p(p — 1), elle
admet une (unique) sous-extension F}/k galoisienne modérée, de degré p; c’est clair que
F| = F1(¢). Nous identifions C avec Gal(F1(€)/k(€)) en faisant agir o sur F;(§) de sorte
que o(a) = o et on définit un caractére ¢, de Gal(F1/k) par ¢,(0) = €. En fait, si 7,
est 'isomorphisme Gal(Fy/k) ~ C, alors ¢, = x o m,. On obtient

-1

IM(C) @0, (01 Or](= IM(C) oyic1 Or m,)) = A Npyeymeo (') =

et si I'on note qp, = q1 N O, sachant que qp, est totalement décomposé dans k(&)/k,
alors

A(Fy k) = qﬁ{l.

Signalons que E;/k et Fy/k sont arithmétiquement disjointes, car qr, # pg, par le
choix de q (premier avec tous les s;(pOp, (¢)), s; parcourant S). Ceci termine I'étape 2.

Etape 3. Considérons maintenant xz. On rappelle que x apparait dans 1'égalité
Y = (co, cos1(¢p), co82(Cp)s - - -5 Cosp—1(cp), Cp, TP () /i (Nk(g)/k(cocp))> (ou (co, ¢p, ) €
SCI(k(€))?).

Dans cette étape on construit un élément ¢ € E1(§) de sorte que les classes de b et ¢
n’engendrent pas le méme sous-groupe de F1(&)* /E1(§)*P, ce qui permet, grace a la pro-
position 2.6, de plonger E1(€)/k(&) dans une extension N|/k(€) (N} = Ey(€)(bY/P,c'/P))
a groupe de Galois isomorphe & T'. Puis on prouve que Np contient une extension Ny /k
galoisienne modérée de groupe de Galois I', avec Fy C Ny et F; C Nj.
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Définissons d € SCI(k(§)) par

— J-p—1
x=dcy 7,

ou ¢, apparait dans Y ci-dessus. (Ce choix de décomposition de z est motivée par le
calcul de xp41 dans la fin de Pétape 4; x,41 est défini au début de I’étape 4.)

Puisque d € SCI(k()), comme pour cq et ¢, il existe un idéal premier v de Oy ), tel
que tOg, (¢) est premier & tous les conjugués de q sous Gal(E1(€)/k), avec tN Oy, totale-
ment décomposé dans E;(§)/k (v peut étre choisi totalement décomposé dans E(£)/k(&)
car Ng, (¢)/k(e) (CU(E1(E))) = Cl(k(£))), et il existe un idéal fractionnaire 1" de k() et
des éléments «, k' de k(&) satisfaisant :

KOk = (I" ~")Por, c(I")=d, k=0, k' =1 mod* (1— f)szk(g).

Soit

Posons

Dans un premier temps, nous déterminons la décomposition de fagon unique de bOp, (¢)

et celle de C_IOEl(g) = :‘ie_éOEl(g)'
On a

b0, (e) = B Op,¢) = (NI ~1) N0,
d’ou la décomposition de fagon unique de bOpg, (¢) :

p—1p—1
bOg, ey = (NI P T [ (si ")) (a)"-

i=1 j=0

On a
e“’OEl(E) = ﬂQOEl(g) = (é[l_l)péeq.

Pour tout 7 € Z on note i I'entier vérifiant : 4 = ¢ mod p et 0 < i < p— 1. Alors
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=1 j=1
p=lp—l ) o phtrl ) g
= (ITIT G )@@=/ ) T T s o) (@)
i=1 j=1 i=1 j=1

Par conséquent la décomposition de fagon unique de ¢ 'Op, (¢) est

p—1p—1

A . L P

c_lOEl(g) = (IH_IOEl(g)QII_l H H(S:lpj)(q)(lj_l_ﬂ)/P>

i=1 j=1

p—1p—1

x 00g, ) [T [TG 0 (@),
i=1 j=1
De vq(b) = 1 mod p et v,q)(c) = —1 mod p découle que b et ¢ ne sont pas des

puissances p-ieme dans F(¢), autrement dit : les classes b et & dans E;(€)* /E;(€)*P ne
sont pas triviales.

On a vq(c™!) =0 mod p, d’ott v4(c) = 0 mod p. Comme v4(b) = 1 mod p, on a pour
tout 7,1 <i <p—1, v4 (bc=%) = 1 mod p. Par suite les classes b et & n’engendrent pas le
méme sous-groupe de E(£)*/E1(&)*P.

D’aprés la proposition 2.6, Eq1(£)/k(€) est plongeable dans une extension N7 /k() a
groupe de Galois isomorphe a I, et on peut prendre

Ni = E((§) (b7, cV/P).

N| = By (&)(bMP, ¢ V/P) = By (€, /P b1/P ¢1/P),

Soit v un élément de k vérifiant

AP =c L.

D’apres la remarque suivant la proposition 2.6, on peut supposer que l'action de
Gal(N7/k(&)) sur N{ est déterminée par :

Considérons ’extension

K{ = E1(§)(0"/7)/ Ev(€).
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Puisque b = §(5' ™), la proposition 2.4 nous dit que K} /E; est abélienne, et comme elle
est cyclique de degré p(p — 1) elle contient une unique sous-extension K3 /F; de degré p;
c’est clair que K| = K;(§). Mais la composée E1 F} est contenue dans K. Il est immédiat
que le degré de E1 Fy/E; est p, par conséquent E1Fy = K.

On a Nj = K1(€)(c"/7)/K1(§) (= K1(§)(c™/7)/K1(€)). Puisque

c= Q(K// —IB/ —é)7

la proposition 2.4 nous dit que Ny/K; est abélienne, et comme ci-dessus elle contient
une unique sous-extension N1/K; de degré p; c’est clair que Ny = Ny(&)
Nous résumons la situation dans le diagramme suivant :
Nj = Kj(c/7)
N =N

1

K| = Ej(b'/7)
K | =K

Maintenant on remplace les diagrammes des pages 185 et 186 de [2] (qui sont les
mémes, puisque lexposant v de T' est p) par le ndtre ci-dessus. Sous nos notations,
d’une fagon tres similaire a ce qu’est écrit dans [2, pp. 185-187] (on s’arréte a la ligne
avant Etape 4), on montre que N;/k est galoisienne modérée ayant un groupe de Galois
isomorphe a I' = Gal(N7/k(€) (isomorphisme de restriction). Ceci termine 1’étape 3.

Etape 4. Posons X = [M ®o,r On,] = (20,21, ..., %p, 2py1) € CI°(M). Dans cette
étape on montre que Y = X, ce qui achéve la démonstration de la partie (1).

Considérons 'extension

M{ = Ei(§)(c™/7)/Er(€) (= E1(§)(c/7)/En(€)).

Puisque
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0(x'87),

la proposition 2.4 nous dit que M/ /E; est abélienne, et comme ci-dessus elle contient une

unique sous-extension M; /FE; de degré p; c’est clair que M| = M (&) et Ny = M1 K.
Nous identifions C avec Gal(M;(§)/E1(€)) en faisant agir o sur M;(€) de sorte que

() = &y, et on définit un caractére 1o de Gal(M;/E) =~ C par 1pg(c) = £. On obtient

p—1p—1

~ . L -1
(M(C) @0y, 10 Onn) = el (I O 01" = T TT (77 (@) 9=/7)
i=1j=1
En fait, si m,11 est lisomorphisme Gal(M;/E,) ~ C, alors 9y = X o Tpt1 et

M(C) ®0p, (c] Onry] = [M(C) @0, (€] Oy ryi]-
Les extensions E1 /k et Fy /k étant arithmétiquement disjointes, puisque [M(C)®o, (¢
Og,] = co et [M(C) ®0,[c] OF,] = ¢p, d’apres les propositions 2.2 et 2.3 on a :

Ty =Co, Tp=Cp, T; =CpS;i(cp), pourtout i,1<i< (p—1),

Tp1 = Ou(e) /i (Ni(e) /6 (c0)) N, (6) k() (M, (C) ®0, (€] Omy])-

Comme Gal(E1(€)/k(§)) = (p > NE1 5)/k(£)(q) = q; (car q; est totalement décomposée

dans E1(€)/k(¢€)), cz(NEl(f /e ) —cpet Cl(I") =dona:
Y g . R
Ne, 66 (M, (C) @0y, 10 Oan]) = dOeyet (T TT (5707 )(an) =277
i=1 j=1
R p—lp—1 o 1
= dpﬂcpcl(H H(Si_l)(ql)(wfw/p)
i=1 j=1
Posons
p—1p—1
HO—ZZ ij —ij)/p)s; ', N = Zsl
=1 5=1

De 5;%((13 —i5)/p) = ((p —1)/2)(i — 1) on déduit facilement que
bo = ((p —1)/2)(0 = N).
Faisons la remarque suivante : 6y est un élément de Stickelberger ; en effet : on vérifie

sans peine que N' = (1/p)(s1 + sp—1)0 € S.
On a donc :

N, (&)/1(6) (M, (C) ®0,, (0] Ony]) = Oepbocl(ar) "
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Maintenant

p—1 N
A~ . . p—1
— ie )i = p2ei=1 b ap(p—1)/2
90p—||p(cp) = cp =ch .
i=1

Il découle de bOy ¢y = (Ng, (¢)/n(e) (I’ ~1)) 0a1 que
Ocl(qy) ™ = ch-
D’ou
Gocl(ql)*l — Cg(pq)/zcl(qu)(pq)/z.
Par la théorie de Kummer (voir le rappel dans §2)

A(FL(E)/k(E) = Nau)' ™.

Puisque F;(€)/k(&) est galoisienne de degré impair, le théoréme d’Artin (voir le rappel
dans §2) nous donne

cloge (Or,(6) = AFL(E)/k(€))?.
Donc
eocl(ql)_l = Cg(p_l)/Q Clok(ﬁ) (OFl(E))'

Les extensions Fy/k et k(£)/k étant arithmétiquement disjointes, on vérifie sans dif-
ficulté en utilisant le théoréme d’Artin que

k(&) (Or(6)) = () /1 (cle(OR))-
Mais
cle(Op,) = Nieyy(cp)?*® = Niey 1 (cp),
par conséquent
Bocl(q1) ™" = EPD 2y oy 11 (Niey i (cp)).-
D’ou
Ny ©)/1(6) [IME,(C) ®0,, 101 Oan]) = A~V b6 1 (Nigey ()

Puisque = = dcg_l, on conclut que
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zpr1 = APV ik (Nigey i (cocp)) = 2P 0n(e) ik (Nice) i (cocp)).
Par conséquent Y = X, ce qui termine la démonstration de la partie (1).

Remarque. L’objet de cette remarque est de montrer la proposition 1.2 lorsque I" est
d’exposant p.

Ecrivons X = [M ®o,r] On,| = (%0, 21,...,2p, Tp;1). En raisonnant comme dans le
début de la partie (1) de la preuve du théoréme 1.1 dans [5, p. 25| (on utilise le caractére
de la représentation réguliere de C') on obtient :

p
el (Ony) = (T N w (@i D=1) x Niey i (pn) O
=0

Comme X = (co,cos1(cp), cos2(cp), .-+, c08p-1(p), Cps TP Ppoey i (Ni(ey i (cocp))), on ob-
tient :

2
Clk(ONl) = Nk(g)/k(COCpx)p .
Par suite

2

R (kT Ap) = Niwe) /e (S CU(K(E)))" -

On a Ny(e)/k(SCUE(E))) = SNi(e)/k(CUE(E))), et six € CI(K(E), alors O Ny ey i(x) =
Niey/x(@)P®P=D/2_On en déduit 1'égalité :

Nie) /e (SCUK(E))) = Niey 1 CUR(E))) P~ D72,

Par conséquent R,,(k,I', A,) est égal au sous-groupe Nk(g)/k(Cl(k(&))pz(p’l)/Q; mais ce
dernier est égal & R,,(k,T") d’aprés [2, Théoréme 1.1 |. On conclut que

Ry (k, T, Ap) = Rn (k. T) = Niey e CU(R(E))P 77D/,

(2) Dans cette partie on suppose I' d’exposant p? et k(¢,2)/k(€) non ramifiée.
Soit Y Iélément de A,> suivant :

Y = (Co, cos1(cp)s -+ -5 cosp—1(cp); cp, P ((5p—1 — 9)00)¢k(§)/k(Nk(g)/k(cocp»)7

ot (co, cp, ) € SCI(k(€))3. Nous démontrons ci-dessous que Y € R(M), d’ott A,z C

Le plan de la démonstration est le suivant : nous procéderons comme dans la partie (1),
mais nous modifierons les éléments b et ¢ de la partie (1) en de nouveaux éléments b’ et ¢’
afin d’obtenir une extension & groupe de Galois I' d’exposant p2. Comme la démarche
est analogue a celle de (1), nous ne donnerons pas tous les détails, mais nous essayerons
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d’en donner suffisamment afin de rendre notre démonstration aussi compréhensible que
possible.

On considére cg. On garde tout ce qui est dit dans le début de la partie (1); on
obtient :

[M(C) @0,1c) Op,] = AN = co, A(E1/k) = ply "

On consideére c¢,. On garde ce qui est dit dans la partie (1) & partir de la considération
de cp, mais on remplace b par £b.
On pose

b = &b

Alors la décomposition de fagon unique de b'Oy e est la méme que celle bOy(¢) :

b'Oie) = (N, o) /(' 1)) 0an,

et
b =€ mod” (1 - €)" Ope);
de plus, puisque 8(671) =€, on a
b =6 ™).
On désigne maintenant par o/ un élément de k satisfaisant
o'P =¥,

et on pose

Comme b’ = 0(¢718'™), F|/k est galoisienne abélienne par la proposition 2.4, elle
admet une (unique) sous-extension Fj/k galoisienne de degré p et c’est clair que F] =
Fi(8).

Montrons que Fy/k est modérée; pour cela il suffit de voir que F{/k(£) est modérée,
car dans ce cas F}/k serait une sous-extension de I’extension modérée Fy/k.

On considere la composée F1k(&,2)/k(§). Les extensions Fy/k(§) et k(&y2)/k(§) sont
linéairement disjointes car q; est ramifié dans F|/k(¢) (par la théorie de Kummer) et
les seuls idéaux qui peuvent se ramifier dans k(&,2)/k(§) sont les idéaux au desus de p
(nous n’avons pas besoin pour l'instant de k(&,2)/k(§,) non ramifiée). On en déduit que
Flk(&p2)/k(&p2) est une extension de Kummer de degré p.
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On a Fik(§,2) = k(&p2)(a’). Comme b = & mod™ (1 — §)p20k(§) et £ est une puis-
sance p-ieme dans k(&p2), k(&p2)(a’)/k(&p2) est modérée (voir rappel fin §2). Supposons
maintenant k(&y2)/k(&,) non ramifié, alors k(&y2)(a’)/k(§) est modérée, en particulier la
sous-extension F]/k(€) Dest.

Comme dans la partie (1), on obtient

-1
IM(C) Bo,101 Or) = el (N, (I'™)) = cp AFLK) = "
Considérons maintenant z. Soit d € SCI(k(€)) satisfaisant
x = dcg_l.

On garde tout ce qu'il y a dans la partie (1), & partir de cette considération et on
s’arréte avant le paragraphe débutant par [D’aprés la proposition 2.6...] ; mais on rem-
place b par b et on ajoute (ajout facile & faire) la condition suivante dans le choix de ¢ :
N (tOg, (¢)) est premier avec N (pOg, (¢)) (rappelons que N = Zf;ll 5i)-

Nous allons maintenant modifier 1’élément ¢ de la partie (1).
Rappelons qu’on a :

AP Opey = aOpe) = (I"YPlp, a=6d.
L’idéal premier p est totalement ramifié dans F1(€)/k(§), donc
POE, () = 7,
ot p est un idéal premier de O, (¢). On en déduit :
aOp,(¢) = IO, ()0p

Par le théoreme de Tchebotarev, et la surjection de la norme de CI(E;(€)) sur Cl(k(£)),
il existe un idéal premier p; de Oy (¢ totalement décomposé dans E1(€)/k(§) avec p1 NOg
totalement décomposé dans k(§)/k et tel que N (p10g, (¢)) est premier avec N (tOpg, (¢)p)
et tous les conjugués de q sous Gal(F1(£)/k), et il existe k" € k() vérifiant :

K'TV=p, K '=1mod* (1- f)p20k(§).
On a
plba) = Op(a) = B(¢a) = B¢0a = £ ba
Donc fa a p conjugués. Par suite

E1(8) = k(§)(0a) = k(€)(9a™") (= (k(E)(a)).
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Posons
d = chr" 0ot
Comme ¢ = 0(x'8'%)~, on a
¢ = e(ﬁﬂalilﬁlé)_l.
On vérifie facilement que b’ et ¢’ vérifient les conditions de I’assertion (2) de la pro-
position 2.6. Donc F1(€)/k(€) est plongeable dans une extension Nj/k(§) & groupe de
Galois isomorphe a I', et on peut prendre

N{ — El(f)(b'l/f’,c’l/”) _ El(f)(b' 1/p7cl—1/p) — El(f,al/p,b’ 1/p7cl—1/p).

Comme dans la partie (1) on obtient le diagramme suivant :

//N{(§p2):Ki(§p2)(cll/p)
Nl

,/Ki(fpz) :Ei(gpz)(bll/p)
Kl

Maintenant on remplace les diagrammes des pages 185 et 186 de [2| par le notre
ci-dessus. Sous nos notations, avec I’hypothese k(&,2)/k(§) non ramifiée, d’une facon
trés similaire & ce qu’est écrit dans les pages [2, pp. 185-187] on montre que N;/k est
galoisienne modérée ayant un groupe de Galois isomorphe & I' = Gal(N7 /k(&)).

Considérons

M{ = E(§)(¢VP) = By (€)(¢ 7).
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Puisque ¢ 7! = H(K”an'ﬁ’é), la proposition 2.4 nous dit que Mji/E; est abélienne, de
plus elle contient une unique sous-extension M;/FE; de degré p modérée; c’est clair que
M] = M(€) et Ny = M K.

Nous allons déterminer la décomposition de fagon unique de ¢ 1Opg, (¢), ot ¢/~ =
c k" fa.

On a
Ii”OéOEl(g) = Ii”I_lOEl(g)@ﬁ = P10E1(5)9ﬁ-
Par suite
9/€”90ZOE1(£) = 9p10E1(5)92ﬁ~

De cette égalité et la décomposition de facon unique de ¢=1O £, (¢) figurant dans la partie
(1) il découle que

p—1p—1

¢ 10p, ) = (I”—lOEl(g)él"l II H(Siflpj)(q)uj—@/p)

i=1 j=1

P

p—1p—1

x 9t0E1(5)<H H(Slej)(q)ﬁ)%loEl(s)@Qﬁ'

i=1 j=1

On a

0% = sp—10 mod pS,

p—1

en effet : écrivons 0 = ) . _; is;+, ol i4* = 1 mod p; d’apres la proposition 2.7, s+0 =

1*0 mod pS et donc

p—1
6? = (Z ii*)0 = (p — 1)0 mod pS
i=1

—0 = 5,10 mod pS.

Par suite :

1
0° = p(5(92 — sp—10)) + sp—10,
ol 1—1)(62 — sp—10) est un élément de Stickelberger. On en déduit que
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p—1p—1

1 o A L i P
¢ 'O0p,() = (5(92 =510 1 O0p, 0 T TT (570 ()9 27)
=1 j=1
p—1p—1
X 0tOp, (¢) ( H H(Sfl )(q)ﬂ>9p10E1(5)5p—1913
i1 j=1

est la décomposition de fagon unique de ¢/ ~'Opg, (©)-
La classe [M(C) ®o,, (c] Om, ] est égale & :

1 - IO s et N |
Cl(]_)(02 - Sp719)pI" 10E1(§)9.[I 1 H H(Sz 1p])(q)(” LJ)/P) )
i=1 j=1
Posons

X = [M®0,r On,] = (%0, 21, . .., Tp, Zpy1) € CI°(M).

Comme Ey/k et Fy/k sont arithmétiquement disjointes, [M(C) ®o, 0] Or,] = co et
[M(C) ®0,(c] O] = ¢p, d’apres les propositions 2.2 et 2.3 on a :

Ty =Co, Tp=Cp, T; =CpSi(cp), pourtout 4,1 <i<(p—1),

Tp+1 = Oue) /i (Ni(e) /6 (c0)) Ny (6)/k(6) (M B, (C) ®0p, (0] Omy])-
Posons
1, -1
2 = d(Neyoo (0 = sp-10)p))
Alors

Tpt1 = 22 Pue) i (Ni(e) /i (cocp))

Dans ce qui suit nous calculons Z.

On a
1, 1,
NE1(€)/7€(€)(§(9 — sp—10)p) = ];(9 — sp-10)p.
Hp = IpaOk(g) = I”Ha’Ok(g),

on déduit

1 P
(92 —sp_10)p = ((9 - Spfl)I]_)(@2 - sp,19)a/0k(§)) :
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Par conséquent
Z = cl((sp—1 — 0)I) = (sp—1 — O)co, car co = cl(I).
D’ou
Tpy1 = (Sp—1 — 0)cor” dr(e) /e (Nie) /1 (cocyp))-
On conclut que Y = X, ce qui termine la démonstration de la partie (2).

Remarque. Dans cette remarque on montre la proposition 1.2 lorsque I est d’exposant p?.
Un calcul analogue a celui de la remarque de la partie (1) nous donne :

2
cli.(On,) = Ni(ey/r(cocp®)” Nigeysr((sp—1 — 0)co)”.
D’ou

cle(On,) = Nigey i (Cocpt)?” Niggey i (co) P —PP=D/2)

(3-p)/2

2
= Ny /nlc cp®)? Nie)i(co)?.

Comme Ny (¢) /(S CUK(E))) = Niey . (CUK(E)))P~D/2 immédiatement on a Ry, (k, T,
Ay2) C Nigeysx(CLK(€)))PP=D/2; pour voir que cette inclusion est en fait une égalité il
suffit de prendre x =1 et ¢, = C((]p—S)/Z
on fait parcourir ¢y dans SCI(k(E)).

Daprés [2, Théoreme 1.1 ], Ry (k,T) = Nyge)n(CL(Kk(€)))P®~V/2. Done Ry, (k,T,
Ap) = Ry (k,T) = Ni(eyn(CI(K(E)))PP=1/2.

, ce qui donne ¢l (On,) = Nig)/k(co)?, ensuite
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