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r é s u m é

Soient k un corps de nombres et Ok son anneau d’entiers. Soit p un nombre premier impair. Soit 
Γ un  groupe non abélien d’ordre p3. Soient M un Ok-ordre maximal dans l’algèbre semi-simple 
k[Γ] contenant Ok[Γ], et Cl(M) le  groupe des classes des M-modules localement libres. On 
définit l’ensemble R(M) des  classes réalisables comme étant l’ensemble des classes c ∈ Cl(M) 
telles qu’il existe une extension N/k modérément ramifiée, à groupe de Galois isomorphe à Γ, 
avec la classe de M ⊗Ok [Γ] ON égale c, où ON est l’anneau des entiers de N . Soit ξ (resp. ξp2 ) une 
racine primitive p-ième (resp. p2-ième) de l’unité. Dans cet article, sous l’hypothèse que k/Q et 
Q(ξ)/Q sont linéairement disjointes et k(ξp2 )/k(ξ) non  ramifiée lorsque Γ est  d’exposant p2, on définit 
un sous-ensemble de Cl(M) par  l’intermédiaire d’un idéal de Stickelberger, et on montre qu’il est 
un sous-groupe de Cl(M) contenu  dans R(M).

a b s t r a c t

Let k be a number field and Ok its ring of integers. Let p be an odd prime number. Let Γ be  a non-
abelian group of order p3. Let M be a maximal Ok-order in the semi-simple algebra k[Γ] containing 
Ok[Γ], and let Cl(M) be its  locally free classgroup. We define the set R(M) of  realizable classes to be 
the set of classes c ∈ Cl(M)  such  that there exists a Galois extension N/k which is tame, with 
Galois group isomorphic to Γ, and for which the class of M ⊗Ok [Γ] ON is equal to c, where ON is the 
ring of integers of N . Let ξ (resp. ξp2 ) be a primitive pth (resp. p2th) root of unity. In the present 
article, under the hypothesis that k/Q and Q(ξ)/Q are linearly disjoint and k(ξp2 )/k(ξ)  is  not 
ramified when Γ has  exponent p2, we define a subset of R(M)  by  means of a Stickelberger ideal, and 
prove that it is a subgroup of Cl(M)  contained  in R(M).
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1. Introduction et énoncé des principaux résultats

Dans tout ce t article, si K est un corps de nombres, OK désigne son anneau d’entiers
et Cl(K) son groupe des classes.

Soient k un corps de nombres et Γ un groupe fini. Soient M un Ok-ordre maximal
dans l’algèbre semi-simple k[Γ] contenant Ok[Γ]. Soit Cl(Ok[Γ]) (resp. Cl(M)) le groupe
des classes des Ok[Γ]-modules (resp. M-modules) localement libres (voir [10, Chap. I]).
Soit M un Ok[Γ]-module localement libre. On peut associer à M une classe, notée [M ],
dans Cl(Ok[Γ]), et par extension des scalaires la classe de M ⊗Ok[Γ] M , notée [M ⊗Ok[Γ]
M ], dans Cl(M). Ceci s’applique à M = ON , où N/k est une extension galoisienne,
modérément ramifiée et à groupe de Galois isomorphe à Γ.

On désigne par R(Ok[Γ]) (resp. R(M)) l’ensemble des classes c de Cl(Ok[Γ]) (resp.
Cl(M)) telles qu’il existe une extension N/k modérément ramifiée, à groupe de Galois 
isomorphe à Γ, avec [ON ] = c (resp. [M ⊗Ok[Γ] ON ] = c). Nous dirons que R(Ok[Γ])
(resp. R(M) ) est l’ensemble des classes galoisiennes réalisables. Le problème des classes 
réalisables d’extensions galoisiennes consiste en l’étude de la structure de ces deux en-
sembles. Signalons que ces derniers sont liés par la relation : Ex(R(Ok[Γ])) = R(M), où
Ex : Cl(Ok[Γ]) → Cl(M) est le morphisme surjectif induit par l’extension des scalaires
de Ok[Γ] à M.

Notons Cl◦(Ok[Γ]) (resp. Cl◦(M)) le noyau du morphisme Cl(Ok[Γ]) → Cl(k) (resp.
Cl(M) → Cl(k)) induit par l’augmentation Ok[Γ] → Ok (resp. M → Ok). Il découle
de TrN/k(ON ) = Ok que R(Ok[Γ]) ⊂ Cl◦(Ok[Γ]) et R(M) ⊂ Cl◦(M), où TrN/k est la
trace dans N/k.

On conjecture (voir par exemple [5]) que R(Ok[Γ]) et R(M) sont des sous-groupes
respectifs de Cl◦(Ok[Γ]) et Cl◦(M) ; signalons que cela est vrai lorsque Γ est abélien
(voir [13]). Cette conjecture (non abélienne) peut être considérée comme un complément 
à celle de Fröhlich sur les anneaux d’entiers de corps de nombres (la conjecture de Fröhlich 
est démontrée dans [20]).

Pour des résultats récents dans la direction de l’étude de la conjecture non abélienne 
sur les classes réalisables voir [3–7,14,19].

Soit p un nombre premier. Le thème du présent article est l’étude de la conjecture 
non abélienne sur les classes réalisables pour les groupes non abéliens d’ordre p3.
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Lorsque Γ est le groupe diédral D4 (resp. quaternionien) d’ordre 8 et k est un corps
de nombres linéairement disjoint de Q(i) sur Q, où i2 = −1, on montre dans [17] (resp. 
[16]) que si le nombre de classes (resp. le nombre de classes au sens restreint) de k est 
impair, alors R(M) = Cl◦(M).

Dans [7] on montre que R(Ok[D4]) = Cl◦(Ok[Γ]) sous l’hypothèse que l’ordre du
groupe de classes de rayon de k modulo 4Ok est impair.

Dans toute la suite : l’entier p est un nombre premier impair, ξ est une racine primitive 
p-ième de l’unité ; C est le groupe cyclique Z/pZ dont on se fixe un générateur σ, et H
est le groupe p-élementaire Z/pZ × Z/pZ dont on se fixe deux générateurs (d’ordre p)
τ0 et ν0 :

C = 〈σ〉, H = 〈τ0, ν0〉.

Pour ne pas alourdir les notations, on identifiera fréquemment des groupes isomorphes 
quand c’est faisable sans ambiguïté, et on indiquera l’isomorphisme si c’est nécessaire. 
Par exemple, si G est un groupe, chaque fois qu’on indique G � C (resp. H), l’isomor-
phisme en question envoie le générateur apparent de G vers σ (resp. les deux générateurs 
apparents de G vers τ0, ν0).

La structure d’un groupe d’ordre p3 est bien connue. On peut la définir par la pré-
sentation suivante :

Γ = 〈η, τ, ν | ηp = τp = 1, νp = ηq, ητ = τη, ην = νη, τντ−1ν−1 = η〉,

où q = 0 ou bien q = 1. Le groupe Γ est donc, à isomorphisme près, l’un des deux groupes 
suivants :

1. Si q = 0, Γ � H � C ; dans ce cas Γ est d’exposant p.
2. Si q �= 0, Γ � (Z/p2Z) � C ; dans ce cas Γ est d’exposant p2.

Le centre Z(Γ) de Γ est 〈η〉 � C (η 	−→ σ), et il est égal au groupe dérivé [Γ : Γ] de Γ.
On a : Γ/Z(Γ) = 〈τZ(Γ), νZ(Γ)〉 � H (τZ(Γ) 	−→ τ0, νZ(Γ) 	−→ ν0) et donc

Γ = {τ rνsηt, 0 ≤ r, s, t ≤ p− 1}.

Le point de départ du présent article était la lecture des articles [2,8] et une tentative 
de la détermination de R(M) lorsque Γ est un groupe non abélien d’ordre p3. Nous
n’avons pas réussi la détermination de R(M) à cause de grandes difficultés provenant 
d’un problème de plongement (voir Proposition 2.6 ci-dessous) en liaison avec la donnée 
d’éléments de l’ensemble R(M(H)) des classes réalisables des extensions modérées à 
groupe de Galois H, où M(H) est le Ok-ordre maximal dans k[H] (on pourrait consulter
Proposition 2.2(ii) ci-dessous pour avoir une idée de tels éléments). Mais sous l’hypothèse 
que k/Q et Q(ξ)/Q sont linéairement disjointes et k(ξp2)/k(ξ) est non ramifiée lorsque Γ
est d’exposant p2, où ξp2 est une racine p2-ième de l’unité, nous avons déterminé à l’aide
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d’un idéal de Stickelberger, pour chaque type de Γ, un sous-groupe de Cl◦(M) contenu 
dans R(M) (voir une démarche analogue dans [14,18]).

Le but de la suite est d’énoncer notre principal résultat.
Les caractères absolument irréductibles de Γ sont (voir [11, Théorème 26.6, p. 302]) :

χu,v, 0 ≤ u ≤ p− 1, 0 ≤ v ≤ p− 1,
φu, 1 ≤ u ≤ p− 1,

où pour pour tout (r, s, t) :

χu,v(τ rνsηt) = ξru+sv

et

φu(τ rνsηt) =
{
pξut si r = s = 0,
0 sinon.

Soit ψu le caractère de 〈η, τ〉 défini par :

ψu(ηt) = ξut, ψu(τ) = 1.

Alors φu (de degré p) est induit par ψu :

φu = IndΓ
〈η,τ〉(ψu).

Notons que les χu,v sont les caractères de degré 1 de Γ (l’abélianisé Γ/[Γ : Γ] =
Γ/Z(Γ) � H). Ils sont triviaux sur Z(Γ) et par conséquent permettent de définir des 
caractères χu,v sur Γ/Z(Γ) (χu,v = Inf Γ

Γ/Z(Γ)(χu,v), où Inf est l’inflation). En identifiant
H et Γ/[Γ : Γ] les χu,v sont les caractères absolument irréductibles de H ; ils sont définis
par

χu,v(τ r0 νs0) = ξru+sv.

De même ψu étant trivial sur 〈τ〉, il permet de définir un caractère ψu de 〈η, τ〉/〈τ〉 � C

(η〈τ〉 	−→ σ) ; on a

ψu(η〈τ〉) = ψu(η) = ξ.

Supposons dorénavant k linéairement disjoint de Q(ξ) sur Q. Alors on peut choisir les 
représentants suivants pour les classes de conjugaison sur k des caractères absolument 
irréductibles de Γ :

χ0,0, χ0,1, χ1,1, χ2,1, . . . , χp−1,1, χ1,0, φ1.

Pour simplifier les notations, posons

χi = χi,1 pour tout i, 0 ≤ i ≤ p− 1, et χp = χ1,0.
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Si χ est un caractère de Γ, k(χ) désigne l’extension de k obtenue par adjonction à k
toutes les valeurs de χ.

Il est immédiat que la décomposition de Wedderburn de l’algèbre semi-simple k[Γ] en 
un produit d’algèbres simples est la suivante (utiliser [9, p. 330 et §74]) :

k[Γ] �
(
k(χ0,0) ×

( p∏
i=0

k(χi)
)
×Mnφ1

(Dφ1)
)
� k ×

( p∏
i=0

k(ξ)
)
×Mnφ1

(Dφ1),

où Dφ1 est un corps gauche de centre k(φ1) = k(ξ), et Mnφ1
(Dφ1) est l’anneau des

matrices carrées d’ordre nφ1 à coefficients dans Dφ1 (nφ1 = φ1(1)/s0, où s0 est l’indice
de Schur relatif à k).

Soit M un Ok-ordre maximal de k[Γ] contenant Ok[Γ]. Comme Γ est d’ordre impair,
les caractères irréductibles de Γ ne sont pas symplectiques. Donc, d’une part k[Γ] vérifie 
la condition d’Eichler. D’autre part, un résultat de Swan nous donne :

Cl(M) � Cl(k) ×
( p∏
i=0

Cl(k(ξ))
)
× Cl(k(ξ)).

D’où :

Cl◦(M) �
p+1∏
i=0

Cl(k(ξ)).

Nous identifierons fréquemment Cl◦(M) avec 
∏p+1

i=0 Cl(k(ξ)) sous l’isomorphisme pré-
cédent.

Soit

S = Gal(k(ξ)/k) = {si | 1 ≤ i ≤ p− 1}, où si(ξ) = ξi.

Soit l’élément de Stickelberger

θ =
p−1∑
i=1

is−1
i ,

et soit l’idéal de Stickelberger

S = 1
p
θZ[S] ∩ Z[S].

L’action naturelle de S sur les idéaux fractionnaires de k(ξ) induit une structure de 
Z[S]-module sur Cl(k(ξ)). On note SCl(k(ξ)) le sous-groupe de Cl(k(ξ)) engendré par 
les éléments de la forme sc, où s ∈ S et c ∈ Cl(k(ξ)).
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Si K ′/k′ est une extension finie de corps de nombres, NK′/k′ désigne la norme dans
K ′/k′, et l’on note φK′/k′ le morphisme de Cl(k′) à valeurs dans Cl(K ′) qui à la classe
d’un idéal fractionnaire I de Ok′ associe la classe de l’idéal étendu IOK′ dans Cl(K ′).

Dans la Section 3, on démontre le théorème suivant :

Théorème 1.1. Soient k un corps de nombres, p un nombre premier impair et ξ (resp. 
ξp2) une racine primitive p-ième (resp. p2-ième) de l’unité. Soit Γ un groupe non abélien
d’ordre p3. Supposons les extensions k/Q et Q(ξ)/Q linéairement disjointes. Identifions
Cl◦(M) et 

∏p+1
i=0 Cl(k(ξ)).

Si l’exposant de Γ est p, soit

Ap =
{(

c0, c0s1(cp), c0s2(cp), . . . , c0sp−1(cp), cp,

xpφk(ξ)/k
(
Nk(ξ)/k(c0cp)

))∣∣∣(c0, cp, x) ∈ SCl(k(ξ))3
}
.

Si l’exposant de Γ est p2, soit

Ap2 =
{(

c0, c0s1(cp), c0s2(cp), . . . , c0sp−1(cp), cp,

xp((sp−1 − θ)c0)φk(ξ)/k
(
Nk(ξ)/k(c0cp)

))∣∣∣(c0, cp, x) ∈ SCl(k(ξ))3
}
.

Si Γ est d’exposant p (resp. d’exposant p2 et k(ξp2)/k(ξ) non ramifiée), alors Ap

(resp. Ap2) est un sous-groupe de Cl◦(M) contenu dans l’ensemble des classes réalisables
R(M).

Remarque. Lorsque Γ est d’exposant p2, l’hypothèse k(ξp2)/k(ξ) non ramifiée provient de
l’utilisation d’une idée de la preuve du [2, Théorème 1.1] dans une partie de la démons-
tration de notre théorème 1.1 (on pourrait voir [2, §4] pour des exemples d’extensions 
k(ξp2)/k(ξ) non ramifiées).

Si K ′/k′ est une extension de corps de nombres de degré s, alors il existe un idéal I
de Ok′ tel que OK′ � Os−1

k′ ⊕ I en tant que Ok′-module. La classe de I dans Cl(k′) est
appelée la classe de Steinitz de K ′/k′ ; on la note clk′(OK′).

Si Γ′ est un groupe fini, on désigne par Rm(k′, Γ′) (m pour modéré) l’ensemble des
classes de Steinitz des extensions galoisiennes modérées de k′, dont le groupe de Galois 
est isomorphe à Γ′.

Notons par Rm(k, Γ, Ap) (resp. Rm(k, Γ, Ap2)) l’ensemble des classes de Steinitz des
extensions N/k modérées à groupe de Galois Γ d’exposant p (resp. p2) et telles que
[M ⊗Ok[Γ] ON ] appartient à Ap (resp. Ap2).
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Nous verrons dans la section 3 au cours de la démonstration du théorème 1.1, sous-
forme de deux remarques, qu’on a la proposition suivante comme application du théo-
rème 1.1 :

Proposition 1.2. Sous les hypothèses du théorème 1.1 et les notations précédentes, si Γ
est d’exposant p, alors

Rm(k,Γ, Ap) = Rm(k,Γ) = Nk(ξ)/k(Cl(k(ξ)))p
2(p−1)/2,

et si Γ est d’exposant p2, alors

Rm(k,Γ, Ap2) = Rm(k,Γ) = Nk(ξ)/k(Cl(k(ξ)))p(p−1)/2.

Remarque. (1) Les deux égalités qui donnent la description explicite de Rm(k, Γ) pour
chaque type de Γ dans la proposition précédente proviennent de [2, Théorème 1.1].

(2) Le fait qu’on peut atteindre Rm(k, Γ) par Ap et Ap2 nous dit que peut-être nous
ne sommes pas très loin de la détermination de R(M).

Nous terminons cette section par une réponse aux critiques constructives du referee.
Le présent article est une suite naturelle de [2] vu le lien étroit—bien connu—entre 

les classes de Steinitz et celles galoisiennes. Son principal intérêt est de constituer une 
première étape pour comprendre le problème des classes galoisiennes réalisables pour les 
p-groupes, p impair. Pour démontrer le principal résultat nous avons utilisé les théories
du corps de classes et de Kummer, et des résultats connus de A. Fröhlich et d’un pro-
blème de plongement ; cette méthode est une variation de celle utilisée dans d’autres
papiers du second auteur, mais ici la résolution du problème de plongement en lien avec
des classes galoisiennes est nettement plus difficile. En ce qui concerne les perspectives :
nous pensons posséder les principaux outils pour espérer dans un futur travail déter-
miner R(M) pour les groupes d’ordre p3 sans aucune hypothèse sur le corps de base.
Sachant que R(M) est une bonne approximation de R(Ok[Γ]) (voir [6,7]), nous espérons
ensuite déterminer ce dernier (à ce moment nous comparerons notre résultat avec celui
de L.R. McCulloh dans le cas non abélien) et généraliser les résultats pour les p-groupes.
Cette généralisation utilisera en partie une adaptation de la méthode de I.R. Shafarevich
concernant la résolution du problème inverse de la théorie de Galois pour les groupes
résolubles, et le théorème de Brauer qui permet d’écrire un caractère irréductible de Γ
comme combinaison linéaire à coefficients dans Z de caractères induits par des caractères
de sous-groupes abéliens de Γ.

2. Préliminaires

Le but de cette section est d’établir ou rappeler quelques propositions en vue de la
démonstration du principal résultat de cet article.
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Soient k′ un corps de nombres quelconque et Γ′ un groupe fini. Supposons qu’aucun 
caractère absolument irréductible de Γ′ ne soit symplectique (notre groupe Γ du §1
vérifie cette condition) ; en particulier k′[Γ′] satisfait la condition d’Eichler. Soit M′ un 
Ok′ -ordre maximal dans k′[Γ′] contenant Ok′ [Γ′]. Ci-dessous, nous rappelons brièvement
la Hom-description de Fröhlich du groupe des classes Cl(M′) et la notion de résolvante 
de Fröhlich–Lagrange (voir [10]).

On désigne par RΓ′ le groupe des caractères virtuels de Γ′. Soient k′ une clôture
algébrique de k′, k′× = k′ \ {0}, Ωk′ = Gal(k′/k′), J(k′) le groupe des idèles de k′, et
U(k′) le sous-groupe des idèles unités de J(k′). Alors

Cl(M′) � HomΩk′ (RΓ′ , J(k′))
HomΩk′ (RΓ′ , k′×)HomΩk′ (RΓ′ , U(k′))

.

Soit N ′/k′ une extension galoisienne à groupe de Galois isomorphe à Γ′. Soit π un 
isomorphisme défini sur Gal(N ′/k′) et à valeurs dans Γ′. Pour tout γ ∈ Γ, nous noterons 
π−1(γ) ∈ Gal(N ′/k′) simplement par γ.

A l’aide de π, on munit ON ′ d’une structure de Ok′ [Γ′]-module défini par : pour tout
x ∈ N ′ et tout γ ∈ Γ′, γx = γ(x). On désigne par ON ′,π, ou simplement ON ′ si aucune
ambiguïté n’est possible, le Ok′ [Γ′]-module ainsi défini.

Tout caractère χ′ de Γ′ induit un caractère χ′ ◦ π de Gal(N ′/k′) que l’on notera 
aussi χ′.

Soit B une k′-algèbre commutative, alors N ′⊗k′B est un B[Γ′]-module libre de rang 1 ;
soit a ∈ N ′ ⊗k′ B une base de ce module. Soit

T : Γ′ → GLn(k′)

une représentation linéaire de Γ′ de caractère χ′. On appelle résolvante de Fröhlich–
Lagrange de a et de χ′, l’élément de k′ ⊗k′ B, noté 〈a, χ′〉N ′/k′ , ou 〈a, χ′〉 si aucune
confusion n’est possible, défini par :

〈a, χ′〉N ′/k′ = Det
( ∑

γ∈Γ′

γ(a)T (γ−1)
)
,

où Det désigne le déterminant.
Pour tout idéal premier p de Ok′ , soit k′p (resp. Ok′,p) la complétion de k′ (resp. Ok′)

en p. Soient N ′
p = N ′ ⊗k′ k′p et ON ′,p = ON ′ ⊗Ok′ Ok′,p.

Supposons N ′/k′ modérée. On sait que ON ′ est un Ok′ [Γ′]-module localement libre
de rang 1. Pour tout idéal premier p de Ok′ , soit αp une base (normale locale entière) du
Ok′,p[Γ′]-module ON ′,p. Soit a une base (normale) du k′[Γ′]-module N ′. Nous rappelons
aussi que d’après Fröhlich (voir [10]), un représentant de la classe de M′ ⊗Ok′ [Γ′] ON ′

(= M′ ⊗Ok′ [Γ′] ON ′,π) dans Cl(M′) est l’application f définie par :

f(χ′) =
(
〈αp, χ

′〉
〈a, χ′〉

)
.

p
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Soit r le nombre des classes de conjugaison sur k′ des caractères absolument irréduc-
tibles de Γ′. Pour tout i ∈ {1, 2, . . . , r}, notons χi un représentant de l’une de ces classes
de conjugaison. On note k′(χi) l’extension de k′ obtenue par adjonction à k′ des valeurs
de χi. Comme pour tout i, 1 ≤ i ≤ r, χi n’est pas symplectique, un résultat bien connu
de Swan nous donne :

Cl(M′) �
r∏

i=1
Cl(k′(χi)).

Désormais N/k désigne une extension modérément ramifiée à groupe de Galois iso-
morphe à Γ, où k et Γ vérifient les hypothèses du théorème 1.1 : k ∩Q(ξ) = Q et Γ est 
un groupe non abélien d’ordre p3.

Nous identifions Gal(N/k) et Γ, et nous notons par K, M , E, F les sous-corps de 
N fixes respectivement par Z(Γ) = 〈η〉, 〈τ〉, 〈η, τ〉, 〈η, ν〉. Immédiatement on a : les 
extensions N/E, K/k, M/E, E/k et F/k sont galoisiennes de groupes de Galois respectifs

Gal(N/E) = 〈η, τ〉, Gal(K/k) = 〈τ |K , ν|K〉 � H,

Gal(M/E) = 〈η|M 〉 � 〈η〉 � C,

Gal(E/k) = 〈ν|E〉 � C, Gal(F/k) = 〈τ |F 〉 � 〈τ〉 � C,

où |L désigne la restriction à L et les isomorphismes entre G et H, ou G et C, envoient
les générateurs apparents de G vers ceux de H, ou C. De plus la composée E(F )/k est 
égale à K/k et la composée K(M)/k est égale à N/k.

Soit L/k une sous-extension de N/k. Les extensions L/k et k(ξ)/k sont linéairement 
disjointes, car [L : k] divise p3 et [k(ξ) : k] = p − 1, et p3 et p − 1 sont premiers entre
eux. On en déduit en particulier :

Gal(N(ξ)/k) � Gal(N/k) × Gal(k(ξ)/k).

Les extensions L/Q et Q(ξ)/Q sont elles aussi linéairement disjointes, car L ∩ Q(ξ) ⊂
L ∩ k(ξ) = k et k ∩Q(ξ) = Q.

On a les isomorphismes de restriction :

Gal(N(ξ)/N) � Gal(L(ξ)/L) � Gal(k(ξ)/k) = S,

Gal(N(ξ)/k(ξ)) � Gal(N/k) = Γ.

Dans la suite, pour simplifier les notations, nous noterons de la même façon, quand 
il n’y a aucune confusion possible, un élément de Gal(N(ξ)/k) et sa restriction à une 
sous-extension de N(ξ)/k.

Soit a une base du k[Γ]-module N . Pour tout idéal premier p de Ok, soit αp une base
du Ok,p[Γ]-module ON,p. Soient b et bp des bases respectives du E[〈η, τ〉]-module N et
du OE,p[〈η, τ〉]-module ON,p.
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Soit S0 un système de représentants des classes d’équivalence des éléments de
Gal(Q/k) modulo Gal(Q/E). Comme E/k et k(ξ)/k sont linéairement disjointes, on 
peut choisir un prolongement ν de ν à Q vérifiant ν(ξ) = ξ. Il est clair qu’on peut 
supposer S0 = {νi, 0 ≤ i ≤ (p − 1)} (Gal(E/k) est engendré par la restriction de ν à E).

Puisque ψ1 est trivial sur 〈τ〉, il permet de définir un caractère ψ1 de Gal(M/E) =
〈η|M 〉 � 〈η, τ〉/〈τ〉 � C ; en fait on a

ψ1(η|M ) = ψ1(η) = ξ.

Une démonstration similaire à celle de la proposition 4.1 dans [5, pp. 22–23] et la 
proposition 2.1 dans [14, p. 1824] nous donne :

Proposition 2.1. Sous les hypothèses et notations ci-dessus, un représentant de la classe 
de M ⊗Ok[Γ] ON dans Cl(M) est l’élément f de HomΩk

(RΓ, J(k)) défini par :

f(χ0,0) = (1),

f(χi) =
( 〈TrNp/Kp

(αp), χi〉K/k

〈TrN/K(a), χi〉K/k

)
p

, pour tout i, 0 ≤ i ≤ p,

f(φ1) =
(
e(Ep/kp)
e(E/k)

p−1∏
i=0

νi

(
〈TrNp/Mp

(bp), ψ1〉M/E

〈TrN/M (b), ψ1〉M/E

))
p

,

où e(E/k)2 est le discriminant d’une base du k-espace vectoriel E et e(Ep/kp)2Ok,p est
le discriminant de Ep/kp.

Comme Q(ξ) est linéairement disjoint de k sur Q, il est immédiat qu’on peut choisir 
les représentants suivants pour les classes de conjugaison sur k des caractères absolument 
irréductibles de H :

χ0,0, χi, 0 ≤ i ≤ p.

La décomposition de Wedderburn de l’algèbre semi-simple k[H] en un produit d’al-
gèbres simples est la suivante :

k[H] �
(
k(χ0,0) ×

p∏
i=0

k(χi)
)

= k ×
p∏

i=0
k(ξ)

Soit M(H) le Ok-ordre maximal dans k[H]. Comme H est abélien :

Cl(M(H)) � Cl(k) ×
p∏

i=0
Cl(k(ξ)),

et donc
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Cl◦(M(H)) �
p∏

i=0
Cl(k(ξ)).

Soit R(M(H)) l’ensemble des classes réalisables par les anneaux d’entiers des exten-
sions galoisiennes et modérées de k, dont le groupe de Galois est isomorphe à H. D’après 
[13], R(M(H)) est un sous-groupe de Cl◦(M(H)) qu’on peut décrire par une correspon-
dance de Stickelberger ; on l’identifiera souvent avec un sous-groupe de 

∏p
i=0 Cl(k(ξ)).

Pour toute la suite de l’article, on désigne par χ le caractère de C = 〈σ〉 défini par 
χ(σ) = ξ.

Puisque k/Q (resp. E/Q) et Q(ξ)/Q sont linéairement disjointes, les caractères abso-
lument irréductibles de C donnent deux classes de conjugaison sur k (resp. E) ; pour ces 
dernières on choisit comme représentants le caractère trivial de C et χ.

Les décompositions de Wedderburn des algèbres semi-simples k[C] et E[C] en un 
produit d’algèbres simples sont donc :

k[C] � k × k(ξ), E[C] � E × E(ξ).

Soit M(C) (resp. ME(C)) le Ok (resp. OE)-ordre maximal dans k[C] (resp. E[C]).
Puisque C est abélien,

Cl(M(C)) � Cl(k) × Cl(k(ξ)), Cl(ME(C)) � Cl(E) × Cl(E(ξ)).

Par conséquent :

Cl◦(M(C)) � Cl(k(ξ)), Cl◦(ME(C)) � Cl(E(ξ)).

Soit R(M(C)) (resp. R(ME(C))) l’ensemble des classes réalisables par les anneaux
d’entiers des extensions galoisiennes et modérées de k (resp. E), dont le groupe de Ga-
lois est isomorphe à C. En identifiant Cl◦(M(C)) (resp. Cl◦(ME(C))) et Cl(k(ξ)) (resp.
Cl(E(ξ))) sous les isomorphismes précédents, le théorème 2.4 de [15] nous donne (atten-
tion : R(M(C)) est noté R(Ok[C]) dans [15]) :

R(M(C)) = SCl(k(ξ)), R(ME(C)) = SCl(E(ξ)).

L’extension K/k (de groupe de Galois H) admet p +1 sous-extensions Ki/Q, 0 ≤ i ≤ p.
Posons K0 = E, Kp = F . Pour tout i, 1 ≤ i ≤ p − 1, Ki désigne le sous-corps de K

fixe par le sous-groupe 〈(τ−i∗ν)|K〉 de Gal(K/Q), où i∗ est un représentant de l’inverse
de i modulo p. Signalons que K0 est fixe par 〈τ |K〉 et Kp est fixe par 〈ν|K〉.

Soit k′ un corps de nombres. Si I est un idéal fractionnaire de k′, on désigne par cl(I)
sa classe dans Cl(k′) le groupe de classes de k′.

Proposition 2.2. Soient ci, −1 ≤ i ≤ p + 1, les composantes de [M ⊗Ok[Γ] ON ] dans
Cl(k) × (

∏p
i=0 Cl(k(ξ))) × Cl(k(ξ)(� Cl(M)). Sous les notations précédentes on a :

(i) c−1 est la classe triviale dans Cl(k).
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(ii) (c0, c1, . . . , cp) est la classe de [M(H) ⊗Ok[H]OK ] dans 
∏p

i=0 Cl(k(ξ)) et pour tout i,
0 ≤ i ≤ p, ci = [M(C) ⊗Ok[C] OKi

] dans SCl(k(ξ)).
(iii) cp+1 = φk(ξ)/k(clk(OE))NE(ξ)/k(ξ)([ME(C) ⊗OE [C] OM ]) dans Cl(k(ξ)).

Démonstration. (i) C’est évident.
(ii) Il est clair que l’élément f1 de HomΩk

(RH , J(k)), qui au caractère trivial associe 1,
et à χi, 0 ≤ i ≤ p associe f1(χi) = f(χi) est un représentant de [M(H) ⊗Ok[H] OK ] dans
la Hom-description de Cl(M(H)). On en déduit que les composantes de [M ⊗Ok[Γ] ON ]
dans 

∏p
i=0 Cl(k(ξ)) sont égales à celles de [M(H) ⊗Ok[H] OK ] dans 

∏p
i=0 Cl(k(ξ)).

Les caractères χ0, χp, χi, 1 ≤ i ≤ p −1, sont respectivement triviaux sur 〈τ |K〉, 〈ν|K〉,
〈(τ−i∗ν)|K〉. Ils permettent donc de définir des caractères (non triviaux d’ordre p) χ0, χp,
χi sur Gal(K0/k) = 〈ν|K0〉 � C, Gal(Kp/k) = 〈τ |Kp

〉 � C, Gal(Ki/k) = 〈ν|Ki
〉 � C,

respectivement.
Explicitement, si pour chaque i, 0 ≤ i ≤ p, on note gi le générateur ci-dessus de

Gal(Ki/k), et πi l’isomorphisme Gal(Ki/k) � C, on a :

χi(gi) = ξ, πi(gi) = σ.

D’où pour tout i, 0 ≤ i ≤ p,

χi = χ ◦ πi.

Pour tout i, 0 ≤ i ≤ p, on a les égalités suivantes (elles découlent de la définition des 
résolvantes de Fröhlich–Lagrange) :

〈TrNp/Kp
(αp), χi〉K/k = 〈TrNp/(Ki)p(αp), χi〉Ki/k,

〈TrN/K(a), χi〉K/k = 〈TrN/Ki
(a), χi〉Ki/k.

Par conséquent, pour tout i, 0 ≤ i ≤ p,

f1(χi) =
(
〈TrNp/(Ki)p(αp), χi〉Ki/k/〈TrN/Ki

(a), χi〉Ki/k

)
p

=
(
〈TrNp/(Ki)p(αp), χ ◦ πi〉Ki/k/〈TrN/Ki

(a), χ ◦ πi〉Ki/k

)
p
,

où TrNp/(Ki)p(αp) et TrN/Ki
(a) sont des bases respectives du Ok,p[C]-module OKi,p et

du k[C]-module Ki.
Il est maintenant clair que, pour chaque i, 0 ≤ i ≤ p, l’élément f1,i de

HomΩk
(RC , J(k)), qui au caractère trivial associe 1, et à χ associe f1,i(χ) = f1(χi)

est un représentant de [M(C) ⊗Ok[C] OKi
] (= [M(C) ⊗Ok[C] OKi,πi

]) dans la Hom-
description de Cl(M(C)). On en déduit que ci = [M(C) ⊗Ok[C] OKi

] dans Cl(k(ξ)).
(iii) La preuve consiste en la détermination de la classe du contenu de l’idèle suivant,

lequel est défini dans la proposition 2.1 :
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f(φ1) =
(
e(Ep/kp)
e(E/k)

p−1∏
i=0

νi

(
〈TrNp/Mp

(bp), ψ1〉M/E

〈TrN/M (b), ψ1〉M/E

))
p

.

Soit πp+1 l’isomoprphisme de Gal(M/E) = 〈η|M 〉 dans C défini par πp+1(η|M ) = σ.
Comme ψ1(η|M ) = ξ, on a

ψ1 = χ ◦ πp+1.

Comme ci-dessus à la fin de (ii), la classe dans Cl(E(ξ)) du contenu de l’idèle

(
〈TrNp/Mp

(bp), ψ1 = χ ◦ πp+1〉M/E/〈TrN/M (b), ψ1 = χ ◦ πp+1〉M/E

)
p

est la classe [ME(C) ⊗OE [C] OM ] (= [ME(C) ⊗OE [C] OM,πp+1 ]) dans Cl(E(ξ)).
Puisque Gal(E(ξ)/k(ξ)) = 〈ν|E(ξ)〉, on a :

p−1∏
i=0

νi([ME(C) ⊗OE [C] OM ]) = NE(ξ)/k(ξ)([ME(C) ⊗OE [C] OM ]).

Soit I l’idéal fractionnaire de k qui est le contenu de l’idèle (e((k1)p/kp)/e(k1/k))p.
Un raisonnement similaire à celui de la fin de la preuve de la proposition 4.2(iii) dans [5, 
p. 24] nous donne : cl(I) = clk(OE). Ceci permet d’achever la démonstration de (iii). �

Soient k′ un corps de nombres et I un idéal fractionnaire de k′. Il est clair qu’on peut
écrire de façon unique

I = Jp
0

p−1∏
i=1

J i
i ,

où J0 est un idéal fractionnaire de k′, et les Ji, 1 ≤ i ≤ (p − 1), sont des idéaux entiers
de Ok′ , sans facteur carré et premiers entre eux deux à deux. Dans la suite de l’article,
l’expression «décomposition de façon unique» signifie cette écriture.

Proposition 2.3. Sous les hypothèses et notations de la proposition 2.2, avec le rappel 
c0 = [M(C) ⊗Ok[C] OE ] et cp = [M(C) ⊗Ok[C] OF ], on a :

(1) clk(OE) = Nk(ξ)/k(c0).
(2) Si E/k et F/k sont arithmétiquement disjointes, alors pour tout i, 1 ≤ i ≤ p − 1,

ci = c0si(cp).

Démonstration. Dans la démonstration de la proposition 2.2 on a défini χi pour tout i,
0 ≤ i ≤ p (χi = InfHGal(Ki/k)(χi)). Pour simplifier les notations, posons

χi = ϕi
13



de sorte que

ϕi = χ ◦ πi.

Comme c0 = [M(C) ⊗Ok[C]OE ], et en raisonnant comme dans le début de la partie (1)
de la preuve du théorème 1.1 dans [5, p. 25] (on utilise le caractère de la représentation 
régulière de C) on obtient :

clk(OE) = Nk(ϕ0)/k(c0)
ϕ0(1) = Nk(ξ)/k(c0).

Nous adaptons maintenant la démonstration de [15, Lemmes 3.1 et 3.2] à notre situa-
tion tout en précisant quelques détails pour la convenance du lecteur.

Soient aE et aF des bases normales respectives de E/k et F/k. De E/k et F/k
linéairement disjointes on déduit sans peine : pour tout i, 1 ≤ i ≤ p − 1,

〈TrK/Ki
(aEaF ), ϕi〉Ki/k = 〈aE , ϕ0〉E/k〈aF , ϕi

p〉F/k.

Il est immédiat que aEaF est une base normale de K/k, et donc TrK/Ki
(aEaF ), qu’on

note aKi
, en est une de Ki/k pour chaque i, 1 ≤ i ≤ p − 1.

Puisque Gal(E/k), Gal(F/k) et Gal(Ki/k) sont isomorphes à C et les extensions
k/Q et Q(ξ)/Q sont linéairement disjointes, le théorème 2.2 (1) de [15] nous donne les 
décompositions de façon unique suivantes :

〈aE , ϕ0〉pE/kOk(ξ) = (I(ϕ0))pθJ(ϕ0),

〈aF , ϕp〉pF/kOk(ξ) = (I(ϕp))pθJ(ϕp),

〈aKi
, ϕi〉pKi/k

Ok(ξ) = (I(ϕi))pθJ(ϕi), pour tout i, 1 ≤ i ≤ p− 1.

où I(ϕ0), I(ϕp) et I(ϕi) sont des idéaux fractionnaires de k(ξ), et les sj(J(ϕ0)) (resp.
sj(J(ϕp)), resp. sj(J(ϕi))), 1 ≤ j ≤ (p −1), sont des idéaux entiers de Ok(ξ), sans facteur
carré et premiers entre eux deux à deux.

Un calcul simple donne : si(〈aF , ϕp〉F/k) = 〈aF , ϕi
p〉F/k, d’où

〈aF , ϕi
p〉pF/kOk(ξ) = (si(I(ϕp)))pθsi(J(ϕp)).

Par conséquent

〈aKi
, ϕi〉pKi/k

Ok(ξ) = (I(ϕ0)si(I(ϕp)))pθ
(
J(ϕ0)si(J(ϕp))

)
.

Notons J0 le PGCD de J(ϕ0) et si(J(ϕp)).
Soient

J1 = J(ϕ0)si(J(ϕp))J−2
0 s2(J0)
14



et θ1 l’élément de Stickelberger (voir Proposition 2.7)

θ1 = 1
p
(2 − s2)θ.

On a

θ
(
J(ϕ0)si(J(ϕp))

)
= (θ1J0)pθJ1.

On en déduit la décomposition de façon unique :

〈aKi
, ϕi〉pKi/k

Ok(ξ) = (I(ϕ0)si(I(ϕp))θ1J0)pθJ1.

Comme pour tout i, 0 ≤ i ≤ p, ϕi = χ ◦ πi, le théorème 2.3 (1) de [15] nous donne :

c0 = cl(I(ϕ0))−1, cp = cl(I(ϕp))−1; ci = cl(I(ϕ0)si(I(ϕp))θ1J0)−1, 1 ≤ i ≤ p− 1.

Par conséquent, pour tout i, 1 ≤ i ≤ p − 1,

ci = c0si(cp)cl(θ1J0)−1.

Supposons maintenant E/k et F/k arithmétiquement disjointes. D’après le théo-
rème 2.2 (2) de [15] (ou par le rappel sur le discriminant d’une extension de Kummer de 
degré p fait à la fin du présent pargraphe), J0 = Ok(ξ). Donc ci = c0si(cp). �

Soit a ∈ k(ξ) tel que a n’est pas une puissance p-ième dans k(ξ). On considère 
l’extension de Kummer E′ = k(ξ)(α)/k(ξ), où α est un élément de k (une clôture 
algébrique de k) vérifiant αp = a.

Proposition 2.4. L’extension E′/k est galoisienne abélienne si, et seulement si, il existe 
a′ ∈ k(ξ)× tel que L = k(ξ)((θa′)1/p).

Démonstration. La proposition découle de [2, Proposition 2.3]. �
Supposons E′/k galoisienne abélienne. Comme elle est de degré p(p − 1) elle admet 

une sous-extension E′′/k cyclique de degré p. Puisque p et p −1 sont premiers entre eux, 
les extensions E′′/k et k(ξ)/k sont linéairement dijointes. On en déduit que E′ = E′′(ξ)
et Gal(E′′/k) � Z/pZ × Z/(p − 1)Z � Z/p(p − 1)Z. Donc E′/k est cyclique et E′′/k est 
unique.

Identifions C avec Gal(E′/k(ξ)) en faisant agir σ sur E′ de sorte que σ(α) = ξα. 
Puisque Gal(E′/k(ξ)) est isomorphe (par restriction) à Gal(E′′/k), on identifie aussi C
et Gal(E′′/k).

Proposition 2.5. Supposons E′/k abélienne et posons α′ = (1/p)TrE′/E′′(α). Alors
〈α′, χ〉E′′/k = α.
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Démonstration. Nous identifions S et Gal(E′/E′′) grâce à l’isomorphisme de restriction 
Gal(E′/E′′) � Gal(k(ξ)/k). On a

〈α′, χ〉E′′/k = (1/p)
p−1∑
i=0

TrE′/E′′(σi(α))χ(σ−i) = (1/p)
p−1∑
i=0

TrE′/E′′(ξiα)ξ−i

= (1/p)
p−1∑
i=0

p−1∑
j=1

(ξi(j−1)sj(α)) = (1/p)
p−1∑
j=1

( p−1∑
i=0

ξi(j−1)
)
sj(α).

Si j �= 1, alors 
∑p−1

i=0 ξi(j−1) = 0 ; sinon 
∑p−1

i=0 ξi(j−1) = p. D’où la proposition. �
Nous finissons ce paragraphe par rappeler des résultats bien connus qui seront utiles 

pour la démonstration de notre théorème 1.1.
Maintenant E′/k n’est pas nécessairement galoisienne (on revient à la situation gé-

nérale).
On note ρ un générateur du groupe Gal(E′/k(ξ)). L’anneau de groupe Z[〈ρ〉] agit sur 

(E′)× d’une façon naturelle.
On choisit la notation exponentielle pour cette action :

∀ x ∈ (E′)×, ∀ r(ρ) =
p−1∑
i=0

aiρ
i ∈ Z[〈ρ〉], xr(ρ) =

p−1∏
i=0

ρi(x)ai .

On pose

N =
p−1∑
i=0

ρi, θ̂ =
p−1∑
i=0

iρi.

La proposition suivante (voir [8, Théorèmes 4 et 6, et la remarque suivant Théorème 6], 
ou [2, Théorème 2.5]) donne un critère de plongement de l’extension E′/k(ξ) dans une 
extension N ′/k(ξ) galoisienne, non abélienne et de degré p3.

Proposition 2.6. Sous les notations précédentes, on a :
(1) Pour que E′/k(ξ) soit plongeable dans une extension galoisienne N ′/k(ξ) à groupe
de Galois Γ d’exposant p, il faut et il suffit qu’il existe e ∈ (E′)× et κ ∈ k(ξ)× tels que
les classes de b = e−N et c = κeθ̂ dans (E′)×/(E′)×p soient non triviales et engendrent
deux sous-groupes distincts de (E′)×/(E′)×p.
(2) Pour que E′/k(ξ) soit plongeable dans une extension galoisienne N ′/k(ξ) à groupe de
Galois Γ d’exposant p2, il faut et il suffit qu’il existe e ∈ (E′)× et κ ∈ k(ξ)× tels que les
classes de b = ξe−N et c = καeθ̂ dans (E′)×/(E′)×p soient non triviales et engendrent 
deux sous-groupes distincts de (E′)×/(E′)×p.

Dans les assertions (1) et (2), lorsque le plongement est possible, on peut choisir 
N ′ = E′(b1/p, c1/p).
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Remarque. (Voir [8, Théorème 6].) Sous les notations de la proposition précédente, sup-
posons que le plongement soit possible. Soit Gal(N ′/k(ξ)) = 〈η, τ, ν | ηp = τp =
1, νp = ηq, ητ = τη, ην = νη, τντ−1ν−1 = η〉. Alors, en remplaçant éventuellement e
par ξue pour un certain entier u, on peut supposer que l’action de Gal(N ′/k(ξ)) sur N ′

est déterminée par :

a1/p b1/p c1/p

η a1/p b1/p ξc1/p

τ a1/p ξb1/p c1/p

ν ξa1/p b1/p b1/pc1/pe

Proposition 2.7. Soit S ′ l’idéal de Z[S] engendré par les éléments de la forme c − sc, où
c ∈ Z est premier avec p, c ≡ c mod p et 1 ≤ c ≤ p − 1. Alors S = 1

pθS ′.

Démonstration. Voir [21, Lemme 6.9, p. 93]. �
Soit K ′/k′ une extension finie de corps de nombres. On désigne par Δ(K ′/k′) son 

discriminant et rappelons que clk′(OK′) est sa classe de Steinitz. Un théorème d’Artin
(voir [1]) nous dit que

clk′(OK′) = cl
(
(Δ(K ′/k′)/d)1/2

)
,

où d est le discriminant d’une base du k′-espace vectoriel K ′ ; de plus, si K ′/k′ est
galoisienne de degré impair, alors clk′(OK′) = cl

(
Δ(K ′/k′)1/2

)
.

Enfin, soient k′ un corps de nombres contenant ξ et k′(α1/p)/k′ une extension cyclique 
(de Kummer) de degré p.

Ecrivons de façon unique

αOk′ = Jp
0

p−1∏
i=1

J i
i .

D’après la théorie de Kummer (voir [12, §39])

Δ(k′(α1/p)/k′) =
(
J

p−1∏
i=1

Ji
)p−1

,

où J est un idéal entier de Ok′ dont les diviseurs premiers divisent pOk′ .
On rappelle que mod∗ est la notation usuelle de la congruence dans la théorie du corps 

de classes. L’extension k′(α1/p)/k′ est modérément ramifiée si, et seulement si, il existe
b ∈ Ok′ tel que

bpα ≡ 1mod∗ (1 − ξ)pOk′ ;

cette condition est équivalente à J = Ok′ et 
∏p−1

i=1 Ji est premier à pOk′ .
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3. Démonstration des principaux résultats

Cette section est consacrée à la démonstration du théorème 1.1 ; dans cette dernière
se trouve celle de la proposition 1.2.

Démonstration du théorème 1.1. Nous distinguons deux cas, selon l’exposant de Γ. Il est 
clair que, par sa définition, Ap (resp. Ap2) est un sous-groupe de Cl◦(M).

(1) Dans cette partie on suppose Γ d’exposant p.
Soit Y =

(
c0, c0s1(cp), c0s2(cp), . . . , c0sp−1(cp), cp, xpφk(ξ)/k

(
Nk(ξ)/k(c0cp)

))
un élé-

ment de Ap, où (c0, cp, x) ∈ SCl(k(ξ))3. Nous démontrons ci-dessous que Y ∈ R(M),
d’où Ap ⊂ R(M). La démonstration se fera en quatre étapes.

Etape 1. Considérons c0. Dans cette étape on construit une extension modérée E1/k

de groupe de Galois C, avec [M(C) ⊗Ok[C] OE1 ] = c0, et on calcule son discriminant.
D’après [15, Théorème 2.4] (Rappel : attention : R(M(C)) est noté R(Ok[C]) dans

[15]), c0 est réalisable par une extension galoisienne modérée de degré p ; nous reprenons,
d’une façon légèrement différente, la seconde partie de la preuve de ce théorème [15, (2), 
p. 195] pour ajouter des précisions et construire une telle extension de façon convenable
pour notre démonstration.

D’après la proposition 2.7, il existe un entier j, des idéaux fractionnaires Ii de k(ξ), 1 ≤
i ≤ j, qu’on peut choisir premiers avec pOk(ξ) par le théorème de densité de Chebotarev,
et des éléments s′i, 1 ≤ i ≤ j, de S ′ tels que :

c0 = cl
( j∏
i=1

(1/p)s′iθIi
)
.

Posons I =
∏j

i=1(1/p)s′iθIi et J =
∏j

i=1 s
′
iIi. Alors :

Ip = θJ, c0 = cl(I).

Soit le cycle C = (1 − ξ)p2
Ok(ξ) ; remarquons que, dans cette première partie, le cycle

(1 − ξ)pOk(ξ) nous suffit, mais nous aurons besoin de C pour la seconde partie. Soit
Cl(k(ξ), C) le groupe de classes de rayon de k(ξ) modulo C. On a J est premier avec C, 
en effet : d’une part pour tout i′, 1 ≤ i′ ≤ p − 1, et tout i, 1 ≤ i ≤ j, si′(Ii) est premier
avec si′(pOk(ξ)) = pOk(ξ) ; d’autre part, comme pOk(ξ) = (1 − ξ)p−1Ok(ξ), les idéaux
premiers de Ok(ξ) divisant toute puissance non triviale de (1 − ξ)Ok(ξ) sont exactement
ceux divisant pOk(ξ). Par le théorème de densité de Chebotarev dans Cl(k(ξ), C), il existe
un idéal premier p de Ok(ξ), avec p ∩ Ok totalement décomposé dans k(ξ)/k et tel que
cl(p) = cl(J) dans Cl(k(ξ), C). Il s’ensuit qu’il existe a′ ∈ k(ξ) satisfaisant :

p = a′J, a′ ≡ 1 mod∗ (1 − ξ)p
2
Ok(ξ).

Posons
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a = θa′.

Alors

aOk(ξ) = (I−1)pθp.

L’élément a n’est pas une puissance p-ième dans k(ξ), car par exemple vp(a) ≡
1 mod p, où vp est la valuation p-adique.

Soit α un élément de k vérifiant

αp = a.

Posons

E′
1 = k(ξ)(α).

Alors E′
1/k(ξ) est une extension cyclique (de Kummer) de degré p. Elle est modérée, car 

θa′ ≡ 1 mod∗ (1 − ξ)p2
Ok(ξ) ; donc E′

1/k est modérée car k(ξ)/k l’est. L’extension E′
1/k

est galoisienne abélienne par la proposition 2.4, car a = θa′ ; elle admet une (unique) 
sous-extension E1/k galoisienne, de degré p ; c’est clair que E1/k est modérée et E′

1 =
E1(ξ).

On a Gal(E′
1/k(ξ)) � C. Nous identifions C avec Gal(E1(ξ)/k(ξ)) en faisant agir σ sur

E1(ξ) de sorte que σ(α) = ξα. Puisque Gal(E1(ξ)/k(ξ)) est isomorphe (par restriction) à
Gal(E1/k), on identifie aussi C et Gal(E1/k), d’où un caractère ϕ0 de Gal(E1/k), défini
par

ϕ0(σ) = ξ.

Notons qu’en fait, si l’on note π0 l’isomorphisme Gal(E1/k) � C ci-dessus, alors

ϕ0 = χ ◦ π0.

Posons α′ = (1/p)TrE1(ξ)/E1(α). Alors 〈α′, ϕ0〉E1/k = α par la proposition 2.5. Donc

〈α′, ϕ0〉pE1/k
Ok(ξ) = (I−1)pθp.

Il est immédiat que pour tout x ∈ E1,

σ(〈x, ϕ0〉E1/k) = ϕ0(σ)〈x, ϕ0〉E1/k.

On en déduit que si a0 est une base normale de E1/k, alors il existe λ ∈ k(ξ) tel que
〈a0, ϕ0〉E1/k = λ〈α′, ϕ0〉E1/k. Par conséquent

〈a0, ϕ0〉p Ok(ξ) = (λI−1)pθp.
E1/k
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D’après [15, Théorème 2.3 (1)]

[M(C) ⊗Ok[C] OE1 ](= [M(C) ⊗Ok[C] OE1,π0 ]) = cl(λI−1)−1 = c0.

Notons pE1 = p ∩Ok. On a

Δ(E1/k) = p
p−1
E1

.

En effet : Par la rappel sur la théorie de Kummer (voir fin §2)

Δ(E′
1/k(ξ)) =

((p−1∑
i=1

si

)
p

)p−1
.

Les extensions E1/k et k(ξ)/k étant arithmétiquement disjointes et E′
1 = E1k(ξ), on a

Δ(E′
1/k(ξ)) = Δ(E1/k)Ok(ξ).

Des deux égalités précédentes on déduit

Nk(ξ)/k(Δ(E′
1/k(ξ))) = p

(p−1)2
E1

= Δ(E1/k)p−1,

ce qui donne Δ(E1/k) = p
p−1
E1

. Ceci termine l’étape 1.

Etape 2. Considérons maintenant cp. Dans cette étape on construit une exten-
sion modérée F1/k de groupe de Galois C, arithmétiquement disjointe de E1/k, avec
[M(C) ⊗Ok[C] OF1 ] = cp et F1(ξ) = k(ξ)(b1/p), où b = e−N pour un certain e ∈ E1(ξ)
(voir la définition de N ci-dessous ; la forme de b est motivée par l’utilisation des condi-
tions de plongement de la proposition 2.6 dans l’étape 3).

L’extension E′
1/k(ξ) est totalement ramifiée en p. Par suite

NE′
1/k(ξ)(Cl(E′

1)) = Cl(k(ξ)),

par [21, Théorème 10.1, p. 400]. On en déduit que

NE′
1/k(ξ)(SCl(E′

1)) = SCl(k(ξ)).

Soit c′p ∈ SCl(E′
1) satisfaisant

NE′
1/k(ξ)(c′p) = cp.

Considérons c′p. Comme pour c0, il existe un entier j′, des idéaux fractionnaires I ′i de
E1(ξ), 1 ≤ i ≤ j′, qu’on peut choisir premiers avec pOE1(ξ), et des éléments s′i, 1 ≤ i ≤ j′,
de S ′ tels que :
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c′p = cl
( j′∏

i=1
(1/p)s′iθI ′i

)
.

Posons I ′ =
∏j′

i=1(1/p)s′iθI ′i et J ′ =
∏j′

i=1 s
′
iIi. Alors :

I ′ p = θJ ′, c′p = cl(I ′).

Considérons le cycle C′ = (1 − ξ)p2
OE1(ξ) (ici nous faisons la même remarque que

pour le cycle C : (1 − ξ)pOE1(ξ) suffit) et Cl(E1(ξ), C′) le groupe de classes de rayon de
E1(ξ) modulo C′. Comme pour c0, il existe un idéal premier q de OE1(ξ), avec q ∩ Ok

totalement décomposé dans E1(ξ)/k, qu’on peut supposer en plus premier avec tous les
si(pOE1(ξ)), si parcourant S, et tel que cl(q) = cl(J ′) dans Cl(E1(ξ), C′). Il s’ensuit qu’il
existe β ∈ E1(ξ) satisfaisant :

q = β′J ′, β′ ≡ 1 mod∗ (1 − ξ)p
2
OE1(ξ).

Posons

β = θβ′.

Alors

βOE1(ξ) = (I ′ −1)pθq.

Nous désignons par ρ le générateur de Gal(E1(ξ)/k(ξ)) qui est l’image de σ sous
l’identification C = Gal(E1(ξ)/k(ξ)), autrement dit

ρ(α) = ξα,

et soit

N =
p−1∑
i=0

ρi.

Posons

e = β−1 (= θ(β′ −1)), b = e−N (= θ(β′N)).

On a

b = NE1(ξ)/k(ξ)(β).

Soit
21



q1 = Ok(ξ) ∩ q.

Il est immédiat que la décomposition de façon unique de bOk(ξ) est

bOk(ξ) =
(
NE1(ξ)/k(ξ)(I ′ −1)

)p
θq1,

car q1 ∩Ok est totalement décomposé dans k(ξ)/k (puisque q ∩Ok l’est dans E1(ξ)/k).
De vq1(b) ≡ 1 mod p découle que b n’est pas une puissance p-ième dans k(ξ). Soit α′

un élément de de k vérifiant

α′ p = b.

Posons

F ′
1 = k(ξ)(α′).

On a

b = θ(β′N)), et θ(β′N)) ≡ 1 mod∗ (1 − ξ)p
2
OE1(ξ).

Comme pour E′
1/k, F ′

1/k est galoisienne abélienne et modérée, de degré p(p − 1), elle 
admet une (unique) sous-extension F1/k galoisienne modérée, de degré p ; c’est clair que
F ′

1 = F1(ξ). Nous identifions C avec Gal(F1(ξ)/k(ξ)) en faisant agir σ sur F1(ξ) de sorte
que σ(α) = ξα et on définit un caractère ϕp de Gal(F1/k) par ϕp(σ) = ξ. En fait, si πp

est l’isomorphisme Gal(F1/k) � C, alors ϕp = χ ◦ πp. On obtient

[M(C) ⊗Ok[C] OF1 ](= [M(C) ⊗Ok[C] OF1,πp
]) = cl

(
NE1(ξ)/k(ξ)(I ′ −1)

)−1
= cp,

et si l’on note qF1 = q1 ∩ Ok, sachant que qF1 est totalement décomposé dans k(ξ)/k,
alors

Δ(F1/k) = q
p−1
F1

.

Signalons que E1/k et F1/k sont arithmétiquement disjointes, car qF1 �= pE1 par le
choix de q (premier avec tous les si(pOE1(ξ)), si parcourant S). Ceci termine l’étape 2.

Etape 3. Considérons maintenant x. On rappelle que x apparait dans l’égalité
Y =

(
c0, c0s1(cp), c0s2(cp), . . . , c0sp−1(cp), cp, xpφk(ξ)/k

(
Nk(ξ)/k(c0cp)

))
(où (c0, cp, x) ∈

SCl(k(ξ))3).
Dans cette étape on construit un élément c ∈ E1(ξ) de sorte que les classes de b et c

n’engendrent pas le même sous-groupe de E1(ξ)×/E1(ξ)×p, ce qui permet, grâce à la pro-
position 2.6, de plonger E1(ξ)/k(ξ) dans une extension N ′

1/k(ξ) (N ′
1 = E1(ξ)(b1/p, c1/p))

à groupe de Galois isomorphe à Γ. Puis on prouve que N ′
1 contient une extension N1/k

galoisienne modérée de groupe de Galois Γ, avec E1 ⊂ N1 et F1 ⊂ N1.
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Définissons d ∈ SCl(k(ξ)) par

x = dcp−1
p ,

où cp apparait dans Y ci-dessus. (Ce choix de décomposition de x est motivée par le
calcul de xp+1 dans la fin de l’étape 4 ; xp+1 est défini au début de l’étape 4.)

Puisque d ∈ SCl(k(ξ)), comme pour c0 et cp, il existe un idéal premier r de Ok(ξ), tel
que rOE1(ξ) est premier à tous les conjugués de q sous Gal(E1(ξ)/k), avec r ∩Ok totale-
ment décomposé dans E1(ξ)/k (r peut être choisi totalement décomposé dans E1(ξ)/k(ξ)
car NE1(ξ)/k(ξ)(Cl(E1(ξ))) = Cl(k(ξ))), et il existe un idéal fractionnaire I ′′ de k(ξ) et
des éléments κ, κ′ de k(ξ) satisfaisant :

κOk(ξ) = (I ′′ −1)pθr, cl(I ′′) = d, κ = θκ′, κ′ ≡ 1 mod∗ (1 − ξ)p
2
Ok(ξ).

Soit

θ̂ =
p−1∑
i=0

iρi.

Posons

c = κ−1eθ̂ (= κ−1β−θ̂ = θ(κ′ −1β′ −θ̂)).

Dans un premier temps, nous déterminons la décomposition de façon unique de bOE1(ξ)

et celle de c−1OE1(ξ) = κe−θ̂OE1(ξ).
On a

bOE1(ξ) = βNOE1(ξ) = (NI ′ −1)pNθq,

d’où la décomposition de façon unique de bOE1(ξ) :

bOE1(ξ) = (NI ′ −1)p
p−1∏
i=1

p−1∏
j=0

(s−1
i ρj)(q)i.

On a

e−θ̂OE1(ξ) = βθ̂OE1(ξ) = (θ̂I ′ −1)pθ̂θq.

Pour tout i ∈ Z on note i l’entier vérifiant : i ≡ i mod p et 0 ≤ i ≤ p − 1. Alors
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θθ̂q =
p−1∏
i=1

p−1∏
j=1

(s−1
i ρj)(q)ij

=
(p−1∏
i=1

p−1∏
j=1

(s−1
i ρj)(q)(ij−ij)/p

)p
p−1∏
i=1

p−1∏
j=1

(s−1
i ρj)(q)ij .

Par conséquent la décomposition de façon unique de c−1OE1(ξ) est

c−1OE1(ξ) =
(
I ′′ −1OE1(ξ)θ̂I

′ −1
p−1∏
i=1

p−1∏
j=1

(s−1
i ρj)(q)(ij−ij)/p

)p

× θ(rOE1(ξ))
p−1∏
i=1

p−1∏
j=1

(s−1
i ρj)(q)ij .

De vq(b) ≡ 1 mod p et vρ(q)(c) ≡ −1 mod p découle que b et c ne sont pas des
puissances p-ième dans E1(ξ), autrement dit : les classes b̄ et c̄ dans E1(ξ)×/E1(ξ)×p ne
sont pas triviales.

On a vq(c−1) ≡ 0 mod p, d’où vq(c) ≡ 0 mod p. Comme vq(b) ≡ 1 mod p, on a pour
tout i, 1 ≤ i ≤ p − 1, vq(bc−i) ≡ 1 mod p. Par suite les classes b̄ et c̄ n’engendrent pas le
même sous-groupe de E1(ξ)×/E1(ξ)×p.

D’après la proposition 2.6, E1(ξ)/k(ξ) est plongeable dans une extension N ′
1/k(ξ) à

groupe de Galois isomorphe à Γ, et on peut prendre

N ′
1 = E1(ξ)(b1/p, c1/p).

On a

N ′
1 = E1(ξ)(b1/p, c−1/p) = E1(ξ, a1/p, b1/p, c−1/p).

Soit γ un élément de k vérifiant

γp = c−1.

D’après la remarque suivant la proposition 2.6, on peut supposer que l’action de 
Gal(N ′

1/k(ξ)) sur N ′
1 est déterminée par :

α α′ γ

η α α′ ξ−1γ

τ α ξα′ γ

ν ξα α′ α′γe

Considérons l’extension

K ′
1 = E1(ξ)(b1/p)/E1(ξ).
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Puisque b = θ(β′N), la proposition 2.4 nous dit que K ′
1/E1 est abélienne, et comme elle

est cyclique de degré p(p − 1) elle contient une unique sous-extension K1/E1 de degré p ;
c’est clair que K ′

1 = K1(ξ). Mais la composée E1F1 est contenue dans K ′
1. Il est immédiat

que le degré de E1F1/E1 est p, par conséquent E1F1 = K1.
On a N ′

1 = K1(ξ)(c1/p)/K1(ξ) (= K1(ξ)(c−1/p)/K1(ξ)). Puisque

c = θ(κ′ −1β′ −θ̂),

la proposition 2.4 nous dit que N ′
1/K1 est abélienne, et comme ci-dessus elle contient

une unique sous-extension N1/K1 de degré p ; c’est clair que N ′
1 = N1(ξ)

Nous résumons la situation dans le diagramme suivant :

k

p

E1

p

K1

p

N1

����

����

����

����

k(ξ)
p − 1

E′
1 = k(ξ)(a1/p)
= E1(ξ)

K ′
1 = E′

1(b1/p)
= K1(ξ)

N ′
1 = K ′

1(c1/p)
= N1(ξ)

Maintenant on remplace les diagrammes des pages 185 et 186 de [2] (qui sont les 
mêmes, puisque l’exposant v de Γ est p) par le nôtre ci-dessus. Sous nos notations, 
d’une façon très similaire à ce qu’est écrit dans [2, pp. 185–187] (on s’arrête à la ligne 
avant Etape 4), on montre que N1/k est galoisienne modérée ayant un groupe de Galois
isomorphe à Γ = Gal(N ′

1/k(ξ) (isomorphisme de restriction). Ceci termine l’étape 3.

Etape 4. Posons X = [M ⊗Ok[Γ] ON1 ] = (x0, x1, . . . , xp, xp+1) ∈ Cl◦(M). Dans cette
étape on montre que Y = X, ce qui achève la démonstration de la partie (1).

Considérons l’extension

M ′
1 = E1(ξ)(c−1/p)/E1(ξ) (= E1(ξ)(c1/p)/E1(ξ)).

Puisque
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c−1 = θ(κ′βθ̂),

la proposition 2.4 nous dit que M ′
1/E1 est abélienne, et comme ci-dessus elle contient une

unique sous-extension M1/E1 de degré p ; c’est clair que M ′
1 = M1(ξ) et N1 = M1K1.

Nous identifions C avec Gal(M1(ξ)/E1(ξ)) en faisant agir σ sur M1(ξ) de sorte que
σ(γ) = ξγ, et on définit un caractère ψ0 de Gal(M1/E1) � C par ψ0(σ) = ξ. On obtient

[M(C) ⊗OE1 [C] OM1 ] = cl
(
I ′′ −1OE1(ξ)θ̂I

′ −1
p−1∏
i=1

p−1∏
j=1

(s−1
i ρj)(q)(ij−ij)/p

)−1
.

En fait, si πp+1 est l’isomorphisme Gal(M1/E1) � C, alors ψ0 = χ ◦ πp+1 et
[M(C) ⊗OE1 [C] OM1 ] = [M(C) ⊗OE1 [C] OM1,πp+1 ].

Les extensions E1/k et F1/k étant arithmétiquement disjointes, puisque [M(C) ⊗Ok[C]
OE1 ] = c0 et [M(C) ⊗Ok[C] OF1 ] = cp, d’après les propositions 2.2 et 2.3 on a :

x0 = c0, xp = cp, xi = c0si(cp), pour tout i, 1 ≤ i ≤ (p− 1),

xp+1 = φk(ξ)/k(Nk(ξ)/k(c0))NE1(ξ)/k(ξ)([ME1(C) ⊗OE1 [C] OM1 ]).

Comme Gal(E1(ξ)/k(ξ)) = 〈ρ〉, NE1(ξ)/k(ξ)(q) = q1 (car q1 est totalement décomposée

dans E1(ξ)/k(ξ)), cl
(
NE1(ξ)/k(ξ)(I ′ −1)

)−1
= cp et Cl(I ′′) = d on a :

NE1(ξ)/k(ξ)([ME1(C) ⊗OE1 [C] OM1 ]) = dpθ̂cpcl
(p−1∏
i=1

p−1∏
j=1

(s−1
i ρj)(q1)(ij−ij)/p

)−1

= dpθ̂cpcl
(p−1∏
i=1

p−1∏
j=1

(s−1
i )(q1)(ij−ij)/p

)−1
.

Posons

θ0 =
p−1∑
i=1

p−1∑
j=1

((ij − ij)/p)s−1
i , N =

p−1∑
i=1

si.

De 
∑p−1

j=1((ij − ij)/p) = ((p − 1)/2)(i − 1) on déduit facilement que

θ0 = ((p− 1)/2)(θ −N ).

Faisons la remarque suivante : θ0 est un élément de Stickelberger ; en effet : on vérifie
sans peine que N = (1/p)(s1 + sp−1)θ ∈ S.

On a donc :

NE1(ξ)/k(ξ)([ME1(C) ⊗OE [C] OM1 ]) = θ̂cpθ0cl(q1)−1.

1
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Maintenant

θ̂cp =
p−1∏
i=1

ρi(cp)i = c
∑p−1

i=1 i
p = cp(p−1)/2

p .

Il découle de bOk(ξ) =
(
NE1(ξ)/k(ξ)(I ′ −1)

)p
θq1 que

θcl(q1)−1 = cpp.

D’où

θ0cl(q1)−1 = cp(p−1)/2
p cl(N q1)(p−1)/2.

Par la théorie de Kummer (voir le rappel dans §2)

Δ(F1(ξ)/k(ξ)) = (N q1)p−1.

Puisque F1(ξ)/k(ξ) est galoisienne de degré impair, le théorème d’Artin (voir le rappel
dans §2) nous donne

clOk(ξ)(OF1(ξ)) = Δ(F1(ξ)/k(ξ))1/2.

Donc

θ0cl(q1)−1 = cp(p−1)/2
p clOk(ξ)(OF1(ξ)).

Les extensions F1/k et k(ξ)/k étant arithmétiquement disjointes, on vérifie sans dif-
ficulté en utilisant le théorème d’Artin que

clk(ξ)(OF1(ξ)) = φk(ξ)/k(clk(OF1)).

Mais

clk(OF1) = Nk(ξ)/k(cp)ϕp(1) = Nk(ξ)/k(cp),

par conséquent

θ0cl(q1)−1 = cp(p−1)/2
p φk(ξ)/k(Nk(ξ)/k(cp)).

D’où

NE1(ξ)/k(ξ)([ME1(C) ⊗OE1 [C] OM1 ]) = dpcp(p−1)
p φk(ξ)/k(Nk(ξ)/k(cp)).

Puisque x = dcp−1
p , on conclut que
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xp+1 = dpcp(p−1)
p φk(ξ)/k(Nk(ξ)/k(c0cp)) = xpφk(ξ)/k(Nk(ξ)/k(c0cp)).

Par conséquent Y = X, ce qui termine la démonstration de la partie (1).

Remarque. L’objet de cette remarque est de montrer la proposition 1.2 lorsque Γ est 
d’exposant p.

Ecrivons X = [M ⊗Ok[Γ] ON1 ] = (x0, x1, . . . , xp, xp+1). En raisonnant comme dans le
début de la partie (1) de la preuve du théorème 1.1 dans [5, p. 25] (on utilise le caractère 
de la représentation régulière de C) on obtient :

clk(ON1) =
( p∏
i=0

Nk(ξ)/k(xi)ϕi(1)=1)×Nk(ξ)/k(xp+1)φ1(1)=p

Comme X = (c0, c0s1(cp), c0s2(cp), . . . , c0sp−1(cp), cp, xpφk(ξ)/k(Nk(ξ)/k(c0cp))), on ob-
tient :

clk(ON1) = Nk(ξ)/k(c0cpx)p
2
.

Par suite

Rm(k,Γ, Ap) = Nk(ξ)/k(SCl(k(ξ)))p
2
.

On a Nk(ξ)/k(SCl(k(ξ))) = SNk(ξ)/k(Cl(k(ξ))), et si x ∈ Cl(k(ξ), alors θNk(ξ)/k(x) =
Nk(ξ)/k(x)p(p−1)/2. On en déduit l’égalité :

Nk(ξ)/k(SCl(k(ξ))) = Nk(ξ)/k(Cl(k(ξ)))(p−1)/2.

Par conséquent Rm(k, Γ, Ap) est égal au sous-groupe Nk(ξ)/k(Cl(k(ξ))p2(p−1)/2 ; mais ce
dernier est égal à Rm(k, Γ) d’après [2, Théorème 1.1 ]. On conclut que

Rm(k,Γ, Ap) = Rm(k,Γ) = Nk(ξ)/k(Cl(k(ξ))p
2(p−1)/2.

(2) Dans cette partie on suppose Γ d’exposant p2 et k(ξp2)/k(ξ) non ramifiée.
Soit Y l’élément de Ap2 suivant :

Y =
(
c0, c0s1(cp), . . . , c0sp−1(cp), cp, xp((sp−1 − θ)c0)φk(ξ)/k

(
Nk(ξ)/k(c0cp)

))
,

où (c0, cp, x) ∈ SCl(k(ξ))3. Nous démontrons ci-dessous que Y ∈ R(M), d’où Ap2 ⊂
R(M).

Le plan de la démonstration est le suivant : nous procéderons comme dans la partie (1), 
mais nous modifierons les éléments b et c de la partie (1) en de nouveaux éléments b′ et c′
afin d’obtenir une extension à groupe de Galois Γ d’exposant p2. Comme la démarche
est analogue à celle de (1), nous ne donnerons pas tous les détails, mais nous essayerons 
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d’en donner suffisamment afin de rendre notre démonstration aussi compréhensible que 
possible.

On considère c0. On garde tout ce qui est dit dans le début de la partie (1) ; on
obtient :

[M(C) ⊗Ok[C] OE1 ] = cl(λI−1)−1 = c0, Δ(E1/k) = p
p−1
E1

.

On considère cp. On garde ce qui est dit dans la partie (1) à partir de la considération
de cp, mais on remplace b par ξb.

On pose

b′ = ξb.

Alors la décomposition de façon unique de b′Ok(ξ) est la même que celle bOk(ξ) :

b′Ok(ξ) =
(
NE1(ξ)/k(ξ)(I ′ −1)

)p
θq1,

et

b′ ≡ ξ mod∗ (1 − ξ)p
2
Ok(ξ);

de plus, puisque θ(ξ−1) = ξ, on a

b′ = θ(ξ−1β′N).

On désigne maintenant par α′ un élément de k satisfaisant

α′ p = b′,

et on pose

F ′
1 = k(ξ)(α′).

Comme b′ = θ(ξ−1β′N), F ′
1/k est galoisienne abélienne par la proposition 2.4, elle

admet une (unique) sous-extension F1/k galoisienne de degré p et c’est clair que F ′
1 =

F1(ξ).
Montrons que F1/k est modérée ; pour cela il suffit de voir que F ′

1/k(ξ) est modérée,
car dans ce cas F1/k serait une sous-extension de l’extension modérée F ′

1/k.
On considère la composée F ′

1k(ξp2)/k(ξ). Les extensions F ′
1/k(ξ) et k(ξp2)/k(ξ) sont

linéairement disjointes car q1 est ramifié dans F ′
1/k(ξ) (par la théorie de Kummer) et

les seuls idéaux qui peuvent se ramifier dans k(ξp2)/k(ξ) sont les idéaux au desus de p
(nous n’avons pas besoin pour l’instant de k(ξp2)/k(ξp) non ramifiée). On en déduit que
F ′

1k(ξp2)/k(ξp2) est une extension de Kummer de degré p.
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On a F ′
1k(ξp2) = k(ξp2)(α′). Comme b′ ≡ ξ mod∗ (1 − ξ)p2

Ok(ξ) et ξ est une puis-
sance p-ième dans k(ξp2), k(ξp2)(α′)/k(ξp2) est modérée (voir rappel fin §2). Supposons
maintenant k(ξp2)/k(ξp) non ramifié, alors k(ξp2)(α′)/k(ξ) est modérée, en particulier la
sous-extension F ′

1/k(ξ) l’est.
Comme dans la partie (1), on obtient

[M(C) ⊗Ok[C] OF1 ] = cl
(
NE1(ξ)/k(ξ)(I ′ −1)

)−1
= cp, Δ(F1/k) = q

p−1
F1

.

Considérons maintenant x. Soit d ∈ SCl(k(ξ)) satisfaisant

x = dcp−1
p .

On garde tout ce qu’il y a dans la partie (1), à partir de cette considération et on 
s’arrête avant le paragraphe débutant par [D’après la proposition 2.6...] ; mais on rem-
place b par b′ et on ajoute (ajout facile à faire) la condition suivante dans le choix de r :
N (rOE1(ξ)) est premier avec N (pOE1(ξ)) (rappelons que N =

∑p−1
i=1 si).

Nous allons maintenant modifier l’élément c de la partie (1).
Rappelons qu’on a :

αpOk(ξ) = aOk(ξ) = (I−1)pθp, a = θa′.

L’idéal premier p est totalement ramifié dans E1(ξ)/k(ξ), donc

pOE1(ξ) = p̂p,

où p̂ est un idéal premier de OE1(ξ). On en déduit :

αOE1(ξ) = I−1OE1(ξ)θp̂

Par le théorème de Tchebotarev, et la surjection de la norme de Cl(E1(ξ)) sur Cl(k(ξ)),
il existe un idéal premier p1 de Ok(ξ) totalement décomposé dans E1(ξ)/k(ξ) avec p1∩Ok

totalement décomposé dans k(ξ)/k et tel que N (p1OE1(ξ)) est premier avec N (rOE1(ξ)p̂)
et tous les conjugués de q sous Gal(E1(ξ)/k), et il existe κ′′ ∈ k(ξ) vérifiant :

κ′′I−1 = p1, κ′′ ≡ 1 mod∗ (1 − ξ)p
2
Ok(ξ).

On a

ρ(θα) = θρ(α) = θ(ξα) = θξθα = ξ−1θα.

Donc θα a p conjugués. Par suite

E1(ξ) = k(ξ)(θα) = k(ξ)(θα−1) (= (k(ξ)(α)).
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Posons

c′ = cθκ′′ −1θα−1.

Comme c = θ(κ′β′ θ̂)−1, on a

c′ = θ(κ′′ακ′β′ θ̂)−1.

On vérifie facilement que b′ et c′ vérifient les conditions de l’assertion (2) de la pro-
position 2.6. Donc E1(ξ)/k(ξ) est plongeable dans une extension N ′

1/k(ξ) à groupe de
Galois isomorphe à Γ, et on peut prendre

N ′
1 = E1(ξ)(b′ 1/p, c′ 1/p) = E1(ξ)(b′ 1/p, c′ −1/p) = E1(ξ, a1/p, b′ 1/p, c′ −1/p).

Comme dans la partie (1) on obtient le diagramme suivant :

k

p

E1

p

K1

p

N1

����

����

����

����

k(ξ)
p − 1

E′
1

K ′
1

N ′
1

���

����

����

����

k(ξp2)

E′
1(ξp2) = k(ξp2)(a1/p)

K ′
1(ξp2) = E′

1(ξp2)(b′ 1/p)

N ′
1(ξp2) = K ′

1(ξp2)(c′ 1/p)

Maintenant on remplace les diagrammes des pages 185 et 186 de [2] par le nôtre 
ci-dessus. Sous nos notations, avec l’hypothèse k(ξp2)/k(ξ) non ramifiée, d’une façon
très similaire à ce qu’est écrit dans les pages [2, pp. 185–187] on montre que N1/k est
galoisienne modérée ayant un groupe de Galois isomorphe à Γ = Gal(N ′

1/k(ξ)).
Considérons

M ′
1 = E1(ξ)(c′ 1/p) = E1(ξ)(c′ −1/p).
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′
1

1

Puisque c′ −1 = θ(κ′′ακ′β′ θ̂), la proposition 2.4 nous dit que M /E1 est abélienne, de
plus elle contient une unique sous-extension M1/E1 de degré p modérée ; c’est clair que 
M ′ = M1(ξ) et  N1 = M1K1.

Nous allons déterminer la décomposition de façon unique de c′ −1OE1(ξ), où c′ −1 = 
c−1θκ′′θα.

On a

κ′′αOE1(ξ) = κ′′I−1OE1(ξ)θp̂ = p1OE1(ξ)θp̂.

Par suite

θκ′′θαOE1(ξ) = θp1OE1(ξ)θ
2p̂.

De cette égalité et la décomposition de façon unique de c−1OE1(ξ) figurant dans la partie
(1) il découle que

c′ −1OE1(ξ) =
(
I ′′ −1OE1(ξ)θ̂I

′ −1
p−1∏
i=1

p−1∏
j=1

(s−1
i ρj)(q)(ij−ij)/p

)p

× θrOE1(ξ)

( p−1∏
i=1

p−1∏
j=1

(s−1
i ρj)(q)ij

)
θp1OE1(ξ)θ

2p̂.

On a

θ2 ≡ sp−1θ mod pS,

en effet : écrivons θ =
∑p−1

i=1 isi∗ , où ii∗ ≡ 1 mod p ; d’après la proposition 2.7, si∗θ ≡
i∗θ mod pS et donc

θ2 ≡ (
p−1∑
i=1

ii∗)θ ≡ (p− 1)θ mod pS

≡ −θ ≡ sp−1θ mod pS.

Par suite :

θ2 = p(1
p
(θ2 − sp−1θ)) + sp−1θ,

où 1 (θ2 − sp−1θ) est un élément de Stickelberger. On en déduit que
p
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c′ −1OE1(ξ) =
(1
p
(θ2 − sp−1θ)p̂I ′′ −1OE1(ξ)θ̂I

′ −1
p−1∏
i=1

p−1∏
j=1

(s−1
i ρj)(q)(ij−ij)/p

)p

× θrOE1(ξ)

( p−1∏
i=1

p−1∏
j=1

(s−1
i ρj)(q)ij

)
θp1OE1(ξ)sp−1θp̂

est la décomposition de façon unique de c′ −1OE1(ξ).
La classe [M(C) ⊗OE1 [C] OM1 ] est égale à :

cl
(1
p
(θ2 − sp−1θ)p̂I ′′ −1OE1(ξ)θ̂I

′ −1
p−1∏
i=1

p−1∏
j=1

(s−1
i ρj)(q)(ij−ij)/p

)−1
.

Posons

X = [M⊗Ok[Γ] ON1 ] = (x0, x1, . . . , xp, xp+1) ∈ Cl◦(M).

Comme E1/k et F1/k sont arithmétiquement disjointes, [M(C) ⊗Ok[C] OE1 ] = c0 et
[M(C) ⊗Ok[C] OF1 ] = cp, d’après les propositions 2.2 et 2.3 on a :

x0 = c0, xp = cp, xi = c0si(cp), pour tout i, 1 ≤ i ≤ (p− 1),

xp+1 = φk(ξ)/k(Nk(ξ)/k(c0))NE1(ξ)/k(ξ)([ME1(C) ⊗OE1 [C] OM1 ]).

Posons

Z = cl
(
NE1(ξ)/k(ξ)(

1
p
(θ2 − sp−1θ)p̂)

)−1

Alors

xp+1 = Zxpφk(ξ)/k(Nk(ξ)/k(c0cp))

Dans ce qui suit nous calculons Z.
On a

NE1(ξ)/k(ξ)(
1
p
(θ2 − sp−1θ)p̂) = 1

p
(θ2 − sp−1θ)p.

De

θp = IpaOk(ξ) = Ipθa′Ok(ξ),

on déduit

(θ2 − sp−1θ)p =
(
(θ − sp−1)I

1(θ2 − sp−1θ)a′Ok(ξ)

)p

.

p
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Par conséquent

Z = cl((sp−1 − θ)I) = (sp−1 − θ)c0, car c0 = cl(I).

D’où

xp+1 = (sp−1 − θ)c0xpφk(ξ)/k(Nk(ξ)/k(c0cp)).

On conclut que Y = X, ce qui termine la démonstration de la partie (2).

Remarque. Dans cette remarque on montre la proposition 1.2 lorsque Γ est d’exposant p2.
Un calcul analogue à celui de la remarque de la partie (1) nous donne :

clk(ON1) = Nk(ξ)/k(c0cpx)p
2
Nk(ξ)/k((sp−1 − θ)c0)p.

D’où

clk(ON1) = Nk(ξ)/k(c0cpx)p
2
Nk(ξ)/k(c0)p(1−p(p−1)/2)

= Nk(ξ)/k(c
(3−p)/2
0 cpx)p

2
Nk(ξ)/k(c0)p.

Comme Nk(ξ)/k(SCl(k(ξ))) = Nk(ξ)/k(Cl(k(ξ)))(p−1)/2, immédiatement on a Rm(k, Γ,
Ap2) ⊂ Nk(ξ)/k(Cl(k(ξ)))p(p−1)/2 ; pour voir que cette inclusion est en fait une égalité il
suffit de prendre x = 1 et cp = c

(p−3)/2
0 , ce qui donne clk(ON1) = Nk(ξ)/k(c0)p, ensuite

on fait parcourir c0 dans SCl(k(ξ)).
D’après [2, Théorème 1.1 ], Rm(k, Γ) = Nk(ξ)/k(Cl(k(ξ)))p(p−1)/2. Donc Rm(k, Γ,

Ap2) = Rm(k, Γ) = Nk(ξ)/k(Cl(k(ξ)))p(p−1)/2.
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