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Resumen

Los controladores basados en predictor, en particular los obtenidos por métodos de asignacién finita de espectro (también co-
nocido como método de reduccién), permiten abordar el control por realimentacién del estado de sistemas con retardos constantes
y conocidos a partir de un modelo equivalente transformado sin retardo. Sin embargo, si el retardo es variable o existen incertidum-
bres en el modelo del proceso no es posible compensar su efecto de forma exacta. Este trabajo propone utilizar un predictor con
multiples retardos ponderados, con unos pesos a determinar segtin un algoritmo iterativo. Con ello se probara que, dado un contro-
lador ya disefiado para un proceso sin retardo, la estructura ponderada propuesta consigue mejores prestaciones y robustez que los
predictores de horizonte tinico. Copyright © 2014 CEA. Publicado por Elsevier Esparia, S.L. Todos los derechos reservados.

Palabras Clave: Retardo variable con el tiempo, Asignacién Finita de Espectro, Método de reduccién, Desigualdad matricial

lineal

1. Introduccién

Los retardos temporales aparecen con frecuencia en nume-
rosas aplicaciones de ingenieria de control. Estos son inducidos
en el bucle de control por fenémenos tales como transporte de
masa, energia o informacién. Es el caso, por ejemplo, de pro-
cesos quimicos, bioldgicos o aplicaciones aeronduticas Richard
(2003); Normey-Rico and Camacho (2007). En la practica, los
retardos temporales pueden ser variables con el tiempo Yue and
Han (2005); Pan et al. (2006); Gao et al. (2008), debido a que su
valor depende de pardmetros que estdn sometidos a variaciones
temporales. El ejemplo mas tipico de retardos variables reco-
nocido en la literatura son los denominados sistemas de control
basados en red Nilsson (1998); Salt et al. (2008). Los retardos
en este tipo de sistemas dependen de factores muy variables
tales como congestiones puntuales de dispositivos de red, dis-
ponibilidad del interfaz de comunicaciones y ancho de banda,
etc.

El analisis de la estabilidad y la sintesis de controladores
para este tipo de sistemas ha sido y sigue siendo ampliamente
explorada en la literatura, basicamente siguiendo dos enfoques:
utilizacion de esquemas de control cldsicos y utilizacién de es-
quemas de control de compensacién de retardo. Los modelos
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de sistemas con retardo pueden obtenerse de modelos fisicos
o bien mediante identificacion. En cuanto al retardo variable,
normalmente se dispone de cotas maximas y minimas de su va-
lor y, en algunos casos, puede establecerse un sistema de iden-
tificacién en linea que permita adaptar el controlador al valor
identificado del retardo en cada momento Peng et al. (2004), o
bien identificar pardmetros y retardo mediante esquemas estan-
dar de control adaptativo De Souza et al. (1988). Identificacién
y control adaptativo ante retardo, no obstante, quedan fuera de
los objetivos del presente trabajo, que se centra en la robustez
ante un intervalo de retardo predefinido a priori.

En cuanto a la utilizacién de esquemas de control “clasicos”
para estabilizar los sistemas con retardos, existen variados en-
foques en la literatura, tales como la realimentacion estatica del
estado Pan et al. (2006); Valter et al. (2008); Du et al. (2008);
Yong et al. (2008); Guangdeng et al. (2009), controladores PID
Silva et al. (2005); Oliveira et al. (2009), realimentacion estati-
ca de la salida o controladores dindmicos Gao et al. (2004);
Liu et al. (2006). La idea de estos trabajos consiste en proponer
técnicas de sintesis de las ganancias de la ley de control tenien-
do en cuenta el retardo.

Los modelos con retardo también pueden ser considerados
directamente en esquemas cldsicos de control predictivo basado
en modelos Garcia et al. (1989), de hecho, el predecir futuras
salidas es la idea principal de estas técnicas, incluso con dife-
rentes predictores para cada instante futuro a anticipar (control
predictivo multi-modelo Di Palma and Magni (2004)).
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Por tltimo, los esquemas de control de compensacion de re-
tardo (’Dead-time compensators (DTC)’ en la literatura en len-
gua inglesa), como Hagglund (1996); Normey-Rico and Cama-
cho (2007) tienen como objetivo adaptar esquemas de control
convencionales a procesos con retardos, mediante la inclusién
de elementos adicionales en el esquema de control que elimi-
nan el retardo de la ecuacién caracteristica del sistema en bucle
cerrado. De este modo, el disefio de las ganancias de la ley de
control puede llevarse a cabo sin tener en cuenta la presencia
del retardo (en la mayoria de casos, bajo la suposicién de que es
conocido y constante). A su vez, cabe distinguir dos enfoques:
Predictor de Smith Smith (1957); Palmor (1996); Normey-Rico
and Camacho (2007) (realimentacién de salida) y Asignacién
finita del espectro ’Finite-spectrum assignment (FSA)’, Mani-
tius and Olbrot (1979); Artstein (1982); Wang et al. (1998); Yue
and Han (2005); Zhong (2006) (realimentacién del estado). Es-
ta dltima técnica estd basada en la transformacién del estado
propuesta en Manitius and Olbrot (1979) , y permite reducir un
sistema con retardo conocido a un sistema sin retardo, incluso
en sistemas variantes en el tiempo Artstein (1982) donde, sin
espectro de valores propios que asignar, la técnica se conoce
como meétodo de reduccion.

La version discreta de la ley de control FSA/reduccién se
le conoce como realimentacion del estado basada en predictor
Goodwin and Sin (1984); Garcia et al. (2006); Gonzalez et al.
(2012b), y presenta la ventaja de la facilidad de implementa-
cién en un controlador digital. Andlogamente al controlador
FSA continuo, el controlador de realimentacion del estado ba-
sado en predictor permite, en ausencia de errores de modelado y
retardo constante y conocido, obtener las mismas prestaciones
que el sistema equivalente sin retardo Yue and Han (2005). Sin
embargo, uno de los problemas reconocidos inherentes a este
esquema de control es la posible sensibilidad a errores de mo-
delado en el retardo y en el modelo del proceso Michiels and
Niculescu (2003). EI motivo es que los errores de modelado se
acumulan en el cémputo de la prediccién futura del estado. Por
tanto, el andlisis de la robustez en este tipo de sistemas Yue and
Han (2005) resulta de interés, especialmente si el retardo es va-
riable.

El andlisis de estabilidad robusta de sistemas discretos con
retardo variable ha sido explorada en la literatura considerando
esquemas de control convencionales Boukas (2006); Du et al.
(2008); Yong et al. (2008); Zhang et al. (2008). Sin embargo,
son escasas las contribuciones en la literatura que abordan el
problema con esquemas de control basados en predictor. Ca-
be citar los trabajos Lozano et al. (2004); Garcia et al. (2006),
donde se estudia la estabilidad de estos sistemas en un caso
muestreado. No obstante, se restringe el estudio sélamente al
caso de pequefias variaciones de magnitud inferior al periodo
de muestreo, tanto en el retardo como en el periodo de mues-
treo. Posteriormente, en Gonzalez et al. (2013a,b) se extiende
el trabajo anterior, aportando resultados que evaldan la estabi-
lidad robusta a incertidumbres de modelado acotadas para el
predictor (método de reduccién) con un tnico horizonte de pre-
diccion; un analisis similar en el caso de Predictor de Smith
filtrado (introducido en Normey-Rico and Camacho (2009)) se
hace en Normey-Rico et al. (2012), donde también se trasla-
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dan algunas ideas de predictores de Smith a realimentacién del
estado.

Los objetivos de este trabajo son tres: (a) ampliar el andlisis
de estabilidad robusta en Gonzalez et al. (2013a) introduciendo
criterios de desempefio adicionales, (b) ampliar dicho analisis al
caso de procesos con retardos multiples de los que sélo se cono-
ce un rango de variacién y (c¢) mejorar los controladores de re-
alimentacién del estado basados en predictor introduciendo una
nueva opcioén donde un retardo variable podria ser parcialmente
cancelado por una combinacién ponderada de predictores (para
cada uno de los posibles valores de retardo).

En los ejemplos numéricos se verd que la opcién de retardo
ponderado consigue mejores prestaciones y robustez que la de
un predictor con horizonte de prediccién tinico constante, pese
a que la cancelacién del retardo nunca sea perfecta.

La estructura del trabajo es la siguiente: en la seccidn si-
guiente se presentan una revision de resultados preliminares,
asi como la notacién a utilizar. En la Seccién 3 se presentan los
resultados principales. En la Seccién 4 se muestra un ejemplo
numérico ilustrativo, y finalmente en la Seccién 5 se exponen
las conclusiones.

2. Aspectos preliminares

En esta seccidn se introducird la notacién a utilizar y se revi-
sardn resultados previos en literatura sobre los aspectos a tratar.

Considérese el sistema discreto lineal con incertidumbres
en el modelo y retardo variable y desconocido en la entrada
(del cual s6lamente se conoce los valores de retardos minimo
dy, y méximo dyy):

X1 = (A + AAk)xk +(B+ ABk)uk,dk Yk>0 (D)
dp <di <dy, xeR"ueR"
con condiciones iniciales arbitrarias:
Xe =, k=—-dy,—dy+1,---,0 )

Las matrices de incertidumbre A4, , A, se definen segtin el mo-
delo estandar de incertidumbres variables acotadas en norma:

(Aac Ag)=yuGA(Ha Hig) 3)

donde G, Hy, Hp son matrices constantes y conocidas, de di-
mensiones apropiadas, y A, es una matriz con entradas varia-
bles con el tiempo y desconocidas, que verifica AZAk <LyYm
es un escalar positivo cuyo valor determina el volumen de las
incertidumbres (margen de robustez).

Realizacion aumentada. Usando la propuesta de Hetel et al.

(2008) para sistemas con retardo genéricos, el sistema ante-

rior puede transformarse a un sistema sin retardo variante en

el tiempo de orden n + m - dy, introduciendo variables de esta-
i ; N IR TS B

do adllgjlonales YU con ecuacion v, = ¢, j = 1,....dy,

P =

con ¥ 1, de modo que, con la citada eleccién de variables

adicionales, se tiene que lp,E/] = Uy j.
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Reescribiendo la ecuacién del estado inicial del proceso (1)
como la ecuacién variante en el tiempo se tiene:

Xert = (A + Ag)xi + (B + Ag )y @
Creando un vector de estado extendido
N T T T
N N Y ()

se puede construir una representacion matricial ampliada cuya
matriz de transicion de estado tendria una estructura particular:
las primeras 7 filas estarian formadas por la matriz A y un blo-
que B de posicion cambiante, y las siguientes filas se formarfan
con filas de la matriz identidad. Se remite al lector a Hetel et al.
(2008); Gonzalez et al. (2013a) para detalles sobre la construc-
cién de dicha matriz.

Realimentacion del estado con predictor.

Por otro lado, considérese la realimentacion del estado ba-
sada en predictor Lozano et al. (2004) (versién discreta del
método de reduccién para sistemas continuos):

KX (6
-1

Ahxk + ZAhiiilBuk_h_H'
i=0

Uy =
Xk =

donde Xy, representa la prediccioén de xi.;, con la informacién
disponible hasta el instante k.

La ecuacion de la dinamica del sistema en bucle cerrado
en representacion interna (espacio de estados) formado por el
sistema (1) y la ley de control (6) se describe en el siguiente
lema:

Lema 1 (Gonzalez et al. (2013a)). Si A es invertible', la ecua-
cion de la dindmica en bucle cerrado del sistema (1) con la
ley de control (6) se puede expresar, introduciendo la notacion
Zk = Xk+hs como?:

h
Zee1 = Arze + BagZk-g, + Buxzi-n + Z BikZk-i @)
i=1
A=A+ BK + A"A, A"
By = A"BK + A"Ap K
By = -A"BK
By = —A"A\ AT"'BK

Demostracion. Ver prueba del Lema 4.1 en Gonzalez et al. (2013a).

O

Observacion 1. Obsérvese que el término sumatorio en (7) que
contiene B;y describe la acumulacion de errores del modelo del
proceso. Notese que su magnitud crece proporcionalmente con

'Nétese que la discretizacion de un sistema continuo con matriz de estado
Ae, el resultado A = e*<T nunca es una matriz singular.

2 En este trabajo se hace el siguiente abuso de notacion: Z?:p Z; = 0 para
g < p. Por ejemplo, si determinado sumatorio en los teoremas apareciera como
Zl.z:3 Z;, se sustituird por cero en la implementaciéon numérica.

el valor de h. Por tanto, es razonable pensar que existe un com-
promiso entre los beneficios conseguidos debido a la cancela-
cion del efecto del retardo en la dindmica del proceso en bucle
cerrado, en la medida en la que h =~ dy, y la degradacion en la
respuesta producida por la acumulacion de error de modelado
en el computo de la prediccion del estado Xy, en (6). Este com-
promiso indica la existencia de un valor ”optimo”de horizonte
de prediccion h.

Observacion 2. Ndtese que en ausencia de errores de mode-
lado (As, = 0, Ap, = 0), y retardo en la entrada constante
y conocido (dy = d = h), la ecuacion caracteristica en bucle
cerrado presentada en el Lema 1 es 7341 = (A + BK)z;. Ello
Jjustificaria, por tanto, el disefiar la ganancia del controlador K
sin tener en consideracion el retardo.

Retardos nuiltiples.

Por otro lado, el método de reduccién para sistemas con
muiltiples retardos permite eliminar el retardo de la ecuacién ca-
racteristica del sistema transformado, cuando éstos son conoci-
dos Manitius and Olbrot (1979); Artstein (1982). Considérese,
por ejemplo, el siguiente sistema con multiples retardos cons-

tantes en la entrada i, j = 1,--- , N:
Ni
Xpy1 = Axy + Z Bjug—p; (®)

J=1
con las condiciones iniciales:

xK) = ¢k), & =-h,—~h+1,---,0

h= méix h;
1<j<N;

Definase la siguiente transformacién del estado:

Ny =1

X + Z Z A_i_lBij—hj+i ©)

j=1 i=0

Ak =

Es fécil comprobar que con la ley de control u; = Kz, la
ecuacién dindmica en bucle cerrado es 7.1 = (A + BK)z, de-
finiendo B = 2?21 AhNB ; siguiendo un desarrollo paralelo al
caso continuo discutido en las citadas referencias. La obtencién
de la dindmica de bucle cerrado ante error de modelado sera dis-
cutida posteriormente en este trabajo.

Observacion 3. En el caso particular de un tinico retardo en
la entrada en el sistema (8), se puede ver fdcilmente que se
verifica la relacion Xy, = A'zy entre la prediccion de xi.p, (6)
v el estado transformado zj definido en (9) tomando N, = 1
y hy = h. Por tanto, la dindmica en bucle cerrado de X+, =
(A + BK)X; es idéntica a la dindmica del sistema transformado
Ztse1 = (A + A™"BK)z, donde K = KA". En el caso de retardos
muiltiples, la interpretacion de la transformacion (9) como un
predictor ya no es directa; no obstante, no sin un cierto abuso
del lenguaje, se mantendrd, por razones historicas el término
de predictor también para retardos miiltiples.
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Revision de andlisis de estabilidad con controladores basados
en método de reduccion ante retardo variable.

Aunque la literatura de anélisis de estabilidad de sistemas
con retardo variable es amplia Pan et al. (2006); Gao et al.
(2008) e incluso algunos aspectos de sistemas de control en red
estdn muy relacionados con el tema Salt et al. (2008), son es-
casas las contribuciones para el caso especifico de estabilidad
robusta con realimentacién del estado basada en predictores?.
Por otro lado, modelando los sistemas con retardo tinico y su
control por método de reduccién segin el Lema 1, el analisis
de su estabilidad y prestaciones ha sido abordado mediante va-
rios enfoques:

= Realizaciones aumentadas : en Gonzalez et al. (2013a) se
aborda el problema de andlisis de estabilidad robusta para
un dnico retardo con la ley de control (6).

= Funcionales Lyapunok-Krasovskii: Gonzalez et al. (2012a),
Gonzalez et al. (2012b) tratando de trasladar al caso dis-
creto los resultados continuos de Yue and Han (2005).

= Sistemas muestreados, estabilidad ante pequefias varia-
ciones de periodo de muestreo Lozano et al. (2004).

Formulacion del problema a tratar,

El objetivo de este trabajo es, utilizando realizaciones au-
mentadas, el mejorar los resultados en literatura anteriormente
citados en los siguientes aspectos:

1. Extensién al caso de miiltiples retardos variables desco-
nocidos en entrada,

2. Introduccién de criterios de desempefio adicionales a la
mera estabilidad robusta: tasa de decaimiento geométrico
(velocidad de convergencia) y tasa de rechazo de pertur-
baciones H.,

3. Mejora del control de realimentacién del estado basado
en predictor introduciendo ciertos coeficientes de ponde-
racién (a determinar) en la ecuacidén de transformacion
de estado definida en (9).

3. Resultado principal

Considérese la generalizacion del sistema (1) dada por el
sistema incierto con Ny multiples retardos en la entrada varia-
bles en el tiempo djx, j = 1,..., Ny y perturbacién de proceso
wy dado por:

Na
X1 = (A + Ay )xp + Z(Bj + A )ui-a;, + (Byw + Ap, Jwi
=

(10)
dj’m < d_,‘,k < dj’M,

j=1,- Ny

3Evidentemente, sin error de modelado ni variacién de retardo, el analisis
es trivial.

con las condiciones iniciales (arbitrarias):
x(K) = ¢u(), K =—dy,—dy +1,---,0
JM = méx dj,M
1<j<Ny
donde d; denota el valor variable del retardo j-ésimo en el ins-
tante k, que se sabe acotado por unos limites minimo y maximo
djm 'y djum, respectivamente.
Las matrices de incertidumbre Ay4,, ABM, (G=1,---,Ny),

Ap,, se definen segiin (3) como:
(AAk Ap, ABW) = y.GAy (HA Hj, HBW) (11)
donde G, Hy, Hp, (j = 1,--- , Ny), Hp, son matrices constantes

y conocidas, de dimensiones apropiadas, y A, se define de for-
ma analoga a (3). Nétese que (1) corresponde al caso N; = 1
aqui.

Para un andlisis de prestaciones posterior, se consideraran,
asimismo, unas variables a controlar sobre las que se desea li-
mitar el efecto de wy dadas por:

i = Choxg (12)

Definase ahora la siguiente transformacién del estado que
generaliza (9), donde se introducen multiples retardos A, r =
1,--+, Ny, y los coeficientes escalares 3, ;, con:

Ny Ng h—1

M+ Z Z Zﬂn./Afile Ui, +i

r=1 j=1 i=0
rpell, - Nyl x[1,---,Ng]

13)

Tk =

Los retardos 4, se suponen prefijados de antemano por el di-
seflador en base al conocimiento aproximado sobre los valores
posibles del retardo del sistema, pudiendo ser interpretados co-
mo “horizontes” de prediccidn, en la linea de lo discutido en la
observacion 3 (adaptado al caso multiple). Asi, el nimero N,
indica el nimero de predictores y el nimero N, indica el nime-
ro de retardos del proceso.

Observacion 4. Aunque en la literatura referenciada en sec-
ciones anteriores se considera N, = Ny (y en muchos casos
Ny = Ny = 1), en un caso general, esa igualdad no tiene por
qué darse y, en efecto, este trabajo analiza la flexibilidad adi-
cional que aporta el suponer N, # Ny.

La interpretacion de los coeficientes §,,; propuestos en este
trabajo es de “aproximar” el retardo u;,4; (variable en el contex-
to de este trabajo) como una combinacién de mdltiples retardos
fijos, Z’r\ﬁl By, juk—r,. Obviamente, dicha “aproximacién” no es
en absoluto exacta. El valor de las ponderaciones . ; se ajus-
tard posteriormente para obtener las mejores prestaciones, esto
es, dado un controlador K disefiado para un cierto sistema con
retardos constantes y conocidos (ver Corolario 1 posteriormen-
te), obtener la ponderacién de retardos que mejor mantiene las
prestaciones del disefio original al usar una realimentacién del
estado basada en predictor expresada como u; = Kzi, donde z;
se obtiene segtin (13).
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Motivado por la observacion anterior, el siguiente lema des-
cribe la ecuacién dindmica del sistema incierto (10) aplicando
la transformacidn de estado recién definida en (13), como base
para un posterior andlisis de estabilidad, robustez y prestacio-
nes.

Lema 2. Si A es invertible, La dindmica del sistema en bucle
cerrado formado por (10) y la ley de control uy = Kz (donde z;
es el estado transformado definido en (13)) se puede expresar
como:

Zkst = Axzi + (B + Ap, )Wk
Na Ny Ny h,
+ Z B‘,{kafd,,k = Z B.Kzj_p, + Z Z Bixzi—i  (14)
Jj=1 r=1 r=1 i=1
Nun  hr
i =Cyzi = Cy Z AR Kz
=1 =1
Ny Na
A=A+ ) AMBK + Ay, B =" BB
r=1 J=1
7
Bj,k = B,K + ABMK
Bi,r,k = —AAkAiih'ilng

Demostracion. Se introduce por conveniencia el siguiente ope-
rador en uy:
Na h=1
u —i—1
W= 3" BrjA T Bt (15)
j=1 =0
Agrupando términos y permutando el érden de los sumatorios
el operador anterior puede escribirse como:
h=1

— —i-1 D
O = > A By i
i=0

Na
B.= BB (16)
j=1

u

Reorganizando los indices del sumatorio en o,

birse como:

puede escri-

hy

O = D AT By a”n
i=1

Es facil verificar que el operador satisface la siguiente equiva-
lencia:

D}y — Ay = A7 Buy = Byupcy, (18)

Por otro lado, la transformacion de estado z; definido en (13)
puede reescribirse de la forma:

N
=+ ) Ol (19)
r=1
El estado z; en el instante k + 1 equivale a:
N
Tkl = X1 + sz+1 (20)

r=1

Reemplazando x;,; a partir de (10) se tiene:

Ny
2t = (A+ Ag)xi+ Y (Bj+ Ap g+ 1)
j=1
Ni
(By + Ap, Iwi + Z L
r=1
Teniendo en cuenta z; en (19) y la equivalencia (18), el estado
del proceso x; se puede sustituir en la ecuacién anterior obte-
niendo:

N
Zirl = (A + Ap )z — Ay, Z O + (By + A, Jwi
r=1
Ny Np Ni
+ 3 B+ Mg icay + > A By~ > By, (22)
Jj=1 r=1 r=1

Por otro lado, la variable a controlar yi, expresada en funcién
del estado transformado z;, se puede expresar como:

Ni
Yk = Cwzi — Cy Z q)zyk (23)
r=1

Finalmente, aplicando la ley de control u;, = Kz; y aplicando las
manipulaciones pertinentes, se completa la demostraciéon. [

Corolario 1. En ausencia de errores de modelado, y asumien-
do que los retardos son constantes y conocidos, la ecuacion
dindmica del sistema en bucle cerrado (14) es 741 = (A +
BK)z, donde B = z;vgl AMB;.

Demostracion. Se puede demostrar facilmente tomando los va-
lores Ng = Ny, dij = hj, Ay, = 0y Ap, = 0, y los coeficientes
Brj = 6(r, k) donde 6(r, k) es la funcién delta de Kronecker (esto
es, o(r,k) = 1sir=ky d(r,k) = 0 en caso contrario). O

El Corolario 1, en el caso de un tnico retardo se reduce a la
Observacion 3: entonces el Lema 2 se podria aplicar generando
K a partir de una ganancia K que estabilice al sistema “nomi-
nal” sin retardo A + BK. En el caso multiple, esta interpretacién
no es posible debido a la existencia de multiples matrices Bj,
con lo que se debe disefiar K de modo que estabilice al sistema
sin retardo A + BK pero B ya no es igual a ningtin B ; particular
sino una expresion que involucra a todos ellos. Estos resultados
(s6lo el caso particular de retardo conocido, sin error de mo-
delado) son bien conocidos en literatura y la seccion siguiente
los generaliza al caso con error de modelado y variaciones de
retardo.

Nétese que en el caso de los retardos “ponderados” se est4,
implicitamente, haciendo la suposicién de que la dindmica del
proceso es Xy = Axg + er\’:"l B, B3, ruk—p, y, por tanto, la apli-
cacion del Corolario 1 a dicho sistema conllevaria disefiar un
controlador de modo que zx+; = (A + BK)z; fuera estable, con
B=3" B.,A""B,. Este valor de B es el usado en el ejemplo
en la Seccién 4: con retardo tUnico, si se dispone de una ga-
nancia que estabilice al sistema sin retardo x;.; = (A + BK)x;,

_ -1
entonces la ganancia K = K - (Zf’:” l ﬁ,,,A‘h') estabiliza 7341 =
(A + BK)z.

159
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3.1.  Andlisis de estabilidad y prestaciones robustas en bucle

cerrado

Una vez discutida la clase de predictores propuesta, el si-
guiente teorema extiende el resultado de Gonzalez et al. (2013a)
al caso de retardos multiples variables con especificaciones com-
binadas de tasa de decaimiento, de eliminacién de perturbacio-
nes en norma H,, y de robustez a error de modelado (con la es-
tructura de incertidumbres normadas definida en (11)). El teore-
ma supone que se aplica la ley de control generalizada a muilti-
ples retardos ponderados u; = Kz, con z; definido en (13).

Definase previamente el conjunto finito de vectores con to-
das las posibles combinaciones de retardos:

D={d=(d. - .dy,) |djm < dj < djs. j = 1.2, . Na)
(24
Es fécil observar que el nimero de elementos del conjunto D
es Hyjl(d im — dju + 1). Por ejemplo, si el niimero de retardos
en el proceso es N; = 2 (retardos de entrada d; y d», respecti-
vamente), donde 4 < d; <5y 1 < d, < 3, resulta el conjunto
de 6 vectores D = {(4,1),(4,2),(4,3),(5,1),(5,2),(5,3)}.
El siguiente teorema enuncia el resultado principal de este
trabajo:

Teorema 1. El sistema en bucle cerrado formado por (1) y la
ley de control uy = Kz, con zj definido en (13):

1. es robustamente estable,

2. garantiza una tasa de rechazo de perturbaciones de la
salida yy respecto wi: [|[Tyyllo < Yir ¥

3. prueba una tasa de decaimiento geométrico « en la ve-
locidad de convergencia (||x(k)|| < F||x(0)||a*,k > 0,F €
R),

si existe una matriz P > 0y ciertos escalares p,, > O,u > 0
que satisfacen las siguientes desigualdades matriciales linea-
les* para todo vector d en D:

-a*P 0 AP uCT 0 H'@)
(*) —uyd BP0 0 Hj
(%) (%) -P 0 PG 0 2
“ w0 o |50@
(*) (*) (*) () —oml 0
(*) (*) (*) (= () =1
L?M = méx dij
1<j<Ny
donde:
o T T@)-- ;@)
K 0 0--- 0
A(dA) _ 0 I 0--- 500 0
0 0  0- I 0
Nj,
Ty = A+ ZA"’"B,K +To(d)

r=1

4El simbolo (*) denota el término necesario para formar una matriz simétri-
ca, el simbolo / denota la matriz identidad de dimensiones apropiadas.

Na N
r(d) = Y 6(d;DB; = > 6(h, DB, 1=0,..
=1 r=1

J

dy

G=(6" o O)T
{Hy + 21, 6(d;, 0)Hp,}"
{(=Ha N AGh, 1)+ 2 6(d;, DHg )T

A@T =| (—Ha 22 A, 2) + 23 6(dj, 2)Hp )T
—{Hy 3" Ay, dy) + 32, 6(d), dy)H )"
B, = (B} © 0)’

CT
~[Cy I ARy, DIT
eT = | —ICw TN A DI

—[Cy I Alhy, d)IT
AR h <
0 h,>j

Alhy, j)

Donde (i, j) es la delta de Kronecker, tal y como se define
dentro del Corolario 1. Notese que el niimero de LMIs es finito
dado que asi lo es el cardinal de D. El valor mdximo de toleran-
cia a incertidumbres de modelado se puede obtener resolviendo
el problema de optimizacion convexa de minimizar p,, sujeto a
las LMI anteriores. En caso de obtener una solucion factible
que satisfaga las desigualdades matriciales anteriores, el valor
mdximo de tolerancia a incertidumbres de modelado se obtiene
COmo ¥y, = p,}l/ 2,

Demostracion. De modo andlogo a (5), considérese el estado
ampliado del sistema

A
Wy ”;H;M)

y la siguiente funcién de Lyapunov cuadritica genérica, para
cierta matriz P > 0 de dimensiones apropiadas:

ze= (% (26)

Vi =71 P% (27)

y el conjunto de todas las posibles realizaciones del sistema (14)
aumentado con Z;:

Zt = AQ(d)z + Bl i
A@d) = A@) +y.GAH@)
Bﬁ»,k = Bw + ymG_AkHBW

El sistema (14) es robustamente estable con una tasa de decai-
miento geométrico « si Vj si satisface, para todas las realizacio-
nes posibles, la siguiente condicién:
AVi(d) <0 AVi(d) = Vi (d) = @?Vi - (28)
A Vi(d) = Z [A] (A)PA(d) - o Plz + 7} (A2)T (d)PBY, ywi

+wj (BY )" PAR(d)z + wi (B )" PBy ,wi < 0
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donde d es el conjunto de vectores definidos al principio de la
seccion que define todas las realizaciones posibles a partir de la
combinacién de los valores de los retardos en la entrada.

El sistema serd robustamente estable garantizando una tasa
de rechazo de perturbaciones ||yl < 7y, si para todo vector
d € D se verifica la siguiente desigualdad:

AVi(d) + yf yi — yawiwi < 0 29)

donde teniendo en cuenta que y, = C,Z, y aplicando el com-
plemento de Schur, se obtiene:

-a?P 0  Al@p CT
(x =y BLP 0
PG4 S-S R (30)

() () (%) -1
Teniendo en cuenta el lema para productos cruzados (Mao and
Chu, 2009, Proposicién 2), la desigualdad anterior es equiva-
lente, para cierto escalar € > 0, a (31) en la pagina 8.
Aplicando nuevamente el Complemento de Schur se obtie-
ne:
-*P 0 Ad'™P CT 0
() i BP0 0
(= (o P 0
= (- 0 0
G G N O B € B 0
G I € R € B € NN €] —el

redefiniendo la variable: P = PJe, la desigualdad anterior se
puede reescribir como:

eAT(d)
eH ;

—ea?P 0  €Ad)TP CT 0 €AY (d)
&) vl BP0 0 e
(*) (*) —eP 0 E'YmPG 0 <0 (33)

() ) () -1 0 0
(5 () (%) (x)  —el 0
() () (%) QRN —el

Finalmente, multiplicando a ambos lados de la desigualdad por
(\/LE) diag(l,1,1,1, y;tll, I), y tras redefinir las variables P = P,

Om = v,2, 4 = € ! la prueba queda completada. O

Observacion 5. Para evitar conservadurismo, en el andlisis
para obtener la tasa de decaimiento robusta dptima habria que
evaluar (25) con y,, — o (equivalentemente, eliminar su fila
y columna). Del mismo modo, para evaluar el optimo en re-
chazo robusto de perturbaciones habria que, separadamente,
plantear (25) con @ = 1 (en ambos casos, se mantendria el
término de error de modelado al valor deseado de margen de
robustez). Asimismo, si se fueran a plantear dichas condiciones
simultdneamente seria aconsejable utilizar matrices de Lyapu-
nov P diferentes para cada caso.

El resultado anterior tiene ciertos casos particulares de in-
terés:

Corolario 2. Para el sistema sin retardo, haciendo A(d) = A +
BK, G = G, Hd) = Hy + HyK, B, = B,, yC, = C,, la
LMI (25) se convierte en condiciones cldsicas en literatura de
control H, (detalles omitidos por brevedad).

Observacion 6. Las condiciones propuestas en este trabajo
podrian hacerse mds generales utilizando una funcion de Lya-
punov Z,{P(dA)Zk diferente para cada configuracion de retardo, y
definiendo A,V = ZL lP(dAl Vsl — QZZZP(ﬁz)Zk de modo que las
LMI se deberian cumplir para todos los posibles pares ( dy, d»)
pertenecientes a D X D. Ello requeriria fdaciles cambios en las
LMIs omitidos por brevedad. El inconveniente es que si el car-
dinal de D es grande, esta propuesta elevaria mucho el niimero
de LMIs a resolver.

Corolario 3. En el caso de un tinico retardo de entrada en el
sistema (10) (fomando Ng = 1, dj; = di, B = 1) y realimenta-
cion del estado con predictor cldsica (horizonte inico, Nj, = 1)
y considerando solo estabilidad robusta, las condiciones pro-
puestas se reducirian a las consideradas en (Gonzalez et al.,
2013a, Teorema 4.2)

3.2. Ajuste de los coeficientes de ponderacion f,.;

El algoritmo que se presenta en esta seccidn tiene como ob-
jetivo encontrar la méxima cota de robustez admisible sobre el
sistema incierto con retardos variables descrito en (10) y apli-
cando la ley de control u; = Kz, para una cierta ganancia de
controlador K predisefiada que estabilice A + (3", A" B)K.
Dado que si se fijan los §,; el problema es convexo, se rea-
lizardn iteraciones entre optimizacién convexa y optimizacioén
por bisqueda de paso variable.

La cota de robustez obtenida debe garantizar un cierto nivel
de especificaciones prefijados: tasa de decaimiento geométri-
co (velocidad de convergencia), y tasa de rechazo de perturba-
ciones H,,. Obviamente, el algoritmo puede reformularse facil-
mente si se desea optimizar cualquiera de los otros criterios de
desempeiio (incluyendo, si se desea, el intervalo de retardo va-
riable), en términos bien conocidos en optimizacion multicrite-
rio (detalles omitidos por brevedad).

Previamente se introducen los siguientes pardmetros:

= Contador de iteraciones x y nimero mdximo de iteracio-
nes permitido (Kyuq.)-

» [ndices de los coeficientes B, a modificar: ¢,,¢;, respec-
tivamente (1 < ¢,,< N, y 1 < ¢;,< Ny). Estos indices
determinan qué coeficiente 3, ; debe ser incrementado (o
decrementado), si procede, en un determinado paso de

iteracion.

= Contador de maximos (6,,): Es un contador que se incre-
menta cada vez que se alcanza un maximo local de ¥,
sobre un determinado coeficiente ;. ;.

= Incremento Ag: Es el valor a sumar (o restar),si procede,
al valor del coeficiente 8, ; conr =1,y j = ;.

El algoritmo propuesto, implementado en los ejemplos, es
como sigue:

= Paso I: Inicializar los coeficientes 3, ;, 7 = 1,2,--+ , Ny,
j=1,2,---, N, auncierto valor arbitrario y fijar el valor
del decaimiento geométrico al valor deseado de presta-
ciones @ = g (por ejemplo, @y = 1 para andlisis estabi-
lidad pura). Como recomendacién, se sugiere inicializar
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-?P 0 AT@pP CT 0

* —y2I BIP 0 . 0

¢ = P 0|""|PG

(ORENC) (O 0
-?P 0 AT@P CI
) -yl BP0 .
®  -P 0T

QRN (O
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Ac(Ad) Hp, 0 0)+() <

A" ()

2 (A P

i (A@) Hp, 0 0)<0 (31
0

(0 0 GTp 0)+s

los coeficientes haciendo §,,; = 1 si h, coincide con el
valor de retardo minimo d,, ;, y cero para el resto”.

= Paso 2: Evaluar mediante el Teorema 1 y optimizacién
convexa el valor 6ptimo de tolerancia ¥,,:

e si existe solucion factible fijar ¥,y = Y, tr = 1,15 =
1,0, =1;

e Caso contrario incrementar el valor de a hasta en-
contrar una solucién factible y, en su caso, proceder
como se describe anteriormente en este paso.

= Paso 3: Repetir los siguientes pasos desde x = 1 hasta

Kmax N

e Paso 3.1: Evaluar el valor éptimo ¥,, mediante el
Teorema 1, tomando® Brj = Brj+ Ag, donde r = ¢,
yJj=t;

e Paso 3.2: Si se obtiene mejoria (esto es, ¥, > Vi, )
actualizar el valor del coeficiente 3, al nuevo va-
lor B,.; + Ag, asignar ¥,, = ¥,, € incrementar los
indices’ ¢,,¢ j» y volver al Paso 3.1.

e Paso 3.3: Si ¥, < ¥m,_, 0O nO existe solucién fac-
tible, evaluar un nuevo ¥,, mediante el Teorema 1,
tomando §8,,; = B,.j — Ag, donde r = 1, y j = ;.

e Paso 3.4: Si¥,, > ¥, , actualizar el valor del coe-
ficiente B, ; al nuevo valor §,,; — Ag y proceder para
el resto tal y como se describe en el Paso 3.2.

e Paso 3.5: Si¥,, < ¥, 0no existe solucion factible,
incrementar el contador de maximos 6,, = 6,, + 1.

e Paso 3.6: Si 6,, > N, y si se ha alcanzado el de-
caimiento geométrico deseado, finalizar algoritmo.
Si no se ha alcanzado el decaimiento geométrico
deseado reducir a y volver al paso 3.1.

3Segun parecen indicar los diferentes ejemplos numéricos en Gonzalez et al.
(2013a) y Gonzalez et al. (2012b), los predictores no ponderados con retardos
cercanos al retardo minimo producen los mejores margenes de estabilidad. Ob-
viamente, esto no es cierto siempre y depende del modelo, de las cotas de error,
etc. y por eso se sugiere meramente como un valor razonable para inicializar.

6Si la seleccién f3,,; diera lugar a (Zi”l ﬂ,,,A‘h’) singular, incrementar los
coeficientes 3, ; con un pequefio incremento aleatorio repetidamente hasta que
deje de serlo.

7el incremento de ambos indices se define de modo que todos los coeficien-
tes B, j puedan ser modificados a lo largo de la ejecucion del algoritmo.

e Paso 3.7: Si 6, < N, , incrementar los indices ¢, ¢},
y volver al Paso 3.1.

Si al finalizar el algoritmo el valor del decaimiento geométri-
co es « entonces los coeficientes de ponderacion ;. ; calculados
permite estabilizar el proceso garantizando la tasa a rechazo de
perturbaciones y el valor de decaimiento geométrico especifi-
cados, ademads de una tolerancia a incertidumbres de modelado
¥m. Obviamente, si @i, > 1 no se ha conseguido encontrar
una combinacién de predictores 3,.; que estabilice al sistema:
deberia redisefiarse la ganancia que estabiliza al sistema equi-
valente sin retardo, o intentar probar las prestaciones para un
rango de retardos mas pequefio.

Podrian, seguramente, construirse otros algoritmos de bisque-
da de los §3,.; mas eficientes o que no caigan en posibles mini-
mos locales, adaptando alguno de los muiltiples algoritmos de
optimizacién genéricos disponibles en la literatura sobre el te-
ma (por ejemplo, estimando el gradiente a partir de los incre-
mentos, algoritmos genéticos, etc.) como Martinez et al. (2006);
Caballero and Grossmann (2007). No obstante, el ahondar con
mads detalle en la seleccién del método de optimizacién no con-
vexa més adecuado no es objetivo del presente trabajo y, en
aplicaciones concretas complejas, podria ser de interés revisar
otros algoritmos por si fuera pertinente su uso.

4. Ejemplo numérico

En esta seccion se propone un ejemplo numérico de aplica-
cién de las ideas propuestas anteriormente. Aunque los resul-
tados son de aplicacién a sistemas con multiple retardo, se ha
seleccionado un ejemplo de la literatura con un retardo simple
para poder comparar con las soluciones propuestas con predic-
tor de horizonte tnico N, = 1 en literatura anterior de los au-
tores, demostrando asi las mejoras conseguidas con el control
multi-predictor ponderado aqui propuesto. La comparacion del
predictor con horizonte inico con otras estrategias en literatura
(en particular, realimentacién estdtica del estado) no es objeto
del presente trabajo dado que ya ha sido discutida en Gonza-
lez et al. (2013a, 2012b), mostrandose las ventajas del control
predictor.

Considérese el proceso del péndulo invertido discretizado a
periodo T = 30 ms que aparece en Gao and Chen (2007), con
un modelo de incertidumbres descrito segtn las ecuaciones (3)
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con los siguientes valores de los pardmetros:
X1 = AXye + Bitty—a, + Buwwi
Ar=A+GAHy By=B+GAHp
e (1,0078 0,0301) . (—0,0001)

0,5202 11,0078 -0,0053
1 o 0,1 0 0
G=0,0l (0 1) HA= 0 O,l HB= 0
0 0 0,1

10 10
welo ) sl

donde el estado del proceso x; = [x{k,xg 7 se asume com-
pletamente accesible y el retardo variable de entrada estd com-
prendido entre 1 < d; < 3. La incertidumbre A; es una matriz
de 2 x 3 con seis pardmetros inciertos afectando cada uno a un
elemento de A o B.

Como la filosofia general de la compensacidn del retardo es
intentar aplicar disefios sin retardo a procesos con retardo, ini-
cialmente se disefia un controlador por realimentacion estatica
del estado para conseguir una maxima tolerancia a errores de
modelado A, sobre el sistema original sin retardo, mantenien-
do las siguientes especificaciones minimas:

» Decaimiento geométrico: @ = 0,95.

= Tasa de rechazo H.,, a perturbaciones o dindmica no mo-
delada: y,, = 100.

La ley de control obtenida es u; = Kx;, donde la ganancia del
controlador es K = (1013,7 203,6). Esta ley de control consi-
gue una tolerancia a error de modelado de ¥,, = 0,7004.

Para aplicar el método de reduccidn, se considera la ley de
control propuesta u; = Kz, donde z; se define en (13). Se con-
sideran tres retardos para horizonte de prediccién (N, = 3) en
% hy = 1,hp, = 2y hs = 3, de modo que K se obtiene a
partir de K segtin se indica en el Corolario 1, para estabilizar
A+3YM B,K,estoes, K = KBIA™ + A2 +B3A73)"!, donde
a su vez se denota los coeficientes §,.; de la expresion (13) co-
mo S = B1.1, B2 = P21, B3 = B3.1, dado que Ny = 1 y por tanto
Jj s6lo toma un valor.

El objetivos del andlisis de prestaciones robustas y optimi-
zacién de la ponderacién S,.; es verificar simultdineamente dos
condiciones:

= Decaimiento robusto: analizar los méargenes de robustez
para asegurar una cierta tasa de decaimiento prefijada
(buscando el mayor margen optimizando sobre f3;. ;)

= Rechazo de perturbacion Hs robusto: Seleccionar los
B:.j de modo que el efecto de una perturbacién en la en-
trada wy sobre la variable de posicion x, esto es, C,, =
(1 0) tenga una tasa de rechazo de perturbaciones y,, =
ITywlle < 100 para cualquier planta dentro de las cotas
de error de modelado calculadas.

Obviamente, la optimizacién multicriterio (tolerancia a error de
modelado, tolerancia a perturbaciones, rapidez del transitorio)

genera un frente de Pareto de modo que, fijando dos de los tres
criterios se obtiene una solucién éptima respecto al tercero. De
las condiciones arriba especificadas se, deduce que se fijan la
tolerancia a error de modelado y a perturbaciones y se optimiza
velocidad de respuesta, aunque, obviamente, ello no es la tnica
opcidn de disefio.

Resultados.

El margen de error de modelado obtenido de modo que se
verifiquen las anteriores condiciones se comparard con estrate-
gias de horizonte tinico N, = 1 de Gonzalez et al. (2013a), que
servirdn de punto de inicio al algoritmo.

En las tres primeras filas de la Tabla 1 se muestra la tole-
rancia a incertidumbres de modelado que se consigue aplican-
do el Teorema 1 aplicando un unico horizonte de prediccién
h=1,h =2o0h =3, respectivamente. Estos resultados se han
obtenido para andlisis de estabilidad pura (fijando decaimiento
geométrico a = 1, y,, = 100). Nétese que en los tres casos no
se puede demostrar que el sistema en bucle cerrado sea estable
(no existe solucidn factible).

Tal y como se indica en el Paso 2 del algoritmo de la seccién
3.2, se incrementa el decaimiento geométrico hasta 1,51, valor
que permite obtener una solucién factible (pero inestable), y
desde la cual se comienza a iterar a partir de los coeficientes
iniciales 8y = 1, B, = 0, B3 = 0 (que obtienen un mayor
valor para %,,). En la cuarta fila de la Tabla 1 se muestra los
coeficientes que estabilizan el sistema con decaimiento o = 1.
El paso de incremento de los coeficientes se fija en Ag = 0,01 .

Tabla 1: Calculo de ¥,, para un decaimiento geométrico & = 1 y tasa de rechazo
de perturbaciones y,, = 100

Bi B2 Bs Ym
1 0 0 no factible [it. 1]

0 1 0 no factible
0 0 1 no factible
[ 1383 1.178 0.478 [ 0,1084 [it. 762] |

A la vista de la tabla, el andlisis propuesto indica que el
retardo variable tiene un efecto muy inestabilizante y, con el
disefio sin retardo K elegido, ningtin predictor a horizonte tini-
cocon 1 < h < 3 puede ser probado estable con las LMI
propuestas®. Sin embargo, los predictores de horizonte muilti-
ple consiguen estabilidad robusta con tolerancia y,, = 0,1084 a
incertidumbre paramétrica y 0.01 (esto es, y;,!, por teorema de
pequeiia ganancia) a dindmica no modelada y nolinealidad de
norma acotada.

Obviamente, los miltiples objetivos (decaimiento, robustez
a incertidumbre paramétrica, robustez a perturbaciones e incer-
tidumbre exdgenas) se podrian priorizar de forma diferente, de-
pendiendo de la posible aplicacién concreta.

Por ejemplo, partiendo de los coeficientes obtenidos ante-
riormente (cuarta fila de la Tabla I), se vuelve a ejecutar el
algoritmo de la seccién 3.2 para optimizar el valor del decai-
miento geométrico con una tolerancia a errores de modelado

8De hecho, son inestables, ver pagina siguiente.
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de ¥, = 0,1 y elevando la tasa de rechazo a perturbaciones a
¥ = 10000 (lo que implica, de hecho, que dicho rechazo de-
ja de ser un objetivo de disefio). Como resultado se obtiene un
decaimiento geométrico @ = 0,971 y los coeficientes encontra-
dos son B; = 1,305, B, = 1,131, B3 = 0,486. En ese caso,
no obstante, la tolerancia a perturbaciones externas es muy pe-
quefia (aunque la cota prefijada ¥,, = 0,1 provee de suficiente
robustez a incertidumbres por el teorema de pequefia ganancia,
siempre que tengan la estructura propuesta).

Simulaciones. En la Figura 1 (parte superior) se representa la
evolucion de la posicién en los instantes de muestreo (estado
X14) a partir de un estado inicial de posicién x;o = 1y veloci-
dad x; = 0, con estos tultimos coeficientes de ponderacién. En
la parte inferior de la Figura 1 se representa la accion de control.
Notese que el tiempo de establecimiento al 2 % (en torno a 1.2
segundos), estd dentro del margen impuesto por el decaimien-
to geométrico de 0,971 (aproximadamente de 1.7 segundos al
2 % con periodo de muestreo 7, = 0,03s). En la Figura 2 se re-
presenta el patrén de retardo variable utilizado en la simulacién
(arbitrariamente elegido como aleatorio, dado que la estabilidad
y tasa de decaimiento estdn garantizadas para cualquier posible
patrén de retardo entre las cotas d,, y dp).
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Figura 1: Evolucién de los estados (parte superior) y accion de control uy (part
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Figura 2: Retardo de entrada dj utilizado en la simulacién (aleatorio)
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Comparacion con otras propuestas en literatura.

FSA predictor simple. En cuanto a la comparacién con pro-
puestas de literatura a horizonte unico, la simulacién de los di-
sefios de predictor a horizonte tnico (filas 1,2 y 3 de la Tabla 1)
no es necesaria, dado que se puede comprobar, para cada una
de las filas, que el polo dominante de al menos una de las rea-
lizaciones asociadas a los distintos posibles valores de retardo
estd fuera del circulo unidad. Por lo tanto, aunque las LMIs no
factibles no implican necesariamente que el resultado sea ines-
table (son sé6lo condiciones suficientes de estabilidad, posible-
mente conservativas), en este caso puede comprobarse explici-
tamente que s7 es inestable (para un caso particular de retardo
constante) y, por tanto, no es necesario simularlo.

Predictor de Smith filtrado en realimentacion del estado. En
Normey-Rico et al. (2012) se aborda el mismo ejemplo en el
contexto del predictor de Smith filtrado, con el mismo mode-
lo, perfodo de muestreo y rango de retardo, con la ganancia®
K= ( 102,9100 80,7916). Dicho disefio se optimiza para re-
tardo nominal fijo igual a 2 y polo dominante 0.9981; asimis-
mo, se incorpora un filtro “robustificador” (véase la citada refe-
rencia para detalles sobre el procedimiento seguido). Posterior-
mente, se plantean condiciones LMI que prueban estabilidad
(sin considerar error de modelado en dicho ejemplo) para retar-
do variable entre 1y 3.

Comparando dichos resultados con los aqui presentados,
con la misma ganancia K, la optimizacién de f3,; propuesta
produce un tiempo de establecimiento 10 veces menor que en
la citada referencia (decaimiento geométrico @ = 0,982, con
B1 = 0,010, B, = 0,199 y B3 = 0,469). Se remite al lector a
comparar las figuras 10 y 11 de Normey-Rico et al. (2012) con
la Figura 3 a continuacién. Obviamente, dentro de la misma
metodologia, al ser ésta multicriterio, la optimizacion de otros
criterios diferentes a la tasa de decaimiento habria dado lugar a
respuestas temporales diferentes.
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Figura 3: Evolucién de los estados (parte superior) y accién de control u; (parte
inferior), con menor decaimiento geométrico & = 0,982 y condiciones de estado
iniciales: x1(0) = 10, x(0) = —10

9En este caso, dado que los objetivos del caso nominal sin retardo eran di-
ferentes, la ganancia “base” es diferente al caso anterior.
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En definitiva, el ejemplo muestra cémo las técnicas pro-
puestas permiten optimizar el disefio del predictor para conser-
var en lo posible las prestaciones nominales o robustas de un
disefio inicial sin retardo ante retardos variables, y que la op-
timizacién multi-retardo consigue superar las prestaciones de
estrategias con un tnico retardo ya que este ultimo es un caso
particular del aqui propuesto. Dependiendo del problema con-
creto, el ingeniero de control es el que debe decidir si la degra-
dacidn de prestaciones o robustez originada por la presencia del
retardo es 0 no aceptable, asi como la priorizacién de los dife-
rentes criterios de estabilidad/robustez para obtener el predictor
que mejor los acomode.

Obviamente, la metodologia podria extender el ejemplo a
multiples retardos e intervalos de retardo mayores. Ello aumen-
taria el nimero de coeficientes a optimizar y, atendiendo a con-
sideraciones de compromiso especificaciones/robustez, las pres-
taciones de tasa de decaimiento geométrico obtenibles empeo-
rarfan. Como no dan lugar a ninguna conclusion sustancialmen-
te nueva, no se ha considerado relevante incluir dichas situacio-
nes en este trabajo.

5. Conclusiones

En este trabajo se generalizan resultados de literatura pre-
via y se introduce una nueva propuesta de controlador basado
en transformacién del estado por método de reduccién, donde
los retardos multiples tratan de ser compensados con una pon-
deraci6n de retardos fijos.

El trabajo analiza la estabilidad robusta de los sistemas dis-
cretos inciertos con mdltiples retardos variables en la entrada
y la nueva ley de control propuesta. En el andlisis se introdu-
ce también criterios de desempeiio basados en el decaimiento
geométrico y tasa de rechazo H,, a perturbaciones externas o
dindmica no modelada.

Se propone un algoritmo iterativo basado en alternar un pa-
so de optimizacién convexa y otro de optimizacion por buisque-
da unidimensional a paso variable que optimiza la tolerancia
a incertidumbres de modelado admisible dadas unas cotas de
desempefio prefijadas. Los resultados con los retardos pondera-
dos mejoran sensiblemente respecto a predictores con horizon-
te de prediccién dnico en literatura, como muestra un ejemplo
numérico dado que, en efecto, los predictores a horizonte de
prediccion tnico son un caso particular del predictor multiple
ponderado propuesto.
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English Summary

Weighted-delay predictor-based control: performance and
robustness analysis with time-varying delay.

Abstract

Predictor-based controllers, in particular those obtained by
Finite Spectrum Assignment (a.k.a. reduction) method, allow
controlling systems with constant and known delays by using an
equivalent delay-free model. However, if delay is time-varying
or there exist uncertainties in the process model, delay effects
cannot be exactly compensated. This work proposes a multi-
ple weighted-delay predictor, where the weighting coefficients
are computed by an iterative algorithm. Then, it will be proved
that, given a pre-existing controller designed for some delay-
free process, the proposed scheme achieves better robustness
and performance than single-horizon predictors.

Keywords:

Time-varying delay, Finite Spectrum Assignment, reduc-
tion method, Linear matrix inequality
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