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Introduction

Introduction

Un groupe T dénombrable discret étant donné, sa cohomologie & coefficients réels (ou
complexes) peut étre calculée en considérant une action de T sur une variété M contractile.
Si cette action est libre et propre, cette cohomologie est isomorphe a la cohomologie du
complexe Q. (M) des formes différentielles I'-invariantes sur M. Si M/T est une variété, ce
complexe est canoniquement isomorphe au complexe de de Rham de M/T ; sa cohomologie
est donc la cohomologie de de Rham de M/T. Lorsque ce n’est pas le cas, la cohomologie
de Q8 (M) est tout de méme isomorphe a la cohomologie singuliére de M/T.

Des lors, I'une des questions naturelles qui se posent dans cette situation est de savoir
s’il existe un sous-complexe «intéressant» A* de Qp(M) induisant la méme cohomologie,
c’est-a-dire pour lequel l'inclusion 4* ——— Q%(M) est un quasi-isomorphisme. On peut,
par exemple, considérer que le théoreme de de Rham concernant I'inclusion des formes
différentielles dans le complexe des courants sur une variété différentiable s’inscrit dans
cette optique.

Dans ce travail, on considere le cas ou M est ’espace hyperbolique réel H* de dimension
n et T est un groupe kleinéen, c’est-a-dire un sous-groupe discret du groupe des isométries
hyperboliques. Une forme différentielle I-invariante a € Q). (H") est dite automorphe si :
e o et da sont a croissance modérée :

Vzo € H*,3a,b > 0,Vz € H*, max{||a(z)|], ||da(z)]|} < a.eb¥(@:0)

ou ¢ désigne la distance sur H” et ||.|| la norme des formes p-linéaires sur 7,H",
e o annule un polynéme non nul en le Laplacien :

3P € C{X] ~ {0}, P(A)(a) = 0.

Ces formes automorphes forment un sous-complexe, noté A*(H*/T), de Qp(H?) ; et la
question de savoir si I'inclusion est un quasi-isomorphisme est connue sous le nom de
conjecture de Borel (cf. [B]).

D’autre part, les formes différentielles harmoniques cofermées et les formes
automorphes harmoniques cofermées constituent également des sous-complexes de Q*(H"),
notés respectivement Q. (H*/T') et A3 (H*/T). On a alors le diagramme d’inclusions

A*(H"/T) Qp (H")

i3

La variante suivante de la conjecture de Borel est parfois nommée conjecture de Borel-
Harder.

Conjecture 0.1. Les inclusions iy, iy et i3 de ce diagramme sont des quasi-isomorphismes.
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Introduction

Le fait que i, soit un quasi-isomorphisme résulte d’un théoréme de Hodge pour les
variétés non compactes (cf. [Ga2]). La Conjecture 0.1 résulte alors de la théorie de Hodge
classique si le groupe T est cocompact (i.e. si H*/T est compact). Elle a également été
prouvée par J. Franke en 1998 (¢f. [Fra] et [Wal]) dans le cas d’un groupe de covolume fini.
Dans ce travail, nous étudions le cas de groupes élémentaires (parfois également nommés
virtuellement abéliens), premiers exemples de groupes kleinéens de covolume infini.

Pour cette étude, on utilise 'outil introduit par Pierre-Yves Gaillard en 1986 dans
[Gal] : la transformation de Poisson, généralisation aux formes différentielles, courants
et hyperformes de la transformation de Poisson connue sur les fonctions. Les formes
automorphes TI'-invariantes harmoniques cofermées sur H* sont alors les images des
courants I'-invariants sur la sphere a I'infini 8H* ~ S*~!. Le second outil est une description
de la structure de ces courants invariants. Plus précisément, grace a un résultat exposé
dans [EMM], on décompose ’espace de ces courants en une partie constituée des courants
invariants sur le domaine de discontinuité du groupe I, partie la plus réguliére de 'action
de T sur la spheére, et une partie formée des courants invariants portés par I’ensemble
limite de T.

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques notions élémentaires de géométrie
différentielle et riemannienne et on donne les définitions et notations des objets qui seront
considérés par la suite. Dans le second chapitre, on définit les formes différentielles et les
courants sur une variété et on présente les résultats classiques pour la cohomologie de ces
complexes dans le cas d’une variété quotient. Dans le chapitre 3, on rappelle les définitions
et résultats classiques concernant les groupes kleinéens, notamment élémentaires. On y
présente également le résultat central utilisé dans I’étude des courants invariants, publié
dans [EMM]. On détaille aussi la construction d’'une moyenne d’un complexe différentiel
d’éléments I'p-invariants relativement a une extension finie I' de I'y.

Enfin, le chapitre 4 constitue notre contribution proprement dite et fait I’'objet d’un
article & paraitre dans le Hokkaido Mathematical Journal (cf. [D]). On y présente les
résultats obtenus sur la cohomologie des courants invariants sur la sphere 0H* dans le cas
d’un groupe engendré par une loxodromie de H* (cas hyperbolique), puis dans celui d’un
groupe engendré par une translation de H? (cas parabolique). On se rameéne ensuite & ces
cas, par un argument de moyenne, lors de I’étude de groupes élémentaires non monogenes.
Cette technique permet d’aboutir a un calcul explicite de cette cohomologie. Enfin, apreés
un bref rappel des propriétés de la transformation de Poisson, on utilise ces calculs pour
la détermination de la cohomologie des formes automorphes harmoniques cofermées sur
H", ce qui permet de répondre positivement a la Conjecture 0.1 dans les cas envisagés.
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Rappels de géométrie riemannienne, ’espace hyperbolique

CHAPITRE 1

Rappels de géométrie riemannienne, I'espace hyperbolique

1.— Rappels de géométrie riemannienne

Sauf mention expresse du contraire ou précision, tous les objets considérés ont une
régularité C*. Soit M une variété de dimension n.

1.1. Variété riemannienne, groupe des isométries, groupe conforme

Définition 1.1. Un fibré vectoriel localement trivial au-dessus de M est la donnée
d’une variété E appelée espace total, d’un espace vectoriel topologique F appelé fibre
type et d’'une submersion n : E— M de classe C>® telle que

(1) pour tout z € M, il existe un couple (U,¢) ot U est un voisinage ouvert de z et ¢ un
difféomorphisme de U x F sur n~1(U) ;

(2) si (V,4) vérifie la méme condition avec U NV # &, alors, pour tout x € UV, il existe
un automorphisme fyy(z) € GL(F) tel que le diagramme suivant soit commutatif :

{z} x F

id Xfuv(:lt)l \

{2} x F—¥ 717 1(2)

La variété M est appelée base et I'espace n~!(z) fibre au-dessus de z. On désignera
simplement par E un tel fibré. Un ouvert U vérifiant la condition (1) est dit trivialisant
ou distingué.

Une section d’un fibré E — M est une application s : M — E de classe C*> telle que
mos=1idp.

Les automorphismes fyv(z) vérifient en outre une condition de cocycle : pour tout
z € M et des ouverts distingués U, V et W contenant z, on a fyw(z) o fuv(z) = fuw ().

Le fibré tangent d’une variété différentiable M, noté TM, a pour base M et la fibre
au-dessus de z est 'espace tangent T,M de M en z. Les sections de TM sont les champs
de vecteurs sur M, dont I’ensemble est noté x(M). C’est un module sur ’anneau C* (M)
des fonctions sur M de classe C* a valeurs réelles.

Définition 1.2. Une structure riemannienne sur M est la donnée d’une métrique,
c’est-a-dire d’une famille différentiable (par rapport a z) de produits scalaires g, sur les
espaces tangents T, M.

La variété M peut toujours étre munie d’une structure riemannienne, par exemple
celle induite par un plongement de M dans un espace euclidien, ou par recollement de
celle de R* grace aux cartes et a des fonctions localisantes.

11



Chapitre 1

Si M est connexe par arcs, la distance est définie de la fagon suivante. Considérons
z,y € M et une courbe c: [0,1) - M de classe C* joignant z & y : ¢(0) = = et ¢(1) = y. On

pose
1
dc(:l‘, y) = /
0

Un simple changement de variable dans cette intégrale prouve que ce nombre ne dépend
pas du paramétrage de la courbe ¢. On pose alors

de

5 dt.

d(z,y) = inf {d.(z,y), c vérifiant les hypotheses ci-dessus} .

On vérifie facilement que I'on a défini ainsi une distance sur M.

Définition 1.3. Soit (M,g) une variété riemannienne. Le groupe des isométries
de M, noté Iso(M,g) (ou Iso(M) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité), est l'ensemble des
difféomorphismes de M préservant sa métrique :

Iso(M,g) = { f € Diff (M), ¥z € M,Yu,v € ToM, (dfs(w), dfz (v)) 45y = (u,v)z} :

Si M est orientée, on notera Isot (M, g) le sous-groupe de Iso(M, g) constitué des isométries
de M préservant 'orientation. Le groupe conforme de M, noté Conf(M), est I'ensemble
des difféeomorphismes de M préservant les angles de vecteurs :

Conf(M) = { f € Diff(M),3c(f) € C®°(M),Yz € M,Yu,v € Ty M, (df(u), dfz(v)) = e (u,v>$} .

La fonction e°f) associée a une transformation conforme f est appelée facteur de
conformité de f. Si M est orientée, on notera Conf'(M) le sous-groupe de Conf(M)
constitué des transformations conformes de M préservant son orientation.

Bien siir, Iso(M, g) est un sous-groupe de Conf(M).

1.2. Action d'un groupe sur une variété riemannienne

Définition 1.4. Soient M une variété riemannienne et G un groupe topologique (souvent
discret). Une action de G sur M est la donnée d’une application continue

. GxM—M

(9,2) ——gz
telle que :
(1) Vg,¢' € M,Vz € M,(g9")x = g(g'x) (2) Vze M, 1z =z.

Si, pour tout g € G, z — gz est un difféomorphisme de M (resp. une isométrie de M,
une transformation conforme de M), on dira que G agit par difféomorphismes (resp. par
isométries, par transformations conformes) sur M.

La relation d’équivalence associée est ouverte; on peut donc munir ’ensemble
quotient, noté M/G (ou G\M) de la topologie quotient. Rappelons que
1) la classe d’équivalence d’un élément z € M est son orbite, notée ¢, (ou parfois Gz) ;
2) r € M est un point fixe si 0, = {z};
3) pour tout z € M, l’ensemble G, = {g € G,gz = z} est un sous-groupe de G appelé
groupe d’isotropie de z ou stabilisateur de z, encore noté Stabg(z) ;
4) une partie My de M est dite invariante si Vz € My, Gz C Mp.

12



Rappels de géométrie riemannienne, ’espace hyperbolique

L’action de G sur M est dite

1) libre si tous les groupes d’isotropie sont réduits a I’élément neutre ;
2) transitive si M ne contient qu’une seule G-orbite ;
3) totalement discontinue si tout z € M admet un voisinage ouvert U tel que

VgeGUNgU =2;

4) séparante si tous z,y € M ayant des orbites distinctes admettent des voisinages
ouverts respectifs U et V tels que Vg,h € G,gUNRKV =2 ;
5) propre si, pour tout compact K de M, 'ensemble {g € G, KNgK # @} est relativement

compact dans G.

Lorsque ’action de G est séparante, ’espace topologique M/G est séparé. Lorsque G
est un groupe dénombrable discret agissant librement et proprement sur M, alors I’action
est séparante et proprement discontinue. Cela permet de munir M/G d’une structure de
variété.

Proposition 1.5. Soient M une variété de dimension n et G un groupe dénombrable
discret agissant librement et proprement sur M. Alors le quotient X = M/G est une variété
de dimension n et la projection canonique = : M X est un revétement.

1.3. Courbure d’une variété riemannienne
Soit M une variété riemannienne de dimension n dont le produit scalaire est noté (,).
Définition 1.6.
1) Une connexion affine sur M est une application
Vi x (M) x x(M) ——— x(M)
(X,Y) e VxY
C>(M)-linéaire par rapport a X, additive par rapport a Y et telle que, pour tout
feC>*(M):
Vx(fY) = fVxY + X(f)Y.
2) Une telle connexion est dite symétrique si, pour tous X,Y € (M) :
VxY - VyX = [X,Y].
3) Elle est dite compatible avec la structure riemannienne de M si, pour tous
champs de vecteurs X,Y,Z € x(M) :

Théoréme 1.7 [Levi-Civita]. Il existe une unique connexion affine V sur M qui soit
symétrique et compatible avec la structure riemannienne de M.

Cette connexion V est appelée connexion de Levi-Civita de M. Elle permet de
définir le tenseur de courbure de M comme étant ’application C*°(M)-bilinéaire R qui
a deux champs de vecteurs X,Y € C®(M) associe I’application linéaire :

R(X,Y) : x(M) x(M)
Z '—>R(X,Y)Z=V[X,y]Z—VXVYZ+VYVXZ.
Soient z € M et o un sous-espace vectoriel de dimension 2 de T, M. Le nombre
c(o) = —(BENXY) 2

IXIPIY]? - (X, Y)
ne dépend pas du choix de la base (X,Y) de o.
Définition 1.8. Le nombre k(o) est appelée courbure sectionnelle de M en z
relativement a o.

Cette notion coincide avec la notion usuelle de courbure gaussienne dans le cas d’une
surface de R* comme produit des courbures principales.

13



Chapitre 1

1.4. Géodésiques d’une variété riemannienne

La connexion de Levi-Civita de M permet également de définir la notion de dérivée
covariante d’un champ de vecteurs le long d'une courbe. Soient M une variété riemannienne
de dimension n, I un intervalle ouvert de R et ¢: I — M une courbe différentiable.

Si X est un champ de vecteurs le long de ¢ qui est la restriction d’un champ de vecteurs
X sur M, le champ de vecteurs

DX

dt
ne dépend pas du champ X prolongeant X. On I'appelle dérivée covariante de X le
long de c. Cette opération vérifie les propriétés usuelles de la dérivée :

DX DY D df

s ﬁf)ﬁfdﬂ

=VaX
dt

D
EE(X+Y)’

Définition 1.9. On dit que c est une géodésique de M si

D (dec
a(a)—o
On vérifie alors facilement que la norme ||£|| est constante. Si elle est égale & 1, on dit
que la géodésique est normalisée. Dans ce cas, le parametre ¢ est la longueur de l arc.
Les géodésiques d’une variété riemannienne sont les courbes qui minimisent localement,

la distance. Plus précisément, si z et y sont deux points d’un ouvert de carte U d’une variété
riemannienne, il existe une géodésique c joignant z & y dans U telle que d(z, y) = d.(z,y).

Définition 1.10. Une variété riemannienne est dite compléte si toutes les géodésiques
sont complétes, c’est-a-dire que leur parameétre décrit R tout entier.

Théoréme 1.11 [Théoréme de classification]. Soit M une variété riemannienne
connexe et simplement connexe de dimension n compléte de courbure sectionnelle «
constante. Alors

1) si k=1, M est isométrique & la sphére S™ munie de la métrique induite par R**1,

2) si k=0, M est isométrique & 'espace euclidien R*,

3) si k= -1, M est isométrique & P’espace hyperbolique H", détaillé ci-apres.

2.— L’espace hyperbolique réel

2.1. Le modele du demi-espace

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On appelle espace hyperbolique réel de
dimension n, et on note H", le demi-espace {(z,...,z,) € R*,z, > 0} muni de la métrique
riemannienne

1 n
9= 72 del

Son bord est la variété 6" = (R"! x {0}) U {oc} de dimension n — 1. Sa topologie
est celle induite par R* sur R*~! x {0} et une base de voisinages de « est constituée des
complémentaires des parties bornées de R*~! x {0}. Un atlas maximal de 8H" est constitué
des deux cartes :

¢1 R — R x {0} = 9H" ~ {o0} ¢2 1 R*1 — (R*1 x {0}) \ {0}) U {00} C OH"
z +—(z,0) x r——{ﬂzsz S?:t?éO
00 stz=0

14



Rappels de géométrie riemannienne, I’espace hyperbolique

llz|| désignant la norme euclidienne de z en tant que vecteur de R*~!.

Théoreme 1.12. La variété H* est de courbure sectionnelle constante égale a -1. Ses
géodésiques sont les droites verticales obtenues en fixant les n — 1 premiéres variables et
les demi-cercles euclidiens centrés sur R*~! x {0}.

2.2. Le modele de la boule
Pour n € N, n > 2, on note B* la boule unité ouverte de R” munie de la métrique

riemannienne .
1 2
9= ———= ) d;

(1 —1z|?) ;

ol ||| désigne la norme euclidienne de R”.

Proposition 1.13. Soit (e,,...,e,) la base canonique de R*. L’inversion
o :R* U {0} R™ U {o0}
T +e, .
—_— — e s1xzeR? —e
Iz +eal? " > {=en)
T — .
—€n S1x =00
00 Siz=—e,

induit une isométrie de H* sur B* et un difféfomorphisme de 8H* sur la sphére unité S»~!
de R™.

On aura coutime d’identifier, lorsqu’aucune ambiguité n’est & craindre, les variétés
H" et B* d’une part, 0H", S*~! et R*~! U {00} d’autre part.

Lorsque n = 2, cette inversion s’écrit encore, en identifiant 2 a4 C :

o(z) = —if-H,

zZ—1i
Cependant, dans ce cas, on utilisera plus volontiers I'inversion, encore notée o, définie par

z2—1
z+1

o(z) =

qui n’est autre que l'inversion originale composée avec la reflexion z — z et la rotation
z —1iz, cette nouvelle application ayant la propriété d’étre un biholomorphisme de H2 sur
B?.

Une conséquence immeédiate de la proposition est que la variété riemannienne B" est
a courbure —1; ses géodésiques sont les images par ¢ de celles de H*. On vérifie facilement
que ce sont les arcs de cercles orthogonaux a la sphere S™1.

A N

Géodésiques de H?

Géodesiques de B?
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Formes différentielles et courants sur une variété lisse

CHAPITRE 2
Formes différentielles et courants sur une variété lisse

1.— Un peu d’algebre multilinéaire

Soient E un espace vectoriel de dimension n et soit p € N. Une forme p-linéaire sur
E est une application ¢ : E?» — R telle que les applications partielles

90(1717---,-’Bi—l,—’mi+1,-~-,$p) :E—F
soient linéaires pour tout i € {1,...,p} et tout (z1,...,Zi—1,Zit1,...,7,) € EP~L. Une telle
forme est dite antisymétrique (ou alternée, ou extérieure) si, pour tout p-uplet
(z1,...,7,) de vecteurs de E et toute permutation o € S,,, on a :

ATo(1)s+ - -+ To(p)) = E(O)P(T1, ..., Tp),

e(o) désignant la signature de la permutation o. L’espace vectoriel des formes p-linéaires
alernées sur E se note AP(E*).
On définit le produit extérieur de deux formes alternées o € AP(E*) et 8 € AI(E*)
par :
1

p!_q! Z 6(0)0(%(1),---,$a(p))5($a(p+1)7---,%(p+q))-

0ESpq

aAB(z1,. ..., &pyq) =

On obtient ainsi une (p+q)-forme extérieure sur E. On vérifie facilement que, en I’étendant
par linéarité aux formes non homogenes, ce produit munit ’espace vectoriel somme

AE = P AP(E")
p=0
d’une structure d’algebre associative graduée. C’est 1’algébre extérieure de E. Elle
s’identifie a ’algebre extérieure abstraite du dual E* de E comme quotient de son algébre
tensorielle. On a la relation d’anticommutativité

V(e, B) € AP(E*) x AN(E"),aAB = (1P Aa.

On peut remarquer que AP(E*) n’est non nul que pour p € {0,...,n} et que sa dimension
est CP = ,,—,(,?l—,,)' Plus précisément, si (ei,...,e,) est une base de E dont la base duale est
notée (ef,...,ey), la famille (e}, A... A€} )igi<i<<ip<n, CONStitue une base de A?(E*).

Lorsque E est un espace euclidien, cette remarque permet de munir A*E d’un produit
scalaire, en décrétant que la base ainsi construite & partir d’une base orthonormée de E

est elle-méme orthonormée :

* * |k * 1 si(i1,--y0p) = (G1,...,J
<e,-1/\.../\e,-p|ej1/\.../\ejq>={ (i1, p) = (1,1 Ja)

0 sinon.
Toujours sous 'hypotheése que E est muni d’un produit scalaire, et en choisissant une
base orthonormée (ey,...,e,), on définit 'opérateur + de Hodge sur A?(E*), par :
x: A?(E*) An=P(E*)

e N...Nej, ———¢(a)ej; A...Nej, _,
ou (ji,...,jn-p) €st la suite croissante complémentaire de (is,...,i,) dans {1,...,n} et o la
permutation (iy,...,ip, j1,.--jn—p). On vérifie aisément que la définition de cet opérateur ne
dépend pas de la base orthonormeée choisie. Cet opérateur vérifie en outre *—1 = (—1)P(n~P)x,
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2.— Complexes différentiels, cohomologie

Définition 2.1. Un complexe différentiel (ou, plus simplement, complexe) est un
espace gradué
A =Par
peEN

muni d’une application linéaire d, nommeée différentielle, telle que d(A?) c AP*! pour tout
peN et dod=0. Un complexe est souvent représenté par la suite

A0 d o1 d . d _ap_d | gp+l d

Dans un tel complexe, tout élément dont la différentielle est nulle est dit fermé (on
dit également que c’est un cocycle). Un élément qui est la différentielle d’un autre est
dit exact (ou que c’est un cobord).

La condition dod = 0 implique clairement Imd C kerd (on dit parfois que la suite
est semi-exacte). Le défaut d’exactitude en A? est mesuré par le p™° espace de
cohomologie du complexe 4° :

HP(A®) = (kerd N AP)/(d(AP7YY).

La classe de cohomologie d’un élément fermé z € AP, c’est-a-dire son image par la
projection canonique kerdn AP — HP(A®), sera généralement notée [z].

Définition 2.2. Soient (A*,d) et (B*,6) deux complexes. Un morphisme de complexes
A* — B* est un morphisme d’espaces gradués, c’est-a-dire une famille (f? : AP — BP),cn
d’applications linéaires, commutant aux différentielles. On a donc un diagramme
commutatif

A0 d | 4t d ... d _gp__d | Apt+l d

fp+1l

po— ¢ ,p1_ 6 ... 8 _pgr__ 5 _ prtl 8

fo fi fp

Un morphisme de complexes f* : A* — B* induit, pour tout p € N, une application
linéaire ff : HP(A®*) — HP(B*), qui s’écrit simplement

FE([=]) = [f*(=)]-

Dans I’énoncé suivant, on convient que les espaces de degré négatif sont réduits a {0}.

Proposition 2.3 [Lemme du serpent]. Soient A*, B*, C* trois complexes, f*: A* — B*
et g: B* — C* deux morphismes de complexes tels que, pour tout p € N, la suite

0 arI* . pr_ & _cp 0

soit exacte. Alors il existe une famille d’applications linéaires (c? : HP(C®) — HP™1(A®*)),en
telle que, pour tout p, la suite

cP1

Hp—l(co) Hp(Ao) 7 HP(B.) gy Hp(co) cP Hp+1(Ao)

soit exacte. Les applications linéaires cP sont appelées homomorphismes de connexion.
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Preuve. Détaillons ici la construction du morphisme de connexion ¢?~!. On a le diagramme
suivant, dans lequel les lignes sont des suites exactes :

0 A1 ST g1 9 | op-t 0 /
P Y 1 R 4 "7
}
! f g’
\ 0 AP BP Cr + 0
A /1/

Soient ¢ € HP~1(C*) et x € CP~! un représentant de c. Comme gP~! est surjective, il existe
z' € BP~! tel que z = ¢gP~(¢'). Par commutativité du diagramme et puisque z est fermé, on
a:

0 = dz = dg*~ (') = gP(dz’)

c’est-a-dire que dz’' € kerg? = Im fP par exactitude de la suite. Par conséquent, il existe
y € AP tel que dz’' = fP(y). On a de plus

fP(dy) = df*(y) = d(dz') = 0

donc y est fermé par injectivité de fP*+'. Pour poser ¢?~!(c) = [y], il faut encore vérifier que
cette définition ne dépend pas du choix de z, z' et y.

Soit z; € ¢. Alors z et z; different par un cobord da, avec a € CP~2 : 2, = 2 + da.
Soit z4 € BP~! tel que z} = gP~!(z;). Comme précédemment, dz| € kerg? = Im f? donc il
existe y; € AP tel que fP(y;) = dz). Il reste a prouver que y; et y sont dans la méme
classe de cohomologie. On a z; — z = g?~!(z} — z'), donc, par exactitude de la suite,
z) — z' € kerg?P™! = Im P!, d’ol1 l'existence de y' € A*~! tel que z} = z' + fP~1(y'). On a
donc :

fPyr) = def =da’' +dfP7'(y') = fP(y) + fP(dy') = fPy + dy')
d’ou, par injectivité de f7 : y; = y +dy’. Ceci entraine que [y] = [y1].

Vérifions maintenant ’exactitude de la suite

HP(A%) —L s HP(B*) —£ .+ BP(C*) —L— HPTV(A).

cP!

HPY(C®)

e Soit [y] € ImcP~! : il existe [z] € HP~1(C*) tel que [y] = ¢P~1([z]). Avec les mémes notations
que précédemment, on a :

2] = [fP(y)] = [d2'] =0
d’ott [y] € ker fF.

Soit maintenant [y] € ker ff. Alors [fP(y)] = 0, c’est-a-dire qu’il existe =’ € BP~! tel que
fP(y) = da'. Posons z = g»~'(z’). Alors on a, d’apres la construction de ¢!, ¢#~1([z]) = [v],
d’otl [y] € Imc?~!. On a donc prouvé que ImcP~! = ker fF, exactitude de la suite en H?(4°*).
e Soit [y] € Im fP. Il existe donc [z] € H?(4*) tel que [y] = fF([z]). Alors

ge([y]) = g2 (fE([z])) = [gP o fP(x)]] = O

d’ou [y] € kerg?.
Soit maintenant [y] € kergf. Comme [gP(y)] = 0, il existe z € CP~! tel que ¢?(y) = dz.
Comme gP~! est surjective, il existe z' € BP~! tel que z = g?~!(z'). Alors

g°(y) = dx = dg*"!(z) = ¢gP(dz")
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d’oll y — dz’ € kerg? = Im fP, c’est-a-dire qu'il existe y' € AP tel que y = fP(y') +dz’ d’ou
[l = [fP (W) = F2(ly']) € Im f2.

On a donc prouvé Im ff = ker g%, exactitude de la suite en HP(B®).

e Soit [y] € Img! : il existe [z] € HP(B*) tel que [y] = ¢¥([z]). On a donc y = g?(z) + dy’', avec
y' € CP~1. Comme gP~! est surjective, il existe z' € B! tel que y' = gP~(z'). Alors

y = gP(x) + dg? ' (a') = g°(z) + gP(dz') = gP(z + dz').

Par construction, c?([y]) est 'antécédent de d(z + dz') par fr+!. Mais, z étant fermé, on a
d(z + dz') = 0. Par suite [y] € kerc?.

Soit maintenant [z] € kercP. Alors, toujours par construction de c?, il existe z’' € BP tel
que g?(z') = z et dz’ = fPT1(0) = 0. Alors on peut considérer [z'] et on a gP([z']) = [z], d’ou
[z] € Imgf. On a donc prouvé que Im g = kerc?, exactitude de la suite en HP(C®). [
Définition 2.4. Un morphisme de complexes f : A* — B* tel que f. : H*(A®) — HP(B*)
est un isomorphisme d’espaces gradués est appelé quasi-isomorphisme.

3.— Formes différentielles sur une variété, cohomologie de de Rham

3.1. Définitions

Soit M une variété différentiable de dimension n. Pour tout p € N, considérons le fibré
vectoriel localement trivial A?(M) de base M dans lequel la fibre au-dessus de z € M est
I’espace AP(T;M).
Définition 2.5. Une forme différentielle de degré p (ou p-forme) sur M est une section
C*> du fibré vectoriel AP(M).

L’espace vectoriel des p-formes sur M est noté QP(M). Le produit extérieur A et
I'opérateur de Hodge = définis au paragraphe 1 s’étendent de manieére C* sans difficulté.

Proposition 2.6. L’espace somme Q°*(M GB QP(M) est un module sur 'anneau C>(M)

des fonctions sur M ; il est également muni d une structure d’algébre associative graduée
par le produit A. De plus, 'opérateur  de Hodge définit un isomorphisme de modules de
QP(M) sur Q"~P(M).
La différentielle d sur cette algebre est définie comme suit. Pour p € {0,...,n},
a € QP(M), da est la (p + 1)-forme associant & un (p + 1)-uplet de champs de vecteurs
Xo,...,X, le nombre, en z € M :
p . ——
daz(Xo,..., Xp) = > (1) Xia(Xo, ..., Xi, ..., Xp)(@)
=0
+ Y (D)™ ag (X5, X5], Xo, -, Xiy - Xy, Xp)
0<i<j<p

Dans un ouvert de carte locale identifié 4 R* elle s’écrit, pour

a= E Qg i, dTy A A dz,-p
1€ < <ipgn

da = Z Z 60[“ p ——Fdr; Ndz;, A... Adz;,

IS <-<ipgn i=1
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Dans cette expression, dz; désigne le i*™ vecteur de la base canonique de (R")*, R
étant identifié & son espace tangent, c’est-a-dire la fonction «*™® coordonnée». Observons
que si p = 0, on retrouve la notion habituelle de différentielle d’une fonction a n variables.

Enfin, si a € QP(M) et 8 € Q4(M), on a d(a A B) = a AdS + (-1)4da A . Cette propriété

confere a I’espace somme H*(M) = @,y H?(2*(M)) une structure d’algebre.

Définition 2.7. L’algebre H*(M) s’appelle la cohomologie de de Rham de M. On
note simplement H?(M) le p™ groupe de cohomologie de de Rham de M.

3.2. Effet d’une application différentiable, formes différentielles sur un quotient

Soient M et N deux variétés différentiables et f : M — N une application différentiable.
Alors f induit un morphisme d’algébres graduées f* : Q°*(N) — Q°(M) défini, pour
a€ QP(N), ze M et (u,...,u,) € (T M)?P, par

frag(uy, . up) = apy(dfaus, - . ., dfzug).

C’est également un morphisme de complexes, il induit donc un morphisme d’algebres
graduées, encore noté f* :
f*H*(N)

H*(M).

Lorsqu’un morphisme de complexes f est donné, on notera cependant f. le morphisme
qu’il induit en cohomologie, la correspondance f — f. étant covariante.

Si f est un difffomorphisme, alors f* est un isomorphisme d’algebres : la cohomologie
de de Rham est un invariant différentiable. C’est également un invariant du type
d’homotopie dans le sens ou toute application continue f: M — N est différentiablement
homotope a une application g : M — N de classe C*. Alors par définition f* = g*.

Un cas particulier important est celui d’'un groupe I' agissant différentiablement sur
une variété M. Cette action induit une action de I' sur le complexe de de Rham de M.
On peut alors considérer le sous-ensemble des formes différentielles I'-invariantes ; c’est un
sous-complexe de Q*(M), que l'on note Qp(M).

Théoreme 2.8. Soit M une variété différentiable, T un groupe dénombrable discret
agissant librement et proprement sur M. Alors la projection canonique = : M — M/T
induit un isomorphisme de complexes Q®*(M/T) — Q2 (M). En particulier, les espaces de
cohomologie HP(Q(M)) et HP(M/T) sont isomorphes.

Remarque : il s’agit en réalité d’un isomorphisme d’algebres. De plus, méme lorsque
M/T n’est pas une variété C> (par exemple lorsque ’action de T n’est pas libre, auquel
cas c’est une V-variété), la cohomologie du complexe Qp(M) est tout de méme isomorphe
a la cohomologie singuliere de M/T.

Ce résultat est bien connu ; on aura cependant besoin de certains détails et notations
de la preuve par la suite.

Preuve. Soit a € Q?(M/T). Pour v €T, on a : v*(7*a) = (mrov)* = 7*a d’oll 7*a € QL (M).

Réciproquement, on va construire un inverse s de =* : QP(M/T) — QR (M). Soient
a€ (M) etyeMJT.

Comme 7 : M — M/T est un revétement, il existe un voisinage ouvert U de y qui
trivialise le revétement : 7~ (U) ~ U x I'. Soit £ € 7~1(y) et notons V la composante de
7~1(U) contenant z. La projection = induit donc un difféomorphisme de V sur U, dont
I’inverse est noté o. On pose alors

s(@)y = (o (ar, ),
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Il faut bien entendu vérifier que cette définition ne dépend pas du choix de U et de =.

Si U’ est un autre ouvert trivialisant du revétement contenant y, c’est aussi le cas de
UNU'. Si on note V' le voisinage correspondant de z et ¢’ le difféomorphisme de U sur V'
associé, on a alors

o =0 .
lvaw ~ une
I1 en résulte donc I'indépendance de la définition de s(a), par rapport au choix de U.

Soit z' un autre élément de 7—!(y) et V' la composante de #—!(U) contenant z'. Puisque
n(z) = n(a'), il existe v € T tel que z' = yz. Notons ¢’ le difféomorphisme de U sur V' inverse
local de =.

Alors yoa(U) = (V) est encore un ouvert de M contenant z'. Posons W = V' n~(V).
Comme #(W) C U, = réalise encore un difféomorphisme de W sur =(W), dont I'inverse n’est
autre que O'IIW. On peut résumer ce fait en disant que yoo = o’ pres de y. Alors :

(0" (@), = (oo) (@), = (o (o, ),
Puisque o est I'-invariante, on a
(@) =y
d’ou, finalement :
(0" (@), = (" (@, ), = (07 (@) ), = (07 (@),

ce qui entraine I'indépendance de la définition de s(a), par rapport au choix de z € ().
Le fait que s(a), dépende de maniere C* de y décroule directement de sa définition locale.

Montrons que le morphisme de complexes s : Qp(M) — Q*(M/T) ainsi défini est
Pinverse de #*. Soit a € QR (M) ; on a, pour z € M :

(m*(s5(e)))e = (W*(U*(aiv)))z
ol V et o sont définis comme précédemment. Alors :
(m*(s(a)))e = (Uoﬂ)*(alv)z = (a|v)z = Qg

De méme, pour g € QP(M/T) et y € M/T et avec les mémes notations que
précédemment :

(s By = (" (" B),)), = (To0)"(§,), = (), = by

Ceci acheve de prouver que 7* est bien un isomorphisme. 0

Définition 2.9. Le support d’une forme différentielle a € Q*(M) est ’adhérence dans M
de I’ensemble des points ot elle est non nulle :

Supp(a) = {z € M, a(z) # 0}.

On note O?(M) 'ensemble des p-formes différentielles sur M a support compact. Ces
espaces forment un sous-complexe de Q°*(M) dont la cohomologie s’appelle cohomologie
a support compact de M. Elle est en général différente de la cohomologie de de Rham
de M si M est non compacte.
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3.3. Laplacien sur les formes, formes harmoniques, formes automorphes

Soient M une variété riemannienne de dimension n et « I’'opérateur de Hodge sur Q°*(M)
associé.

Définition 2.10. La codifférentielle d’une p-forme a € QP(M) est la (p — 1)-forme
d*a = (=1)"P+tD+1 x d x a. Une forme a est dite cofermée si sa codifférentielle est nulle.

Le Laplacien sur les formes (ou opérateur de Laplace-Beltrami) est 'opérateur
sur Q*(M) défini par A = dd* + d*d. Une forme a est dite harmonique si Aa = 0.

Bien siir, on retrouve la définition usuelle (au signe pres) du Laplacien sur les fonctions
lorsque p =0 et M = R” muni de la métrique plate. Les formes différentielles harmoniques
et cofermées forment un sous-complexe, noté Q3 (M), de Q*(M).

Théoréme 2.11 [Hodge]. L’inclusion Q} (M) ——— Q*(M) est un quasi-isomorphisme.
Si de plus M est compacte, I'inclusion induit un isomorphisme des p-formes harmoniques
sur H?(M).

Dans le cas o M est un espace homogeéne G/K, on a la définition suivante, I étant

un sous-groupe discret du groupe de Lie G.

Définition 2.12. Une p-forme différentielle T-invariante o € QR (M) est appelée forme
automorphe si
1) a et da sont a croissance modérée :

Vo € M,3a,b > 0,Yz € M, max {||az]], ||daz]|} < ae®®=0)

ot ||.|| désigne la norme des formes p-linéaires sur T,M et é la distance sur M ;
2) a annule un polynéme non nul en le Laplacien :

3P € C[X] ~ {0}, P(A)(a) = 0.

Conjecture 2.13 [Borel]. L’inclusion du complexe A*(M) des formes automorphes dans
Q*(M) est un quasi-isomorphisme.
Les formes automorphes et les formes automorphes harmoniques cofermées forment

des sous-complexes de *(M) notés respectivement A*(M) et A3.(M). On a donc les

inclusions suivantes : :
Ay (M) —2— O} (M)

]

A% (M) —B— Q*(M).
On a alors une variante de la conjecture de Borel, parfois appelée conjecture de Borel-
Harder.

Conjecture 2.14. Les inclusions i, is et i3 sont des quasi-isomorphismes. En particulier,
chacun des complexes de ce diagramme a une cohomologie isomorphe a celle de M.

4.— Courants et distributions sur une variété lisse

La notion de forme différentielle (et donc de fonction) sur une variété différentiable se
généralise en considérant une classe plus large d’objets, au prix cependant de la perte de
la structure d’algebre. Ces définitions sont diies & Laurent Schwartz et Georges de Rham

dans leurs ouvrages respectifs Théorie des distributions [Sch] et Variétés différentiables
[Rh].
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4.1. Définitions, courants réguliers

L’espace Q2(M) précédemment défini est muni de la topologie C> de Schwartz, pour
laquelle une suite (a.,,)men dans QP(M) converge vers 0 si :
e il existe un compact K de M tel que

vm € N, Supp(a,,) C K,

e la suite (a,,) converge vers 0 au sens de la topologie C*>, c’est-a-dire que, dans toute
carte de M, toutes les dérivées partielles de a,, convergent uniformément vers 0.

Définition 2.15. On appelle courant de degré p sur M (ou p-courant) toute forme
linéaire continue sur Q?~?P(M). Leur ensemble CP(M) est donc le dual topologique de
ar-r(M). On appelle distribution sur M tout courant de degré n sur M. La dimension
d’un p-courant est n — p.

Le premier exemple de courant est celui des p-courants réguliers définis par une
p-forme différentielle w € Q7 (M) :

R

QZTr(M)

o "—“——>/ w A a.
M

La correspondance entre la p-forme w et le p-courant régulier qu’elle définit étant injective,
on identifiera toujours ce courant a w.
De plus, on munit ’espace gradué

d’une structure de complexe différentiel prolongeant convenablement celle de Q*(M) en
posant, pour T € CP(M) :

Va € QPP M), (dT,a) = (=1)P(T,da) .

Le résultat suivant se trouve dans [Rh] chap.IV §18 théoréme 14.

Théoréme 2.16 [de Rham]. Toute classe de cohomologie de C*(M) contient un courant
régulier. En particulier, I'inclusion Q*(M) c C*(M) est un quasi-isomorphisme et la
cohomologie du complexe C*(M) est isomorphe a la cohomologie de de Rham de M :

Vp € N, H? (C*(M)) ~ HP(M).

4.2. Effet d'un difféomorphisme, courants invariants

Etant donnée une application différentiable f : M — N entre deux variétés, on définit
une application f, : C*(M) — C*(N) en posant, pour T € CP?(M) :

Vw € QP(M), (f.T,w) = (T, f*w) .

On peut remarquer qu’il s’agit d’une image directe (donc covariante) d’un courant et non
d’une image réciproque (contravariante) comme pour les formes différentielles.
Si f est un difffomorphisme de M sur N, on peut cependant définir f* : C*(N) — C*(M),
pour T € CP(N), par :
Yw € Q2 P(M), (f*T,w) = (T, (fH)*w).
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On peut vérifier que cette application est bien définie et prolonge convenablement
Papplication f*: Q*(N) — Q*(M).
Les applications f* et f. précédemment définies sont des morphismes de complexes.
Soit T un groupe agissant par difféfomorphismes sur une variété M. Un courant
T € C*(M) est dit I'-invariant si
Vyel,v.T="T.

L’ensemble des courants I-invariants est un sous-complexe de C*(M) noté Ca(M). On peut
constater que dans ce cas précis les conditions Vy € I',v.T = T et ¥y € I',»*T = T sont
équivalentes, et donc que les formes différentielles I'-invariantes sur M sont encore I'-
invariantes en tant que courants :

Qp (M) C CR(M).

Dans la suite de ce chapitre, on considere un groupe I' dénombrable discret agissant
proprement et librement sur M par difféomorphismes. Le but est de prouver que les
complexes C*(M/T) et Cp(M) sont isomorphes. Ces résultats se trouvent dans [EMM].

Lemme 2.17. Pour tout w € Q*(M/I'), on a
Supp(n*w)/T" = Supp(w).

Preuve. Soit y € Supp(r*w)/T et considérons z € Supp(r*w) tel que n(x) = y. Il existe donc
une suite (zm)men de M convergeant vers z telle que (7*w),,, # 0 pour tout m € N. Alors on
& Wr(z,,) #0, d’ou

y=_lim 7(zm) € Supp(w)
par continuité de = et fermeture de Supp(w).

Réciproquement, soit y € Supp(w) ; il existe une suite (y,)men convergeant vers y telle
que pour tout m € N, w,_ # 0. Pour tout m considérons z,, € M tel que n(zm) = ym. On a
alors (7*w),,, # 0, d’ol z,, € Supp(7*w) et y,, = 7(z.,) € 7(Supp(n*w)). Comme 7 est ouverte,
cet ensemble est fermé et on a

y= lim y, € Supp(z*w)/T.
m—e-00

0

Corollaire 2.18. L’image par =* du sous-espace Q2(M/T) des p-formes a support compact
sur M/T est I'espace

OF.(M) = {a € QR (M),Supp(a)/T compact }.

Preuve. Le Lemme 2.17 implique directement que 7*(Q2(M/I')) C QF_(M). Soit maintenant
a € QF (M). L'inverse s de =* ayant été construit au Théoreme 2.8, on a de méme
Supp(s(a)) = Supp(n*(s(a)))/T = Supp(a)/T, qui est compact. On en déduit que :

a =7"(s(a)) € 77 (QE(M/T)).

Lemme 2.19. II existe une fonction k : M — R, de classe C* telle que :

(1)pour tout compact K de M, {vyeT,Supp(k)nNyK # @} est fini,
(2)> koy=1

ver
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Preuve. Soit (U;)ic; un recouvrement localement fini de M/T par des ouverts relativement
compacts trivialisant le revétement 7 et considérons, pour tout i € I, un relevement V; de
Ui.

Pour tout i € I, on fixe une fonction ¢; : M — R, strictement positive sur V; et nulle
en dehors d’un voisinage W; de V; tel que {y € I,W; n+V; # &} soit fini. On pose alors
=3 s bi-

La famille (V;);c; étant localement finie, cette fonction est bien définie et C*. Par
construction, Supp(£) = {J;; Vi. Si K est un compact de M, on a

Y (K)nSupp(t) = | J (Vin=(K)).
el
On a de plus
N(V, nﬂ'_l(K)) C ﬂ'(vi) NKC Uz NK

qui n’est non vide que pour un nombre fini de i € I. Comme V; est compact, 7~ (K)NSupp(¥)
I’est aussi.

On en déduit que pour tout compact K de M 1’ensemble {y € T',Supp(£ov) N K # @} est
fini, donc que la fonction Y. .. €0~ est bien définie et C*. Pour tout z € M, il existe i € I
tel que n(z) € U;; il existe donc vy € T tel que z € v(V;). Alors on a £; 0y~ 1(z) > 0.

On peut donc considérer la fonction

k= ¢
>ien
ver
qui satisfait les conditions voulues. 0
Lemme 2.20. L’application
r (M) (M)
w  —— Z Yw
ver

est bien définie, linéaire, continue et surjective.

Preuve. Soit w € QP(M). Puisque I'action de I' est propre et libre, cette somme est
localement finie. On a bien sur

Supp(v*w) = 7~ (Supp(w))

de sorte que

Supp(r(w)) C | v(Supp(w))
~verl

et, puisque roy=17:

Supp(r(w))/T = m(Supp(r(w))) C [ J 7 o v(Supp(w)) = 7 (Supp(w))
vel

ce qui prouve que r(w) € QF (M).
Le fait que r soit linéaire et continue découle directement de sa définition ; montrons
qu’elle est surjective. Soit a € Ok (M) et posons w = ka. On a :

r{w) :Zy*(ka):Zkowy*az (Zko'y) a=a

yel ~yerl ~yel
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puisque « est I-invariante. Il reste a prouver que Supp(w) est compact.

On a w = ka donc Supp(w) C Supp(k) N Supp(a). On a, puisque a est I-invariante,
Supp(a) = 7~ (x(Supp(a))). Comme = (Supp(a)) est compact et d’apres une des propriétés de
la fonction k, Supp(w) est lui aussi compact, d’ott w € Q(M), ce qui prouve la surjectivité
de r. [

On va maintenant prouver que le noyau de r est ’espace vectoriel N engendré par les
éléments de la forme y*w —~w, pour w e Q(M) et y€ T :

N = Vect (U Im(y* — id)) .
ver

Pour cela, posons, pour tout a € kerr,

Z(a)={ze M/T: a|7r_1(z) =0}.
Lemme 2.21. Pour tout ouvert V de M/T trivialisant le revétement =, tout ouvert U tel
que U C V et tout a € kerr, il existe a; € kerr tel que a —a; € N et Z(a) UU C Z(a1).
C’est-a-dire que I'on peut toujours modifier une forme différentielle a € kerr de maniere
a ce que Z(a) recouvre tout ouvert trivialisant de =.
Preuve. Soit g € C*(M/T) telle que 9y = 1et Nrv = 0; on pose g; = gon. Considérons

des relevements respectifs U; et V; de U et V tels que U; C V3.

U1‘ Vi« M
U Ve M/T — R

L’ensemble {y € T : v(V;) N Supp(a) # @} est fini puisque Supp(a) est compact ; notons-le
{7,--.,7¢} et posons, pour tout j € {0,...,¢},

n = (gla)|7j v

(cette restriction étant étendue & tout M par 0). On a bien str

£
a=3 7+ (1-g)a
=0
ou chaque terme appartient a Q2(M). Posons
£
=Y Y+ (1-gi)e.
j=0

Par construction, on a :

4
rlon) =YY (e i+ Y v ((1-;)a)

el j=0 ver
¢
=3 Y v+ v (A-g)e)
~ver j=0 ~er
£
=Z’y* an+(1—g1)a =r(a)=0
~yel j=0
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d’oll a; € kerr et
¢

a—a; =3 (n;—7n;) €N.
j=0

D’autre part, pour z € Z(a), y € #~1(z) et tout j € {0,...,¢}, on a

(Mi)vs(0) =0

puisque v;(y) € #~(z). Ceci entraine que (a;), = 0 donc que z € Z(a). On en déduit que
Z(a) C Z(a).
Soit maintenant z € U. Pour tout y € 77(z), on a ((1 - g1)a), = 0 puisque 9 = 1. De

plus, pour j € {0,...,¢},
Supp(y;n;) C 75 (Supp(n;)) € i

donc «o; s’annule sur #~!(z) \ V;. Ecrivons #=1(z) nV; = {z;}. Alors
£
(1)« Z ’YJ 773 Zgl o v;(z1)( 73 Z(W, ey =1(0)z, =0.
7=0 3=0
Ceci prouve bien que U C Z(ay). 0

Théoreme 2.22. Soit 'application m = (z*)~! or. La suite

0 N« Q2 (M) 0

Q2 (M/T)

est exacte ; en particulier m induit un isomorphisme d’espaces gradués

Q2 (M)/N Q:(M/T).

Preuve. Soit a € N. Alors il existe £€ N, vi,...,v €T et ay,...,a; € Q2(M) tels que
4
2 "%~

=1

On a alors

{ 4
r@) =3 > (o a—-> 3 7

ver j=1 y€eT j=1
£ £
* *
= E E Y oay — Z E Yooy = 0
€l j=1 ver j=1

d’ol a € kerr = kerm.
Réciproquement, soit ag € kerr. Comme 7 (Supp(ap)) est compact, on peut le recouvrir
par un nombre fini d’ouverts trivialisant le revétement Vi,...,V,. En posant, pour tout

je{1,...,k},
Ui =V;~ (Uw>,
iF#j

on peut observer que U; C V; et que

k
(Supp(ao)) C | J T;-

=1
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Des applications successives du Lemme 2.21 donnent ’existence de formes a;,...,ax €
kerr telles que pour tout j € {0,...,k~1}:

{ Z(a;) UUjp1 C Z(ajt1)
ojyp —aj €N.
En particulier, on a Z(ax) DU U...UUy ; d’ou, par fermeture de Z(a4,) :

{ Z(ax) D Uj=, U D m(Supp(a))
Z(ax) D Z(ag)-

Ces deux conditions entrainent que oy =0 et on a alors
Qp = (Clo—‘al)+"'+(ak_1 --ak) € N.

On a donc bien kern = kerr = N. 0
Corollaire 2.23. Les complexes différentiels C2(M) et C*(M/T) sont isomorphes.

Preuve. D’apreés le théoréme précédent et en remarquant que tous les morphismes
d’espaces gradués considérés commutent avec la différentielle, on a un isomorphisme de
complexes

Q2(M)/N —— Q2(M/T).

On en déduit donc que C*(M/T) est isomorphe au dual topologique de Q2(M)/N.
D’autre part, I’application ¢ : CR(M) (Qr—?(M)/N)" définie, pour T € CE(M), par :

$(T) : Qe™P(M)/N R

a—— (T, a)

ou @ désigne la classe de o modulo N, est bien définie. En effet, si a € N, il existe ¢ € N,
Y15, €T €t a1,...,ar € QPP(M) tels que

¢
a= Z('y;aj —aj).
i=1

Alors, pour tout T € CR(M), on a :
4
(T,0) =Y ((T,7}a;) = (T, ;) = 0.
i=1

L’application v est clairement un isomorphisme d’apres la définition méme des courants
I-invariants, et commute a la différentielle. 0

4.3. Ecriture locale et dérivée d'un courant

Il n’est pas possible de prolonger la notion de produit extérieur aux courants en toute
généralité. On peut cependant définir le produit extérieur d’une forme a € QP(M) par un
courant T € C?(M) simplement en posant, pour w € Q27?P~9(M)

(TAha,w)=(T,aAw).

On a ainsi T A a € CP*9(M). Cette loi A est également compatible avec ’action d’un
difféomorphisme v de M, c’est-a-dire que

V(T A)=""T)A (Y a).
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Cette définition permet de décrire localement les courants. Plus précisément, s’il existe
une base de 1-formes globales (wi,...,w,), tout p-courant T € CP(M) s’écrit de maniere
unique

T= Z Til...i,, Awy Ao Awg,
1< < <ip<n
ou les T;,. ;, sont des 0-courants. Cette écriture généralise bien entendu celles des formes
différentielles & 'aide de fonctions lorsqu’il existe une base de 1-formes. En particulier, &
travers une carte, un p-courant s’écrit toujours de cette maniére avec w; = dz;.

Définition 2.24. Soient s = (s1,...,s,) € N* un multi-indice. Notons |s| = s; +--- + s, sa
longueur et soit 'opérateur de dérivation '

s

DP = oo ——.
8 8
oz ...0zy"

Pour tout T € CP(R™), on définit le courant dérivé D°T € CP(R") par
(D°T,w) = (=1)1*I(T, D*w)
avec

w = Z Wil...z‘n_pd-’l?il VAN dl‘in_,, € O P(M)

1< < <in_p<n

Dy = Z D% (wiy..in_p)dzsy A ... ANdzi, .

1€i1 <+ <in_pkn

Bien siir, si T est un p-courant régulier, ses dérivées en tant que forme et en tant que
courant coincident.
Si on identifie, via une carte, M 4 R*, on peut, pour un courant T € CP(M), écrire
localement
T = Z Til...ipdl'il A A d(L‘iP
1< < <ipgn

ou chaque T;,.;, est un 0-courant. Alors on a, toujours localement,
~ 3]
dT = Z Z (gTil--.iP) dr; Ndz;, A... Ndz;,.
i=1 1<i; <-<ip<n :

Remarque : les fonctions localement intégrables sur R* muni de la mesure de Lebesgue
peuvent étre vues comme des distributions. Cette définition permet alors de «dériver» ces
fonctions L}, en tant que distributions.

4.4. Support d'un courant ; courants de Dirac

Définition 2.25. Soit T un p-courant sur M. Le support de T est le complémentaire du
plus grand ouvert de M sur lequel T est nul :

Supp(T) =M U
ot U est le plus grand (i.e. la réunion) des ouverts U' de M tels que
Yw € Q2 7P(M), (Supp(w) C U') = ((T,w) = 0).
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Autrement dit, pour tout w € Q?~P(M), on a (T,w) = 0 dés que Supp(T) N Supp(w) = 2.
Etant donnés T,,T» € C*(M), A € R et s € N*, on a les propriétés suivantes :

Supp(AT1) = Supp(Ty) 81 A #0

{ Supp(Ty + T2) C Supp(T1) U Supp(T3)
Supp(D*T;) = Supp(T;) si M = R".

Bien siir, si T est régulier, son support en tant que courant est le méme que son
support en tant que forme. Cependant, une forme différentielle étant toujours C*, son
support n’est jamais ponctuel. Le support d’un courant peut étre ponctuel, et ceci fournit
toute une classe de courants non réguliers : les courants de Dirac.

Définition 2.26. Soit ¢ = & A ... A&,—, un (n — p)-vecteur tangent en un point a € M,
c’est-a-dire un élément de degré n — p de 'algébre extérieure A*(T,M). Le courant de
Dirac associé a ¢ est le p-courant 6 sur M défini par

Vw € QTP(M), {0, w) = wal&1s - - -5 €np)-

Lorsque p = n, on note §, ce n-courant, également appelé distribution de Dirac en a,
ou encore masse de Dirac en a.

Etant donné que le support de ¢ est {a}, la définition de la dérivée de &, sur un ouvert
de carte ne dépend pas du choix de la carte et ne pose pas de probléme de recollement.
Autrement dit et plus précisément, si on considére une carte (U, ) (ou U est un ouvert et
¢ : U — M un difféomorphisme de U sur ¢(U)) et un multi-indice s € N*, on définit, pour
un (n — p)-vecteur tangent ¢ € A»"P(T,M), le courant D*5¢ par

(D55§,w) = <DS(S(¢—1)*(£), <p*w>

pour tout w € Qr~P(M). On peut observer que ¢*w n’est pas nécessairement a support
compact dans U mais coincide, sur un voisinage de ¢~!(a) avec une forme de Q»-?(U), ce
qui permet de donner un sens a la définition.

Le courant D¢5¢ ainsi défini dépend bien entendu du choix de la carte (U, ) de M au
voisinage de a. Cependant, pour tout ¢ € N, ’espace vectoriel engendré par

\J{D*8¢ - € € AP P(T.M),s € N*,|s| = £}

ne dépend pas du choix de cette carte.

Le résultat suivant, di & Laurent Schwartz ([Sch] p.100 théoreme XXXV), caractérise
les distributions a support ponctuel sur R”.
Théoréme 2.27 [Schwartz]. Si T est une distribution sur R* & support ponctuel {a},
alors T est une combinaison linéaire finie de dérivées de la masse de Dirac é,.
Corollaire 2.28. Si T € C?(M) est tel que Supp(T) C {a}, alors T est une combinaison
linéaire de dérivées de courants de Dirac en a.

Preuve. En se ramenant, via une carte, au cas ou M = R, il suffit de prouver cet énoncé
pour les p-courants du type
T = Sdz;, /\.../\d.’l,','p

ol S est un 0O-courant et (iy,...,i,) une suite croissante de {1,...,n}. Notons (ji,...,jn—p) la
suite croissante complémentaire de (i,...,i,) dans {1,...,n}. Alors

T Adzj, A .. /\d.TIjn_P

31



Chapitre 2

est une distribution dont le support est le méme que celui de T. Par le Théoréeme 2.27,
c’est donc une combinaison linéaire de dérivées de ¢, ; c’est, au signe pres, la distribution
Sdz; A...Adz,. Sans perte de généralité, ramenons-nous au cas ou cette distribution est
égale & D%, oll s € N* est un multi-indice. En remarquant que

QMR™) = {fdz1 A ... Adzn, f € QO(RY)},
résolvons cette équation :

Sdzy A...ANdzn = D6, <= Vfe QR (S, fdz1 A ... Adzn) = (—=1)PID° f(a)

5z, " bz,

= Vo € QIR (S,0) = (D6 0 n o)

= Yw e QURY), (S,w) = (-1)*(Dw), (i/\... o )

ce qui définit S de maniere unique. On a donc

T=DS5LA /\Ld:l:il/\.../\dz‘,",:Ds(s 8 A Ab
s AN 5o e

in—p

4.5. Le morphisme de localisation

Soient M une variété et U un ouvert de M. Pour tout z € U, on a un isomorphisme
canonique de T,U sur T, M induit par Uinclusion i : U ——— M, d’olt un morphisme de
complexes

P (M) — Q*(U).

C’est la restriction des formes différentielles sur M a U, dont on a déja largement usé dans
les paragraphes précédents et qu’on note généralement avec un symbole de restriction.
Il est possible de prolonger cette restriction aux courants en définissant, pour tout
T € CP(M) et tout w e Q2P(U) :
(LP(T),w) = (T, @)

ou & est le prolongement de w défini par Jﬂu =w et J,]M , =0 Observons que le fait que

Supp(w) soit un compact et que U soit ouvert assure que & € QP ~P(M).

On vérifie immédiatement que ’application L® : CP(M) — CP(U) est un morphisme de
complexes, qu’on appelle localisation des courants sur U ou encore restriction des
courants a U. Il prolonge convenablement la restriction des formes différentielles & U.

Proposition 2.29. Le noyau de L* est le sous-complexe C*(M; M \U) des courants sur M

dont le support est inclus dans M \U.

Preuve. Soient T € CP(M; M \U) et w € Q*~?(U). On a, avec les notations précédentes,

Supp(&) = Supp(w) c U. Alors Supp(@) N Supp(T) = @, d’olt (LP(T),w) =0, i.e. T € ker LP.
Réciproquement, soit T € ker L? ; on a, pour tout w € QrP(U) :

(T,&) = 0.

Remarquons que si w € QP P(M) est telle que Supp(w) C U, on a w= % avec

u € Qn—P(U). On a alors Supp(w) C M ~ Supp(T).
Comme tout compact K d’intérieur non vide de U peut ainsi étre réalisé comme le
support d’une forme de Q?~?(M), on en déduit que U ¢ M \ Supp(T'), soit Supp(T) C M\ U.

l
32



Formes différentielles et courants sur une variété lisse

Si un groupe T agit sur M et si U est un ouvert I-invariant de M, la localisation
préserve l'invariance, de sorte que L*(CR(M)) C C2(U). On obtient alors immédiatement le
corollaire suivant.

Corollaire 2.30. Soient T un groupe agissant sur M et U un ouvert I'-invariant de M.
Alors le noyau de la localisation

L*:Cr (M) —Cr(U)

est le sous-complexe Cp(M;M \ U) des courants T-invariants sur M dont le support est
inclus dans M \ U.
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CHAPITRE 3
Les groupes kleinéens

Dans tout ce chapitre, n est un entier supérieur ou égal a 2 et H* l'espace hyperbolique
réel détaillé au chapitre 1. On commence par rappeler sans démonstration quelques faits
bien connus au sujet des isométries hyperboliques, dont on trouvera un exposé détaillé
par exemple dans [Ra).

1.— Transformations de Mobius et extension de Poincaré

Soit H un hyperplan affine de R*. Alors on peut décrire H de la facon suivante, (.|.)
désignant le produit scalaire euclidien :

H = P" Ya,t) = {z € R", (a|z) = t}

ol a € R* et t € R avec ||a]| = 1. C’est ’hyperplan passant par le point ta et admettant
pour vecteur normal unitaire a. On définit la réflexion par rapport a P"!(e,t) comme
I’application

Opn—1(a,t) R R®

x ——z + 2(t — {a|z))a.

D’autre part, pour a € R® et r € R}, on note S"~!(q,r) la spheére de centre a et de rayon

S Ya,r) = {z e R", ||z — a|| = }.

On définit alors 'inversion par rapport & S” !(a,r) comme ’application

Ogn-1(a,r) : R* N {a} R™ \ {a}
T+ a+r? m——az'
llz - al

Une sphere de R* U {oo} est soit une sphere de R?, soit un hyperplan de R* auquel
on ajoute oo (la topologie reste bien sir celle d’'une sphere). On prolonge les applications
précédemment définies a R* U {cc} en posant :

Opn-1(g,t)(00) = 00 Osn-1(ar)(00) =@ Ogn-1(a,r)(a) = 00.

On obtient alors les réflexions par rapport a ces spheres P*~(a,t) ou " (a,r). Ce sont
des involutions de R® U {oo} qui préservent la spheére en question.

Définition 3.1. Une transformation de Mobius de R* U{oo} est une composition finie
de réflexions par rapport a des sphéres. Autrement dit, ’ensemble des transformations
de Mobius est le groupe, noté M(R" U {oco}), engendré par les réflexions par rapport aux
sphéres de R™ U {oo}.

Puisque chaque isométrie de R" est la composée d’au plus n + 1 réflexions par
rapport a des hyperplans affines, les isométries euclidiennes peuvent étre prolongées
en tranformations de Mdobius de R* U {oc}. Ainsi, Iso(R?) s’identifie & un sous-groupe
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de M(R™ U {oo}) de transformations fixant . Cependant, on prouve que le sous-
groupe de M(R™ U {oo}) constitué de toutes les transformations fixant oo s’identifie au
groupe des similitudes de l'espace euclidien R*. Rappelons qu’une similitude est une
isométrie composée a une homothétie; en particulier, les homothéties sont elles-mémes
des transformations de Mobius.

En identifiant R* U{oo} & (R"® x {0})U{oc} € R**! U{oc}, on obtient un morphisme injectif
de groupes, appelé extension de Poincaré :

Ext : M(R™ U {o0}) M(R"! U {o0})

IpPr—1(at) TPn(a,t)

Ogn-1(g,r) " 08n(q,r)-

Théoreme 3.2. L’image de I’extension de Poincaré est le sous-groupe des transformations
de Mobius de R**! U {c} préservant le demi-espace supérieur H**' et qu’on nomme
transformations de Mobius de H**!. Toute transformation de Mdbius de H**! est
la composée de réflexions par rapport a des sphéres orthogonales a R*, c’est-a-dire du
type P"(a,t) ou S™(a,r) avec a € R* x {0}.

Toutes ces définitions peuvent étre également vues via la conjugaison par l'inversion
o définie au chapitre 1. On obtient alors les transformations de Mobius de la sphére
S”, image par o de R U {oo}. L’extension de Poincaré de ces transformations de Mobius
de S™ donne les transformations de Mdobius de la boule B**!, qui n’est autre que
Iimage de H**! par o. Ce sont les composées d’inversions de R**! U{oo} par rapport a des
spheres orthogonales & S™.

On nommera encore transformations de Mobius de B**' (resp. H*t!) les
applications B**! — B! (resp. H**! — H**!) induites par ces transformations de R*+1.

Le lien tres fort entre ces transformations de Mobius, construites & l'aide de la
géométrie euclidienne, et la géométrie hyperbolique est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 3.3. Les isométries hyperboliques de B*+! (resp. H*t! ) sont les transformations
de Mobius de B"*! (resp H"*!). Les transformations de Mobius de S™ sont les
transformations conformes de la sphére S™.

En particulier, grace a ’extension de Poincaré, on a des isomorphismes de groupes

Iso(B*t!) ~ Iso(H"*!) ~ M(H"*!) ~ M(R" U {o0}) =~ M(S™) ~ Conf(S™).

2.— Définitions

2.1. Groupes kleinéens

Le groupe SL(2,R) des matrices 2 x 2 a coefficients réels et déterminant 1 agit par
isométries (holomorphes) sur le plan hyperbolique (vu comme un ouvert de C) a I'aide

d’homographies :
(a b) (2) = az+b
¢c d)V¥ T axd

Le groupe SL(2,C) des matrices 2 x 2 a coefficients complexes et déterminant 1 agit par
transformations conformes sur la sphere CU {co} ~ §? de la méme maniere.

On note PSL(2,R) et PSL(2,C) les quotients respectifs de SL(2,R) et SL(2,C) par leur
sous-groupe {-1,1}.
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Enfin, on note SO(n — 1,1) le groupe des transformations de R* préservant la forme
quadratique de Lorentz

n—1
glz) =) a? -4
=1
et SO(n —1,1)p sa composante connexe contenant l'identité.
Le théoreme suivant décrit de maniére exhaustive le groupe des isométries de I’espace
hyperbolique H* (n > 2) muni de la topologie compacte-ouverte.

Théoréme 3.4. Sur le groupe Iso(H"), la topologie compacte-ouverte coincide avec la
topologie de la convergence simple. De plus,

PSL(2, R) sin=2
Isot (H") ~ Conf*(S™7!) ~ { PSL(2,C) sin=3
SO(n—1,1)g sin>4.

Définition 3.5. On appelle groupe kleinéen tout sous-groupe discret du groupe Iso* (H")
des isométries de H* préservant son orientation.

Il est & remarquer que I’espace topologique X = H' /T quotient de ’espace hyperbolique
H* par l'action d’un groupe kleinéen I' n’est pas nécessairement muni d’une structure de
variété, I’action n’étant pas toujours libre.

On appelle ensemble fondamental d’un groupe kleinéen I' toute partie F de H"
telle que H* = |, 7(F). Un domaine fondamental est un ensemble fondamental F
mesurable et tel que presque toute I'-orbite admet un unique représentant dans F.

Définition 3.6. Un groupe kleinéen T est dit cocompact si 'espace topologique quotient
X =H"/T" est compact.

Il suffit pour cela que I' admette un domaine fondamental compact, par exemple
Iintérieur d’un polygone hyperbolique dont les sommets sont dans H®.

2.2. Ensemble limite, domaine de discontinuité

Définition 3.7. Soit T un groupe kleinéen. On appelle ensemble limite de T la trace
de I'adhérence dans H* UOH"* de l’orbite d’un point quelconque a € H* sur le bord 6H" :

Ar =T.anoH".

Autrement dit, z € 0H* est un point de Ar s’il existe une suite (y,)men dans T' telle que
(ym(a)) converge vers z.
On vérifie bien sir que cette définition ne dépend pas du choix de ’élément o € H.
Le fermé Ar est lui-méme T-invariant. Il en est de méme de 1’enveloppe convexe de
Ar, définie comme la réunion des géodésiques de H* dont les points a l’infini appartiennent
a Ar.
Définition 3.8. Un groupe kleinéen T est dit convexe-cocompact si CardAr > 2 et si le
quotient par T' de I’enveloppe convexe de Ar est compact.

Définition 3.9. Le domaine de discontinuité d’un groupe kleinéen T est le
complémentaire dans 8H" de son ensemble limite :

Dr‘ =8]Hln \AI‘.

On vérifie facilement que Dr est un ouvert de Ar sur lequel I' agit proprement
discontiniiment.
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Dans toute la suite de ce travail, un groupe kleinéen I' étant donné, on appellera
simplement «localisation» le morphisme de localisation des courants I'-invariants sur le
domaine de discontinuité de T.

D’apres le Corollaire 2.30, on a donc une suite exacte

0 ——= CP(8H"; Ar) Cr(OH) —£— c2(Dr).

2.3. Exposant critique

Soient T un groupe kleinéen, z € B* et s > 0. On appelle série de Poincaré absolue
d’exposant s de I" en z la série :

() = Y IV @I,

~ver

ol |.]| est la norme d’opérateur. La convergence de cette série ne dépend pas du choix de
z et, en cas de convergence, elle est uniforme sur tout compact.

Définition 3.10. On appelle exposant critique de T le réel
&(I) = inf{s > 0,®,(z) converge}.

Le lien entre ’exposant critique et I’ensemble limite est donné par le théoréeme suivant,
di & Sullivan dans [Su].

Théoreme 3.11 [Sullivan]. SiT est un groupe kleinéen convexe-cocompact, son exposant
critique est la dimension de Hausdorff de son ensemble limite :

5(T") = dimg (Ar).

De plus, le théoreme suivant compléte le Corollaire 2.30 concernant la restriction des

courants invariants au domaine de discontinuité d’un groupe kleinéen. C’est le résultat
central qui sera utilisé au chapitre 4.
Théoréme 3.12 [EMM théoreme 2.2]. Si T est un groupe kleinéen tel que le
quotient Dr /T est compact, la localisation des courants I'-invariants sur 8H"* de dimension
strictement supérieure a §(T') sur Dr est surjective; de sorte que, pour p <n—1—-46(T), on
a une suite exacte

0.

0 ——= CR(S™ 1, Ap) —F—s CR(S™Y) —E— CR(Dy)

On a de plus le lemme suivant, qui est une généralisation de [EMM] théoréme 3.1
concernant la localisation des distributions invariantes sur le domaine de discontinuité.
On ne fait ici aucune hypothese sur le nombre de composantes connexes de Dr/T.

Lemme 3.13. Soit T un groupe kleinéen tel que (1) §(T') < 1, (2) T agit librement sur
chaque composante connexe de Dr et (3) Dr/T est réunion de compacts disjoints. Alors
I'image Im L™~! de la localisation des distributions T'-invariantes contient le noyau ker ® de
Papplication linéaire _
® :crY(Dr) cc
T——((T,kc))cec

ou C désigne ’ensemble des composantes connexes de Dr et, pour c € C, k. est une fonction
de Q°(Dr) dont le support est contenu dans la composante connexe c et satisfaisant aux
conditions du Lemme 2.19.
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Preuve. Puisque I agit sur chaque composante connexe de Dr, on a une bijection canonique
b de C sur ’ensemble des composantes connexes de Dr/T. Pour chaque ¢ € C, on a alors le
diagramme :

epr s —L— Cpi (5™

Ln—2 Ln—l

Ct~*(Dr) ! Ct~'(Dr)

A
A

x|

C"%(Dp/T) —4—C"=1(Dp /Ty —2— CC.

Rappelons que 7' est l'isomorphisme explicité au Corollaire 2.23. L’application ¢
est l'augmentation des distributions sur chaque composante connexe, définie, pour
T € C"Y(Dr/T), par :

6(T) = ((T’ 1b(¢)>)ceC

ou 1, désigne la fonction indicatrice de la composante connexe b(c) de Dr/T. On peut
remarquer que (T) est bien défini puisque b(c) est compact. Cette application prolonge
I'intégrale des formes différentielles de degré n — 1 sur chaque composante connexe.

Montrons que ce diagramme est commutatif. Puisque 7' et L* sont des morphismes
de complexes, il suffit de prouver que ©or' = 6, ou encore §o(x')~! = 8. Pour T € C}~*(Dr)
etceC,ona:

((®)7HT), Do) = (T, ()7 o) ™ (Lugey) )
= <T7 kﬂ'*(lb(c))> = <Ta klc)
= <T7 kc)

ce qui entraine 1’égalité voulue.

Soit maintenant T € ker©. Alors (7))~*(T) € ker6. D’apres le théoreme de de Rham, la
dernieére ligne du diagramme est exacte. Il existe donc S € €*~2(Dr/T) tel que (z')~1(T) = dS.
Puisque L"~? est surjective d’apres le Théoreme 3.12, il existe S; € CR~2(S™!) tel que
7'(S) = L"~2(S1). Par commutativité du diagramme, on a alors

L™ 1(dS;) = dL™%(Sy) = dn'(S) =#'(dS) =T

de sorte que 7 € Im L™ L. 0

3.— Les groupes élémentaires

Les plus simples des groupes kleinéens sont les groupes élémentaires. Dans cette
section on donne la définition, la classification et les premieéres propriétés des groupes
élémentaires. Leur intérét majeur pour ce travail est que le quotient X de l’espace
hyperbolique H* par un groupe kleinéen élémentaire I' est toujours non compact et méme
de volume infini. La conjecture de Borel-Harder est encore ouverte dans ce cas.

On détaille ensuite la construction d’une moyenne qui, sans étre liée a la notion de
groupe élémentaire, nous permettra de nous restreindre & des situations plus simples.
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3.1. Définition et classification
Les définitions et résultats de cette section se trouvent dans [Ral.

Définition 3.14. Un groupe kleinéen T est dit élémentaire s’il posséde une orbite finie
dans la cloture H* U 8H" de I’espace hyperbolique.

Théoréme 3.15. Un groupe élémentaire T est dit :

» elliptique s’il existe une orbite finie dans H*. De maniére équivalente, il existe un
point fixe dans H*. Ce sont également les sous-groupes finis de Conf*(S™1);

« parabolique si la seule orbite finie est constituée d’un point fixe sur 8H*. De maniére
équivalente, il est conjugué a un sous-groupe discret infini d’isométries de I’espace
euclidien R*! ;

« hyperbolique s’il n’est ni elliptique ni parabolique. L’orbite finie est alors constituée
de deux points de 8H" et un tel groupe contient un sous-groupe monogene d’indice
fini.

On vérifie facilement que 'ensemble limite Ar est alors :

= vide si T est elliptique,
= le point fixe de H" si I est parabolique,
= les deux points de 'orbite finie sur 8H" si I' est hyperbolique.

3.2. Moyenne

Soit (C*,d) un complexe différentiel sur lequel un groupe T' agit (par morphismes de
complexes). Supposons également que I'y soit un sous-groupe d’indice fini de I'. Posons
h = [l :To) et soit {y1,...,v} un systeme de représentants des classes a droite modulo T.

En notant Cp et Cp les sous-complexes constitués respectivement des éléments
invariants respectivement par T et Ty, on définit ’application

m*: Cy, e

1 h

W — 7 Z Yiw.
i=1

Lemme 3.16. L’application m® est bien définie, ne dépend pas du choix des représentants
Y1,...,vn €t définit une rétraction de complexes, donc une surjection en cohomologie.
Preuve. Montrons d’abord l'indépendance par rapport au choix des représentants. Soit
{%,---,7,} un autre systeme de représentants des classes a droite modulo I'y. Quitte a
permuter ces éléments, on peut supposer que, pour tout i € {1,...,A}, il existe 49 € T, tel
que v; = v;7¢. Pour w € Cp , on a alors

1 & 1< 1<
- fy— = A0y == w=m*

i=1

D’autre part, considérons « € I'. Posons, pour tout i, v/ = yv;. Alors ; —+! induit une
permutation des classes a droite modulo I, de sorte que {v,,...,v,} est encore un systeme
de représentants de ces classes. D’apres ce qui précede, on a donc :

1 1<
v(m*(w)) = 7 ZV’W =7 Z'y{w =m*(w)
i=1 i=1

d’olt m*(w) € Cp.
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Enfin, si w e Cp, on a de plus

On en conclut donc que m® est bien une rétraction de complexes de C, sur Cg.

On a donc une application m, : H*(C} ) H*(Cp). Soit [w] € H*(Cp). Alors
w € CP C Cp, et sa classe [w]o dans H*(Cp)) vérifie bien m,(w]o) = [m*(w)] = [w], ce qui
prouve la surjectivité de m.. 0

3.3. Moyenne dans un groupe élémentaire

Etant donné un groupe élémentaire I', on peut, sous certaines conditions, réduire
I’étude des objets I'-invariants & celle des objets invariants par un sous-groupe Iy de T'
d’indice fini qui rend la situation plus simple.

Plus précisément, si I est de type hyperbolique, il contient un sous-groupe monogene
d’indice fini. Un tel sous-groupe est engendré par une loxodromie de H", c’est-a-dire une
isométrie hyperbolique fixant deux points de 6H".

Quitte a conjuguer T par une isométrie hyperbolique, on peut se ramener au cas ol ces
deux points sont 0 (attracteur) et co (repousseur). Dans ce cas, une telle loxodromie
s’écrit

Y="7%c°R
ou v, est ’homothétie de rapport a €)0,1] définie dans le demi-espace H* = R*! x R}
par v,(z) = az et R € SO(n — 1) une transformation orthogonale induisant une application
linéaire sur R*~! et agissant trivialement sur R} .

Il est a remarquer que, pour n > 3, le sous-groupe de Iso™ (H*) engendré par R n’est
pas nécessairement discret, on ne peut donc pas faire I’économie de cette transformation
orthogonale. Bien siir, pour n =2, on a vy = ~,.

Si I' est de type parabolique, il n’existe pas forcément de sous-groupe monogene
d’indice fini pour n > 3. En revanche, I' contient, & conjugaison prés, un sous-groupe
abélien libre de rang p < n — 1 engendré par des translations selon p vecteurs linéairement
indépendants de R*~! x {0}. Un tel sous-groupe ne sera nécessairement monogene que pour
n=2.

Orbites d’une loxodromie de B? Orbites d’une translation de B2
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CHAPITRE 4
Courants invariants par un groupe élémentaire

Dans ce chapitre, nous mettons a profit les résultats et techniques détaillés aux
chapitres précédents pour calculer la cohomologie des espaces de courants invariants par
un groupe kleinéen élémentaire.

1.— Cas d’un groupe monogene de type hyperbolique

Un groupe élémentaire de type hyperbolique contient un sous-groupe monogene
d’indice fini. On va donc d’abord étudier le cas olt un groupe T est engendré par une
loxodromie v = v, o R ol, comme précédemment, v, est ’homothétie de rapport a €]0,1]
dans le demi-espace H" et R € SO(n —1).

Dans toute la suite de cette section, on note I le groupe kleinéen engendré par v. La
loxodromie v fixe les points 0 et oo, respectivement attracteur et repousseur. L’ensemble
limite de T est donc Ar = {0,} et son domaine de discontinuité Dr = R*~! \ {0}.

1.1. Courants portés par I'’ensemble limite

Lemme 4.1. Le complexe des courants I'-invariants sur S*~! 4 support dans ’ensemble
limite Ar est concentré en degré n — 1. Plus précisément, on a :

C(S™ !, Ar) = Cdp ® Clno.

Preyve. Considérons R*~! vu comme carte locale de la sphére S"~! et caractérisons les
courants I'-invariants portés par {0}.

D’apres le Corollaire 2.28, on sait qu'un p-courant porté par {0} est combinaison
linéaire de dérivées de p-courants de Dirac en 0. Il reste a voir lesquels de ces courants sont
réellement I-invariants. Soient ¢ € A~ 1P(T,R*~!) un (n—1-p)-vecteur et s = (s1,...,8,_1) €
N*~! un multi-indice et posons T = D*j; ou D* est I'opérateur de dérivation associé & s.
On a alors, pour w € Q*~1=P(R*~1)

()" (D*d¢),w) = (D*d¢, vaw) = (=1)!*1 (8¢, D* (v;w)) -
Localement, w s’écrit

w= E Wiy oino-pdTiy Ao ANdT .
1$i1<~-~<in_1_p<n—l

Or, pour i € {1,...,n — 1} et une fonction f € Q°(R*~1), on a :
Ya(dzi) = d(v;z:) = d(z: 0va) = d(az;) = adz;
D*(7;f) = D*(fova) =al*Y(D*f) oy,
Puisque 4, fixe 0, on a D*(f 0~,)(0) = D*£(0) d’ou :
((va1)'T,wy = (~1)lela~1=PHel (5, Dow)
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de sorte que (y;1)*T = a"~1PHIsIT,
Ainsi, pour toute forme w € Q"~'"?(R*"1), on a :

((7_1)*T,w> = g~ 1-p+lsl (T, (R—lyw)‘

En choisissant une forme w qui soit R-invariante et telle que (T,w) # 0, 'invariance de T
s’écrit a"1-P*Isl = 1, s0it p=n -1 et s = 0; c’est-a-dire que T = §;. Réciproquement, les
multiples de &, sont bien I'-invariants.

Considérons le changement de cartes involutif

¢=dr0¢7 R R
. _z
(2

(¢f. p.14). L’étude des courants I'-invariants portés par {co} revient alors a caractériser
les dérivées des courants de Dirac en 0 invariants par la transformation 5 = ¢ oy o ¢.
Pour z € R*~1, on a :

“”:¢QT(M$)):¢(ﬁ#R“0

a|
a
- MWM@2= @WR@ = 2R()
ﬁ%mm ﬁwmmw ¢

d’ou 7 = v, ' o R. Dans le calcul précédent, on peut donc remplacer a par a=!, ce qui fournit
cependant le méme résultat. On en conclut donc que les seuls courants I'-invariants portés
par {oo} sont les multiples de 6. 0

1.2. Courants sur le domaine de discontinuité

Nous aurons besoin par la suite de travailler en coordonnées sphériques. Considérons
donc le difféfomorphisme

B!\ {0} —=— R} x "2

T —— (m1(2), m2 (7)) = (H:I:H, ﬁ) '

Ceci permet de définir un 1-courant qui sera particulierement important pour la suite.

Définition 4.2. Pour ¢ € Q*~2(S""1), on pose :

@§£‘/n f&fg.dx Sj71::2
Vo) = d T Jbmauied @

. fdr .
Tl — Ay Sin>3
gn—-1 r

Lemme 4.3. Cette expression définit un 1-courant I'-invariant Vp.

Preuve. Supposons d’abord n = 2 : Vp est la valeur principale de Cauchy. Soit
¢ € QO(R"! U {oc}). Considérons les développements limités de ¢ aux voisinages respectifs
de 0 et co:

b 1
p(z) = ag + a1 + z61 (T) o(x) = be + ;1 + ;eQ(x)

44



Courants invariants par un groupe élémentaire

ol ag,a1,bo,b; € C et €1, sont des fonctions de limite nulle en 0 et oo respectivement. Soit
e € Ry ; a l’aide d’'un changement de variable, on a :

i

/ o) 4 _ / @) +o(=2) 4o pa I
(L —elule. 2] €

T T

1

I - /1 P@) +(22) b or g = /? (@) +o(-2) .
€ 1

T T

A Taide des développements limités ci-dessus, on a alors :

z) + e2(~—1x)

IO=2‘11(1~5)+/1(61($)+61(—x))dw Ioo:2b1(1—5)+/z €l dz.
€ 1

12

Comme les fonctions ¢, et ¢, sont bornées respectivement aux voisinages de 0 et oo, les
intégrales intervenant dans ces écritures ont une limite finie lorsque ¢ — 0. Il en est donc
de méme de I, + I. Ceci prouve que ’expression (V}, ) a un sens pour toute fonction ¢.
La linéarité de Vp est évidente.

Soit maintenant une suite (¢m)men dans Q°(S!) convergeant vers 0 au sens de la
topologie C* de Schwartz. Comme S! est compact, cela revient a dire que pour tout
s € N, la suite (¢{),.en converge uniformément vers 0. En considérant les développements
limités de ¢, aux voisinages respectifs de 0 et oo

by 1
em(r) = ag' + al’z + zel" () p(z) = by + % + ;egn(x)

on a, en reprenant l’expression précédente :

1 +o0 m m(__
(VD, om) = 2aT + 267 + / (eM(z) + €M (~z)) dz + / 62(“’);# dz.

0 1
Comme les suites (eT*) et (¢') convergent uniformément vers 0, les intégrales convergent
vers 0. Les suites (a7*) et (b*) convergent elles aussi vers 0 donc ({(Vp, ¢n,)) converge vers 0.
Ceci prouve la continuité de la forme linéaire Vp, et montre donc que Vp € C'(SY).

Montrons maintenant que Vp est I-invariant. On a, pour ¢ € Q°(S?) :

1
o < p(az) + p(—ax)
(Vp,p o) = lim /E . dz

d’ol, par changement de variable :

1
. ae + _—
Vpopor) = lim [ XD 4s - (vp, )

de sorte que Vp e CL(SY). Ceci conclut ’étude du cas n = 2.

Supposons maintenant n > 3 et soit ¢ € Q*~2(S™~1). Dans R*~! vu comme carte locale
de S™~! au voisinage de 0, on peut écrire :

n—1
Y= Zcpidz'l Ao Ndzi A ANdT_q
i=1
ou les ¢; sont des fonctions. Puisque
-1
7,‘_; <ﬂ) — Z?:l Ti d.’L‘i
-1
r Z:'lzl ‘Z‘?
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il s’agit de prouver I'intégrabilité au voisinage de 0 de la fonction

S ) ai(a)
Z?:}l ﬁ

Pour cela, nous allons utiliser les coordonnées sphériques, qui ont pour expression :

YT

T = rcosficosby...cos6,_3co86,_ 2
9 = rcosfcosby...cos8,_3sin6,_»
Tp_o = rcosfsinfy
Tp_1 = rsinf;

et dont le jacobien est r*~2 cos” 36, cos®? 6, ...cos8,_3. On obtient I’expression suivante (en
adoptant la convention 6, = %) :

n—1
Y(z) = r"3 z:(—l)i‘1 088y ...cosbp_i_1sinb,_; cos” 30, cos™ 8, ...cosb,_sp;(z).
=1

Puisque n > 3, cette fonction est intégrable au voisinage de 0.
En remarquant que la 1-forme =} (%) est changée en son opposée par l'inversion

¢ :z — =, lintégrabilité au voisinage de 0 de la forme

o (5(5)n0)=or ()0

découle de ce qui précéde, et entraine l'intégrabilité de =} (%) A ¢ au voisinage de oo.
L’expression (Vp,¢) a donc un sens. La linéarité de Vp est encore évidente.

Soit (¢pm)men une suite de (n — 2)-formes sur S*~! convergeant vers 0 au sens de la
topologie C> de Schwartz. Alors la suite

L fdr
m T om meN

converge uniformément vers 0 sur S*~1, donc ((Vp, pm))men converge vers 0. Ceci prouve la
continuité de Vp.

Montrons maintenant que Vp est I'-invariant. Pour ¢ € Q*~2(S*"1), et un difféomor-
phisme f de S™!, on a :

vora= [ _uenrent (L) are= [ r(uem (£)ay)
[ e (F) e

avec bien sur f~}(S"!) = S"~% Pour f = v,, on peut remarquer que m; oy;! = ;! o7, en
désignant encore par v, 'application

R R,

r ———axr.

La 1-forme £ sur R; étant v,-invariante, on a :

(Vp,1a0) = /Sn_,ﬁ ( Yo ) (%)) ANp= /Sn_lwf (dT—r> Ao = {(Vp, ).

Pour f = R, on a m o R = m; donc la R-invariance de Vp est vérifiée. Le 1-courant Vp
est invariant par les actions de ~, et de R, il 'est donc par celle de y =+, 0 R O
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1.3. Calcul de I'exposant critique

Pour appliquer le Théoréeme 3.12, on a besoin de connaitre I'exposant critique du
groupe T. Le groupe T' étant convexe-cocompact, le Théoreme 3.11 s’applique et on a
§(I') = 0. Nous en proposons cependant un calcul a la main.
Lemme 4.4. Pour I' = (y), avec y=+v,0 R, on a §(I') = 0.
Preuve. On a besoin de ’expression de cette loxodromie dans la boule B*. On pose donc
p=0co0vo0c ol o est I'inversion définie a la Proposition 1.13.

Onayp=co07,0Roc donc

dSOO = dU’yuoRoo(O) o (d’Ya)Roa(O) © dRa(O) o dUO

avec o(0) = e,, R(en) = en, Ya(en) = aen, (e1,...,e,) désignant la base canonique de R".
Puisque o(z) = 2”;”;6"” —en; ON 3, en notant z =Y ;| ze; !

2||z+enl|2ei~2zi(.7:—+—en) Sii<n -
_Bg(m) _ |z + en|* Joil 6_0(0) _ {2e,~ sii<n
oz; 2||13 + enll’en — 2(zn + 1)(z + €,) dz; —2e, Sli=n

sli=n
llz + enl|*

. . N I,
de sorte que la jacobienne de o en 0 est 24 ou A = ( "0 ! _01) .

Comme les applications R et v, sont des endomorphismes de R, on a dR., = R et
(dYa)e, = 7o = aid. Il reste donc a calculer do,.,. En reprenant les expressions précédentes,
on a :

2 ..
T € Stz <n
880' (aen) = ((I + 12)
Ti —men sli=n

d’Oil Jacaen g = ﬁgz‘l

On a donc
2 (L 0 R O\_(I.i O
JaLC"‘p_(a+1)2( 0 —1)‘”(0 1)2( 0 —1)

4a
=il

Comme R € SO(n — 1), on a bien sir ||R|| = 1 d’ou ||dpol|| = W“T“U,. L’expression de [|de7||
pour m € Z s’obtient alors en remplacant a par a™ :
4a™ 4a—™

”dgogl“ = (am + 1)2 = (1+a—m)2'

Si m — +00, a™™ — +00. Si m — —o0, a™ — +00. Dans les deux cas, on a, pour tout s > 0 :
lldeg||® ~ 4°al™
qui est le terme général d’'une série géométrique convergente pour tout s > 0 puisque

a €]0,1[. On en déduit donc que (") = 0. 0

De ce calcul et du Théoreme 3.12 résulte que la localisation des p-courants I'-invariants
de degré strictement inférieur & n — 1 — 6(I') = n — 1 est surjective. Il reste donc a
déterminer I'image de la localisation des courants I'-invariants de degré n — 1, c’est-a-dire
des distributions invariantes. C’est I’objet de la proposition suivante.
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Proposition 4.5. L’image Im L™ ! de la localisation des distributions T'-invariantes sur
S™—1 est le noyau de la forme linéaire

5:{6 sin>3
0. —6. Sin=2

oll 8, et 6_ désignent les deux composantes de © lorsque n = 2 (cf. Lemme 3.13),
correspondant aux deux composantes connexes R, et R* de Dr = R*.
Preuve. Le cas n > 3 est couvert par [EMM] théoréme 3.2; nous en reproduisons ici la
démonstration avant de l’adapter au cas ol n = 2.

L’action de I' sur chaque composante connexe de Dr est libre et le quotient Dr/T' ~
S! x S7~2 est réunion de compacts disjoints donc d’apres le Lemme 3.13, on a

ker® C Im L™,

Supposons n > 3. Alors Dr est connexe, donc © est une forme linéaire et ker© est
un hyperplan de ¢! (Dr). Pour montrer I'inclusion réciproque, il suffit donc de prouver
qu’un générateur d’un supplémentaire de ker® n’appartient pas a Im L™,

Soit z € Dr ; on pose
T = Z 57'"(:1})‘

meEZ

Comme le support d’une fonction f € Q%(Dr) est compact, il ne rencontre qu'un nombre
fini d’éléments de la y-orbite de = (qui est discréte); de sorte que T définit bien une
distribution sur Dr. De plus, on a :

(T,fe) =Y fory(y™(@) =Y fovy™z)=(T,f),

meZ mezZ

c’est-a-dire que T € ¢2~!(Dr). Posons alors
r

S=0+ Y (Gyma) —0)+ Y (Sym@) — 6o0)-

mezy mezZr

Pour montrer que S est une distribution bien définie sur $»—1, il faut montrer que les
séries définissant (S,¢) convergent pour toute fonction ¢ € Q0(S71).

Considérons la carte locale (R*~!, ;) (cf. p.14) de S™! au voisinage de 0 et notons
@ =pod¢. Pour h= (]51(71), on a:

lo(h) — @(0)] = B(h) — B(0)] < |dPo.h + |[hlle(R)]

ol ¢ est une fonction de limite nulle en 0. En particulier, pour h suffisamment proche de
0,on a:
le(h) = (0)] < (lld@oll + 1)][A].

Pour h = 4™(z), on a |[h|| = a™||z|| de sorte que, pour m € N assez grand :

lo(Y™ (@) — (0)] < a™||z[|(lldwol| + 1)

qui est le terme général d’une série géométrique convergente. On en déduit la convergence
absolue de la premiere série dans 'expression de (S, o).

Comme on I’a vu dans la démonstration du Lemme 4.1, conjuguer v par le changement
de carte ¢3 = ¢, 0 ¢! revient & remplacer a par oa~!. Le calcul précédent appliqué & ¢ o ¢2
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assure la convergence de la sommation sur m € Z*. La forme linéaire S sur Q°(S"~!) est
donc bien définie.

Soit (¢x)ren une suite de fonctions de Q°(S”—1) convergeant vers 0 au sens de la topologie
C> de Schwartz. On a :

(S, 0x) | < lor(@)] + D [ee(v™ (@) — e (0] + D er(7™(2)) — o (o0)|

mEZ mezZ*

ou tous les termes tendent uniformément vers 0. La forme linéaire S est donc continue ;
on a S e i(S§").
Cependant S n’est pas I-invariante : pour p € Q°(S*~1),

(S,por -0y =p(r(@) - + D [(p(r™ () - ¢(0)) — (p(v™(x)) — ©(0))]

meZ*
+ Y ey (@) — p(0)) = (p(7™ (=) — p(c0))]
meZ*
= > (p(y™ 1 (2)) - e(v™(2))
meZ

) M-1
= Jim_ m:E_jM(eowm“(x)) —e(r™(2)) = Jim {p(v"(2)) — p(y~(2)))
= ¢(0) — p(o0)

d,Ol\l ’Y*S - S5= 50 — 500
Supposons que T € Im(L"*). Alors il existe une distribution S; € ¢2~1(S™?) telle que
T = L™1(S;). Posons U = §; — S. Comme S; et S coincident sur toute fonction ¢ € Q°(S™1)
telle que Supp(y) C Dr, on a Supp(U) C {0,0c}. De plus, 7,.U-U = 7.5 -5~ (7.51—51) = 8p—b0-
Soit g € 2°(S™~1) une fonction localisante égale & 1 sur un voisinage de 0 et a4 0 sur un
voisinage de oo. On a alors, puisque v fixe chaque point de Supp(U), (U,gov) = (U, g), d’ou

0= <’Y*U—Uyg> = <50 _dooag> = 1

ce qui est absurde et prouve que T ¢ ker L™,
On a, d’autre part,

=3 k(@) =1

mezZ

d’ott ¢»~(Dr) = ker® & CT. On a donc 1’égalité voulue.

Il reste le cas n = 2 & examiner. Dans ce cas, © est & valeurs dans C?. On a ker© C ker8
et, plus précisément,

ker@:keré@@i—z.

En effet, iﬁ € OL(R*) C CL(R*), ker® est de codimension 1 dans ker8 et

5, (dw) :/R' k+aga:)d >0,

mais, avec k_(z) = k,(—z) on a clairement,

5(%):/"“*7(1)@—/]12‘%"”_)@:0.
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On a de plus %95 = L'(Vp), ce qui montre que C& C Im L', et

kerf C Im L'.

Pour I'inclusion réciproque considérons

=S o

meZ

Puisque 6(T) = 1, la distribution T engendre un supplémentaire de kerd. Les arguments
développés dans le cas n > 3 précédent peuvent étre repris sans modification pour prouver
la bonne définition de T, sa continuité et le fait qu’elle ne se prolonge pas de maniere
I-invariante en 0 et oo. 0

1.4. Cohomologie des courants invariants sur S*~!

Le théoreme suivant utilise les outils mis en place dans les sections précédentes et
constitue le résultat central de ce travail.

Théoreme 4.6. La cohomologie des courants I'-invariants sur OH"* est :

HP(CX(SY)) =4 C[Vp|®Cldg + 60o] sip=1
0 sinon
C[1] sip=0
. n-— CV ] =1
HP(Ca(s™Y)) = cc%aopia] :.zzn_l (n>3)
0 sinon.

Preuve. D’apres le Lemme 4.4 et le Théoréme 3.12, on sait que, pour p < n—1 la localisation
L? est surjective. La Proposition 4.5 donne 'image de la localisation des distributions L1,

Nous sommes donc dans la situation du diagramme commutatif suivant, dans lequel
les lignes sont des suites exactes et les colonnes des complexes différentiels :

0 0
R

0 ol RSO L QO 0
a 4] a)

0 (O N S — At 0

0 cn2« in 2 gn—2 L2 Qn—2 0
4 4| al

0 cn1le it gn-1 i Qn—l 0
} ! !
0 0 0

ou les complexes C*, S* et Q* sont définis par :

~ ~ Ct(Dr) sip#n-1
P — cP(SP—1 A P =CR(S™! P=q¢ T
C? =Cp(S" %, Ar) S Cr( ) Q {kerg Sip=n-1.
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Pour montrer que Q* est bien un complexe différentiel, il faut encore prouver que
d(Q"?) c Q™. Il suffit de vérifier que, pour T € Q"~2, ©(dT) = 0.
Pour toute fonction k vérifiant le Lemme 2.19, la somme

Zkofy:l

~ver

est localement finie, donc

D7 (dk) =) d(koy) =0.

~vel yel

On a donc, pour un (n — 2)-courant I'-invariant T € Q" 2,

0= (T,7"(dk)) = (T,dk)
YyeTr vl
d’olt ©dT) =0, et dT € QL.
En appliquant le lemme du serpent (Proposition 2.3) au diagramme ci-dessus, on
obtient une suite exacte longue en cohomologie :

iO

HO(C.) * HO(SO) LS HO(Q.) H! (C.) i

Hn—l(co) i Hn—l(sc) L1 Hn—l(QO) 0.

cO

0

cn—2

D’apres le Lemme 4.1, on a C? = Cdp ® Cdo si p=n —1 et 0 sinon. On en déduit donc
que HP(C*) = C[b] ® C[ds] Sl p=n ~1 et 0 sinon.

D’autre part, I'action de T" sur Dr est libre, propre et discontinue ; donc d’apres le
Corollaire 2.23 et le théoreme de de Rham (Théoréme 2.16), la cohomologie du complexe
C:(Dr) est isomorphe a la cohomologie de de Rham du quotient Dr/T. Un domaine
fondamental de ’action de ' sur Dr = R*~! \ {0} est la couronne

Rp={zeR" ag ||z} <1} =2S"? % [q,1]

donc Dr/T ~ S§" 2 x S! et on peut calculer sa cohomologie de de Rham par la formule de
Kinneth.

A
NP

Action de T sur Dr pour n =3

Dr/T pour n=3

Supposons dans un premier temps que n = 2. Alors Dr/T est constitué de deux cercles
disjoints, donc la cohomologie du complexe C(Dr) est de dimension 2 en degrés 0 et 1. Des
générateurs de H°(Cp(Dr)) sont les fonctions indicatrices 1r: et 1g- des deux composantes
connexes de Dr. La 1-cohomologie est engendrée par les 1-courants réguliers 4= sur ces
composantes connexes.

De ceci découle que H°(Q*) = C[1lry] ® C[1g-]. De plus, on a £ = 2215, 4 &15. =
L'(Vp) € Q' mais ni £ 1g., ni 1. n’appartient & ker§ = ImL'. On a donc H'(Q*) = C[4].
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Finalement, il reste la suite exacte suivante :

0 — H(8") L5+ C[1;] @ C[1r: ]~ Cléo] & Couo] v H'(5%) 2o C H —

Les seuls 0-courants fermés sur la variété connexe S"~! sont les constantes (qui sont
effectivement T'-invariantes), donc H°(S®*) = C[1].

La distribution &, + . n’est pas exacte (elle n’annule pas les constantes), donc
0 # C[d + ) C H'(S®). De plus, L'(Vp) = & et, comme la distribution 4 n’est pas
exacte dans Q° et que L* est un morphisme de complexes, la distribution Vp n’est pas
exacte dans S*. On a donc également 0 # C[Vp] C H(S*).

On a Clé @ dx] ® C[Vp] C H*(S*) et la nullité de la somme alternée des dimensions
dans une suite exacte d’espaces vectoriels donne 'inclusion réciproque. Sans utiliser la
caractérisation des 0-courants fermés, la description de I'homomorphisme de connexion ¢°
permet d’arriver au méme résultat. Cet argument est détaillé ci-apres dans le cas de la
dimension supérieure. Ceci acheve la démonstration du Théoreme 4.6 dans le cas n = 2.

Supposons maintenant n > 4. Alors, par la formule de Kiinneth, la cohomologie du
complexe HP(Cp) est de dimension 1 en degrés 0, 1, n—2 et n— 1. Cependant, un générateur
de H"~'(CP(Dr)) est la (n —1)-forme différentielle

dr
i (7) A Tiw

ol w désigne la forme volume sur §"~2. Mais cette forme n’appartient pas & kerd. De ceci
découle que H"1(Q*) = 0 et la suite exacte se résume alors a :

0 — HO(S*) L2 C[1] — 0 — H1(S*) Lo C [w; (%)] 0

>0 — HP(S§*) —= 00— --- (re{2...,n—-3})

e 0 H2(5%) B O (w)] €55 Cd0] @ C o] S H™1(S*) — 0.

De la premiere ligne, on tire que L? et L] sont des isomorphismes. Comme =} (£) = L'(Vp),
on a H'(S°*) = C[Vp]. La deuxieme ligne donne H?(S*) =0 pour 2 < p < n -3, et la troisieme
ligne implique que

dim H""2(S*) + 1 = dim H""!(S*) € {1,2}.

Considérons le générateur T = njw de H"2%(Q*). D’apres la construction de
I’homomorphisme de connexion ¢*=% : H"2(Q*) H"1(C*) détaillée dans la
démonstration de la Proposition 2.3, 'image de T est la distribution dS € C*~! ou § € S*2
est un prolongement de T : on a T = L™ %(S). De plus dS € C"~! = Céy ® Céw, 1l existe donc
des constantes a,3 € C telles que

dS = adp + fés.

D’autre part, (dS,1) = 0 = a + §. Supposons a = 0. Alors S est fermé et, comme
H"=2(C*(S™71)) ~ Hn=2(S"~1) =0, il existe U € C"~3(S”1) tel que S =dU. Alors on a :

myw =T = L"*(S) = L"2(dU) = d(L"3(U))

ce qui est absurde.
On en déduit donc que ¢"2(H"2(5*)) = C[d — dcc). Par suite on a :

dim H*1(S*) = rg(i?™!) = 2 — dimker(s7"!) = 2 — rg(c" %) = 1.
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Ceci acheve de prouver le Théoreme 4.6 dans le cas n > 4.

Il reste le cas n = 3 & étudier. La cohomologie de C2(Dr) est alors la cohomologie du
tore S! x S! et, comme précédemment, le générateur =} () A r3w de la 2-cohomologie de
C2(Dr) n’appartient pas a Q2 On a alors H(Q*) = C[1], H(Q*) = C [} (£)] ® C[r3w] et
H?(Q*) = 0. La suite exacte donne donc

0 HO(S*) —X . c[1] 0

0— HY(S*) L C [wf (g)} & Clmiw] — C[60] & C[0o0] 2w H?(S*) — 0.

Ici encore, H°(S*) = C[1], mais cette fois dim H*(S*) = dim H?(S*) € {1,2}. Comme
précédemment, le rang de 'homomorphisme de connexion ¢! est 1, ce qui entraine que la
dimension en question est 1 et termine la preuve du théoreme. 0

2.— Cas d’un groupe monogeéne de type parabolique

Considérons maintenant un groupe I' monogene de type parabolique. Quitte a le
conjuguer par une isométrie hyperbolique, on peut supposer qu’il fixe co. On supposera
de plus qu’il est engendré par une translation. Un tel groupe n’est pas convexe-cocompact.

Nous commencons par calculer I’exposant critique de T, ce calcul étant valable en
toute dimension. Par la suite, on sera amené a supposer n = 2.

2.1. Calcul de I'exposant critique

Lemme 4.7. Soit T = (t) o1 t : z — z + b est la translation de vecteur b= (by,...,b,_1,0) €

R*~! x {0} vue dans le demi-espace H". Alors 6(T") = L.

Preuve. Posons 1 =ootoe. On a, pour tout z € B* :

() = 2”—22% —én avec g(z)

_ TH+ey
“'T" + en”2 ‘

On a, (.|.) désignant le produit scalaire euclidien :

09\ _ llztenllPei —2{eilz + en) (z +en)

9, ™) = o+ eall’
d’ou
Og €; Sti<n
0) =e, et ——(0)=4q " )
9(0) =e Bwi() {—en sii=n.
Alors, pour i <n :
O ) — o 2en+ blPei = 2 Qeif2en + 1) (Gen +1)
ox; - {12e, + bjj4
_ 4 [6' _ 2bi(26n + b)]
T l2en +0)12 |7 |12en + b2
27_(0) _ 2—2||2en + b||%en — 2(—2e,|2en + b) (2e,, + b)
Oz, l|2e,, + bj[¢
4 2e, +b
S N P i I
||2en+bn2[ ‘ ||2en+bn2]
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4
L bienne de 7 en 0 s’écrit donc ————A ou
a jaco de 7 nc Jaco(r) = e+ b|[2
2 _ 2bsby _ 4b,
|2, + b]|2 [12¢., +2b||2 12e,, + b]|2
b1b2 2b2 4b2
A= 12e, + ]2 126, + b2 2en + 0|2
_ 4b1 _ 4b2 N 14 8
l|12en + B||? 12 + b]|? [12e5, + b]|2

n
Nous allons calculer ||A4|]2 = Z || Ae;||>. Pour i < n, on a :

=1
412 22 1? 1662
A ; 2 — 7 b 2 _ b2 [1 _ 1 ] ]
Heill” = e~ " =8 + 1= 5= | * en + o
482 [p|2 n: 4p? 4p?2 1662
= - i . 5+ 4
II2en +0l1*  ||2ey, + b]| 12en +bl|*  |12en + B2 ||12en + b||
462 (|b|2 2
P ()
26 + b]° 12en + BIF \lI2en + 0]
16(b||2 ( 8 )2
deglp= 20 f 4, S
Menll” = T, + o7 T Toen 1 07
16|52 \ 16
= P (|2 +4) - ——— +1.
Ren + o 10 4 = g 3
On a donc
n—1
1A]13 = Z [|Ae;|” + || Aen|®
1=1
4jp)4 4))p|? [ 4 ] 16 \ 16
= s 1 (BP+4) - —— 41
2en 10 7" [2en + BIF |2en 1 B2 Zen ool +4) — 5 —3E +
_ Allsll* + 32[[]1> + 64 4(|[bl> +4)
= T e+ | 2en + B2
4(]1b)1? + 4)2 2([|b)* + 4)
-2 +1 -1
2en + 017 et o2 "
282 +4)  1°
= [22 TS -1
[nzen T o) o

Comme 7™ s’obtient, pour m € Z, en remplagant b par mb, on a || Jaco(r™)|] = Umvm OU :

4 4
l2en +mbl[>  |m?|[b|?

9 3
Um:([mm_l} +n_1) R

Uy =

[12e, + mb||?
La série de Poincaré absolue &,( Z (umvm)® est donc de méme nature que la série
de Riemann 4snn;ez
|b||2s Z |m[2s
convergente si et seulement si s > 1. On en déduit donc §(T') = L. 0
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2.2. Courants portés par I'ensemble limite

Dans toute la suite de cette section, on suppose que n = 2 et, sans perte de généralité,
que b= 1.

Conformément a la Définition 2.26, on note, pour un entier s € N et un (1 - p)-vecteur
¢ tangent en 0 & §', D*6¢° le p-courant de Dirac ¢*(D®6) olt ¢ = ¢;0¢; " est le changement
de carte z — %5 (cf p. 14)

Lemme 4.8. Le complexe des courants T-invariants sur S! a support dans l’ensemble

limite Ar est réduit a

bl Céo ®CH, sSip=1
Cr(8%,Ar) = cgos sip=0.
Bz

Preuve. D’apres le Corollaire 2.28, il suffit de chercher lesquels des courants de Dirac en
oo sont invariants par la translation ¢, ou encore lesquelles de leurs images par ¢* sont
invariantes par r =g otoao.

Supposons d’abord p = 1 : nous cherchons les dérivées de §, invariantes par 7. Pour
cela, nous utilisons un résultat concernant les dérivées successives d’'une composée et dont
la vérification est immédiate par récurrence : pour s € N* et ¢ € Q°(R),

(por)t Za ©® o

ou chaque coeflicient af est un polynéme homogene de degré p en ',7",...,7(¢=+1_ Plus
précisément, on a, pour s > 1 :

at =709 ad = (r')*
Vpe{2,...,s} a5t = (ap) +aj_; 7’
at_, = ——lm("; L7 ')m " sim > 2.

Alors on a, pour p € Q°(R) et s € N* :
(r86.0) = 3 a0 07(0) = Y- ap(@)p?
p=1 p=1

d’ol n.aY = 35, a3(0)8” . En particulier, le sous espace vectoriel V = @), C5{" est stable
par .. Comme 7/(0) =1 et 7/(0) = -2, on a a(0) = 1 et a®_;(0) = —s(s — 1) On en déduit
que la matrice de ’endomorphisme de V induit par 7. relativement a la base (g, ”)) _; est
de la forme :

1 =2 % e ... *

0 1 =6 - .- *
M= 0 0 1 *

0 0 0 :

Do : . -s(s—1)

o o o0 - 0 1

La matrice M —idy est donc de rang s — 1 et le sous-espace propre associé a la valeur
propre 1 est engendré par §;. Comme 6, est évidemment T-invariante, ceci achéve de
prouver que CL(S?) = Cd, & CdL,.

Supposons maintenant que p=0. Soit se Net T = (6;;1)(3). Pour ¢ € Q°(R), on a

(@6.T,¢) = ((0,4) ¢ dz) = (-1)*()D(0) = - (6, )
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de sorte que dT = —6§+Y. Puisque les espaces CR(S!, Ar) forment un sous-complexe de
q r

Cp(SY), pour que T soit I-invariant, il est nécessaire que dT le soit. D’apres 1’étude du cas
p =1 ci-dessus, on a donc s+ 1 € {0,1}, qui entraine s = 0.
Réciproquement, si w € Q!(S') s’écrit localement w = pdz, on a :

<53@5,T*w> = <653;,<por7"dx> = p o 7(0)7'(0) = p(0) = (by, ) = <5%,w>

ce qui prouve que §o est bien r-invariante. N

Lemme 4.9. La cohomologie des courants I'-invariants sur S' a support dans Ar = {oo}

est : .
Cléw] sIp=1
0 sinon.

HP(CR(S',Arp)) = {

Preuve. La distribution &, n’est pas exacte car elle n’annule pas les fonctions constantes.

En revanche, d(§%) = —4’, comme on I’a vu précédemment. Il en résulte que [6..] = 0 et
Bz
que 6? n’est pas fermée. 0

2.3. Courants sur le domaine de discontinuité

Définition 4.10. Pour ¢ € Q°(S'), on pose :

(Prida)e) = lim [ [pla) - p(oo)) .

A——to0 J_

Lemme 4.11. Cette expression définit une distribution I'-invariante P f(dz) sur S', appelée
partie finie de dz.

Preuve. Soit ¢ € Q°(S?) ; considérons un développement limité de ¢ au voisinage de oo :
(r)=a +a1 + 2, 16(2:)
P =0T T T e

ol e est une fonction de limite nulle en oo (donc bornée). On a alors, pour 4 € R :

[ toto) - ploolae = [N R T —e(x)] @+ [ o) - ploola
= 2as (1 - %) + /[— AUl z2 / [p(z) — p(o0)] dz
y 2a2+'/]_ ol 63(:23) dz +/_ [p(z) — p(o0)] dz

ce qui prouve que la forme linéaire Pf(dz) est bien définie, sa linéarité étant évidente. Si
(¢m)men est une suite de fonctions de Q°(S?) convergeant vers 0 au sens de la topologie C*
de Schwartz, on a, avec des notations similaires :

(Pfldz), om) = 203 +/_1[<,0m(1‘) — om(00)] dz +/ "(z) de.

]—00,—1]U[1,+00[ z?

Pour tout s € N, (¢{¥))men converge uniformément vers 0, donc dans cette somme tous les
termes tendent vers 0. On en déduit que Pf(dr) est continue; c’est donc une distribution
sur S'. Montrons maintenant qu’elle est invariante par t.
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Avec le méme développement limité, on a :

A A+1
(Pii).got = tim [ (o1 -oalde= Jim [ fo(e) - p(oo))de

A+1 A ~A A+l
[ @ - el = [ o) - p(eolda+ [ [p(e) = ploolda+ [ fpla) - (o) da
A+1 —A A

- —A+1
A+1 A+l
- o, 1
[ @ vt = [ (24 24 Zew) ao
A+1 1 1 A+ ()
=aln A {+02[Z—A—:1-]+/A _1'2_dz

Pour A suffisamment grand, on a |e| < 1 sur [4,4 + 1] ; alors

A+l A+1
A x? 4 T2 A A+41 Atoo

de sorte que

A+1
Jim [ fot@) = etoo))da =

Remplacer A par —A dans ces calculs permet de prouver également que

—A
Jim [ L@ = ploc) dz =0.

On a donc (Pf(dx),pot) = (Pf(dz),y), d’ou Pf(dr) € CA(SY). 0

Proposition 4.12. La localisation des distributions I'-invariantes L' : C}:(S?) CL(Dr)
est surjective.

Preuve. Le groupe T agit librement, proprement et discontinliiment sur Dr et le quotient
Dr /T ~ S! est compact et connexe donc, d’apres le Lemme 3.13, on a ker® c Im L. D’autre
part,

CL(R) = ker® @ Cdz.
En effet, la fonction & (¢f. Lemme 2.19) est continue, positive et non nulle donc 6(dz) > 0.

Le sous-espace ker ® étant un hyperplan de CL(S'), la 1-forme I-invariante dz en engendre
donc un supplémentaire.

Mais Pf(dr) est un élément de CL(S?) qui vérifie L'(Pf(dz)) = dz, ce qui prouve que
Cdz C Im L?, donc que Im L' = CL(R). 0

2.4. Cohomologie des courants invariants sur S!

Nous appliquons une technique similaire a celle du cas hyperbolique et obtenons le
théoréeme suivant.

Théoréme 4.13. La cohomologie des courants T'-invariants sur OH? est

C[1] sip=0
HP(Cr(SY) = {C[&m] ®C[Pf(dz)] sip=1
0 sinon.

Preuve. D’apres le Lemme 4.7, §(I') =  donc, d’aprés le Théoréme 3.12, la localisation
des p-courants tels que p < 2-1-4(I') = 3, c’est-a-dire p = 0, est surjective. D’apres la
Proposition 4.12, la localisation des distributions ’est également. On est donc dans la
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situation du diagramme commutatif suivant, dans lequel les lignes sont des suites exactes
et les colonnes des complexes différentiels :

0 0 0
0 0L g0 L% Lo 0
d d d
0 o5 L. 0
|
0 0 0

Les complexes C*, S* et Q* désignent respectivement Cp(S', Ar), CA(SY) et Cp(Dr). Ceci
donne, d’apres le lemme du serpent (cf. Proposition 2.3) une suite exacte en cohomologie :

0—= HO(C*) 5+ HO(8%) L2 HO(Q") ~+ HY(C") 2w HY(8%) o HY(Q") — 0.

Le Lemme 4.9 donne la cohomologie du complexe C* et laction de T' sur Dr est
libre, propre et discontinue, donc d’apres le Corollaire 2.23 et le théoreme de de Rham
(Théoreme 2.16), la cohomologie du complexe Q* est isomorphe & la cohomologie de de
Rham du quotient Dr/T. Un domaine fondamental de I’action de T sur Dr = R est [0,1],
d’ou H%(Q*) = C[1] et HY(Q®) = C[dz]. En effet, dr est une 1-forme différentielle fermée qui
n’est pas exacte dans Q°. La suite exacte précédente se réduit donc a :

0

0 —— HY(Q*) —L v C[1] —+ C[boo] —2v HY(S*) —22 s C[d2] — 0.

Les constantes sont les seuls 0O-courants fermés sur la variété connexe S! et
sont effectivement I-invariantes, donc H°(S*) = C[1]. L’application L? est donc un
isomorphisme. LL’homomorphisme de connexion ® est nul par exactitude de la suite et
il est injectif. Comme L1([Pf(dz)]) = [dz], on a bien H'(S*) = C[d] ® C[Pf(dz)]. 0

3.— Cas d’un groupe élémentaire

Dans cette section on applique les résultats précédents pour déterminer la cohomologie
des courants I-invariants lorsque T est un groupe kleinéen élémentaire. Comme on 1’a
rappelé au Théoreme 3.15, un groupe kleinéen élémentaire de type hyperbolique contient
un sous-groupe d’indice fini engendré par une loxodromie.

Avant de détailler 'étude de ces groupes élémentaires de type hyperbolique,
remarquons que, lorsque n = 2 un sous-groupe élémentaire de type parabolique est toujours
monogene, engendré par une translation si le point fixe est co. Ce résultat est exposé dans
[Fre] Lemme 1.9 p.12.

3.1. Cas hyperbolique

Nous supposons donc que T' est un groupe kleinéen élémentaire de type hyperbolique,
et que Ty est un sous-groupe monogene de I' d’indice fini. Quitte & conjuguer T par une
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isométrie hyperbolique, on supposera également que 1’orbite finie de I est {0, oo}. Le groupe
Ty satisfait alors les hypotheses de ’étude précédente du cas monogene hyperbolique.
Alors, d’apres le Lemme 3.16, pour tout complexe différentiel sur lequel I' agit, on a
une notion de moyenne, qui est une rétraction du sous-complexe des éléments I'p-invariants
sur celui des éléments I'-invariants. En particulier, cette moyenne induit une surjection en
cohomologie.
C’est notamment le cas du complexe des courants I-invariants sur S*~1.

Théoreme 4.14. Si n > 3, la moyenne m*® est un quasi-isomorphisme de Cp (S"') sur
Cr(S™~1). En particulier, la cohomologie des courants I'-invariants sur S™! est :

C[1] sip=0
Clm'(Vp)] sip=1
Cldo +6] Sip=n-—1
0 sinon.

HP(CR(S™Y) =

Preuve. Puisque, pour tout p, la moyenne m, : HP(CR (S"7!)) ——— HP(CR(S™1)) est
une surjection, il nous suffit d’appliquer la moyenne a chacun des générateurs de la
cohomologie du complexe Cp (S™~') donnés au Théoréme 4.6 ; leurs images engendrent
alors la cohomologie cherchée.

Puisque {0,0} est une orbite de I, la distribution &y + 6 est I'-invariante, donc égale
a sa moyenne. Il en est bien sir de méme des fonctions constantes, qui engendrent donc
la 0-cohomologie.

Il reste le cas p = 1 a examiner, pour lequel nous supposons n > 3. La forme volume
euclidienne & sur S™~2 est telle que =3(&) est Ty-invariante. En effet, on a, pour une
homothétie v, (a €]0,1]) :

Ve (75 (@) = (72 0 72)* (@)
avec mp oy, = me. Les éléments de SO(n — 1) étant des isométries euclidiennes, =5(&) est
également invariante par ce groupe. Elle I'est donc par le groupe T'.
On peut donc considérer sa moyenne w = m"~2(x3(@)), et :

dr

n— _ _ 1 * * * [~
(m'(Vp),w) = (Vp,m" *(w)) = (Vp,w) = m;go:\r /Rn_l\{o} 5 (_r_) A* (75 (@)).

Puisque tout v € TI' préserve l'orientation, chacune de ces intégrales est celle d’une
fonction positive. On en déduit donc que (Vp,w) # 0, donc que m, est un isomorphisme.
[
Ce résultat n’est plus vrai lorsque n = 2, comme nous allons le montrer. Nous
commencons par caractériser les sous-groupes discrets élémentaires de type hyperbolique
de Conf™ (SY).
Proposition 4.15. Tout sous-groupe discret élémentaire de type hyperbolique de Iso* (H?)
est conjugué a I'un des groupes suivants :

= un groupe monogene I' = (v,) engendré par une homothétie z — az ot a €]0,1[;
» un groupe engendré par une telle homothétie et I'inversion ¢ : z — —1

Preuve. Quitte a conjuguer I' par une isométrie, on se rameéne & nouveau au cas ol
[ préserve {0,00}. D’apres le Théoreme 3.4, Iso*(H?) s’identifie & PSL(2,R) agissant par
homographies.

Soit ¢ € PSL(2,R) d’ordre fini. On a

(1)
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L’ensemble {0,00} étant o-invariant, ¢ fixe ou échange 0 et co. On a

{;('g;zgo = {i:ﬁ ‘:)0:<g a91>32i—>a2z

(oo = {ao = o= (Lh o) %

Il est facile de voir que ¢ n’est d’ordre fini que lorsque, dans le premier cas, a = +1
(0 =id) ou, dans le second cas, b= £1. 0
Proposition 4.16. Soit T = (v,,¢) le groupe kleinéen élémentaire de type hyperbolique
engendré par I’homothétie v, : z — az et l'inversion ¢ : z — —1. La cohomologie des
courants I'-invariants sur S! est .

C[l] si p=0
HP(CA(SY)) = ¢ Clbo + 6] Sip=1
0 sinon.

Preuve. Ici, Ty = (v,) et, comme précédemment, parmi les générateurs de la cohomologie

énumérés au Théoreme 4.6, les constantes et la distribution §, + 6. sont I'-invariantes donc
égales a leur moyenne.

En revanche, pour ¢ € 9°(S'), le changement de variable u = 1 donne :

1 1

<o —po g~ Lo(—1y_ (L
(Vp,<p0¢) :EI_I_};nO/ L2 ¢(-’E) :L‘SD ¢( .Z') dx_—_slino/ SO( w)x SO(:(:) dz
— ; wm: Vo)
On a donc ¢.Vp = -Vp, d’olt m*(Vp) = 0. 0

3.2. Quelques mots du cas elliptique
Soit T un groupe élémentaire de type elliptique, c’est-a-dire un sous-groupe fini de
Conf*(S"~1). On peut remarquer que I’ensemble limite est vide, que 'exposant critique est
nul et que la localisation des courants est 1’identité.
Puisque le groupe trivial est un sous-groupe d’indice fini de T', on peut considérer la
moyenne des courants sur S"~! :
m® :CHS") ——  Cp(S™Y)
1 .
T CardT Z 7T
Yer
A nouveau, d’apres le Lemme 3.16, m* est une rétraction de complexes.
Proposition 4.17. La moyenne m® est un quasi-isomorphisme de C*(S**) sur C(S").
En particulier, la cohomologie des courants T-invariants sur S ! est :
C[1] Sip=0
HP(CA(S™ YY) = { Cm" 1 (w)] sip=n-1
0 sinon,
ol w désigne une forme volume sur S™1.
Preuve. Puisque la moyenne est une rétraction, ’application
m, : H*(C*(S™)) —— H*(Cp(S™™Y))
est surjective. On en déduit immédiatement, d’apres le théoreme de de Rham (cf.
Théoreme 2.16), que H?(C(S"1)) = 0 pour p ¢ {0,n — 1} et dim HP(CR(S™ ")) < 1 pour
p€{0,n—1}.
Puisque les constantes sont I'-invariantes, on a également H°(Cp(S™!)) = C[1]. Enfin,
' préservant l’orientation, m»~!(w) n’annule pas les constantes donc n’est pas exacte. On
a donc H* ! (CR(S™™1)) = C[m"~ ! (w)] # 0. 0
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4.— Application aux formes automorphes

Le but de cette section est de voir la conséquence des résultats précédents sur
la cohomologie des formes automorphes d’un groupe kleinéen élémentaire sur ’espace
hyperbolique, ce qui a constitué la motivation initiale de ce travail.

4.1. La transformation de Poisson

L'outil que nous utilisons est la transformation de Poisson, que P.-Y. Gaillard
introduisit dans [Gal], généralisant la transformation de Poisson connue sur les fonctions
comme solution du probleme de la chaleur.

Nous commencons par rappeler les propriétés de cette transformation qui nous seront
utiles. Signalons toutefois que la définition originale de la transformation de Poisson
concerne une classe plus étendue d’objets : les hyperformes, c’est-a-dire les formes linéaires
continues sur 1’espace des formes différentielles analytiques sur OH".

Théoréme 4.18 [Gal théoremes 1, 2, 3]. I existe une famille d’applications (®7)r_,

&P . CP(OH™)
" : C

AP (') pef0,...,n—1}
Ap (H")

telle que

1) @° est la transformation de Poisson usuelle,

2) @° commute aux isométries hyperboliques,

3) (n-1-2p)@*lod=(n—-1-p)do®® pourpe{0,...,n—2},

4) @3 od=1251+%"7 # sin est impair,

5) pour toute distribution T € C"*(8H"), do ®"7'T = (1 —n) ([ T)w oU w désigne la
forme volume hyperbolique.

6) sip# 25, ¥ est un isomorphisme,

7) sin est impair, ker &7 est I'espace des (251)-courants cofermés et Im &7 est I’espace
des (251)-formes automorphes fermées et cofermées.

La transformation de Poisson ®? est donnée, pour p # n — 1, par un noyau ¢,, qui est
une (p,n — 1 — p)-forme double (cf. [Rh] §7 p.35) sur H* x oH". Pour ’expression explicite
de ¢,, voir [Gal] lemmes 1 et 3. Alors, si T est un p-courant sur 8H*, on a :

(T)(z) = / by A (18 T).

{z} x8H"

On trouve également dans [Gal] une construction visuelle de la transformation de Poisson
d’une forme différentielle o € QP(9HM).

Soit T un groupe kleinéen (éventuellement trivial). Complétons le complexe des
courants I'-invariants sur 8H* en posant

DP = {CIE(BIHI") Sip#n
Tl cC si p=n.

On munit I'espace gradué D* = @_, D* d’une structure de complexe différentiel grace
a 'augmentation des distributions
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qui prolonge Pintégration sur 9H" des (r—1)-formes différentielles. On peut remarquer que
Papplication linéaire &" est définie par ®"(1) = w, et que le point 5 du Théoreme 4.18 peut
étre lu comme do ®"! = (1-n) [o®". On pose enfin X = H*/T.

Corollaire 4.19. Si n est pair, les complexes D* et A} (X) sont isomorphes. Plus
généralement, la transformation de Poisson induit un isomorphisme de HP{D®) sur
HP(A3.(X)) sip¢ {252, 2L} et un morphisme surjectif de H*% (D®) sur H*7 (A3.(X)).

Preuve. Supposons n pair. Considérons la suite (a;)7_, définie par :

-1-2
Vpe{0,....,n—2},ap1 S

{ao =1 an =(1—n)an—1
n—l—pap

et posons & = q,®?. On a le diagramme suivant :

0 D° i, pt d .. . prr L, pn 0
80 &;l &;n—l' an

Montrons que ce diagramme est commutatif, c’est-a-dire que &* est un morphisme de
complexes. Pour p € {0,...,n — 2}, on a, d’apres les points 3 et 5 du Théoréme 4.18 et la
construction de la suite (a,) :

=~ n—1-2p n—1-p ~
®"*lod =ap1 PP od = (n—l—p) <n—1—2p> apdo®? =do P

6"0/=an§>"o/=(l—n)an_11 1 do®" 1 = dodn!

Puisque, pour tout p, a, est non nul, ®* est donc un isomorphisme de complexes.

Si n est impair, on ne peut pas construire un isomorphisme en «rectifiant» ainsi
la transformation de Poisson car le diagramme présente un défaut de commutativité :
do®"*7 =0 tandis que "% od = 251« "7 x, ou * est 'opérateur de Hodge.

Néammoins, pour tout p € {0,...,n} \ {2*}, on peut considérer 'application

JP . HP(D*) HP(A3.(X))
[T] —— [@/(T)].

Montrons que J? est bien définie. Si, pour T € D?, [T] =0, il existe S € DP7! tel que T = dS.
Supposons p < n. Alors, d’apres le point 3 du Théoreme 4.18,

P — &P —__n—p p—1
P (T) = ®? 0 d(S) n+1‘_2pdo‘1> (S)
d’ou [#7(T)] = 0. Sip=n,onaT =0 donc [®"(T)] = 0. L’application J? est donc bien définie.
Soit [T] € HP(D*) tel que J2([T]) = 0. Alors il existe a € A1 (X) telle que ¥7(T) = do.
Comme p—1 # 251, &7~! est bijective. Posons S = («Iﬂ"l)_1 (a) et supposons p<n. On a :

n+1~—2pS

<I>”od<
n—p

) =do & Y(S) = da = dP®?(T)

d’otl dS — T € ker ®*.
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Or, si p # 251, @7 est injective donc T = dS, ce qui prouve que [T] = 0 et que JP est
injective. Enfin, si p = n, on a 47,(X) = Cw, donc *(T) = 0 et T = 0. Par suite J" est
injective.

Montrons maintenant que J? est surjective. Soit [a] € H?(A}.(X)). En particulier, a est
fermée et cofermée. Si p # 251, &P est bijective. Si p = 251, Im®? = {8 € A} (X),dB = 0}
d’apres le point 7 du Théoreme 4.18. Dans les deux cas, il existe T € D? tel que a = ®7(T).
Alors

JP([T)) = [@*(T)] = [o]

ce qui prouve que J? est surjective dans tous les cas. 0

4.2. Le cas hyperbolique

On se place a nouveau dans le cas ou I' est un groupe kleinéen élémentaire de type
hyperbolique. Quitte a le conjuguer par une isométrie hyperbolique, on suppose de plus
que I préserve {0,00}. Soit Iy un sous-groupe monogene d’indice fini de T, engendré par
une loxodromie.

Notons X = H*/T et Xy = H*/Ty. Dans le théoreme suivant, on note m* le morphisme
de moyenne de A3 (X,) sur A% (X).

Théoréme 4.20. Sin > 3, le complexe des formes automorphes harmoniques cofermées
relativement au groupe T a la p-cohomologie du cercle pour p # 2L, Plus précisément,

C[1] Sip=0
HP (A3 (X))=<C [ml (wf (%))] sip=1
0 sip>1etp#ntl,

Preuve. Soit p € {0,...,n} ~ {2*}. D’apreés le Corollaire 4.19, H?(A} (X)) est engendré par
les transformés des générateurs de la cohomologie du complexe D* précédemment défini.

Sip<n-2 ona HP(D®*) = HP(Cp(S™!)), dont les générateurs ont été listés au
Théoreme 4.14.

D’autre part, [ = [é- = 1, 'augmentation [ est donc une forme linéaire non nulle
donc surjective, d’ot H*(D*) = 0. La distribution & + de (qui engendre H"'(c(S"71))
lorsque n > 3) n’appartient pas a ker [ donc H*~(D*) = 0.

De ceci découle que, toujours pour p # 2,

o —0 sip¢{0,1)
dim H (Ah”(X)){gl si p € {0,1}.

Nous déterminons maintenant les générateurs de cette cohomologie. Il est clair
que les constantes sont des 0-formes automorphes fermées et cofermées. On a donc
H°(43.(X)) = C[1]. Montrons maintenant que la 1-forme =} (4£) est automorphe pour
le groupe Ty, fermée, cofermée et non exacte. Elle est trivialement fermée et on a, (|)
désignant le produit scalaire euclidien :

Vee H',Vu € T,H", =i (%) u:?lzlrlg)

donc 7 (4r) est & croissance modérée. Montrons que sa codifférentielle est nulle, en utilisant
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I'opérateur » de Hodge, qui ici vérifie *dz; = (=1)""' =dzi AL A dri A ... Adz, :

L fdry 1 & o
d*ﬂ'l (T) =d=x* I:Hz”? ;.’Ez dl'z:l

:d{—l—Z(—l)i‘lzidxl/\.../\J.:Ei/\.../\dzn}

zn x| &
1 n . —
=d (TQ————z) A Z(—l)l_l.’ﬂi doi A...Adx; A ... Ndzxy,
zn ||zl
1 n ) —
+ g (1) Mz Adzy A Adai AL Aday,
znall? &

n n
<‘—mn_22w Z.’Ei dl‘z> A (Z(—l)i_l.’ti deiA... A d/.’;i AN.. A d$n>
n i=1

i=1

i=1

n
_ (7,21_—22 dxn) A (D) zida A Adzi AL A day,
Ln ”.’L‘” i=1
_n
zn |||
1
= ———[-2-(n—-2)+n]dz; A...Ndz,
rTr A A

=0.

+ d$1/\.../\d.’l}n

Ceci entraine que =} (£) € A4} .(Xo); cette forme n’est pas exacte car ses primitives

sont les fonctions z - log||z]] + K, ou K est une constante, qui ne sont pas I'o-invariantes.
Puisque la transformation de Poisson commute aux isométries hyperboliques, on

obtient, d’apres les propriétés du 1-courant m!(Vp) détaillées dans la démonstration du

Théoreme 4.14, que m! (] (£)) est une forme automorphe relativement au groupe I' qui

est fermée, cofermée et non exacte. 0
On peut appliquer la méme méthode au cas n = 2.

Théoreme 4.21. Sin = 2, la cohomologie des formes automorphes harmoniques cofermées
relativement au groupe T est

C[1] sip=0
HP (AR (X)) =1 C [} (&£)] sip=1 et siT est monogéne
0 sinon.

Preuve. Ici, n est pair, donc la cohomologie du complexe A3 (X) est isomorphe a celle du
complexe D* d’apres le Corollaire 4.19. Bien sir H°(4; (X)) = C[1] et, comme dans la
démonstration du Théoréme 4.20, on a H2(D*) = 0.

Si T est monogene engendré par une loxodromie, d’apres le Théoreme 4.6, I'espace
H'(Cr(SY)) est engendré par & + 6o et Vp. La distribution &, + 6, n’est pas fermée pour
I’'augmentation [ ; en revanche on a [Vp =0 puisqu’il s’agit de I'intégrale d’une fonction
impaire sur un intervalle centré en 0. On a donc HY(D®) = C,[Vp] et dimH! (4} (X)) = 1.
Comme précédemment, on vérifie que 7j(%) en est un générateur. Bien siir, les autres
groupes de cohomologie de A} (X) sont nuls.

Si T' n’est pas monogene, on a, d’apres la Proposition 4.16, H'(Cp(S'))) = 0 d’ol
HY(D*) =0 et H!(A}, (X)) =0. 0
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4.3. Le cas parabolique

On suppose maintenant que n = 2 et que T' est un groupe kleinéen monogene de type
parabolique. Quitte a le conjuguer par une isométrie hyperbolique, on peut le supposer
également engendré par la translation ¢: 2z +— 2 + 1 dans HP.

Théoréme 4.22. La cohomologie des formes automorphes harmoniques cofermées
relativement au groupe T est :

. C[l] sip=0
HP (45:(X)) = {(C[da:] Sip=1.
Preuve. D’apres le Corollaire 4.19, cette cohomologie est isomorphe a celle du complexe
D*. Comme §,, € D! vérifie [d., =1, Paugmentation est une forme linéaire non nulle donc
surjective : H2(D*) = 0.
On a bien sir H(D*) = H®(Cp(SY)) = C[1]. D’apres le Théoreme 4.13, un générateur de
H'(ce(SY)) est la distribution Pf(dz), qui vérifie

/Pf(dac) :A_hﬁm/:dx =0.

Ceci entraine que ce générateur est fermé au sens du complexe D*, donc que 'on a encore
H'(D*) = C[P f(dz)].

On en déduit que la p-cohomologie du complexe A*(X) est de dimension 1 en degrés
p=0et p=1 et nulle en les autres degrés. Bien sir, on a H*(A; (X)) = C[1]. Il reste donc
a vérifier que la 1-forme dz sur H? est une forme automorphe fermée cofermée non exacte.
Cette vérification est immédiate. 0

4.4. Quelques mots du cas elliptique

Cette méthode peut encore étre appliquée au cas ou le groupe T est élémentaire de
type elliptique, c’est-a-dire fini.
Proposition 4.23. Pour p # 21, la p-cohomologie des formes automorphes harmoniques
cofermées relativement a un sous-groupe T' discret élémentaire elliptique de Conf*(S"~1)

est : .
C[1] sip=0

Hp( ;LC(X))z{O Sip#oetp;én;—l,

Preuve. D’apres le Corollaire 4.19, cette cohomologie est engendrée (et de maniere
isomorphe si p # 251) par les images des générateurs du complexe D°.

La cohomologie en degré < n — 2 des courants I'-invariants sur S”~! n’est pas altérée
par I’augmentation des distributions : HP(D*) = H?(Cp(S™!)) pour p < n — 2, ces espaces
étants connus par la Proposition 4.17.

En revanche, comme on I’a vu dans la démonstration de la Proposition 4.17, on a
m™ 1 (w) ¢ ker [, de sorte que H"~*(D®) = 0. Enfin, ’augmentation [ n’est pas identiquement
nulle donc elle est surjective et H*(D*) = 0. i

4.5. Conclusion : conjecture de Borel-Harder

Les résultats des Théoreme 4.20, Théoreme 4.21, Théoreme 4.22 et Proposition 4.23
peuvent étre confrontés a la cohomologie du complexe Q°*(X) des formes I'-invariantes
sur H"*. Il est cependant a remarquer qu'on est toujours amené a supposer n pair pour
appliquer pleinement ces résultats.
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Théoréme 4.24. Si n est pair, la Conjecture 0.1 est vraie pour un groupe kleinéen
I' C Iso™(H") élémentaire de type hyperbolique.

Preuve. A nouveau, quitte a conjuguer T par une isométrie hyperbolique, placons nous
dans le cas ou le groupe T préserve {0,00} et soit Iy, un sous-groupe d’indice fini de T
engendré par une loxodromie y = v, o R. Posons X = H*/T et X, = H"/T,.

Alors, d’apres le Lemme 3.16, on a une surjection m, de HP(X,) sur HP(X).

Un domaine fondamental pour I'action de I'y; sur H* est la demi-couronne

{z e " a < lzll <1}

et le quotient X, a le type d’homotopie d’un cercle.

Action de T sur H* (n = 2) X pour n =2

On en déduit que HP(X) = 0 pour p ¢ {0,1}. Bien stir, H°(X) = C[1] et il reste le cas
p=1a examiner. On a aussi H'(X,) = C [r} (£)] donc H!(X) est engendré par m! (r} (£)).
C’est également un générateur de la 1-cohomologie de A3, (H") lorsque n > 4 comme on |’a
vu au Théoreme 4.20.

Supposons maintenant que n = 2. Puisque la transformation de Poisson est linéaire et
commute aux isométries hyperboliques, elle commute également a la moyenne, de sorte

que :
wt (a1 (£)) = mh@ ) = 84 n (V) =0

d’apres le Théoreme 4.21.

Dans les deux cas, l’inclusion 43 .(X) Q°*(X) est un quasi-isomorphisme. 0

Théoreme 4.25. La Conjecture 0.1 est vraie pour un groupe monogene de type
parabolique d’isométries de H?.

Preuve. Soit T un tel groupe, dont on peut supposer qu’il est engendré par la translation
t:z+z+ 1. Un domaine fondamental de ’action de I sur H? est la bande

{z € H?,0 < Re(z) < 1}.

Action de la translation sur H? H? /T
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Courants invariants par un groupe élémentaire

Le quotient H? /T a le type d’homotopie d’un cercle ; la cohomologie du complexe Q°(X)
est engendrée par les constantes en degré 0 et la 1-forme dr en degré 1. Ce sont également
les générateurs de H'(Aj,(X)) d’apres le Théoreme 4.22. 0

Proposition 4.26. Si n est pair, la Conjecture 0.1 est vraie pour un groupe kleinéen
I C Iso*(H") élémentaire de type elliptique.

Preuve. L’espace hyperbolique est contractile, donc la cohomologie du quotient X de H®
par un tel groupe est la cohomologie de T', qui est fini. C’est donc la cohomologie du point,
identique a celle calculée & la Proposition 4.23. 0

P.-Y. Gaillard m’a communiqué une démonstration de la Conjecture 0.1 dans le cas
plus général du quotient d’un groupe de Lie G connexe simple de rang 1 non compact &
centre trivial par un sous-groupe compact maximal K relativement a un sous-groupe I
fini de G. Elle utilise la théorie des représentations et la théorie de Casselman-Wallach.
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Résumé en Francais

La cohomologie d’'un groupe discret a coefficients réels (ou complexes) peut étre vue comme
la cohomologie de de Rham du quotient d’une variété contractile par une action libre et propre
de ce groupe. Il est alors naturel d’envisager l’existence de sous-complexes du complexe des formes
différentielles invariantes induisant la méme cohomologie, c’est-a-dire pour lesquels l’inclusion est un
quasi-isomorphisme.

Cette question est étudiée dans le cadre du quotient de ’espace hyperbolique réel par un groupe
Kleinéen, le sous-complexe considéré étant celui des formes automorphes. Ce probleme est alors connu
sous le nom de conjecture de Borel, et admet une variante, parfois nommeée conjecture de Borel-Harder.
Cette conjecture est résolue par la théorie de Hodge classique dans le cas ou le quotient est compact et
a été prouvée par Franke dans le cas ou le quotient est de volume fini. Nous étudions dans ce travail des
cas simples ou le quotient est de volume infini : celui des groupes élémentaires.

Pour cela, nous utilisons la transformation de Poisson pour déplacer le probléme sur la sphére & I'infini
de I’espace hyperbolique. On calcule alors explicitement la cohomologie des courants invariants sur cette
sphere grace a la décomposition en une partie réguliere sur le domaine de discontinuité et une partie
irréguliere sur ’ensemble limite. Ce calcul est mené dans le cas de groupes d’abord monogenes de type
hyperbolique (engendré par une loxodromie) puis parabolique (engendré par une translation en dimension
2). Un argument de moyenne permet alors d’étendre ces calculs a des classes plus grandes de groupes
élémentaires. On en déduit explicitement la cohomologie des formes automorphes harmoniques cofermées
via la transformation de Poisson, et la confrontation de ces résultats a la cohomologie de de Rham du
quotient en dimension paire permet alors de répondre positivement a la conjecture de Borel-Harder dans
les cas envisagés. !

Titre en Anglais

Invariant currents and automorphic forms of an elementary Kleinian group

Résumé en Anglais

The cohomology of a discrete group with real (or complex) coefficients can be seen as the de Rham
cohomology of the quotient of a contractile manifold by a free and proper action of this group. It is
then natural to consider the existence of subcomplexes of the complex of invariant differential forms that
induce the same cohomology, i.e. for which the inclusion is a quasi-isomorphism.

This question is studied in the case of the quotient of the real hyperbolic space by a Kleinian group,
the considered subcomplex being that of automorphic forms. This problem is then known as the Borel
conjecture, and allows a variant, sometimes called the Borel-Harder conjecture. This conjecture is solved
by the classical Hodge theory when the quotient is compact and was proved by Franke when the quotient
has finite volume. In this work, we examine the simplest case where the quotient has infinite volume :
elementary groups.

We use the Poisson transformation to move the problem to the sphere at infinity of the hyperbolic
space. Then we compute explicitely the cohomology of invariant currents on this sphere thanks to a
decomposition in a regular part on the discontinuity domain and an irregular part on the limit set. This
calculus is first made in the cases of infinite cyclic groups of hyperbolic type (generated by a loxodromy),
then of parabolic type (generated by a translation in dimension 2). By an average process we can then
extend the computations to bigger classes of elementary groups. We obtain explicitely the cohomology
of coclosed harmonic automorphic forms via the Poisson transformation, and, by comparing the results
with the de Rham cohomology of the quotient when the dimension is even, we can positively answer to
the Borel-Harder conjecture for the groups above.
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