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Introduction 

Introduction 

Un groupe r dénombrable discret étant donné, sa cohomologie à coefficients réels (ou 
complexes) peut être calculée en considérant une action de r sur une variété M contractile. 
Si cette action est libre et propre, cette cohomologie est isomorphe à la cohomologie du 
complexe SZf,(M) des formes différentielles r-invariantes sur M. Si Mjr est une variété, ce 
complexe est canoniquement isomorphe au complexe de de Rham de M ;r ; sa cohomologie 
est donc la cohomologie de de Rham de Mjr. Lorsque ce n'est pas le cas, la cohomologie 
de SZ[,(M) est tout de même isomorphe à la cohomologie singulière de Mjr. 

Dès lors, l'une des questions naturelles qui se posent dans cette situation est de savoir 
s'il existe un sous-complexe «intéressant» A- de Sl[,(M) induisant la même cohomologie, 
c'est-à-dire pour lequel l'inclusion A• Slf,(M) est un quasi-isomorphisme. On peut, 
par exemple, considérer que le théorème de de Rham concernant l'inclusion des formes 
différentielles dans le complexe des courants sur une variété différentiable s'inscrit dans 
cette optique. 

Dans ce travail, on considère le cas où M est l'espace hyperbolique réel !HF de dimension 
n et rest un groupe kleinéen, c'est-à-dire un sous-groupe discret du groupe des isométries 
hyperboliques. Une forme différentielle r-invariante o: E n~(IHF) est dite automorphe si : 

• o: et do: sont à croissance modérée : 

'Vxo E !HF, :la, b > 0, 'V x E !HF, max{ llo:( x) Il, lido:( x) Il} :::;:; a.eM(x,xo), 

où J désigne la distance sur !HF et 11.111a norme des formes p-linéaires sur TxiHF, 

• o: annule un polynôme non nul en le Laplacien : 

3P E C[X] "{0}, P(~)(o:) =O. 

Ces formes automorphes forment un sous-complexe, noté A•(JHF jr), de SZ[,(IHF); et la 
question de savoir si l'inclusion est un quasi-isomorphisme est connue sous le nom de 
conjecture de Borel (cf. [B]). 

D'autre part, les formes différentielles harmoniques cofermées et les formes 
automorphes harmoniques cofermées constituent également des sous-complexes de n•(JHF), 
notés respectivement nhc(IHF fr) et Ahc(IHF fr). On a alors le diagramme d'inclusions 

La variante suivante de la conjecture de Borel est parfois nommée conjecture de Borel­
Harder. 

Conjecture 0.1. Les inclusions i 1 , i 2 et i 3 de ce diagramme sont des quasi-isomorphismes. 
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Introduction 

Le fait que i 4 soit un quasi-isomorphisme résulte d'un théorème de Hodge pour les 
variétés non compactes (cf. [Ga2]). La Conjecture 0.1 résulte alors de la théorie de Hodge 
classique si le groupe r est cocompact (i.e. si JHrn ;r est compact). Elle a également été 
prouvée par J. Franke en 1998 (cf. [Fra] et [Wal]) dans le cas d'un groupe de covolume fini. 
Dans ce travail, nous étudions le cas de groupes élémentaires (parfois également nommés 
virtuellement abéliens), premiers exemples de groupes kleinéens de covolume infini. 

Pour cette étude, on utilise l'outil introduit par Pierre-Yves Gaillard en 1986 dans 
[Gal] : la transformation de Poisson, généralisation aux formes différentielles, courants 
et hyperformes de la transformation de Poisson connue sur les fonctions. Les formes 
automorphes r-invariantes harmoniques cofermées sur JHrn sont alors les images des 
courants r-invariants sur la sphère à l'infini 81Hln c:::: §n- 1. Le second outil est une description 
de la structure de ces courants invariants. Plus précisément, grâce à un résultat exposé 
dans [EMM], on décompose l'espace de ces courants en une partie constituée des courants 
invariants sur le domaine de discontinuité du groupe r, partie la plus régulière de l'action 
de r sur la sphère, et une partie formée des courants invariants portés par l'ensemble 
limite der. 

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques notions élémentaires de géométrie 
différentielle et riemannienne et on donne les définitions et notations des objets qui seront 
considérés par la suite. Dans le second chapitre, on définit les formes différentielles et les 
courants sur une variété et on présente les résultats classiques pour la cohomologie de ces 
complexes dans le cas d'une variété quotient. Dans le chapitre 3, on rappelle les définitions 
et résultats classiques concernant les groupes kleinéens, notamment élémentaires. On y 
présente également le résultat central utilisé dans l'étude des courants invariants, publié 
dans [EMM]. On détaille aussi la construction d'une moyenne d'un complexe différentiel 
d'éléments fa-invariants relativement à une extension finie r de f 0 . 

Enfin, le chapitre 4 constitue notre contribution proprement dite et fait l'objet d'un 
article à paraître dans le Hokkaido Mathematical Journal (cf. [D J). On y présente les 
résultats obtenus sur la cohomologie des courants invariants sur la sphère 8JHrn dans le cas 
d'un groupe engendré par une loxodromie de JHrn (cas hyperbolique), puis dans celui d'un 
groupe engendré par une translation de JHfl (cas parabolique). On se ramène ensuite à ces 
cas, par un argument de moyenne, lors de l'étude de groupes élémentaires non monogènes. 
Cette technique permet d'aboutir à un calcul explicite de cette cohomologie. Enfin, après 
un bref rappel des propriétés de la transformation de Poisson, on utilise ces calculs pour 
la détermination de la cohomologie des formes automorphes harmoniques cofermées sur 
lHF, ce qui permet de répondre positivement à la Conjecture 0.1 dans les cas envisagés. 
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Rappels de géométrie riemannienne, l'espace hyperbolique 

CHAPITRE 1 

Rappels de géométrie riemannienne, l'espace hyperbolique 

1.- Rappels de géométrie riemannienne 

Sauf mention expresse du contraire ou précision, tous les objets considérés ont une 
régularité c=. Soit M une variété de dimension n. 

1.1. Variété riemannienne, groupe des isométries, groupe conforme 

Définition 1.1. Un fibré vectoriel localement trivial au-dessus de M est la donnée 
d'une variété E appelée espace total, d'un espace vectoriel topologique F appelé fibre 
type et d'une submersion 1r : E- M de classe coo telle que 
(1) pour tout xE M, il existe un couple (U,cp) où U est un voisinage ouvert de x et 'P un 

difféomorphisme de U x F sur 1r-1 (U) ; 

(2) si (V,w) vérifie la même condition avec Un V =j:. 0, alors, pour tout xE Un V, il existe 
un automorphisme fuv(x) E GL(F) tel que le diagramme suivant soit commutatif: 

{x} x F 

'"'""'')! 
{x} x F--'-1/J--+-7r- 1 (x) 

La variété M est appelée base et l'espace 1r-1 (x) fibre au-dessus de x. On désignera 
simplement parE un tel fibré. Un ouvert U vérifiant la condition (1) est dit trivialisant 
ou distingué. 

Une section d'un fibréE- M est une applications : M--E de classe coo telle que 
7rOS=idM. 

Les automorphismes fuv(x) vérifient en outre une condition de cocycle : pour tout 
xE M et des ouverts distingués U, V et W contenant x, on a fvw(x) o fuv(x) = fuw(x). 

Le fibré tangent d'une variété différentiable M, noté TM, a pour base Met la fibre 
au-dessus de x est l'espace tangent TxM de Men x. Les sections de TM sont les champs 
de vecteurs sur M, dont l'ensemble est noté x(M). C'est un module sur l'anneau c=(M) 
des fonctions sur M de classe coo à valeurs réelles. 

Définition 1.2. Une structure riemannienne sur M est la donnée d'une métrique, 
c'est-à-dire d'une famille différentiable (par rapport à x) de produits scalaires gx sur les 
espaces tangents TxM. 

La variété M peut toujours être munie d'une structure riemannienne, par exemple 
celle induite par un plongement de M dans un espace euclidien, ou par recollement de 
celle de !Rn grâce aux cartes et à des fonctions localisantes. 
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Chapitre 1 

Si M est connexe par arcs, la distance est définie de la façon suivante. Considérons 
x, y EMet une courbe c: [0, 1]- M de classe coo joignant x à y : c(O) =x et c(l) =y. On 
pose 

Un simple changement de variable dans cette intégrale prouve que ce nombre ne dépend 
pas du paramétrage de la courbe c. On pose alors 

d(x, y) = inf { dc(x, y), c vérifiant les hypothèses ci-dessus}. 

On vérifie facilement que l'on a défini ainsi une distance sur M. 

Définition 1.3. Soit (M,g) une variété riemannienne. Le groupe des isométries 
de M, noté Iso(M,g) (ou Iso(M) lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté), est l'ensemble des 
difféomorphismes de M préservant sa métrique : 

Iso(M,g) ={fE Diff(M),Vx E M,Vu,v E TxM,(dfx(u),dfx(v))f(x) = (u,v)x}. 

SiM est orientée, on notera Iso+(M,g) le sous-groupe de Iso(M,g) constitué des isométries 
de M préservant l'orientation. Le groupe conforme de M, noté Conf(M), est l'ensemble 
des difféomorphismes de M préservant les angles de vecteurs : 

Conf(M) = {fE Diff(M), 3c(f) E C 00 (M), V xE M, Vu, v E TxM, (dfx(u), dfx(v)) =ecU)( x) (u, v)x}. 

La fonction ecU) associée à une transformation conforme f est appelée facteur de 
conformité de f. Si M est orientée, on notera Conf+(M) le sous-groupe de Conf(M) 
constitué des transformations conformes de M préservant son orientation. 

Bien sûr, Iso(M, g) est un sous-groupe de Conf(M). 

1.2. Action d'un groupe sur une variété riemannienne 

Définition 1.4. Soient M une variété riemannienne et G un groupe topologique (souvent 
discret). Une action de G sur M est la donnée d'une application continue 

P:GxM M 
(g, x) gx 

telle que : 

(1) Vg,g' E M, Vx E M, (gg')x = g(g'x) (2) Vx E M, lx = x. 

Si, pour tout g E G, x ~ gx est un difféomorphisme de M (resp. une isométrie de M, 
une transformation conforme de M ), on dira que G agit par difféomorphismes (resp. par 
isométries, par transformations conformes) sur M. 

La relation d'équivalence associée est ouverte; on peut donc munir l'ensemble 
quotient, noté M/G (ou G\M) de la topologie quotient. Rappelons que 
1) la classe d'équivalence d'un élément xE M est son orbite, notée Ox (ou parfois Gx); 
2) xE M est un point fixe si Ox ={x}; 
3) pour tout x E M, l'ensemble Gx = {g E G,gx = x} est un sous-groupe de G appelé 

groupe d'isotropie de x ou stabilisateur de x, encore noté Staba(x); 
4) une partie M0 de M est dite invariante si Vx E M0 ,Gx c M0 • 

12 



Rappels de géométrie riemannienne, l'espace hyperbolique 

L'action de G sur M est dite 
1) libre si tous les groupes d'isotropie sont réduits à l'élément neutre; 
2) transitive si M ne contient qu'une seule G-orbite; 
3) totalement discontinue si tout x E M admet un voisinage ouvert U tel que 

Vg E G, Un gU= 0; 

4) séparante si tous x, y E M ayant des orbites distinctes admettent des voisinages 
ouverts respectifs U et V tels que Vg, hE G,gU n hV = 0; 

5) propre si, pour tout compact K de M, l'ensemble {gE G,KngK =1- 0} est relativement 
corn pact dans G. 
Lorsque l'action de G est séparante, l'espace topologique M/G est séparé. Lorsque G 

est un groupe dénombrable discret agissant librement et proprement sur M, alors l'action 
est séparante et proprement discontinue. Cela permet de munir M/G d'une structure de 
variété. 
Proposition 1.5. Soient M une variété de dimension n et G un groupe dénombrable 
discret agissant librement et proprement sur M. Alors le quotient X= M/G est une variété 
de dimension n et la projection canonique 1r : M X est un revêtement. 

1.3. Courbure d'une variété riemannienne 
Soit M une variété riemannienne de dimension n dont le produit scalaire est noté (, ). 

Définition 1.6. 
1) Une connexion affine sur M est une application 

V' : x(M) x x(M) x(M) 

(X,Y) Y'xY 

C00 (M)-linéaire par rapport à X, additive par rapport à Y et telle que, pour tout 
fE C00 (M) : 

Y' x(!Y) =/Y' x Y+ X(f)Y. 

2) Une telle connexion est dite symétrique si, pour tous X, Y E x(M) : 

Y' x Y- \i'yX =[X, Y]. 

3) Elle est dite compatible avec la structure riemannienne de M si, pour tous 
champs de vecteurs X, Y, Z E x(M) : 

X (Y, Z) = (V' x Y, Z) + (Y, V' x Z) . 

Théorème 1.7 [Levi-Civita]. Il existe une unique connexion affine V' sur M qui soit 
symétrique et compatible avec la structure riemannienne de M. 

Cette connexion V' est appelée connexion de Levi-Civita de M. Elle permet de 
définir le tenseur de courbure de M comme étant l'application C00 (M)-bilinéaire R qui 
à deux champs de vecteurs X, Y E C 00 (M) associe l'application linéaire : 

R(X, Y) : x(M) x(M) 

Z R(X, Y)Z = Y'[x,Y]Z- Y'x\i'yZ + \i'y\i'xZ. 

Soient x E M et a un sous-espace vectoriel de dimension 2 de TxM. Le nombre 
(R(X,Y)X,Y) 

~(a) = IIXII 2 IIYII 2 - (X, Y) 2 

ne dépend pas du choix de la base (X, Y) de a. 

Définition 1.8. Le nombre ~(a) est appelée courbure sectionnelle de M en x 
relativement à a. 

Cette notion coïncide avec la notion usuelle de courbure gaussienne dans le cas d'une 
surface de JR3 comme produit des courbures principales. 
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Chapitre 1 

1.4. Géodésiques d'une variété riemannienne 
La connexion de Levi-Civita de M permet également de définir la notion de dérivée 

covariante d'un champ de vecteurs le long d'une courbe. Soient M une variété riemannienne 
de dimension n, I un intervalle ouvert de ffi. et c : I- M une courbe différentiable. 

Si X est un champ de vecteurs le long de c qui est la restriction d'un champ de vecteurs 
X sur M, le champ de vecteurs 

DX -
-d = V'dcX t dt 

ne dépend pas du champ X prolongeant X. On l'appelle dérivée covariante de X le 
long de c. Cette opération vérifie les propriétés usuelles de la dérivée : 

D DX DY 
-(X+Y)=-+-
dt dt dt 

D (!X)= JDX df X. 
dt dt + dt 

Définition 1.9. On dit que c est une géodésique de M si 

D (de) 
dt dt =o. 

On vérifie alors facilement que la norme Il~~ Il est constante. Si elle est égale à 1, on dit 
que la géodésique est normalisée. Dans ce cas, le paramètre test la longueur de l'arc. 

Les géodésiques d'une variété riemannienne sont les courbes qui minimisent localement 
la distance. Plus précisément, si x et y sont deux points d'un ouvert de carte U d'une variété 
riemannienne, il existe une géodésique c joignant x à y dans U telle que d(x, y) = dc(x, y). 

Définition 1.10. Une variété riemannienne est dite complète si toutes les géodésiques 
sont complètes, c'est-à-dire que leur paramètre décrit ffi. tout entier. 

Théorème 1.11 [Théorème de classification]. Soit M une variété riemannienne 
connexe et simplement connexe de dimension n complète de courbure sectionnelle "' 
constante. Alors 

1) si"'= 1, M est isométrique à la sphère §n munie de la métrique induite par JRn+ 1 , 

2) si "'= 0, M est isométrique à l'espace euclidien JRn, 
3) si"'= -1, M est isométrique à l'espace hyperbolique JHr, détaillé ci-après. 

2.- L'espace hyperbolique réel 

2.1. Le modèle du demi-espace 
Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On appelle espace hyperbolique réel de 

dimension n, et on note JHr, le demi-espace {(x1 , .•• ,xn) E ffi.n,xn > 0} muni de la métrique 
riemannienne 

Son bord est la variété aw = (JRn-1 x {0}) u { oo} de dimension n - 1. Sa topologie 
est celle induite par JRn sur ffi.n- 1 x {0} et une base de voisinages de oo est constituée des 
complémentaires des parties bornées de ffi.n- 1 x {0}. Un atlas maximal de 8IHrn est constitué 
des deux cartes : 

c/J1 : JRn-1 --JRn-1 x {0} = aw ...... { 00} 

x ~(x,O) 

14 
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Rappels de géométrie riemannienne, l'espace hyperbolique 

llxll désignant la norme euclidienne de x en tant que vecteur de !Rn-l. 

Théorème 1.12. La variété W est de courbure sectionnelle constante égale à -1. Ses 
géodésiques sont les droites verticales obtenues en fixant les n - 1 premières variables et 
les demi-cercles euclidiens centrés sur JRn-I x {0}. 

2.2. le modèle de la boule 
Pour n E N, n ~ 2, on note JB\n la boule unité ouverte de !Rn munie de la métrique 

riemannienne 
1 n 

g- "'""dx2 

- (1 - llxll 2 )
2 {:t i 

où 11-11 désigne la norme euclidienne de !Rn. 

Proposition 1.13. Soit (e1 , ... , en) la base canonique de !Rn. L'inversion 

si xE !Rn"- {-en} 

si x= oo 

si x= -en 

induit une isométrie de W sur JB\n et un difféomorphisme de âW sur la sphère unité sn-I 
de !Rn. 

On aura coutûme d'identifier, lorsqu'aucune ambiguïté n'est à craindre, les variétés 
lHI" et JB\n d'une part, âlHT", §n-I et !Rn-lU {oo} d'autre part. 

Lorsque n = 2, cette inversion s'écrit encore, en identifiant JR2 à C : 

() .z+i 
a z = -z=---:. 

z- z 

Cependant, dans ce cas, on utilisera plus volontiers l'inversion, encore notée a, définie par 

z-i 
a(z) = -. 

z+z 

qui n'est autre que l'inversion originale composée avec la reflexion z ,_ z et la rotation 
z ,_ iz, cette nouvelle application ayant la propriété d'être un biholomorphisme de W sur 
JB\2 0 

Une conséquence immédiate de la proposition est que la variété riemannienne lll\n est 
à courbure -1 ; ses géodésiques sont les images par a de celles de JHr. On vérifie facilement 
que ce sont les arcs de cercles orthogonaux à la sphère sn-I. 

Géodésiques de W 
Géodesiques de JB\2 
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CHAPITRE 2 
Formes différentielles et courants sur une variété lisse 

1.- Un peu d'algèbre multilinéaire 
Soient E un espace vectoriel de dimension net soit pEN. Une forme p-linéaire sur 

E est une application cp : EP -- JE. telle que les applications partielles 

c.p(x1, ... , Xi-1, -, Xi+l, ... , xv) : E-- E 

soient linéaires pour tout i E {1, ... ,p} et tout (x1, ... ,x;_1,xi+1, ... ,xv) E EP-1. Une telle 
forme est dite antisymétrique (ou alternée, ou extérieure) si, pour tout JrUplet 
(x1, ... , xv) de vecteurs de E et toute permutation CJ E Sn, on a : 

c.p(Xa(l), ... , Xa(p)) = c(Œ)c.p(xl, ... , Xp), 

c(Œ) désignant la signature de la permutation CJ. L'espace vectoriel des formes Jrlinéaires 
alernées sur E se note AP(E*). 

On définit le produit extérieur de deux formes alternées a E AP(E*) et !3 E M(E*) 
par: 

1 
al\;3(xl,···,Xp+q) = -,-, L c(Œ)a(Xa(l),···,Xa(p))!3(xa(p+l)l···,xa(p+q))· 

p.q. 
aESp+q 

On obtient ainsi une (p+q)-forme extérieure surE. On vérifie facilement que, en l'étendant 
par linéarité aux formes non homogènes, ce produit munit l'espace vectoriel somme 

n 

A·E=Ef1AP(E*) 
p=O 

d'une structure d'algèbre associative graduée. C'est l'algèbre extérieure de E. Elle 
s'identifie à l'algèbre extérieure abstraite du dual E* de E comme quotient de son algèbre 
tensorielle. On a la relation d'anticommutativité 

V(a,/3) E AP(E*) x Aq(E*),a 1\;3 = (-1)Pqf31\ a. 

On peut remarquer que AP(E*) n'est non nul que pour p E {0, ... ,n} et que sa dimension 
est env = '( n~ )'. Plus précisément, si (e1 , ... , en) est une base de E dont la base duale est p. n p. 

notée (ei, ... , e~), la famille (ej
1 

1\ ... 1\ ej)1,;;1 <iz<··-<ip,;n, constitue une base de AP(E*). 
Lorsque E est un espace euclidien, cette remarque permet de munir A• E d'un produit 

scalaire, en décrêtant que la base ainsi construite à partir d'une base orthonormée de E 
est elle-même orthonormée : 

\ 
~ 1\ 1\ * l * 1\ 1\ *) = { 1 si (i1, ... ,iv) = (j1, ... ,jq) e, . . . e, e1 • . . e

1 
. 

1 
p 

1 
q 0 Sinon. 

Toujours sous l'hypothèse que E est muni d'un produit scalaire, et en choisissant une 
base orthonormée (e1 , ... , en), on définit l'opérateur * de Hodge sur AP(E*), par : 

*: AP(E*) An-p(E*) 

e;1 1\ ... 1\ e;p c(Œ)ej1 1\ ... 1\ eJn-p 

où (jr, ... ,in-v) est la suite croissante complémentaire de (i1, ... ,iv) dans {1, ... ,n} et (J la 
permutation (i1, ... , iv,jl, ... in-v)· On vérifie aisément que la définition de cet opérateur ne 
dépend pas de la base orthonormée choisie. Cet opérateur vérifie en outre *-1 = (-1)P(n-vl*. 
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2.- Complexes différentiels, cohomologie 

Définition 2.1. Un complexe différentiel (ou, plus simplement, complexe) est un 
espace gradué 

muni d'une application linéaire d, nommée différentielle, telle que d(AP) c AP+1 pour tout 
p E N et do d =O. Un complexe est souvent représenté par la suite 

Dans un tel complexe, tout élément dont la différentielle est nulle est dit fermé (on 
dit également que c'est un cocycle). Un élément qui est la différentielle d'un autre est 
dit exact (ou que c'est un cobord). 

La condition do d = 0 implique clairement lm d c ker d (on dit parfois que la suite 
est semi-exacte). Le défaut d'exactitude en AP est mesuré par le pème espace de 
cohomologie du complexe A• : 

La classe de cohomologie d'un élément fermé x E AP, c'est-à-dire son Image par la 
projection canonique ker d n AP- HP(A•), sera généralement notée [x]. 

Définition 2.2. Soient (A•, d) et (B•, 6) deux complexes. Un morphisme de complexes 
A• - B• est un morphisme d'espaces gradués, c'est-à-dire une famille (JP: AP- BP)pEN 

d'applications linéaires, commutant aux différentielles. On a donc un diagramme 
commutatif 

_..::..6-BP_..::..o-Bp+l __ o_ 

Un morphisme de complexes r : A•- B• induit, pour tout pEN, une application 
linéaire J'f : HP(A•)- HP(W), qui s'écrit simplement 

R([x]) = [fP(x)]. 

Dans l'énoncé suivant, on convient que les espaces de degré négatif sont réduits à {0}. 

Proposition 2.3 [Lemme du serpent). Soient A•, B•, c• trois complexes, r: A• -B• 
et g: B•- c• deux morphismes de complexes tels que, pour tout pEN, la suite 

soit exacte. Alors il existe une famille d'applications linéaires (cP: HP(C•)- HP+l(A•))pEN 

telle que, pour tout p, la suite 

soit exacte. Les applications linéaires cP sont appelées homomorphismes de connexion. 
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Preuve. Détaillons ici la construction du morphisme de connexion cP-1. On a le diagramme 
suivant, dans lequel les lignes sont des suites exactes : 

/
p-1 p-1 / o Ap-l BP-l u cp-l o 

,'--------dt-------,t------ -,t-------- / 
1 fP P 0 AP BP g CP 0 

' ___ ..... 

' 1 

Soient cE HP- 1 (C•) et xE CP-1 un représentant de c. Comme gP- 1 est surjective, il existe 
x' E BP- 1 tel que x= gP- 1 (x'). Par commutativité du diagramme et puisque x est fermé, on 
a: 

0 = dx = dgP- 1 (x') = gP(dx') 

c'est-à-dire que dx' E ker gP = lm fP par exactitude de la suite. Par conséquent, il existe 
y E AP tel que dx' = JP(y). On a de plus 

tp+1 (dy) = dfP(y) = d(dx') = 0 

donc y est fermé par injectivité de JP+l. Pour poser cP-1(c) =[y], il faut encore vérifier que 
cette définition ne dépend pas du choix de x, x' et y. 

Soit x1 E c. Alors x et x1 diffèrent par un cobord da, avec a E CP-2 : x1 = x + da. 
Soit x~ E BP-1 tel que x~ = gP- 1 (xl). Comme précédemment, dx~ E kergP = ImfP donc il 
existe Y1 E AP tel que fP(yl) = dx~. Il reste à prouver que y1 et y sont dans la même 
classe de cohomologie. On a x 1 - x = gP-l (x~ - x'), donc, par exactitude de la suite, 
x~- x' E kergP-1 = ImfP-1, d'où l'existence de y' E AP-1 tel que x~ =x'+ fP- 1 (y'). On a 
donc: 

fP(yi) = dx~ = dx' + dfP- 1(y') = fP(y) + fP(dy') = fP(y +dy') 

d'où, par injectivité de fP : Y1 =y+ dy'. Ceci entraîne que [y] = [yi]. 

Vérifions maintenant l'exactitude de la suite 

• Soit [y] E ImcP-1 : il existe [x] E HP- 1(C•) tel que [y]= cP-1([x]). Avec les mêmes notations 
que précédemment, on a : 

!!'([y])= [fP(y)] = [dx'] = 0 

d'où [y] E ker!!'. 

Soit maintenant [y] E ker J!'. Alors [fP(y)] = 0, c'est-à-dire qu'il existe x' E BP-1 tel que 
fP(y) = dx'. Posons x= gP- 1(x'). Alors on a, d'après la construction de cP-1, cP-1([x]) =[y], 

d'où [y] E ImcP-1. On a donc prouvé que ImcP-1 =ker/!', exactitude de la suite en HP(A•). 

• Soit [y] E lm/!'. Il existe donc [x] E HP(N) tel que [y]= /!'([x]). Alors 

g~([y]) = g~(f!'([x])) = [gP o JP(x)]] = 0 

d'où [y] E kerg!'. 

Soit maintenant [y] E kerg!'. Comme [gP(y)] = o, il existe x E CP-1 tel que gP(y) = dx. 
Comme gP- 1 est surjective, il existe x' E BP-1 tel que x= gP- 1 (x'). Alors 

gP(y) = dx = dgP- 1(x') = gP(dx') 
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d'où y - dx' E ker gP = lm fP, c'est-à-dire qu'il existe y' E AP tel que y = fP(y') + dx' d'où 

[yJ = [JP(y')J = f!'([y'J) E lm Jr 
On a donc prouvé Imjf = kerg~, exactitude de la suite en HP(B•). 

• Soit [y] E Img~ : il existe [x] E HP(B•) tel que [y]= g~([x]). On a donc y= gP(x) +dy', avec 
y' E CP- 1 . Comme gP- 1 est surjective, il existe x' E BP- 1 tel que y' = gP- 1 (x'). Alors 

y= gP(x) + dgP- 1 (x') = gP(x) + gP(dx') = gP(x + dx'). 

Par construction, cP([y]) est l'antécédent de d(x + dx') par JP+ 1 • Mais, x étant fermé, on a 
d(x + dx') =O. Par suite [y] E ker cP. 

Soit maintenant [x] E ker cP. Alors, toujours par construction de cP, il existe x' E BP tel 
que gP(x') = x et dx' = JP+l(O) =O. Alors on peut considérer [x'] et on a gP([x'J) = [x], d'où 
[x] E Img~. On a donc prouvé que Img~ =ker cP, exactitude de la suite en HP(C•). 0 
Définition 2.4. Un morphisme de complexes f: A•- s• tel que f* : H•(A•)- HP(B•) 
est un isomorphisme d'espaces gradués est appelé quasi-isomorphisme. 

3.- Formes différentielles sur une variété, cohomologie de de Rham 

3.1. Définitions 
Soit M une variété différentiable de dimension n. Pour tout p E N, considérons le fibré 

vectoriel localement trivial AP(M) de base M dans lequel la fibre au-dessus de x E M est 
l'espace AP(T; M). 

Définition 2.5. Une forme différentielle de degré p (ou p-forme) sur M est une section 
c= du fibré vectoriel AP(M). 

L'espace vectoriel des .trformes sur M est noté flP(M). Le produit extérieur 1\ et 
l'opérateur de Hodge * définis au paragraphe 1 s'étendent de manière coo sans difficulté. 

n 

Proposition 2.6. L'espace somme n•(M) = E9 ~F(M) est un module sur l'anneau c=(M) 
p=O 

des fonctions sur M; il est également muni d'une structure d'algèbre associative graduée 
par le produit 1\. De plus, l'opérateur* de Hodge définit un isomorphisme de modules de 
flP(M) sur nn-p(M). 

La différentielle d sur cette algèbre est définie comme suit. Pour p E {0, ... , n }, 

a E flP(M), da est la (p + 1)-forme associant à un (p + 1)-uplet de champs de vecteurs 
X 0 , ... ,Xp le nombre, en xE M: 

p 

dax(Xo, ... ,Xp) = ~)-1)iXia(Xo, ... ,X:, ... ,Xp)(x) 
i=O 

Dans un ouvert de carte locale identifié à !Rn elle s'écrit, pour 
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Dans cette expression, dxi désigne le ième vecteur de la base canonique de (JRn )*, JRn 

étant identifié à son espace tangent, c'est-à-dire la fonction «ième coordonnée». Observons 
que si p = 0, on retrouve la notion habituelle de différentielle d'une fonction à n variables. 

Enfin, si a E flP(M) et f3 E Oq(M), on a d(aA/3) = al\df3+(-l)qdal\f3. Cette propriété 
confère à l'espace somme H•(M) = œpEl\1 HP(O•(M)) une structure d'algèbre. 

Définition 2.7. L'algèbre H•(M) s'appelle la cohomologie de de Rham de M. On 
note simplement HP(M) le pème groupe de cohomologie de de Rham de M. 

3.2. Effet d'une application différentiable, formes différentielles sur un quotient 

Soient M et N deux variétés différentiables et f : M -- N une application différentiable. 
Alors f induit un morphisme d'algèbres graduées f* : n•(N) -- W(M) défini, pour 
a E flP(N), xE Met (u 1 , ••• ,up) E (TxM)P, par 

C'est également un morphisme de complexes, il induit donc un morphisme d'algèbres 
graduées, encore noté f* : 

Lorsqu'un morphisme de complexes fest donné, on notera cependant f* le morphisme 
qu'il induit en cohomologie, la correspondance f ....... f* étant covariante. 

Si fest un difféomorphisme, alors f* est un isomorphisme d'algèbres : la cohomologie 
de de Rham est un invariant différentiable. C'est également un invariant du type 
d'homotopie dans le sens où toute application continue f: M-N est différentiablement 
homotope à une application g : M-N de classe coo. Alors par définition f* = g*. 

Un cas particulier important est celui d'un groupe r agissant différentiablement sur 
une variété M. Cette action induit une action de r sur le complexe de de Rham de M. 
On peut alors considérer le sous-ensemble des formes différentielles r-invariantes; c'est un 
sous-complexe de n•(M), que l'on note 0[-(M). 

Théorème 2.8. Soit M une variété différentiable, r un groupe dénombrable discret 
agissant librement et proprement sur M. Alors la projection canonique 1r : M -- Mjr 
induit un isomorphisme de complexes n•(M/r)-- Of-(M). En particulier, les espaces de 
cohomologie HP(Oi-(M)) et HP(M/r) sont isomorphes. 

Remarque : il s'agit en réalité d'un isomorphisme d'algèbres. De plus, même lorsque 
Mjr n'est pas une variété coo (par exemple lorsque l'action de r n'est pas libre, auquel 
cas c'est une V-variété), la cohomologie du complexe Oi-(M) est tout de même isomorphe 
à la cohomologie singulière de M ;r. 

Ce résultat est bien connu ; on aura cependant besoin de certains détails et notations 
de la preuve par la suite. 
Preuve. Soit a E flP(Mfr). Pour 'Y Er, on a : 'Y*(1r*a) = (1r o 'Y)*= 1r*a d'où 1r*a E Of(M). 

Réciproquement, on va construire un inverse s de 1r* : flP(M/f) -- Of(M). Soient 
a E Of(M) et y E M/f. 

Comme 1r : M -- M ;r est un revêtement, il existe un voisinage ouvert U de y qui 
trivialise le revêtement : 1r-1 (U) ~ U x r. Soit xE 1r-1 (y) et notons V la composante de 
1r-1 (U) contenant x. La projection 1r induit donc un difféomorphisme de V sur U, dont 
l'inverse est noté a. On pose alors 

s(a)y = (a*(al )) . v y 
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Il faut bien entendu vérifier que cette définition ne dépend pas du choix de U et de x. 

Si U' est un autre ouvert trivialisant du revêtement contenant y, c'est aussi le cas de 
U n U'. Si on note V' le voisinage correspondant de x et a' le difféomorphisme de U sur V' 

associé, on a alors 
a -a' 
lunu' - lunu' · 

Il en résulte donc l'indépendance de la définition de s(a)y par rapport au choix de U. 

Soit x' un autre élément de 1r-1 (y) et V' la composante de 1r-1 (U) contenant x'. Puisque 
1r(x) = 1r(x'), il exister Er tel que x'= ,x. Notons a' le difféomorphisme de U sur V' inverse 
local de 1r. 

Alors r o a(U) = r(V) est encore un ouvert de M contenant x'. Posons W =V' n r(V). 
Comme 1r(W) cU, 1r réalise encore un difféomorphisme de W sur 1r(W), dont l'inverse n'est 
autre que a(w. On peut résumer ce fait en disant que 1 o a = a' près de y. Alors : 

(a'*(al )) = ((roa)*(al )) = (a*(r*(al ))) . w y w y w y 

Puisque a est r-invariante, on a 

d'où, finalement : 

(a'*(alv,))Y = (a'*(alw))Y = (a*(al,-l(W)))Y = (a*(alv))Y 

ce qui entraîne l'indépendance de la définition de s(a)y par rapport au choix de xE 1r-1 (y). 

Le fait que s(a)y dépende de manière coo de y décroule directement de sa définition locale. 

Montrons que le morphisme de complexes s : f2i-(M) -- n•(M/f) ainsi défini est 
l'inverse de 1r*. Soit a E n~(M) ; on a, pour xE M : 

où V et a sont définis comme précédemment. Alors : 

De même, pour f3 E f2P(M/f) et y E M/f et avec les mêmes notations que 
précédemment : 

Ceci achève de prouver que 1r* est bien un isomorphisme. 0 
Définition 2.9. Le support d'une forme différentielle a E n•(M) est l'adhérence dans M 
de l'ensemble des points où elle est non nulle : 

Supp(a) ={xE M, a(x) ::/: 0}. 

On note n~(M) l'ensemble des p-formes différentielles sur M à support compact. Ces 
espaces forment un sous-complexe de n•(M) dont la cohomologie s'appelle cohomologie 
à support compact de M. Elle est en général différente de la cohomologie de de Rham 
de M siM est non compacte. 
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3.3. laplacien sur les formes, formes harmoniques, formes automorphes 

Soient M une variété riemannienne de dimension net* l'opérateur de Hodge sur W(M) 

associé. 

Définition 2.10. La codifférentielle d'une p-forme a E OP(M) est la (p- 1)-forme 
d*a = ( -l)n(p+l)+I * d *a. Une forme a est dite cofermée si sa codifférentielle est nulle. 

Le Laplacien sur les formes (ou opérateur de Laplace-Beltrami) est l'opérateur 
sur n•(M) défini par 6. = dd* + d*d. Une forme a est dite harmonique si 6.o: =o. 

Bien sûr, on retrouve la définition usuelle (au signe près) du Laplacien sur les fonctions 
lorsque p = 0 et M = JE.n muni de la métrique plate. Les formes différentielles harmoniques 
et cofermées forment un sous-complexe, noté Ohc(M), de W(M). 

Théorème 2.11 [Hodge]. L'inclusion Ohc(M) n•(M) est un quasi-isomorphisme. 
Si de plus M est compacte, l'inclusion induit un isomorphisme des p-formes harmoniques 
sur HP(M). 

Dans le cas où M est un espace homogène G/K, on a la définition suivante, r étant 
un sous-groupe discret du groupe de Lie G. 

Définition 2.12. Une p-forme différentielle f-invariante a E O~(M) est appelée forme 
automorphe si 
1) a et da sont à croissance modérée : 

Vxo E M, 3a, b > 0, Vx E M,max {/Jax//, //dax//}~ aeM(x,xo) 

où 1/.1/ désigne la norme des formes p-linéaires sur TxM et 8 la distance sur M; 

2) a annule un polynôme non nul en le Laplacien : 

3P E C[X] '- {0}, P(6.)(a) =O. 

Conjecture 2.13 [Borel]. L'inclusion du complexe A•(M) des formes automorphes dans 
o•(M) est un quasi-isomorphisme. 

Les formes automorphes et les formes automorphes harmoniques cofermées forment 
des sous-complexes de o•(M) notés respectivement A•(M) et Ahc(M). On a donc les 
inclusions suivantes : 

On a alors une variante de la conjecture de Borel, parfois appelée conjecture de Borel­
Harder. 

Conjecture 2.14. Les inclusions i1, i2 et i 3 sont des quasi-isomorphismes. En particulier, 
chacun des complexes de ce diagramme a une cohomologie isomorphe à celle de M. 

4.- Courants et distributions sur une variété lisse 
La notion de forme différentielle (et donc de fonction) sur une variété différentiable se 

généralise en considérant une classe plus large d'objets, au prix cependant de la perte de 
la structure d'algèbre. Ces définitions sont dûes à Laurent Schwartz et Georges de Rham 
dans leurs ouvrages respectifs Théorie des distributions [Sch] et Variétés différentiables 
[Rh]. 
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4.1. Définitions, courants réguliers 

L'espace !1~(M) précédemment défini est muni de la topologie coo de Schwartz, pour 
laquelle une suite (o:m)mEN dans !1~(M) converge vers 0 si : 

• il existe un compact K de M tel que 

\:fm EN, Supp(o:m) c K, 

• la suite (o:m) converge vers 0 au sens de la topologie coo, c'est-à-dire que, dans toute 
carte de M, toutes les dérivées partielles de o:m convergent uniformément vers O. 

Définition 2.15. On appelle courant de degré p sur M (ou p-courant) toute forme 
linéaire continue sur n~-P(M). Leur ensemble CP(M) est donc le dual topologique de 
n~-P(M). On appelle distribution sur M tout courant de degré n sur M. La dimension 
d'un p-courant est n - p. 

Le premier exemple de courant est celui des p-courants réguliers définis par une 
p-forme différentielle w E f!P(M) : 

n~-P(M) --+- IR 

Q: 1-----+- fM W 1\ 0:. 

La correspondance entre la p-forme w et lep-courant régulier qu'elle définit étant injective, 
on identifiera toujours ce courant à w. 

De plus, on munit l'espace gradué 

n 

C(M) = EBCP(M) 
p=O 

d'une structure de complexe différentiel prolongeant convenablement celle de W(M) en 
posant, pour TE CP(M) : 

'Vo: E n~-p-l (M), (dT, o:) = ( -l)P (T, do:). 

Le résultat suivant se trouve dans [Rh] chap.IV §18 théorème 14. 

Théorème 2.16 [de Rham). Toute classe de cohomologie de c•(M) contient un courant 
régulier. En particulier, l'inclusion n•(M) c c•(M) est un quasi-isomorphisme et la 
cohomologie du complexe c•(M) est isomorphe à la cohomologie de de Rham de M : 

4.2. Effet d'un difféomorphisme, courants invariants 

Etant donnée une application différentiable f : M - N entre deux variétés, on définit 
une application j. : c•(M)- c•(N) en posant, pour TE CP(M) : 

\:lw E !1~-P(M), (f.T, w) = (T, f*w). 

On peut remarquer qu'il s'agit d'une image directe (donc covariante) d'un courant et non 
d'une image réciproque (contra variante) comme pour les formes différentielles. 

Si fest un difféomorphisme de M sur N, on peut cependant définir f*: c•(N)- c•(M), 
pour T E CP(N), par : 

\:lw E n~-P(M), (f*T,w) = (T, (f-1)*w). 
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On peut vérifier que cette application est bien définie et prolonge convenablement 
l'application f* : W(N)- n•(M). 

Les applications f* et j. précédemment définies sont des morphismes de complexes. 

Soit r un groupe agissant par difféomorphismes sur une variété M. Un courant 
TE c•(M) est dit r-invariant si 

Vr E r, 1.T = T. 

L'ensemble des courants r-invariants est un sous-complexe de c•(M) noté CY,(M). On peut 
constater que dans ce cas précis les conditions v, E r,,.T = T et v, E r,,*T = T sont 
équivalentes, et donc que les formes différentielles r-invariantes sur M sont encore r­
invariantes en tant que courants : 

nr(M) c Cf-(M). 

Dans la suite de ce chapitre, on considère un groupe r dénombrable discret agissant 
proprement et librement sur M par difféomorphismes. Le but est de prouver que les 
complexes c•(M/f) et Cf-(M) sont isomorphes. Ces résultats se trouvent dans [EMM]. 
Lemme 2.17. Pour tout w E nP(M/f), on a 

Supp(1r*w)jf = Supp(w). 

Preuve. Soit y E Supp(1r*w)/f et considérons x E Supp(1r*w) tel que 1r(x) = y. Il existe donc 
une suite (xm)mEN de M convergeant vers x telle que (1r*w)xm "1- 0 pour tout mEN. Alors on 
a Wn(xm) i- 0, d'où 

y= lim 7r(Xm) E Supp(w) 
m-oo 

par continuité de 1r et fermeture de Supp(w). 
Réciproquement, soit y E Supp(w) ; il existe une suite (Ym)mEN convergeant vers y telle 

que pour tout mE N, wym i- O. Pour tout m considérons Xm E M tel que 1r(xm) = Ym· On a 
alors (7r*w)xm "1- 0, d'où Xm E Supp(1r*w) et Ym = 7r(xm) E 1r(Supp(1r*w)). Comme 1r est ouverte, 
cet ensemble est fermé et on a 

Y= lim Ym E Supp(7r*w)/f. 
m-oo 

0 
Corollaire 2.18. L'image par 1r* du sous-espace n~(M/f) des p-formes à support compact 
sur M/f est l'espace 

n~c(M) ={a E n~(M),Supp(o:)/f compact}. 

Preuve. Le Lemme 2.17 implique directement que 7r*(n~(M/f)) c n~c(M). Soit maintenant 
a E n~c(M). L'inverse s de 1r* ayant été construit au Théorème 2.8, on a de même 
Supp(s(o:)) = Supp(7r*(s(o:)))/f = Supp(o:)/f, qui est compact. On en déduit que : 

a= 1r*(s(o:)) E 7r*(n~(M/r)). 

Lemme 2.19. Il existe une fonction k: M -1!4 de classe coo telle que : 

(l)pour tout compact K de M, {rEr, Supp(k) n rK -1- 0} est fini, 

(2) 2::: k o, = 1 
-yEI' 

0 
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Preuve. Soit (U;);EJ un recouvrement localement fini de Mjr par des ouverts relativement 
compacts trivialisant le revêtement 1r et considérons, pour tout i E J, un relèvement Vi de 
U;. 

Pour tout i E I, on fixe une fonction f; : M -- Rt strictement positive sur Vi et nulle 
en dehors d'un voisinage W; de v; tel que b E r, W; n'l'Vi -1- 0} soit fini. On pose alors 
f = LiElf;. 

La famille (Vi)iEI étant localement finie, cette fonction est bien définie et coo. Par 
construction, Supp(f) = UiEI V;. Si K est un compact de M, on a 

1r-
1 (K) n Supp(f) = U (V; n 1r-

1 (K)). 
iE/ 

On a de plus 
1r(V; n 1r-

1 (K)) c 1r(V;) n K cV; n K 

qui n'est non vide que pour un nombre fini dei E /.Comme V; est compact, 1r-1 (K)nSupp(f) 

l'est aussi. 
On en déduit que pour tout compact K de M l'ensemble bEr, Supp(f o 'Y) n K -1- 0} est 

fini, donc que la fonction E,H f o 1' est bien définie et coo. Pour tout x E M, il existe i E I 

tel que 1r(x) EU;; il existe donc 1' Er tel que xE '!'(Vi). Alors on a f; o 1'-1 (x) >O. 

On peut donc considérer la fonction 

qui satisfait les conditions voulues. 

Lemme 2.20. L'application 

r: O~(M) --- Orc(M) 

w ~------ L ')'*w 
'l'Er 

est bien définie, linéaire, continue et surjective. 

0 

Preuve. Soit w E n~(M). Puisque l'action de r est propre et libre, cette somme est 
localement finie. On a bien sûr 

Supp('!'*w) = ')'- 1 (Supp(w)) 

de sorte que 
Supp(r(w)) C U 'Y(Supp(w)) 

,Er 

et, puisque 1T o 1' = 1T : 

Supp(r(w))jr = 1r(Supp(r(w))) C U 1T o 'Y(Supp(w)) = 1r(Supp(w)) 
'l'Er 

ce qui prouve que r(w) E Ofc(M). 

Le fait que r soit linéaire et continue découle directement de sa définition ; montrons 
qu'elle est surjective. Soit a E Ofc(M) et posons w =ka. On a : 
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puisque a est r-invariante. Il reste à prouver que Supp(w) est compact. 
On a w = ka donc Supp(w) c Supp(k) n Supp(a). On a, puisque a est r-invariante, 

Supp(a) = 1r-1(1r(Supp(a))). Comme 1r(Supp(a)) est compact et d'après une des propriétés de 
la fonction k, Supp(w) est lui aussi compact, d'où w E O~(M), ce qui prouve la surjectivité 
der. D 

On va maintenant prouver que le noyau der est l'espace vectoriel N engendré par les 
éléments de la forme "(*w- w, pour w E O~(M) et "( E f : 

N = Vect ( U lm("(* - id)) . 
'Y Er 

Pour cela, posons, pour tout a E kerr, 

Z(a) ={xE M/f: al = 0}. 
,--'(x) 

Lemme 2.21. Pour tout ouvert V de M/f trivialisant le revêtement 1r, tout ouvert U tel 
que U cV et tout a E kerr, il existe a1 E kerr tel que a- a1 EN et Z(a) u U c Z(al). 

C'est-à-dire que l'on peut toujours modifier une forme différentielle a E kerr de manière 
à ce que Z(a) recouvre tout ouvert trivialisant de 1r. 
Preuve. Soit gE c=(M/r) telle que !li = 1 et !JI = 0; on pose g1 =go 1r. Considérons 

~w ~IMfr,v 

des relèvements respectifs ul et vl de u et v tels que ul c vl. 

u1 '----....- v1 '----....- M 

+ + !·~ 
u '----....- v '----....- M ;r 9 JR 

L'ensemble b E r : "((VI) n Supp(a) =1 0} est fini puisque Supp(a) est compact; notons-le 
bo, ... ,"ft} et posons, pour tout jE {O, ... ,f}, 

TJi = (gla)I'Y;(vt) 

(cette restriction étant étendue à tout M par o). On a bien sûr 

f 

a = L TJi + (1 - gl)a 
jo;=Q 

où chaque terme appartient à O~(M). Posons 

Par construction, on a : 

f 

a1 = L '"Y}TJi + (1- g1)a. 
jo;=Q 

f 

r(a1) = L Lhi o "()*TJi + L 1* ((1- g1)a) 

f 

= L: I>·T/j + L: "(. ((1 - gl)a) 

=L:"f* (tTJj+(1-gl)a) =r(a)=O 
'YEf jo;=Q 
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d'où a 1 E kerr et 
e 

a- a 1 = L (TJi- 'Y}TJi) EN. 
j=O 

D'autre part, pour xE Z(a), y E 1r-1 (x) et tout j E {0, ... , t'}, on a 

(TJj )--u(v) = 0 

puisque 'Yi(Y) E 1r-1 (x). Ceci entraîne que (ai) y = 0 donc que x E Z(a1). On en déduit que 
Z(a) c Z(ai). 

Soit maintenant x E U. Pour tout y E 1r-1 (x), on a ((1- g1 )a)y = 0 puisque ~u = 1. De 

plus, pour j E {0, ... , t'}, 
Supp('Y}TJi) c 'Yj1(Supp(ru)) c V1 

donc a1 s'annule sur 7l"-
1(x) "v1. Ecrivons 7l"-

1(x) n v1 ={xi}. Alors 

e e e 
(ai)x, = L ('Y}TJi)x, = L91 o 'Yj(xi)('Yja)x 1 = LC'Yja)x 1 = r(a)x 1 =O. 

j=O j=O j=O 

Ceci prouve bien que U c Z(ai). 0 
Théorème 2.22. Soit l'application 7l"J = (1r*)- 1 or. La suite 

0---N '----.... fl~(M) -=11"!--fl~(M/f) ---0 

est exacte; en particulier 1r, induit un isomorphisme d'espaces gradués 

fl~(M)/N ------"11""-! ...... fl~(M/f). 

Preuve. Soit a E N. Alors il existe e E N, 'Yl' ... ''Ye E r et al' ... 'ae E n~ ( M) tels que 

e 

a= Lhjai- aj). 
j=l 

On a alors 
e e 

r(a) = L Lhi o 'Y)*aj- L L 'Y*aj 
rErj=l rErj=1 

e e 
= LL'Y*aj- LL'Y*aj = 0 

d'où a E kerr= ker1r,. 

Réciproquement, soit a 0 E kerr. Comme 1r(Supp(a0)) est compact, on peut le recouvrir 
par un nombre fini d'ouverts trivialisant le revêtement V1 , ... , Vk. En posant, pour tout 
jE{l, ... ,k}, 

on peut observer que Ui c Vj et que 
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Des applications successives du Lemme 2.21 donnent l'existence de formes a1, ... , ak E 
kerr telles que pour tout jE {0, ... , k- 1} : 

{ 
Z(aj) U Ui+l c Z(ai+I) 

o:i+l - O:j E N. 

En particulier, on a Z(o:k) ::::> U1 u ... u Uk ; d'où, par fermeture de Z(o:k) : 

Ces deux conditions entraînent que o:k = 0 et on a alors 

o:o = (o:o- o:l) + · · · + (o:k-1 - o:k) EN. 

On a donc bien ker 11"! = kerr = N. 

Corollaire 2.23. Les complexes différentiels c;(M) et c•(Mfr) sont isomorphes. 
D 

Preuve. D'après le théorème précédent et en remarquant que tous les morphismes 
d'espaces gradués considérés commutent avec la différentielle, on a un isomorphisme de 
complexes 

f!~(M)/N -- f!~(M/r). 

On en déduit donc que c•(M/r) est isomorphe au dual topologique de f!~(M)/N. 
D'autre part, l'application '1/J: Ct(M) (n~-P(M)/N)' définie, pour TE Ct(M), par: 

'ij;(T) : n~-P(M)/N lR 

a (T, o:) 

où a désigne la classe de o: modulo N, est bien définie. En effet, si o: E N, il existe C E N, 
"fi, ... ,"fe Er et o:1, ... ,o:e E n~-P(M) tels que 

Alors, pour tout TE Ct(M), on a : 

e 

0: = L::b;o:j- O:j)· 
j=l 

e 
(T, o:) = L ( (T, "fjO:j)- (T, O:j)) =o. 

j=l 

L'application 'lj; est clairement un isomorphisme d'après la définition même des courants 
r-invariants, et commute à la différentielle. D 

4.3. Ecriture locale et dérivée d'un courant 
Il n'est pas possible de prolonger la notion de produit extérieur aux courants en toute 

généralité. On peut cependant définir le produit extérieur d'une forme o: E f!P(M) par un 
courant TE Cq(M) simplement en posant, pour w E n~-p-q(M) 

(T 1\ o:,w) = (T,o: 1\ w). 

On a ainsi T 1\ o: E cp+q(M). Cette loi 1\ est également compatible avec l'action d'un 
difféomorphisme 'Y de M, c'est-à-dire que 

"Y*(T 1\ o:) = ("Y*T) 1\ ('Y* a). 
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Cette définition permet de décrire localement les courants. Plus précisément, s'il existe 
une base de 1-formes globales (w1 , ... ,wn), tout p-courant T E CP(M) s'écrit de manière 
umque 

T= 

où les Ti, ... ip sont des 0-courants. Cette écriture généralise bien entendu celles des formes 
différentielles à l'aide de fonctions lorsqu'il existe une base de 1-formes. En particulier, à 
travers une carte, un p-courant s'écrit toujours de cette manière avec wi = dxi. 

Définition 2.24. Soient s = (s1, ... , sn) E N" un multi-indice. Notons !si = s1 + · · · + sn sa 
longueur et soit l'opérateur de dérivation 

Pour tout T E CP(~n), on définit le courant dérivé n•r E CP(~n) par 

(D 8 T,w) = (-1)1•1 (T,D 8 w) 

avec 

w= 

D 8 w= 

Bien sûr, si T est un p-courant régulier, ses dérivées en tant que forme et en tant que 
courant coïncident. 

Si on identifie, via une carte, M à ~n, on peut, pour un courant T E CP(M), écrire 
localement 

T= 

où chaque Ti, ... ip est un 0-courant. Alors on a, toujours localement, 

Remarque : les fonctions localement intégrables sur ~n muni de la mesure de Lebesgue 
peuvent être vues comme des distributions. Cette définition permet alors de «dériver» ces 
fonctions Lfoc en tant que distributions. 

4.4. Support d'un courant; courants de Dirac 

Définition 2.25. Soit T un p-courant sur M. Le support de T est le complémentaire du 
plus grand ouvert de M sur lequel T est nul : 

Supp(T) = M ....._ U 

où U est le plus grand (i.e. la réunion) des ouverts U' de M tels que 

Vw E fÇ-P(M), (Supp(w) cU')=> ((T,w) = 0). 
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Autrement dit, pour tout w E n~-P(M), on a (T,w) = 0 dès que Supp(T) n Supp(w) = 0. 

Etant donnés T 1 , T2 E c•(M), À E lR et sE .l'f', on a les propriétés suivantes : 

{ 

Supp(T1 + T2) c Supp(TI) u Supp(T2) 
Supp(ÀT1 ) = Supp(TI) si À :f. 0 
Supp(D8 TI) = Supp(T1) siM= lRn. 

Bien sûr, si T est régulier, son support en tant que courant est le même que son 
support en tant que forme. Cependant, une forme différentielle étant toujours coo, son 
support n'est jamais ponctuel. Le support d'un courant peut être ponctuel, et ceci fournit 
toute une classe de courants non réguliers : les courants de Dirac. 

Définition 2.26. Soit Ç = 6 1\ ... 1\ Çn-p un (n- p)-vecteur tangent en un point a E M, 
c'est-à-dire un élément de degré n-p de l'algèbre extérieure A•(TaM). Le courant de 
Dirac associé à ç est le p-courant 8ç sur M défini par 

Lorsque p = n, on note 8a ce n-courant, également appelé distribution de Dirac en a, 

ou encore masse de Dirac en a. 

Etant donné que le support de 8ç est {a}, la définition de la dérivée de 8ç sur un ouvert 
de carte ne dépend pas du choix de la carte et ne pose pas de problème de recollement. 
Autrement dit et plus précisément, si on considère une carte (U, 'P) (où U est un ouvert et 
'P : U-- M un difféomorphisme de U sur <p(U)) et un multi-indice s E .l'f', on définit, pour 
un (n- p)-vecteur tangent Ç E An-P(TaM), le courant D5 8ç par 

pour tout w E n~-P(M). On peut observer que <p*w n'est pas nécessairement à support 
compact dans U mais coïncide, sur un voisinage de 'P-1 (a) avec une forme de n~-P(U), ce 
qui permet de donner un sens à la définition. 

Le courant D 8 8ç ainsi défini dépend bien entendu du choix de la carte (U, 'P) de M au 
voisinage de a. Cependant, pour tout fEN, l'espace vectoriel engendré par 

ne dépend pas du choix de cette carte. 

Le résultat suivant, dû à Laurent Schwartz ([Sch] p.lOO théorème XXXV), caractérise 
les distributions à support ponctuel sur JRn. 

Théorème 2.27 [Schwartz]. Si T est une distribution sur JRn à support ponctuel {a}, 
alors T est une combinaison linéaire finie de dérivées de la masse de Dirac 8a. 

Corollaire 2.28. Si T E CP(M) est tel que Supp(T) c {a}, alors T est une combinaison 
linéaire de dérivées de courants de Dirac en a. 

Preuve. En se ramenant, via une carte, au cas où M = JRn, il suffit de prouver cet énoncé 
pour les p-courants du type 

T = Sdxi 1 1\ ... 1\ dxip 

où S est un 0-courant et (i1, ... ,ip) une suite croissante de {l, ... ,n}. Notons (j1 , ... ,in-p) la 
suite croissante complémentaire de (i1, ... ,ip) dans {l, ... ,n}. Alors 
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est une distribution dont le support est le même que celui de T. Par le Théorème 2.27, 
c'est donc une combinaison linéaire de dérivées de 6a ; c'est, au signe près, la distribution 
Sdx1 1\ ... 1\ dxn. Sans perte de généralité, ramenons-nous au cas où cette distribution est 
égale à D 8 6a, où sE N" est un multi-indice. En remarquant que 

résolvons cette équation : 

Sdx1 1\ ... 1\ dxn = D 8 6a {::::=} VJ E !1~(JRn), (S, jdx1 1\ ... 1\ dxn) = ( -I)isiDs f(a) 

{:::=:} Vw E !1~(1Rn),(S,w) = (-I)isi(D 8 w)a ( 8~1 /\ ... /\ Ô~n) 

{::::=} Vw E !1~(1Rn), (S,w) = (D 8 6...JLI\ ... I\ a ,w) 
8oq ~ 

ce qui définit S de manière unique. On a donc 

0 

4.5. Le morphisme de localisation 

Soient M une variété et U un ouvert de M. Pour tout x E U, on a un isomorphisme 
canonique de TxU sur TxM induit par l'inclusion i : U M, d'où un morphisme de 
complexes 

i* : n•(M)-- n·(u). 

C'est la restriction des formes différentielles sur M à U, dont on a déjà largement usé dans 
les paragraphes précédents et qu'on note généralement avec un symbole de restriction. 

Il est possible de prolonger cette restriction aux courants en définissant, pour tout 
T E CP(M) et tout w E !1~-P(U) : 

(LP(T),w) = (T,w) 

où w est le prolongement de w défini par ~ = w et ~ = o. Observons que le fait que 
jU jM'-U 

Supp(w) soit un compact et que U soit ouvert assure que w E n~-P(M). 

On vérifie immédiatement que l'application U : CP(M)-- CP(U) est un morphisme de 
complexes, qu'on appelle localisation des courants sur U ou encore restriction des 
courants à U. Il prolonge convenablement la restriction des formes différentielles à U. 

Proposition 2.29. Le noyau de L• est le sous-complexe c•(M; M" U) des courants sur M 
dont le support est inclus dans M" U. 

Preuve. Soient T E CP(M; M " U) et w E n~-P(U). On a, avec les notations précédentes, 
Supp(w) = Supp(w) cU. Alors Supp(w) n Supp(T) = 0, d'où (LP(T),w) = 0, i.e. TE ker LP. 

Réciproquement, soit TE ker LP ; on a, pour tout w E n~-P(U) : 

(T,w) =o. 

Remarquons que si w E n~-P(M) est telle que Supp(w) c U, on a w = "iu avec 
"']u E n~-P(U). On a alors Supp(w) cM"- Supp(T). 

Comme tout compact K d'intérieur non vide de U peut ainsi être réalisé comme le 
support d'une forme de n~-P(M), on en déduit que U cM" Supp(T), soit Supp(T) cM, U. 

D 
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Si un groupe r agit sur M et si U est un ouvert r-invariant de M, la localisation 
préserve l'invariance, de sorte que L-(C[-(M)) c C[-(U). On obtient alors immédiatement le 
corollaire suivant. 

Corollaire 2.30. Soient r un groupe agissant sur M et U un ouvert r-invariant de M. 
Alors le noyau de la localisation 

est le sous-complexe C[-(M; M....._ U) des courants r-invariants sur M dont le support est 
inclus dans M " U. 
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CHAPITRE 3 

Les groupes kleinéens 

Dans tout ce chapitre, n est un entier supérieur ou égal à 2 et lHI" l'espace hyperbolique 
réel détaillé au chapitre 1. On commence par rappeler sans démonstration quelques faits 
bien connus au sujet des isométries hyperboliques, dont on trouvera un exposé détaillé 
par exemple dans [Ra). 

1.- Transformations de Mëbius et extension de Poincaré 
Soit H un hyperplan affine de JRn. Alors on peut décrire H de la façon suivante, (.1.) 

désignant le produit scalaire euclidien : 

H = pn-l(a, t) ={xE IRn, (aix)= t} 

où a E JRn et t E IR avec llall = 1. C'est l'hyperplan passant par le point ta et admettant 
pour vecteur normal unitaire a. On définit la réflexion par rapport à pn-1 (a, t) comme 
1' application 

apn-'(a,t): JRn __ _..Rn 

x x+ 2(t- (aix) )a. 

D'autre part, pour a E JRn et rE JP&+, on note sn-l (a, r) la sphère de centre a et de rayon 
r : 

sn- 1 (a,r) ={xE lRn, llx- ail= r}. 

On définit alors l'inversion par rapport à sn- 1 (a,r) comme l'application 

asn-l(a,r) :Rn "{a} --• JP&n "-{a} 

2 x- a 
x 1-----+-a + r llx- all2 

Une sphère de JRn u { oo} est soit une sphère de JRn, soit un hyperplan de JRn auquel 
on ajoute oo (la topologie reste bien sûr celle d'une sphère). On prolonge les applications 
précédemment définies à !Rn u { oo} en posant : 

apn-l(a,t)(oo) = 00 asn-l(a,r)(a) = 00. 

On obtient alors les réflexions par rapport à ces sphères pn-1(a,t) ou sn-1(a,r). Ce sont 
des involutions de JP&n u { oo} qui préservent la sphère en question. 

Définition 3.1. Une transformation de Mobius de !Rn u { oo} est une composition finie 
de réflexions par rapport à des sphères. Autrement dit, l'ensemble des transformations 
de Mobius est le groupe, noté M(JP&n u {oo}), engendré par les réflexions par rapport aux 
sphères de !Rn u { oo}. 

Puisque chaque isométrie de JP&n est la composée d'au plus n + 1 réflexions par 
rapport à des hyperplans affines, les isométries euclidiennes peuvent être prolongées 
en tranformations de Mobius de JP&n u { oo }. Ainsi, Iso(!Rn) s'identifie à un sous-groupe 
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de M(!Rn u { oo}) de transformations fixant oo. Cependant, on prouve que le sous­
groupe de M(!Rn u { oo}) constitué de toutes les transformations fixant oo s'identifie au 
groupe des similitudes de l'espace euclidien !Rn. Rappelons qu'une similitude est une 
isométrie composée à une homothétie; en particulier, les homothéties sont elles-mêmes 
des transformations de Mobius. 

En identifiant !Rn u{ oo} à (!Rn x {0} )u{ oo} c JRn+I u{ oo }, on obtient un morphisme injectif 
de groupes, appelé extension de Poincaré : 

Ext: M(!Rn U {oo}) -----+- M(JRn+l U {oo}) 

apn-l(a,t) f----+-apn(a,t) 

asn-l(a,r) asn(a,r)· 

Théorème 3.2. L'image de l'extension de Poincaré est le sous-groupe des transformations 
de Mobius de JRn+I u { oo} préservant le demi-espace supérieur IHI"'+1 et qu'on nomme 
transformations de Mo bi us de IHI"'+1. Toute transformation de Mobius de IH!"'+1 est 
la composée de réflexions par rapport à des sphères orthogonales à !Rn, c'est-à-dire du 
type pn(a, t) OU Sn(a, r) avec a E !Rn x {0}. 

Toutes ces définitions peuvent être également vues via la conjugaison par l'inversion 
a définie au chapitre 1. On obtient alors les transformations de Mobius de la sphère 
§n, image par a de !Rn u {oo}. L'extension de Poincaré de ces transformations de Mobius 
de §n donne les transformations de Mobius de la boule Jllln+I, qui n'est autre que 
l'image de IHI"'+1 par a. Ce sont les composées d'inversions de JRn+I u { oo} par rapport à des 
sphères orthogonales à §n. 

On nommera encore transformations de Mobius de Jllln+I (resp. IH!"'+1) les 
applications Jllln+I -Jilln+I (resp. IHI"'+1 -IHI"'+1) induites par ces transformations de JRn+I. 

Le lien très fort entre ces transformations de Mobius, construites à l'aide de la 
géométrie euclidienne, et la géométrie hyperbolique est donné par le théorème suivant. 

Théorème 3.3. Les isométries hyperboliques de Jllln+I (resp. IH!"'+1) sont les transformations 
de Mobius de Jllln+I (resp JHr+1 ). Les transformations de Mobius de §n sont les 
transformations conformes de la sphère §n. 

En particulier, grâce à l'extension de Poincaré, on a des isomorphismes de groupes 

2.- Définitions 

2.1. Groupes kleinéens 

Le groupe 81(2, IR) des matrices 2 x 2 à coefficients réels et déterminant 1 agit par 
isométries (holomorphes) sur le plan hyperbolique (vu comme un ouvert de c) à l'aide 
d'homographies: 

(
a b ) ( z) = az + b. 
cd cz+d 

Le groupe SL(2, q des matrices 2 x 2 à coefficients complexes et déterminant 1 agit par 
transformations conformes sur la sphère Cu { oo} ~ § 2 de la même manière. 

On note PSL(2, IR) et PSL(2, q les quotients respectifs de SL(2, IR) et SL(2, C) par leur 
sous-groupe { -1, I}. 
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Enfin, on note SO(n- 1, 1) le groupe des transformations de Rn préservant la forme 
quadratique de Lorentz 

n-1 

q(x) =LXI -x; 
i=1 

et SO(n- 1, 1)0 sa composante connexe contenant l'identité. 
Le théorème suivant décrit de manière exhaustive le groupe des isométries de l'espace 

hyperbolique IHrn (n ~ 2) muni de la topologie compacte-ouverte. 

Théorème 3.4. Sur le groupe Iso(IHrn), la topologie compacte-ouverte coïncide avec la 
topologie de la convergence simple. De plus, 

{ 

PSL(2, IR) si n = 2 
Isé(IHrn) ~ Conr+u;;;n- 1

) ~ PSL(2, q sin= 3 

SO(n-1,1)0 sin~4. 

Définition 3.5. On appelle groupe kleinéen tout sous-groupe discret du groupe Iso+ (IHrn) 
des isométries de IHrn préservant son orientation. 

Il est à remarquer que l'espace topologique X= IHrn ;r quotient de l'espace hyperbolique 
IHrn par l'action d'un groupe kleinéen r n'est pas nécessairement muni d'une structure de 
variété, l'action n'étant pas toujours libre. 

On appelle ensemble fondamental d'un groupe kleinéen r toute partie F de IHrn 
telle que IHrn = U,H 'Y(F). Un domaine fondamental est un ensemble fondamental F 
mesurable et tel que presque toute r-orbite admet un unique représentant dans F. 

Définition 3.6. Un groupe kleinéen r est dit cocompact si l'espace topologique quotient 
X = IHrn ;r est compact. 

Il suffit pour cela que r admette un domaine fondamental compact, par exemple 
l'intérieur d'un polygone hyperbolique dont les sommets sont dans IHrn. 

2.2. Ensemble limite, domaine de discontinuité 

Définition 3. 7. Soit r un groupe kleinéen. On appelle ensemble limite de r la trace 
de l'adhérence dans lHI" U aiHrn de l'orbite d'un point quelconque a E IHrn sur le bord alHI" 

Ar = r.a n alHI". 

Autrement dit, x E alHI" est un point de Ar s'il existe une suite bm)mEN dans r telle que 
bm(a)) converge vers x. 

On vérifie bien sûr que cette définition ne dépend pas du choix de l'élément a E IHrn. 
Le fermé Ar est lui-même r-invariant. Il en est de même de l'enveloppe convexe de 

Ar, définie comme la réunion des géodésiques delHI" dont les points à l'infini appartiennent 
à Ar. 

Définition 3.8. Un groupe kleinéen r est dit convexe-cocompact si Card Ar ~ 2 et si le 
quotient parr de l'enveloppe convexe de Ar est compact. 

Définition 3.9. Le domaine de discontinuité d'un groupe kleinéen r est le 
complémentaire dans aiHrn de son ensemble limite : 

Dr = alHf "Ar. 

On vérifie facilement que Dr est un ouvert de Ar sur lequel r agit proprement 
discontinûment. 
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Dans toute la suite de ce travail, un groupe kleinéen r étant donné, on appellera 
simplement «localisation» le morphisme de localisation des courants r-invariants sur le 
domaine de discontinuité de r. 

D'après le Corollaire 2.30, on a donc une suite exacte 

L" 0 ---cr ( oW; Ar) ---Cr (oW) --=--Cr (Dr). 

2.3. Exposant critique 

Soient r un groupe kleinéen, z E lBn et s >o. On appelle série de Poincaré absolue 
d'exposant s de r en z la série : 

<I>.(z) = L lh'(z)lls' 
rEr 

où 11-11 est la norme d'opérateur. La convergence de cette série ne dépend pas du choix de 
z et, en cas de convergence, elle est uniforme sur tout compact. 

Définition 3.10. On appelle exposant critique de r Je réel 

8(r) = inf{s > O,<I>.(z) converge}. 

Le lien entre l'exposant critique et l'ensemble limite est donné par le théorème suivant, 
dû à Sullivan dans [Su]. 

Théorème 3.11 [Sullivan]. Sir est un groupe kleinéen convexe-cocompact, son exposant 
critique est la dimension de Hausdorff de son ensemble limite: 

J(r) = dimH(Ar ). 

De plus, le théorème suivant complète le Corollaire 2.30 concernant la restriction des 
courants invariants au domaine de discontinuité d'un groupe kleinéen. C'est le résultat 
central qui sera utilisé au chapitre 4. 

Théorème 3.12 [EMM théorème 2.2]. Si r est un groupe kleinéen tel que le 
quotient Dr ;r est compact, la localisation des courants r -invariants sur aW de dimension 
strictement supérieure à 8(f) sur Dr est surjective; de sorte que, pour p < n- 1- 8(r), on 
a une suite exacte 

On a de plus le lemme suivant, qui est une généralisation de [EMMJ théorème 3.1 
concernant la localisation des distributions invariantes sur le domaine de discontinuité. 
On ne fait ici aucune hypothèse sur le nombre de composantes connexes de Dr/f. 

Lemme 3.13. Soit r un groupe kleinéen tel que (1) 8(r) < 1, (2) r agit librement sur 
chaque composante connexe de Dr et (3) Dr ;r est réunion de compacts disjoints. Alors 
l'image lm Ln-1 de la localisation des distributions r-invariantes contient le noyau ker Ê) de 
l'application linéaire 

Ê) : c;- 1 (Dr) --..-cP 
T ( (T, kc) )cEG 

où C désigne l'ensemble des composantes connexes de Dr et, pour cE C, kc est une fonction 
de n°(Dr) dont le support est contenu dans la composante connexe c et satisfaisant aux 
conditions du Lemme 2.19. 
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Preuve. Puisque r agit sur chaque composante connexe de Dr, on a une bijection canonique 
b de C sur l'ensemble des composantes connexes de Dr fr. Pour chaque cE C, on a alors le 
diagramme: 

c;-2(§n-1) --=d- q-1(§n-1) 

L"-'1 1L"-' 
q-2(Dr) d c;-1(Dr) 

•']• l' ~ 
C n-2 (Dr /r) ----'d"---+- cn-1 (Dr/ r) ----'e'----+ CC . 

Rappelons que n' est l'isomorphisme explicité au Corollaire 2.23. L'application () 
est l'augmentation des distributions sur chaque composante connexe, définie, pour 
TE cn-1(Dr/f), par: 

O(T) = ( (T, lb(c))) cEG 

où lb(c) désigne la fonction indicatrice de la composante connexe b(c) de Dr/f. On peut 
remarquer que O(T) est bien défini puisque b(c) est compact. Cette application prolonge 
l'intégrale des formes différentielles de degré n- 1 sur chaque composante connexe. 

Montrons que ce diagramme est commutatif. Puisque n' et U sont des morphismes 
de complexes, il suffit de prouver que Go n'=(), ou encore ()o (n')-1 = e. Pour TE c;-1(Dr) 
etc E C, on a: 

((n')-1(T), lb(c)) = (r, ((n*)-1 o r)-1
(lb(c))) 

= (T, kn*(lb(c))) = (T, klc) 

= (T, kc) 

ce qui entraîne l'égalité voulue. 
Soit maintenant TE kerè. Alors (n')- 1 (T) E kerO. D'après le théorème de de Rham, la 

dernière ligne du diagramme est exacte. Il existe donc SE cn-2 (Dr/f) tel que (n')- 1 (T) = dS. 
Puisque Ln-2 est surjective d'après le Théorème 3.12, il existe 51 E c;-2 (§n-1) tel que 
n'(S) = Ln-2 (51). Par commutativité du diagramme, on a alors 

de sorte que TE lm Ln- 1 . D 

3.- Les groupes élémentaires 

Les plus simples des groupes kleinéens sont les groupes élémentaires. Dans cette 
section on donne la définition, la classification et les premières propriétés des groupes 
élémentaires. Leur intérêt majeur pour ce travail est que le quotient X de l'espace 
hyperbolique IHrn par un groupe kleinéen élémentaire r est toujours non compact et même 
de volume infini. La conjecture de Borel-Harder est encore ouverte dans ce cas. 

On détaille ensuite la construction d'une moyenne qui, sans être liée à la notion de 
groupe élémentaire, nous permettra de nous restreindre à des situations plus simples. 

39 



Chapitre 3 

3.1. Définition et classification 
Les définitions et résultats de cette section se trouvent dans [Ra]. 

Définition 3.14. Un groupe kleinéen r est dit élémentaire s'il possède une orbite finie 
dans la clôture IHr u â!Hr de l'espace hyperbolique. 

Théorème 3.15. Un groupe élémentaire r est dit : 

• elliptique s'il existe une orbite finie dans IHr. De manière équivalente, il existe un 
point fixe dans lHI". Ce sont également les sous-groupes finis de Conf+(§n-1); 

• parabolique si la seule orbite finie est constituée d'un point fixe sur â!Hr. De manière 
équivalente, il est conjugué à un sous-groupe discret infini d'isométries de l'espace 
euclidien JRn- 1 ; 

• hyperbolique s'il n'est ni elliptique ni parabolique. L'orbite finie est alors constituée 
de deux points de â!Hr et un tel groupe contient un sous-groupe monogène d'indice 
fini. 

On vérifie facilement que l'ensemble limite Ar est alors : 

• vide si r est elliptique, 
• le point fixe de âlHI" si r est parabolique, 
• les deux points de l'orbite finie sur â!Hr si r est hyperbolique. 

3.2. Moyenne 
Soit ( c•, d) un complexe différentiel sur lequel un groupe r agit (par morphismes de 

complexes). Supposons également que f 0 soit un sous-groupe d'indice fini de r. Posons 
h = [f : fo] et soit { 1'1, ... , 'Yd un système de représentants des classes à droite modulo f 0. 

En notant c; et c;o les sous-complexes constitués respectivement des éléments 
invariants respectivement par r et f 0 , on définit l'application 

m• : c;o --- c; 
w 

1 h 

f----+- h L 'YiW· 
i=l 

Lemme 3.16. L'application m• est bien définie, ne dépend pas du choix des représentants 
1'1, ... , 'Yh et définit une rétraction de complexes, donc une surjection en cohomologie. 

Preuve. Montrons d'abord l'indépendance par rapport au choix des représentants. Soit 
{'Y~, ... , 'YU un autre système de représentants des classes à droite modulo f 0 . Quitte à 
permuter ces éléments, on peut supposer que, pour tout i E {l, ... ,h}, il existe 'Y? E fo tel 
que 'Y; = 'Yn?. Pour w E c;o, on a alors 

D'autre part, considérons 'Y Er. Posons, pour tout i, 'Y;= 'Y'Yi· Alors 'Yi f--+- 1': induit une 
permutation des classes à droite modulo f 0 , de sorte que {'Y~, ... , 'Y~} est encore un système 
de représentants de ces classes. D'après ce qui précède, on a donc : 

h h 

'Y(m•(w)) = ~ L 'Y'YiW = ~ L ')'~W = m•(w) 
i=1 i=l 
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Enfin, si w E Cf., on a de plus 

On en conclut donc que m• est bien une rétraction de complexes de Cf-
0 

sur Cf.. 
On a donc une application m* : H•(C[.J H•(C[.). Soit [w] E H•(Cf.). Alors 

w E Cf. c Cf-
0 

et sa classe [w]o dans H•(C[.J vérifie bien m*([w] 0 ) = [m•(w)] = [w], ce qui 
prouve la surjectivité de m*. D 

3.3. Moyenne dans un groupe élémentaire 

Etant donné un groupe élémentaire r, on peut, sous certaines conditions, réduire 
l'étude des objets r-invariants à celle des objets invariants par un sous-groupe r 0 de r 
d'indice fini qui rend la situation plus simple. 

Plus précisément, si r est de type hyperbolique, il contient un sous-groupe monogène 
d'indice fini. Un tel sous-groupe est engendré par une loxodromie de !HP', c'est-à-dire une 
isométrie hyperbolique fixant deux points de â!HP'. 

Quitte à conjuguer r par une isométrie hyperbolique, on peut se ramener au cas où ces 
deux points sont 0 (attracteur) et oo ( repousseur). Dans ce cas, une telle loxodromie 
s'écrit 

'Y= "fa oR 

où 'Ya est l'homothétie de rapport a E]O, 1[ définie dans le demi-espace !HP' = JRn- 1 x JR+ 
par 'Ya(x) = ax et RE SO(n- 1) une transformation orthogonale induisant une application 
linéaire sur JRn- 1 et agissant trivialement sur JR+. 

Il est à remarquer que, pour n ~ 3, le sous-groupe de Iso+ (!HP') engendré par R n'est 
pas nécessairement discret, on ne peut donc pas faire l'économie de cette transformation 
orthogonale. Bien sûr, pour n = 2, on a 'Y= 'Ya· 

Si r est de type parabolique, il n'existe pas forcément de sous-groupe monogène 
d'indice fini pour n ~ 3. En revanche, r contient, à conjugaison près, un sous-groupe 
abélien libre de rang p::;; n- 1 engendré par des translations selon p vecteurs linéairement 
indépendants de JRn- 1 x {0}. Un tel sous-groupe ne sera nécessairement monogène que pour 
n = 2. 

00 

Orbites d'une loxodromie de Ja2 Orbites d'une translation de Ja2 
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CHAPITRE 4 

Courants invariants par un groupe élémentaire 

Dans ce chapître, nous mettons à profit les résultats et techniques détaillés aux 
chapitres précédents pour calculer la cohomologie des espaces de courants invariants par 
un groupe kleinéen élémentaire. 

1.- Cas d'un groupe monogène de type hyperbolique 

Un groupe élémentaire de type hyperbolique contient un sous-groupe monogène 
d'indice fini. On va donc d'abord étudier le cas où un groupe r est engendré par une 
loxodromie 'Y = 'Ya oR où, comme précédemment, 'Ya est l'homothétie de rapport a E]O, 1[ 
dans le demi-espace JHr et RE SO(n- 1). 

Dans toute la suite de cette section, on note r le groupe kleinéen engendré par 'Y· La 
loxodromie 'Y fixe les points o et oo, respectivement attracteur et repousseur. L'ensemble 
limite de r est donc Ar = {0, oo} et son domaine de discontinuité Dr = !Rn-1 "{0}. 

1.1. Courants portés par l'ensemble limite 

Lemme 4.1. Le complexe des courants r-invariants sur §n-1 à support dans J'ensemble 
limite Ar est concentré en degré n- 1. Plus précisément, on a : 

Preuve. Considérons JRn-l vu comme carte locale de la sphère §n-1 et caractérisons les 
courants r-invariants portés par {0}. 

D'après le Corollaire 2.28, on sait qu'un p-courant porté par {0} est combinaison 
linéaire de dérivées de p-courants de Dirac en O. Il reste à voir lesquels de ces courants sont 
réellement r-invariants. Soient ~ E A n-1-P(ToJRn-1 ) un (n -1-p)-vecteur et s = (s1' ... 'Bn-d E 

N"-1 un multi-indice et posons T = D 8 oç où D 8 est l'opérateur de dérivation associé à s. 
On a alors, pour w E nn-1-P(JRn-1) : 

Localement, w s'écrit 

w= 

Or, pour i E {1, ... , n- 1} et une fonction fE 0°(1Rn-1 ), on a : 

'Y~(dx;) = d('Y~x;) = d(x; o 'Ya) = d(ax;) = adx; 

ns ("(~!) = ns (f o 'Y a) =al si (Ds f) o 'Y a 

Puisque 'Ya fixe 0, on a D 8 (f o 'Ya)(O) = ns j(O) d'où : 

(('Y;1)*T,w) = (-1)\slan-1-p+\sl (8ç,Dsw) 
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de sorte que ('r; 1 )*T = an- 1-P+Islr. 

Ainsi, pour toute forme w E nn-1-P(JRn-1 ), on a : 

En choisissant une forme w qui soit R-invariante et telle que (T,w) =fi 0, l'invariance de T 
s'écrit an- 1-P+Isl = 1, soit p = n- 1 et s = 0; c'est-à-dire que T = 60 • Réciproquement, les 
multiples de 60 sont bien r-invariants. 

Considérons le changement de cartes involutif 

x 
x 

(cf. p.l4). L'étude des courants r-invariants portés par {oo} revient alors à caractériser 
les dérivées des courants de Dirac en 0 invariants par la transformation ;y = 4J o 'Y o 4J. 

Pour xE JRn-1, on a : 

a a 
llxWR(x) llxWR(x) 1 

- 2 - 2 = -R(x) 

1111~12R(x)ll 11:114IIR(x)ll2 a 

d'où ;y= 'Y; 1 oR. Dans le calcul précédent, on peut donc remplacer a par a-1 , ce qui fournit 
cependant le même résultat. On en conclut donc que les seuls courants r-invariants portés 
par { oo} sont les multiples de 600 • D 

1.2. Courants sur le domaine de discontinuité 

Nous aurons besoin par la suite de travailler en coordonnées sphériques. Considérons 
donc le difféomorphisme 

JRn-1 ....... {0} ---JR+ x sn-2 

x ~----(1r1 (x), 1r2(x)) = (11x11, ll:ll). 

Ceci permet de définir un 1-courant qui sera particulièrement important pour la suite. 

Définition 4.2. Pour t.p E nn-2(sn-1), on pose : 

sin= 2 

sin~ 3 

Lemme 4.3. Cette expression définit un 1-courant r-invariant Vp. 

Preuve. Supposons d'abord n = 2 : Vp est la valeur principale de Cauchy. Soit 
'P E !1° (JRn-1 u { oo}). Considérons les développements limités de 'P aux voisinages respectifs 
de o et oo: 

b1 1 
t.p(x) = bo +- + -t2(x) 

x x 
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où a0 , a1 , b0 , b1 E C et E1 , E2 sont des fonctions de limite nulle en 0 et oo respectivement. Soit 
t: E ~+ ; à l'aide d'un changement de variable, on a : 

1 

1 <p(x) d -1' <p(x) + <p( -x) d - l I X- X-o+oo 
[-~,-c]U[c,~] X c X 

où 
Io = 11 

<p(x) + <p( -x) dx et 
E X 

1 

loo = !' <p(x) + <p( -x) dx. 
1 x 

A l'aide des développements limités ci-dessus, on a alors : 

lo=2al(l-t:)+ 11

h(x)+El(-x))dx 

Comme les fonctions E1 et ~:: 2 sont bornées respectivement aux voisinages de 0 et oo, les 
intégrales intervenant dans ces écritures ont une limite finie lorsque t: -o. Il en est donc 
de même de 10 + LXJ· Ceci prouve que l'expression (Vp,<p) a un sens pour toute fonction <p. 
La linéarité de V p est évidente. 

Soit maintenant une suite ('Pm)mEN dans 0°(§1) convergeant vers 0 au sens de la 
topologie coo de Schwartz. Comme § 1 est compact, cela revient à dire que pour tout 
sEN, la suite ('P~l)mEN converge uniformément vers O. En considérant les développements 
limités de 'Pm aux voisinages respectifs de 0 et oo 

'Pm(x) =a~+ af'x + xEf'(x) 
bm 1 

<p(x) = b~ + - 1 + -t::'f(x) 
x x 

on a, en reprenant l'expression précédente : 

11 !+oo Em(x) + Em( x) 
(Vp,<pm)=2af'+2bf'+ (Ef'(x)+Ef'(-x))dx+ 2 

2
2

- dx. 
0 1 x 

Comme les suites (Ef') et (E'f) convergent uniformément vers 0, les intégrales convergent 
vers O. Les suites (af') et (bï') convergent elles aussi vers 0 donc ((Vp,<pm)) converge vers o. 
Ceci prouve la continuité de la forme linéaire Vp, et montre donc que Vp E C1 (§ 1). 

Montrons maintenant que Vp est r-invariant. On a, pour 'P E 0°(§ 1) : 

1 

(v ) 1. 1' <p(ax) + <p( -ax) d p, <po 'Y a = 1m x 
E~ c X 

d'où, par changement de variable : 
_L 

l a< <p(x) +<p(-x) 
(V p, <po 'Y a) = lim dx = (V p, <p) 

"~ ao: X 

de sorte que Vp E Cf,(§ 1). Ceci conclut l'étude du cas n = 2. 

Supposons maintenant n ~ 3 et soit 'P E on-2 (§n-1). Dans ~n-I vu comme carte locale 
de §n-l au voisinage de 0, on peut écrire : 

n-1 

'P = L'Pi dx1 1\ ... 1\ &; 1\ ... 1\ dxn-1 
i=l 

où les <p; sont des fonctions. Puisque 

1r* (dr) = L:7,;1
1 

x; dx; 
1 r ""n-1 2 

L...i=l X; 
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il s'agit de prouver l'intégrabilité au voisinage de 0 de la fonction 

Ln,.:ll ( -1)i-l Xi'Pi(X) 
'lj;: x f----+ 

~n-1 2 
ui=l xi 

Pour cela, nous allons utiliser les coordonnées sphériques, qui ont pour expression : 

X1 = r cos e1 cos e2 ... cos en-3 cos en-2 

X2 r cos e1 cos e2 ... cos en-3 sin en-2 

Xn-2 = r cos fh sin e2 
Xn-1 = r sin B1 

et dont le jacobien est rn- 2 cosn-3 81 cosn-4 B2 ... cosBn_3 • On obtient l'expression suivante (en 
adoptant la convention Bn-1 = ~) : 

n-1 
'lj;(x) = rn-3 2::: ( -1) i-l cos B1 ... cos Bn-i-1 sin Bn-i cosn-3 B1 cosn-4 B2 ... cos Bn-3'Pi (x). 

i=l 

Puisque n ~ 3, cette fonction est intégrable au voisinage de O. 
En remarquant que la 1-forme 1r~ ( d;) est changée en son opposée par l'inversion 

</>:x~--+- 11 ~ 1 2, l'intégrabilité au voisinage de 0 de la forme 

découle de ce qui précède, et entraîne l'intégrabilité de 1ri ( d;) A 'P au vmsmage de oo. 
L'expression (llp,<p) a donc un sens. La linéarité de Vp est encore évidente. 

Soit ('Pm)mEN une suite de (n - 2)-formes sur §n-l convergeant vers 0 au sens de la 
topologie coo de Schwartz. Alors la suite 

converge uniformément vers 0 sur §n-1, donc ((llp,<pm))mEN converge vers O. Ceci prouve la 
continuité de ll p. 

Montrons maintenant que Vp est r-invariant. Pour 'P E on-2 (§n-1), et un difféomor­
phisme f de §n-l, on a : 

(llp,f*<p)= { (f-lof)*o7r;(dr)Af*<p= { f*((f-l)*o7r;(dr)A<p) 
}§n-1 r }§n-1 r 

avec bien sûr f-1(§n-1) = §n-1 . Pour f ="fa, on peut remarquer que 1r1 o 'Y;1 = 'Y;1 o 1r1, en 
désignant encore par 'Ya l'application 

JR:f_ JR:f_ 
x ax. 

La 1-forme d; sur JR:f_ étant "fa-invariante, on a : 

Pour f = R, on a 1r1 oR= 1r1 donc la R-invariance de llp est vérifiée. Le 1-courant Vp 
est invariant par les actions de 'Ya et de R, il l'est donc par celle de 'Y= "fa oR D 
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1.3. Calcul de l'exposant critique 
Pour appliquer le Théorème 3.12, on a besoin de connaître l'exposant critique du 

groupe r. Le groupe r étant convexe-cocompact, le Théorème 3.11 s'applique et on a 
8(r) =O. Nous en proposons cependant un calcul à la main. 

Lemme 4.4. Pour r =('y), avec 'Y= 'Ya oR, on a 8(f) =o. 

Preuve. On a besoin de l'expression de cette loxodromie dans la boule lffin. On pose donc 
r.p = a o 'Y o a où a est l'inversion définie à la Proposition 1.13. 

On a r.p = a o 'Y a o R o a donc 

avec a(O) =en, R(en) =en, 'Ya(en) =aen, (e1 , ... ,en) désignant la base canonique de !Rn. 

Puisque a(x) = 2
11
:_:eenn112 -en, on a, en notant x= 2:::~= 1 Xiei : 

si i < n 
d'où 

si i = n 

de sorte que la jacobienne de a en 0 est 2A où A= ( 
1
n-

1 0 
) . 

0 -1 

si i < n 
si i = n 

Comme les applications R et 'Y a sont des endomorphismes de !Rn, on a dRen = R et 
(d"fa)en ='Y a =a id. Il reste donc à calculer daaen. En reprenant les expressions précédentes, 
on a: 

d' ' 2 ou Jacaen a = (a+1l2 A. 
On a donc 

2 (ln-1 
Jaco r.p = (a+ 1)2 0 

4a R 
(a+1)2 · 

si i < n 

si i = n 

0 )al(R 0) 2(In-1 
-1 0 1 0 

Comme R E SO(n- 1), on a bien sûr IIRII = 1 d'où lldr.poll = (a!~)2. L'expression de lldr.pffll 
pour mEZ s'obtient alors en remplaçant a par am : 

Si m- +oo, a-m - +oo. Si m- -oo, am- +oo. Dans les deux cas, on a, pour tout s > 0 : 

qui est le terme général d'une série géométrique convergente pour tout s > 0 puisque 
a E]O, 1[. On en déduit donc que 8(r) =O. D 

De ce calcul et du Théorème 3.12 résulte que la localisation des p-courants r-invariants 
de degré strictement inférieur à n - 1 - 8(f) = n - 1 est surjective. Il reste donc à 
déterminer l'image de la localisation des courants r-invariants de degré n- 1, c'est-à-dire 
des distributions invariantes. C'est l'objet de la proposition suivante. 
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Proposition 4.5. L'image ImLn- 1 de la localisation des distributions r-invariantes sur 
sn- 1 est le noyau de la forme linéaire 

sin~ 3 
sin= 2 

où ii+ et (i_ désignent les deux composantes de e lorsque n = 2 (cf. Lemme 3.13), 
correspondant aux deux composantes connexes IR+ et IR':_ de Dr = IR* . 

Preuve. Le cas n ~ 3 est couvert par [EMM] théorème 3.2; nous en reproduisons ici la 
démonstration avant de l'adapter au cas où n = 2. 

L'action de r sur chaque composante connexe de Dr est libre et le quotient Drfr é:: 

§ 1 x sn-z est réunion de compacts disjoints donc d'après le Lemme 3.13, on a 

Supposons n ~ 3. Alors Dr est connexe, donc e est une forme linéaire et ker e est 
un hyperplan de c;- 1 (Dr). Pour montrer l'inclusion réciproque, il suffit donc de prouver 
qu'un générateur d'un supplémentaire de kere n'appartient pas à ImLn- 1 . 

Soit x E Dr ; on pose 

Comme le support d'une fonction fE O~(Dr) est compact, il ne rencontre qu'un nombre 
fini d'éléments de la 'Y-orbite de x (qui est discrète); de sorte que T définit bien une 
distribution sur Dr. De plus, on a : 

mEZ mEZ 

c'est-à-dire que T E c;- 1 (Dr). Posons alors 

Pour montrer que S est une distribution bien définie sur sn-1, il faut montrer que les 
séries définissant (S, VJ) convergent pour toute fonction VJ E 0°(sn-1). 

Considérons la carte locale (ffi.n- 1 , f/11) (cf. p. 14) de sn- 1 au voisinage de 0 et notons 
<p = VJ o f/11 . Pour h = f/!l(h), on a: 

IVJ(h)- VJ(O)I = I'P(h)- 'P(O)I::;; ld'Po.h + llhlls(h)l 

où s est une fonction de limite nulle en O. En particulier, pour h suffisamment proche de 
0, on a: 

IVJ(h)- VJ(O)I ::;; (lld'Poll + l)llhll. 

Pour h = 'Ym(x), on a 11h11= amllxll de sorte que, pour mEN assez grand : 

qui est le terme général d'une série géométrique convergente. On en déduit la convergence 
absolue de la première série dans l'expression de (S,VJ). 

Comme on l'a vu dans la démonstration du Lemme 4.1, conjuguer 'Y par le changement 
de carte f/JÎ = f/Jz o f/11 1 revient à remplacer a par a- 1

. Le calcul précédent appliqué à VJ o f/JÎ 
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assure la convergence de la sommation sur m E z:_. La forme linéaire S sur !1°(§n-1) est 
donc bien définie. 

Soit (<pkhEN une suite de fonctions de !1°(§n-1) convergeant vers 0 au sens de la topologie 
coo de Schwartz. On a : 

où tous les termes tendent uniformément vers O. La forme linéaire S est donc continue ; 
on aS E cn- 1 (§n- 1). 

Cependant s n'est pas r-invariante : pour <p E D0 (§n- 1), 

(S,<p o "'(- <p) = <p('Y(x))- <p(x) + L [(<p('Ym+1 (x))- <p(O))- (<p('Ym(x))- <p(O))] 
mEZ:t 

+ L [(<p('Ym+l(x))- <p(oo))- (<p('Ym(x))- <p(oo))] 
mEZ':_ 

mEZ 

= <p(O) - <p( oo) 

d'où 'Y*S- S = 8o- 8oo. 
Supposons que TE Im(Ln-1 ). Alors il existe une distribution 51 E q-1 (§n- 1) telle que 

T = Ln-1 (SI). Posons U = S1 - S. Comme S1 et S coïncident sur toute fonction <p E !1°(§n-1) 

telle que Supp(<p) c Dr, on a Supp(U) c {O,oo}. De plus, 'Y*U -U = 'Y*S-S-('Y*S1-S1) = 80 -800 • 

Soit gE !1°(§n-1) une fonction localisante égale à 1 sur un voisinage de 0 et à 0 sur un 
voisinage de oo. On a alors, puisque 'Y fixe chaque point de Supp(U), (U, go 1) = (U, g), d'où 

ce qui est absurde et prouve que T tf_ ker Ln-l. 
On a, d'autre part, 

e(T) = L k('Ym(x)) = 1 
mEZ 

d'où cn- 1 (Dr) = kere EB CT. On a donc l'égalité voulue. 

Il reste le cas n = 2 à examiner. Dans ce cas, e est à valeurs dans «::2 . On a ker e c ker ô 
et, plus précisément, 

~ - dx 
kerO = kere EB C -. 

x 

~ - ~ 
En effet, - E nHJR*) c Cf,(JR* ), ker e est de codimension 1 dans kerO et 

x 

ê+ (dx) = r k+(x) dx > 0, 
x }'R.. x 

mais, avec k_ (x) = k+ (-x) on a clairement 

ô(dx) = r k+(x) dx- r k_(x) dx =o. 
X j'iR. X }R• X 
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On a de plus dx = L 1 (Vp), ce qui montre que rcdx c ImL1 , et x x 

Pour l'inclusion réciproque considérons 

Puisque Ô(T) = 1, la distribution T engendre un supplémentaire de kerÔ. Les arguments 
développés dans le cas n ~ 3 précédent peuvent être repris sans modification pour prouver 
la bonne définition de T, sa continuité et le fait qu'elle ne se prolonge pas de manière 
r-invariante en 0 et oo. 0 

1.4. Cohomologie des courants invariants sur §n-I 

Le théorème suivant utilise les outils mis en place dans les sections précédentes et 
constitue le résultat central de ce travail. 

Théorème 4.6. La cohomologie des courants r-invariants sur a!Hr est : 

si p = 0 

si p = 0 

si p = 1 (n ~ 3) 

sinon. 

Preuve. D'après le Lemme 4.4 et le Théorème 3.12, on sait que, pour p < n-1la localisation 
LP est surjective. La Proposition 4.5 donne l'image de la localisation des distributions Ln-I. 

Nous sommes donc dans la situation du diagramme commutatif suivant, dans lequel 
les lignes sont des suites exactes et les colonnes des complexes différentiels : 

0 0 

~ ~ 
0 co ;0 so 

d~ d~ 
0 Cl ;1 Sl 

d~ d~ 

d~ d~ 
0 cn-2 in-2 sn-2 

d~ d~ 
0 cn-1 in-1 sn-l 

~ ~ 
0 0 

où les complexes c•, s• et Q• sont définis par : 
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Ll 

Ln-2 

Ln-1 

0 

~ 
Qo 

d~ 
Ql 

d~ 

d~ 
Qn-2 

d~ 
Qn-1 

~ 
0 

0 

0 

0 

0 

si pi-n- 1 

si p = n- 1. 
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Pour montrer que Q• est bien un complexe différentiel, il faut encore prouver que 
d(Qn- 2 ) c Qn- 1 • Il suffit de vérifier que, pour TE Qn-2, G(dT) =O. 

Pour toute fonction k vérifiant le Lemme 2.19, la somme 

est localement finie, donc 
I: -y*(dk) = I: d(k o -y)= o. 
î'Er î'Er 

On a donc, pour un (n- 2)-courant r-invariant TE Qn- 2 , 

0 = L (T, -y*(dk)) = L (T, dk) 

d'où G(dT) = 0, et dT E Qn- 1 . 

En appliquant le lemme du serpent (Proposition 2.3) au diagramme ci-dessus, on 
obtient une suite exacte longue en cohomologie : 

D'après le Lemme 4.1, on a CP= <CJo EB CJ00 si p = n- 1 et 0 sinon. On en déduit donc 
que HP(C•) = <C[J0 ] EB <C[J00 ] si p = n- 1 et 0 sinon. 

D'autre part, l'action de r sur Dr est libre, propre et discontinue; donc d'après le 
Corollaire 2.23 et le théorème de de Rham (Théorème 2.16), la cohomologie du complexe 
Cf.(Dr) est isomorphe à la cohomologie de de Rham du quotient Dr/f. Un domaine 
fondamental de l'action de r sur Dr = !Rn-1 , {0} est la couronne 

RD= {xE JRn- 1 , a:::; \\x\\:::; 1} ::: §n- 2 x [a, 1] 

donc Dr ;r ::: §n- 2 x § 1 et on peut calculer sa cohomologie de de Rham par la formule de 
Künneth. 

' ' 1 1 

',_ ~ _,' 

... -----------J'_ ~\------------ .. -
' 1 
1 1 

1 ' 
1 1 

1 ' 

'' 
Dr/f pour n = 3 

Action de r sur Dr pour n = 3 

Supposons dans un premier temps que n = 2. Alors Dr ;r est constitué de deux cercles 
disjoints, donc la cohomologie du complexe Cf.(Dr) est de dimension 2 en degrés 0 et 1. Des 
générateurs de H 0 {Cf.(Dr)) sont les fonctions indicatrices lwi- et liR:_ des deux composantes 
connexes de Dr. La 1-cohomologie est engendrée par les 1-courants réguliers dxx sur ces 
composantes connexes. 

De ceci découle que H 0 (Q•) = <C[lJR•] EB C[lJR•]. De plus, on a dx = dx lJR• + dx lJR• = + - x x+ x-

L 1(Vp) E Q1 mais ni d: liR+, ni d: h:_ n'appartient à ker Ô= ImL1 • On a donc H 1 (Q•) = <C[d: ]. 
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Finalement, il reste la suite exacte suivante : 

Les seuls a-courants fermés sur la variété connexe §n-I sont les constantes (qui sont 
effectivement f-invariantes), donc H 0 (S•) = IC[l]. 

La distribution 80 + 800 n'est pas exacte (elle n'annule pas les constantes), donc 
0 i C[80 + 8=] c H 1 (S•). De plus, L 1 (Vp) = d: et, comme la distribution ~x n'est pas 
exacte dans Q• et que L• est un morphisme de complexes, la distribution Vp n'est pas 
exacte dans s•. On a donc également 0 i C[Vp] c H 1 (S•). 

On a C(80 œ 800 ] EB C(Vp] c H 1 (S•) et la nullité de la somme alternée des dimensions 
dans une suite exacte d'espaces vectoriels donne l'inclusion réciproque. Sans utiliser la 
caractérisation des a-courants fermés, la description de l'homomorphisme de connexion c0 

permet d'arriver au même résultat. Cet argument est détaillé ci-après dans le cas de la 
dimension supérieure. Ceci achève la démonstration du Théorème 4.6 dans le cas n = 2. 

Supposons maintenant n ~ 4. Alors, par la formule de Künneth, la cohomologie du 
complexe HP(c;,) est de dimension 1 en degrés o, 1, n-2 et n-1. Cependant, un générateur 
de Hn-I (Cf. (Dr)) est la ( n - 1 )-forme différentielle 

* (dr) * 7ri --:;: A 1rzW 

où w désigne la forme volume sur §n-'2. Mais cette forme n'appartient pas à kerÔ. De ceci 
découle que Hn- 1(Q•) = 0 et la suite exacte se résume alors à : 

o--H0(s·)~C[l]-o--H1 (S·)~c [1r; (d;)] --O-··· 

···--0--+-HP(S•) --+-0---+··· (p E {2, ... ,n- 3}) 

· · ·--o- Hn- 2 (S•) L~-
2 

IC[1r; (w)] C C[8o] EB C[c5oo] i~-l Hn-Ics•)-- o. 

De la première ligne, on tire queL~ et L; sont des isomorphismes. Comme 1ri (d;) = L1(Vp), 

on a H 1 (S•) = IC[Vp]. La deuxième ligne donne HP(S•) = 0 pour 2 ~ p ~ n- 3, et la troisième 
ligne implique que 

dimHn-zcs·) + 1 = dimHn-l(s•) E {1,2}. 

Considérons le générateur T = 1r2w de Hn- 2 (Q•). D'après la construction de 
l'homomorphisme de connexion cn-'2 : Hn- 2 (Q•) Hn-1(C•) détaillée dans la 
démonstration de la Proposition 2.3, l'image de Test la distribution dS E en-I où SE sn-2 

est un prolongement de T: on aT= Ln-2 (S). De plus dS E en-I= C80 œC800 , il existe donc 
des constantes a, fJ E C telles que 

dS = a8o + fJ8oo. 

D'autre part, (dS, 1) = 0 = a + fJ. Supposons a = O. Alors S est fermé et, comme 
Hn-2 (C•(§n-I)) ::::= Hn- 2 (§n-l) = o, il existe u E cn-3 (§n-l) tel que s =dU. Alors on a: 

ce qui est absurde. 
On en déduit donc que cn-2 (Hn- 2 (S•)) = C[80 - 800]. Par suite on a : 
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Ceci achève de prouver le Théorème 4.6 dans le cas n ç 4. 

Il reste le cas n = 3 à étudier. La cohomologie de Cf- (Dr) est alors la cohomologie du 
tore § 1 x § 1 et, comme précédemment, le générateur 1rî ( d;) 1\ 1r2w de la 2-cohomologie de 
Cf-(Dr) n'appartient pas à Q2 • On a alors H 0 (Q•) = C[l], H1(Q•) = C [1ri (d;)J EB C[1r2w] et 
H 2 (Q•) =o. La suite exacte donne donc 

L~ o H 0 (s•) C[l] o 

o- H 1 (S•) ~C [ 1r; ( d;) J œ C[1r2w] LC[8o] œC[8oo] ~ H 2 (S•) -o. 

Ici encore, H 0 (S•) = C[l], mais cette fois dimH1 (S•) = dimH2 (S•) E {1,2}. Comme 
précédemment, le rang de l'homomorphisme de connexion c1 est 1, ce qui entraîne que la 
dimension en question est 1 et termine la preuve du théorème. D 

2.- Cas d'un groupe monogène de type parabolique 

Considérons maintenant un groupe r monogène de type parabolique. Quitte à le 
conjuguer par une isométrie hyperbolique, on peut supposer qu'il fixe oo. On supposera 
de plus qu'il est engendré par une translation. Un tel groupe n'est pas convexe-cocompact. 

Nous commençons par calculer l'exposant critique de r, ce calcul étant valable en 
toute dimension. Par la suite, on sera amené à supposer n = 2. 

2.1. Calcul de l'exposant critique 

Lemme 4. 7. Soit r = (t) où t : x ,..... x+ b est la translation de vecteur b = (b1 , ... , bn-l, 0) E 

JRn-l x {0} vue dans le demi-espace JHrn. Alors 8(f) = ~-

Preuve. Posons T =a o t o a. On a, pour tout xE JEn : 

2g(x) + b 
T(x) = 2ll2g(x) + bjj2 -en avec 

On a, (.j.) désignant le produit scalaire euclidien : 

ag (x)= llx + enll 2e;- 2 (e;jx +en) (x+ en) 

ox; llx + enll 4 

d'où 

g(O) =en et ôg (O) = { e; s~ ~ ~ n 
ôx, -en Sl z - n. 

Alors, pour i < n : 

OT (O) = 22il2en + bjj2e;- 2 (2e;j2en + b) (2en + b) 

ÔX; ll2en + bll4 

4 [ 2b;(2en+b)] 
= ll2en + bll 2 e; - ll2en + bll 2 

OT (O) = 2 -2jj2en + bjj 2en- 2 (-2enl2en + b) (2en + b) 

OXn li2en + bjj 4 

4 [ 2en + b ] 
= ll2en + bll 2 -en+ 

4
ii2en + bll2 . 
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La jacobienne de T en 0 s'écrit donc Jaco(T) = ll2en ~ bii2A où 

1- 2bî 2bzbl 4bl 
ll2en + bll2 ll2en + bll2 ll2en + bll2 

blb2 2b2 4bz 1- 2 
A= ll2en + bll2 ll2en + bll2 ll2en + bll2 

4bl 4bz 8 
-1+ ll2en + bll2 ll2en + bll2 ll2en + bjj2 

n 

Nous allons calculer IIAII~ = L IIAeill2. Pour i < n, on a: 
i=l 

On a donc 

n-1 

IIAII~ = L IIAe;ll2 + IIAenll2 
i=l 

Comme Tm s'obtient, pour mEZ, en remplaçant b par mb, on a Il Jac0 (Tm)ll = umvm où : 

La série de Poincaré absolue <I>.(O) = L (umvm) 8 est donc de même nature que la série 
de Riemann mEZ 

48n~ 1 

llbll 28 L lml 28 
mEZ 

convergente si et seulement si s > ~- On en déduit donc <5(r) = ~- D 
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2.2. Courants portés par l'ensemble limite 

Dans toute la suite de cette section, on suppose que n = 2 et, sans perte de généralité, 
que b = 1. 

Conformément à la Définition 2.26, on note, pour un entiers EN et un (1- p)-vecteur 
ç tangent en 0 à§\ D8 8f' le ]rCOurant de Dirac 4>*(D 8 8ç) où 4> = 4>2 0 4>1 1 est le changement 
de carte x f-+- r!r (cf. p.l4). 
Lemme 4.8. Le complexe des courants r-invariants sur § 1 à support dans l'ensemble 
limite Ar est réduit à 

si p = 1 
si p =o. 

Preuve. D'après le Corollaire 2.28, il suffit de chercher lesquels des courants de Dirac en 
oo sont invariants par la translation t, ou encore lesquelles de leurs images par 4>* sont 
invariantes par T = a o t o a. 

Supposons d'abord p = 1 : nous cherchons les dérivées de 80 invariantes par T. Pour 
cela, nous utilisons un résultat concernant les dérivées successives d'une composée et dont 
la vérification est immédiate par récurrence : pour sEN* et r.p E 0°(IR), 

s 

(r.p o T/s) = :~::>;i.p(p) o T 
p=1 

où chaque coefficient a~ est un polynôme homogène de degré p en T', T", ... , T(s-p+ 1l. Plus 
précisément, on a, pour s ~ 1 : 

{ 

af = T(s) a~ = (T1
)

8 

'ïlp E {2, ... , s }, a~H = (a~)'+ a~_ 1 T1 

as = m(m-1) (T')m-2TII SÏ m >- 2 
s-1 2 "-' · 

Alors on a, pour r.p E 0°(IR) et sEN* : 

s s 

( T*bbs), r.p) = L a;(o)r.p(P) o T(O) = L a;(o)r.p(P) (0) 
p=1 p=1 

d'où T*bbs) = L:;=1 a~(0)8bp). En particulier, le sous espace vectoriel v= œ;=1 C8bp) est stable 
parT*. Comme T'(O) = 1 et T"(O) = -2, on a a~(O) = 1 et a~_ 1 (0) = -s(s- 1). On en déduit 
que la matrice de l'endomorphisme de V induit par T* relativement à la base (8bPl)~= 1 est 
de la forme: 

La matrice M- idv est donc de rang s- 1 et le sous-espace propre associé à la valeur 
propre 1 est engendré par 8~. Comme 800 est évidemment r-invariante, ceci achève de 
prouver que C/-(§ 1

) = C800 œC8:X,. 
Supposons maintenant que p =O. Soit sEN et T = (J~)(s). Pour r.p E 0°(IR), on a 
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de sorte que dT = -J~+l). Puisque les espaces CF(§\ Ar) forment un sous-complexe de 
C[(§ 1

), pour queT soit r-invariant, il est nécessaire que dT le soit. D'après l'étude du cas 
p = 1 ci-dessus, on a donc s + 1 E {0, 1 }, qui entraîne s =O. 

Réciproquement, si w E 0 1 (§ 1
) s'écrit localement w = <pdx, on a: 

ce qui prouve que J a est bien T-invariante. 
trz D 

Lemme 4.9. La cohomologie des courants r -invariants sur § 1 à support dans Ar = { oo} 
est : 

si p = 1 
sinon. 

Preuve. La distribution 1500 n'est pas exacte car elle n'annule pas les fonctions constantes. 
En revanche, d(c5~) = -J~ comme on l'a vu précédemment. Il en résulte que [J~] = 0 et 

a; 

que J~ n'est pas fermée. 0 
a; 

2.3. Courants sur le domaine de discontinuité 

Définition 4.10. Pour <p E 0°(§ 1), on pose: 

(Pf(dx),<p) = lim lA [<p(x)- <p(oo)]dx. 
A-+oo -A 

Lemme 4.11. Cette expression définit une distribution r-invariante Pf(dx) sur§\ appelée 
partie finie de dx. 

Preuve. Soit <p E 0°(§ 1); considérons un développement limité de <pau voisinage de oo : 

où t: est une fonction de limite nulle en oo (donc bornée). On a alors, pour A E IR"f-

l A [<p(x)- <p(oo)] dx = f [al +a~ + ~t:(x)] dx + 11 
[<p(x)- <p(oo)J dx 

-A 1[-A,-1]U[1,A] X X X -1 

= 2a2 (1- Al) + { t:(~) dx + 11 
[<p(x)- <p(oo)] dx 

1[-A,-l]U[l,A] X -1 

1 t:(x) 11 
A-+oo 2a2 + - 2 dx + [<p(x)- <p(oo)J dx 

]-oo,-l]U[l,+oo[ X -1 

ce qui prouve que la forme linéaire Pf(dx) est bien définie, sa linéarité étant évidente. Si 
(<pm)mEN est une suite de fonctions de 0°(§ 1) convergeant vers 0 au sens de la topologie coo 

de Schwartz, on a, avec des notations similaires : 

(P f(dx), 'Pm) = 2aT + /
1 

['Pm(x)- r.pm(oo)J dx + 1 fm~x) dx. 
-1 ]-oo,-l]U[1,+oo[ X 

Pour tout sEN, (r.p~l)mEN converge uniformément vers 0, donc dans cette somme tous les 
termes tendent vers O. On en déduit que Pf(dx) est continue; c'est donc une distribution 
sur § 1

• Montrons maintenant qu'elle est invariante par t. 
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Avec le même développement limité, on a : 

l A ~A+l 
(Pf(dx),<pot)= lim [<p(x+1)-<p(oo)Jdx= lim [<p(x)-<p(oo)Jdx 

A-+-t-oo -A A-co -A+l 

!

AH !A ~-A 1A+l [<p(x)- <p(oo)J dx = [<p(x)- <p(oo)J dx + [<p(x)- <p(oo)J dx + [<p(x)- <p(oo)J dx 
-A+l -A -A+l A 

[<p(x)- <p(oo)J dx = a1 + a2 + 2 E(x) dx 
!

A+1 !A+1 ( 1 ) 
A A X X2 X 

I
A+11 [1 1 ] !A+1 ~:(x) = a1ln -- + a2 - - -- + - dx 

A A A+ 1 A x 2 

Pour A suffisamment grand, on a jEj ::::; 1 sur [A, A+ 1} ; alors 

I!
A+1 E(x) dxl ~!AH dx = _!_- _1_ 0 

A x2 "" A x2 A A + 1 A-+oo 

de sorte que 

!
A+1 

lim [<p(x)- <p(oo)J dx =O. 
A-+oo A 

Remplacer A par -A dans ces calculs permet de prouver également que 

lim ~-A [<p(x)- <p(oo)J dx =O. 
A-+oo -A+1 

On a donc (Pf(dx),<pot) = (Pf(dx),<p), d'où Pf(dx) E Cf,(§ 1
). D 

Proposition 4.12. La localisation des distributions r-invariantes L 1 : Cf,(§ 1) Cf( Dr) 

est surjective. 

Preuve. Le groupe r agit librement, proprement et discontinûment sur Dr et le quotient 
Dr /f::::: § 1 est compact et connexe donc, d'après le Lemme 3.13, on a ker e c lm L1 . D'autre 
part, 

Cf,(JR) = kere œ Cdx. 

En effet, la fonction k (cf. Lemme 2.19) est continue, positive et non nulle donc G(dx) >O. 
Le sous-espace ker e étant un hyperplan de Cf(§ 1), la 1-forme r-invariante dx en engendre 
donc un supplémentaire. 

Mais Pf(dx) est un élément de Cf,(§ 1) qui vérifie L 1 (Pf(dx)) = dx, ce qui prouve que 
Cdx c ImL1 , donc que ImL1 = Cf(JR). D 

2.4. Cohomologie des courants invariants sur § 1 

Nous appliquons une technique similaire à celle du cas hyperbolique et obtenons le 
théorème suivant. 

Théorème 4.13. La cohomologie des courants r-invariants sur aJHP est 

si p = o 
si p = 1 

sinon. 

Preuve. D'après le Lemme 4.7, 8(r) = ~ donc, d'après le Théorème 3.12, la localisation 
des p-courants tels que p < 2- 1 - 8(r) = ~' c'est-à-dire p = 0, est surjective. D'après la 
Proposition 4.12, la localisation des distributions l'est également. On est donc dans la 
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situation du diagramme commutatif suivant, dans lequel les lignes sont des suites exactes 
et les colonnes des complexes différentiels : 

0 0 0 

j j j 
0 ---+-co _.:_io--+- so ---'L=--o-- Qo ---+- 0 

dj dj dj 
0 ---+Cl il Sl L! Ql ---+-0 

j j j 
0 0 0 

Les complexes c•, s• et Q• désignent respectivement Cr(§\ Ar), Cr(§ 1) et Cr(Dr ). Ceci 
donne, d'après le lemme du serpent (cf. Proposition 2.3) une suite exacte en cohomologie: 

Le Lemme 4.9 donne la cohomologie du complexe c• et l'action de r sur Dr est 
libre, propre et discontinue, donc d'après le Corollaire 2.23 et le théorème de de Rham 
(Théorème 2.16), la cohomologie du complexe Q• est isomorphe à la cohomologie de de 
Rham du quotient Dr fr. Un domaine fondamental de l'action de r sur Dr= lR est [0, 1], 
d'où H 0 (Q•) = C[l] et H 1 (Q•) = C[dx]. En effet, dx est une 1-forme différentielle fermée qui 
n'est pas exacte dans Q•. La suite exacte précédente se réduit donc à : 

Les constantes sont les seuls 0-courants fermés sur la variété connexe § 1 et 
sont effectivement r-invariantes, donc H 0 (S•) = C[l]. L'application L~ est donc un 
isomorphisme. L'homomorphisme de connexion c0 est nul par exactitude de la suite et 
i; est injectif. Comme L;([Pf(dx)]) = [dx], on a bien H 1 (S•) = C[600 ] EBC[Pf(dx)]. D 

3.- Cas d'un groupe élémentaire 
Dans cette section on applique les résultats précédents pour déterminer la cohomologie 

des courants r-invariants lorsque r est un groupe kleinéen élémentaire. Comme on l'a 
rappelé au Théorème 3.15, un groupe kleinéen élémentaire de type hyperbolique contient 
un sous-groupe d'indice fini engendré par une loxodromie. 

Avant de détailler l'étude de ces groupes élémentaires de type hyperbolique, 
remarquons que, lorsque n = 2 un sous-groupe élémentaire de type parabolique est toujours 
monogène, engendré par une translation si le point fixe est oo. Ce résultat est exposé dans 
[FreJ Lemme 1.9 p.12. 

3.1. Cas hyperbolique 

Nous supposons donc que rest un groupe kleinéen élémentaire de type hyperbolique, 
et que ro est un sous-groupe monogène de r d'indice fini. Quitte à conjuguer r par une 
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isométrie hyperbolique, on supposera également que l'orbite finie der est {0, oo}. Le groupe 
f 0 satisfait alors les hypothèses de l'étude précédente du cas monogène hyperbolique. 

Alors, d'après le Lemme 3.16, pour tout complexe différentiel sur lequel r agit, on a 
une notion de moyenne, qui est une rétraction du sous-complexe des éléments f 0-invariants 
sur celui des éléments r-invariants. En particulier, cette moyenne induit une surjection en 
cohomologie. 

C'est notamment le cas du complexe des courants r-invariants sur §n- 1• 

Théorème 4.14. Si n ~ 3, la moyenne m• est un quasi-isomorphisme de Cr
0
(§n- 1) sur 

Cr(§n-1). En particulier, la cohomologie des courants r-invariants sur §n-1 est : 

si p = o 
si p = 1 

si p = n- 1 
sinon. 

Preuve. Puisque, pour tout p, la moyenne m. : HP(Cr
0
(§n- 1)) HP(Cr(§n- 1)) est 

une surjection, il nous suffit d'appliquer la moyenne à chacun des générateurs de la 
cohomologie du complexe Cr

0
(§n- 1) donnés au Théorème 4.6; leurs images engendrent 

alors la cohomologie cherchée. 
Puisque {0, oo} est une orbite de r, la distribution 80 + 800 est r-invariante, donc égale 

à sa moyenne. Il en est bien sûr de même des fonctions constantes, qui engendrent donc 
la a-cohomologie. 

Il reste le cas p = 1 à examiner, pour lequel nous supposons n ~ 3. La forme volume 
euclidienne w sur §n-2 est telle que 1r2(w) est f 0-invariante. En effet, on a, pour une 
homothétie 'Ya (a E]O, 1[) : 

'Y~ (1r;(w)) = (1r2 o 'Ya)*(w) 

avec 1r2 o 'Ya = 1r2. Les éléments de SO(n- 1) étant des isométries euclidiennes, 1r2(w) est 
également invariante par ce groupe. Elle l'est donc par le groupe f 0 • 

On peut donc considérer sa moyenne w = mn-2 (1r2(w)), et : 

(m1(Vp),w) = (Vp,mn-2(w)) = (Vp,w) = [r :1r] L ln-1 7r~ (~) /\"f*(7r;(w)). 
0 '?Ho \f IR '-{0} 

Puisque tout 'Y E r préserve l'orientation, chacune de ces intégrales est celle d'une 
fonction positive. On en déduit donc que (Vp,w) =/; 0, donc que m. est un isomorphisme. 

D 
Ce résultat n'est plus vrai lorsque n = 2, comme nous allons le montrer. Nous 

commençons par caractériser les sous-groupes discrets élémentaires de type hyperbolique 
de Conf+(§1). 

Proposition 4.15. Tout sous-groupe discret élémentaire de type hyperbolique de Iso+(JHP) 
est conjugué à 1 'un des groupes suivants : 

• un groupe monogène r = ba) engendré par une homothétie z t-+- az où a E]O, 1[; 
• un groupe engendré par une telle homothétie et 1 'inversion cp : z t-+- - ~. 

Preuve. Quitte à conjuguer r par une isométrie, on se ramène à nouveau au cas où 
r préserve {O,oo}. D'après le Théorème 3.4, Iso+(JHP) s'identifie à PSL(2,1R) agissant par 
homographies. 

Soit a E PSL(2, IR) d'ordre fini. On a 

a=(: !) 
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L'ensemble {0, oo} étant a--invariant, u fixe ou échange 0 et oo. On a 

{ 
u(O) = 0 Ç:::::} { b = 0 {::::::::> u = (a 0 ) : z r--+ a2 z 

u( oo) = oo c = 0 0 a- 1 

{ 
u(O) = oo Ç:::::} { d = 0 {::::::::> u = ( 0 b) : z r--+ _ b

2 

u( oo) = 0 a = 0 -b-1 0 z 

Il est facile de voir que u n'est d'ordre fini que lorsque, dans le premier cas, a = ±1 

(u =id) ou, dans le second cas, b = ±1. D 
Proposition 4.16. Soit r = ba, cp) le groupe kleinéen élémentaire de type hyperbolique 
engendré par l'homothétie 'Ya : z r--+ az et l'inversion cp : z r--+ -~. La cohomologie des 
courants r-invariants sur § 1 est . 

{

C[1] sip=O 
HP(Cî-(§ 1

)) = c
0 

[Jo+ J=] si p = 1 

sinon. 
Preuve. Ici, f 0 = ba) et, comme précédemment, parmi les générateurs de la cohomologie 
énumérés au Théorème 4.6, les constantes et la distribution J0 +J= sont r-invariantes donc 
égales à leur moyenne. 

En revanche, pour cp E 0°(§ 1
), le changement de variable u = ~ donne : 

(Vp,r.p o cp)= lim ~~ 'P 0 cp(x)- 'P 0 cp(-x) dx = lim ~~ 'P (-~)- 'P (~) dx 
o-o o X o-o o X 

=- lim r cp(-u) ~ cp(u)udu =- (Vp,r.p) 
o-o}l U 

e 

On a donc cp*Vp= -Vp, d'où m 1 (Vp) =O. D 

3.2. Quelques mots du cas elliptique 
Soit r un groupe élémentaire de type elliptique, c'est-à-dire un sous-groupe fini de 

Conf+(sn-1). On peut remarquer que l'ensemble limite est vide, que l'exposant critique est 
nul et que la localisation des courants est l'identité. 

Puisque le groupe trivial est un sous-groupe d'indice fini de r, on peut considérer la 
moyenne des courants sur sn-l : 

m• : c•(sn-l) ---+- c;(sn-l) 

1------+- Ca~dr L 'Y*T. 
rEr 

T 

A nouveau, d'après le Lemme 3.16, m• est une rétraction de complexes. 
Proposition 4.17. La moyenne m• est un quasi-isomorphisme de c•(sn- 1) sur c;(sn- 1). 

En particulier, la cohomologie des courants r-invariants sur sn-l est : 

{ 

C[l] si p= 0 
HP(Cî-(§n- 1

)) = c
0 

[mn-l (w)] si p = n- 1 

sinon, 
où w désigne une forme volume sur sn- 1 . 

Preuve. Puisque la moyenne est une rétraction, l'application 

m*: H•(c-(sn-1)) H•(c;(sn-1)) 

est surjective. On en déduit immédiatement, d'après le théorème de de Rham (cf. 
Théorème 2.16), que HP(C;(sn- 1)) = 0 pour p ~ {O,n- 1} et dimHP(Ci-(Sn- 1)) ~ 1 pour 
pE{O,n-1}. 

Puisque les constantes sont r-invariantes, on a également H 0 (C;(sn-1)) = C[l]. Enfin, 
r préservant l'orientation, mn-1 (w) n'annule pas les constantes donc n'est pas exacte. On 
a donc Hn-l (q(sn-1)) = C[mn-l (w)] =1- O. D 
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4.- Application aux formes automorphes 
Le but de cette section est de voir la conséquence des résultats précédents sur 

la cohomologie des formes automorphes d'un groupe kleinéen élémentaire sur l'espace 
hyperbolique, ce qui a constitué la motivation initiale de ce travail. 

4.1. La transformation de Poisson 

L'outil que nous utilisons est la transformation de Poisson, que P.-Y. Gaillard 
introduisit dans [Gal], généralisant la transformation de Poisson connue sur les fonctions 
comme solution du problème de la chaleur. 

Nous commençons par rappeler les propriétés de cette transformation qui nous seront 
utiles. Signalons toutefois que la définition originale de la transformation de Poisson 
concerne une classe plus étendue d'objets : les hyperformes, c'est-à-dire les formes linéaires 
continues sur l'espace des formes différentielles analytiques sur âlHI"'. 

Théorème 4.18 [Gal théorèmes 1, 2, 3]. Il existe une famille d'applications (<I>P)~=o 

if..P ·. cp ca=) ----- AP c=) 'l' li1l he li1l pE{O, ... ,n-1} 

<I>n : iC A~c (!Hf') 

telle que 

1) <1>0 est la transformation de Poisson usuelle, 
2) <f>P commute aux isométries hyperboliques, 
3) (n- 1- 2p)<f>P+l o d = (n- 1- p)d o <f>P pour p E {0, ... , n- 2}, 

4) <I> "t' o d = n~l * <I> ";-' * si n est impair, 
5) pour toute distribution T E cn-l(âiHI"'), d 0 cpn-lT = (1- n) Umnn T) w où w désigne la 

forme volume hyperbolique. 
6) si p =1- n~l, ct>P est un isomorphisme, 
7) sin est impair, ker <I> ";-

1 est l'espace des (n~l )-courants cofermés et lm <I> ";-
1 

est l'espace 
des (n2 1 )-formes automorphes fermées et cofermées. 

La transformation de Poisson ct>P est donnée, pour p # n - 1, par un noyau </Jp, qui est 
une (p, n- 1- p)-forme double (cf. [Rh] §7 p.35) sur lHl"' x â!Hf'. Pour l'expression explicite 
de cj>P, voir [Gal]lemmes 1 et 3. Alors, si T est un p-courant sur âlHI"', on a : 

<f>P(T)(x) = { cj>P A (1 Q9 T). 
J{x}x8liJin 

On trouve également dans [Gal] une construction visuelle de la transformation de Poisson 
d'une forme différentielle n: E f!P(â!HI"). 

Soit r un groupe kleinéen (éventuellement trivial). Complétons le complexe des 
courants r-invariants sur â!HI" en posant 

si p =1- n 
si p = n. 

On munit l'espace gradué v·= œ;=O DP d'une structure de complexe différentiel grâce 
à l'augmentation des distributions 

1: vn-1 ---+Dn = iC 

T (T, 1) 
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qui prolonge l'intégration sur 81HF' des (n -1)-formes différentielles. On peut remarquer que 
l'application linéaire <Pn est définie par <Pn(1) = w, et que le point 5 du Théorème 4.18 peut 
être lu comme do <Pn-1 = (1- n) J o<Pn. On pose enfin X= lHF' ;r. 
Corollaire 4.19. Si n est pair, les complexes n• et Ah_c(X) sont isomorphes. Plus 
généralement, la transformation de Poisson induit un isomorphisme de HP(D•) sur 
HP(Ah.c(X)) sip~{n;- 1 ,nt 1 } et un morphismesurjectifdeHn"i

1
(D•) surHn"i

1
(Ah.c(X)). 

Preuve. Supposons n pair. Considérons la suite (ap)~=o définie par : 

{ 

ao = 1 an= (1- n)an-1 
n -1- 2p 

'ïlpE{O, ... ,n-2},ap+1= 
1 

ap 
n- -p 

et posons ~ = ap<PP. On a le diagramme suivant : 

0---+- d d d J ---+-0 

_..::.d____..A~;,- 1 (X) _..::.d____..AJ:c(X) ----0. 

Montrons que ce diagramme est commutatif, c'est-à-dire que <î>• est un morphisme de 
complexes. Pour p E {0, ... , n- 2}, on a, d'après les points 3 et 5 du Théorème 4.18 et la 
construction de la suite (ap) : 

<PP+1 o d = ap+1 <PP+l o d = apd o <PP = d 0 <PP ~ (n- 1 - 2p) ( n- 1 - p ) ~ 
n - 1 - p n - 1 - 2p 

<Pn 0 = an<Pn 0 = (1- n) an-1 -- d 0 <Pn-1 = d 0 <Pn-1 ~ J J 1 ~ 
1-n 

Puisque, pour tout p, ap est non nul, <î>• est donc un isomorphisme de complexes. 
Si n est impair, on ne peut pas construire un isomorphisme en «rectifiant» ainsi 

la transformation de Poisson car le diagramme présente un défaut de commutativité 
do <P n-;

1 
= o tandis que <P nt

1 

o d = n;-1 * <P n-;
1 *, où * est l'opérateur de Hodge. 

Néammoins, pour tout p E {0, ... , n} ....._ { ~ }, on peut considérer l'application 

JP: HP(D•) -----+-HP(Ah.c(X)) 

[T] [<PP(T)]. 

Montrons que JP est bien définie. Si, pour TE DP, [T] = 0, il existeS E DP-1 tel queT= dS. 
Supposons p < n. Alors, d'après le point 3 du Théorème 4.18, 

<PP(T) = <PP o d(S) = n-p do <PP-1 (S) 
n + 1- 2p 

d'où [<PP(T)] =O. Si p = n, on aT= 0 donc [<Pn(T)] =O. L'application JP est donc bien définie. 
Soit [T] E HP(D•) tel que JP([T]) = o. Alors il existe a E A~~ 1 (X) telle que <PP(T) = da. 

Comme p- 1 ::/ n;-1' <PP-1 est bijective. Posons s = (<PP-1 r 1 (a) et supposons p < n. On a : 

d'où dS-T E ker <PP. 
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Or, si p =f. n21
, <PP est injective donc T = dS, ce qui prouve que [T] = 0 et que JP est 

injective. Enfin, si p = n, on a Af:c(X) = Cw, donc <Pn(T) = 0 et T = O. Par suite Jn est 
injective. 

Montrons maintenant que JP est surjective. Soit [a] E HP(Ah,c(X)). En particulier, a est 
fermée et cofermée. Si p =1- n;- 1

' <PP est bijective. Si p = n;- 1
' lm <PP = {,8 E A~c(X), d,B = 0} 

d'après le point 7 du Théorème 4.18. Dans les deux cas, il existe TE DP tel que a= <PP(T). 
Alors 

JP([T]) = (<PP(T)] =(a] 

ce qui prouve que JP est surjective dans tous les cas. D 

4.2. Le cas hyperbolique 

On se place à nouveau dans le cas où r est un groupe kleinéen élémentaire de type 
hyperbolique. Quitte à le conjuguer par une isométrie hyperbolique, on suppose de plus 
que r préserve {O,oo}. Soit r 0 un sous-groupe monogène d'indice fini der, engendré par 
une loxodromie. 

Notons X= W ;ret X 0 = W jf 0 . Dans le théorème suivant, on note m• le morphisme 
de moyenne de Ah,c(Xo) sur Ah,c(X). 

Théorème 4.20. Sin;? 3, le complexe des formes automorphes harmoniques cofermées 
relativement au groupe r a la p-cohomologie du cercle pour p =1- nt1 . Plus précisément, 

si p = 0 

si p = 1 

si p ;? 1 et p =1- nt1 
0 

Preuve. Soit p E {0, ... ,n} "{nt1 }. D'après le Corollaire 4.19, HP(Ah,c(X)) est engendré par 
les transformés des générateurs de la cohomologie du complexe n• précédemment défini. 

Si p ~ n- 2, on a HP(D•) = HP(Cr(§n- 1
)), dont les générateurs ont été listés au 

Théorème 4.14. 
D'autre part, J 80 = J 800 = 1, l'augmentation J est donc une forme linéaire non nulle 

donc surjective, d'où Hn(D•) =O. La distribution 80 + 800 (qui engendre Hn-1 (Cr(§n- 1)) 

lorsque n;? 3) n'appartient pas à ker J donc Hn- 1(D•) =O. 

De ceci découle que, toujours pour p =1- nt1 , 

dimHP(Ah,c(X)) { = O si p ~ {O, 1} 
~ 1 sipE {0,1}. 

Nous déterminons maintenant les générateurs de cette cohomologie. Il est clair 
que les constantes sont des 0-formes automorphes fermées et cofermées. On a donc 
H 0 (Ah,c(X)) = C[l]. Montrons maintenant que la 1-forme 1ri (d;) est automorphe pour 
le groupe f 0 , fermée, cofermée et non exacte. Elle est trivialement fermée et on a, (1) 
désignant le produit scalaire euclidien : 

V x E lHf, Vu E Txlflf, . (dr) (xlu) 
7r1 -; x .u = llxll 2 

donc 1ri ( d;) est à croissance modérée. Montrons que sa codifférentielle est nulle, en utilisant 
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l'opérateur * de Hodge, qui ici vérifie *dxi = ( -1)i- 1 ---;;kdx1 1\ ... 1\ ;J;i 1\ ... 1\ dxn : 
Xn 

d*7r~ (~) =d* [ll:ll 2 ~xidxi] 

[ 
1 ~ "1 ~ l =d n-2 2 

L..,.(-1)'- Xidxll\ ... 1\dxil\ ... 1\dxn 
Xn llxll i=l 

( 
1 ) ~ "1 ~ =d n-2 2 

1\L)-1)'-xidxll\ ... 1\dxil\ ... 1\dxn 
Xn llxll i=l 

1 ~ . 1 ~ + 2 L..,.(-1)'- dxil\dxll\ ... 1\dxil\ ... 1\dxn 
x~- llxll 2 i=l 

= (- n-; 
4 

t Xi dxi) 1\ (t ( -l)i-l Xi dx1 1\ ... 1\ dx; 1\ ... 1\ dxn) 
Xn llxll i=l i=l 

- ( n~;- 2 
2 

dxn) 1\ (t(-1)i- 1x;dxli\ ... I\;J;;I\ ... I\dxn) 
Xn llxll i=l 

n + 2 dx1 1\ ... 1\ dxn 
x~- llxll 2 

1 
_ 2 l [-2-(n-2)+n]dxll\ ... l\dxn 

x~ llx 12 

=o. 

Ceci entraîne que 1ri ( d;) E A~c(Xo) ; cette forme n'est pas exacte car ses primitives 
sont les fonctions x ~-+-log llxll + K, où K est une constante, qui ne sont pas f 0-invariantes. 

Puisque la transformation de Poisson commute aux isométries hyperboliques, on 
obtient, d'après les propriétés du 1-courant m 1 (Vp) détaillées dans la démonstration du 
Théorème 4.14, que m1 (1ri (d;)) est une forme automorphe relativement au grouper qui 
est fermée, cofermée et non exacte. D 

On peut appliquer la même méthode au cas n = 2. 

Théorème 4.21. Sin = 2, la cohomologie des formes automorphes harmoniques cofermées 
relativement au groupe r est 

si p = o 
si p = 1 et si r est monogène 
sinon. 

Preuve. Ici, n est pair, donc la cohomologie du complexe Ah.c(X) est isomorphe à celle du 
complexe n• d'après le Corollaire 4.19. Bien sûr H 0 (Ah.c(X)) = C[l] et, comme dans la 
démonstration du Théorème 4.20, on a H 2 (D•) =o. 

Si r est monogène engendré par une loxodromie, d'après le Théorème 4.6, l'espace 
H1 (Cr(§1)) est engendré par J0 + J= et Vp. La distribution J0 + J= n'est pas fermée pour 
l'augmentation J; en revanche on a J Vp = 0 puisqu'il s'agit de l'intégrale d'une fonction 
impaire sur un intervalle centré en O. On a donc H 1 (D•) = C, [V p] et dim H 1 (Ah.c(X)) = 1. 

Comme précédemment, on vérifie que 1ri(d;) en est un générateur. Bien sûr, les autres 
groupes de cohomologie de Ah.c(X) sont nuls. 

Si r n'est pas monogène, on a, d'après la Proposition 4.16, H1 (Cr(§ 1))) = o d'où 
H 1 (D•) = 0 et H 1 (Ah.c(X)) =O. 0 
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4.3. Le cas parabolique 

On suppose maintenant que n = 2 et que r est un groupe kleinéen monogène de type 
parabolique. Quitte à le conjuguer par une isométrie hyperbolique, on peut le supposer 
également engendré par la translation t : z f-+- z + 1 dans lHP. 

Théorème 4.22. La cohomologie des formes automorphes harmoniques cofermées 
relativement au grouper est : 

HP(A• (X))= { C[l] 
he C[dx] 

si p = 0 

si p = 1. 

Preuve. D'après le Corollaire 4.19, cette cohomologie est isomorphe à celle du complexe 
D•. Comme 800 E D 1 vérifie J 800 = 1, l'augmentation est une forme linéaire non nulle donc 
surjective : H 2 (D•) = o. 

On a bien sûr H0 (D•) = H0 (Cr(§ 1)) = C[1]. D'après le Théorème 4.13, un générateur de 
H1 (Cr(§ 1)) est la distribution Pf(dx), qui vérifie 

! Pf(dx)= lim lA dx=O. 
A-+-too -A 

Ceci entraîne que ce générateur est fermé au sens du complexe n•, donc que l'on a encore 
H 1 (D•) = C[Pj(dx)]. 

On en déduit que la p-cohomologie du complexe A•(x) est de dimension 1 en degrés 
p = 0 et p = 1 et nulle en les autres degrés. Bien sûr, on a H0 (Ahc(X)) = C[l]. Il reste donc 
à vérifier que la 1-forme dx sur lHP est une forme automorphe fermée cofermée non exacte. 
Cette vérification est immédiate. D 

4.4. Quelques mots du cas elliptique 

Cette méthode peut encore être appliquée au cas où le groupe r est élémentaire de 
type elliptique, c'est-à-dire fini. 

Proposition 4.23. Pour p :p nt1 , la p-cohomologie des formes automorphes harmoniques 
cofermées relativement à un sous-grouper discret élémentaire elliptique de Conf+(§n- 1) 

est : 

{
C[l] sip=O 

HP(Ahc(X))= 0 . ...J.O t ...J.n+1 s1 p ..,... e p r -
2
-. 

Preuve. D'après le Corollaire 4.19, cette cohomologie est engendrée (et de manière 
isomorphe si p # n;-1

) par les images des générateurs du complexe D•. 
La cohomologie en degré ~ n- 2 des courants r-invariants sur §n-I n'est pas altérée 

par l'augmentation des distributions : HP(D•) = HP(Cr(§n- 1)) pour p ~ n- 2, ces espaces 
étants connus par la Proposition 4.17. 

En revanche, comme on l'a vu dans la démonstration de la Proposition 4.17, on a 
mn-l (w) f/: ker J, de sorte que nn-l (D•) = O. Enfin, l'augmentation J n'est pas identiquement 
nulle donc elle est surjective et nncn•) =o. D 

4.5. Conclusion : conjecture de Borel-Harder 

Les résultats des Théorème 4.20, Théorème 4.21, Théorème 4.22 et Proposition 4.23 
peuvent être confrontés à la cohomologie du complexe n•(x) des formes r-invariantes 
sur !HI". Il est cependant à remarquer qu'on est toujours amené à supposer n pair pour 
appliquer pleinement ces résultats. 
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Théorème 4.24. Si n est pair, la Conjecture 0.1 est vraie pour un groupe kleinéen 
r c Iso+(!Hr) élémentaire de type hyperbolique. 

Preuve. A nouveau, quitte à conjuguer r par une isométrie hyperbolique, plaçons nous 
dans le cas où le groupe r préserve {0, oo} et soit f 0 un sous-groupe d'indice fini de r 
engendré par une loxodromie 'Y= "fa aR. Posons X= IHrn ;r et Xo = IHrn /fo. 

Alors, d'après le Lemme 3.16, on a une surjection m. de HP(X0 ) sur HP(X). 
Un domaine fondamental pour 1 'action de r 0 sur IHrn est la demi-couronne 

{xE lHI",a ~ llxll < 1} 

et le quotient X 0 a le type d'homotopie d'un cercle. 

Action de r sur IHrn ( n = 2) X pour n = 2 

' 
' ' ' 

' 

' ' ' ' 

On en déduit que HP(X) = 0 pour p tf_ {0, 1}. Bien sûr, H 0 (X) = C[l] et il reste le cas 
p = 1 à examiner. On a aussi H 1 (X0 ) =re [1rj (d;)] donc H 1(X) est engendré par m1 (1rj (d;)). 
C'est également un générateur de la 1-cohomologie de Ai,c(IHrn) lorsque n;;::: 4 comme on l'a 
vu au Théorème 4.20. 

Supposons maintenant que n = 2. Puisque la transformation de Poisson est linéaire et 
commute aux isométries hyperboliques, elle commute également à la moyenne, de sorte 
que: 

ml ( 7f; ( d:)) = ml(<Pl(Vp)) = <Pl(ml(Vp)) = 0 

d'après le Théorème 4.21. 
Dans les deux cas, l'inclusion Ai,c(X) ---- n•(x) est un quasi-isomorphisme. 0 

Théorème 4.25. La Conjecture 0.1 est 
parabolique d'isométries de Iff. 

vraie pour un groupe monogène de type 

Preuve. Soit r un tel groupe, dont on peut supposer qu'il est engendré par la translation 
t: z f-+- z + 1. Un domaine fondamental de l'action de r sur Iff est la bande 

{ z E JH[
2

, 0 ~ Re(z) ~ 1}. 

Action de la translation sur JHl2 Iff ;r 
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Le quotient JHf2 ;ra le type d'homotopie d'un cercle; la cohomologie du complexe n•(x) 
est engendrée par les constantes en degré 0 et la 1-forme dx en degré 1. Ce sont également 
les générateurs de H 1 (Ahc(X)) d'après le Théorème 4.22. D 
Proposition 4.26. Si n est pair, la Conjecture 0.1 est vraie pour un groupe kleinéen 
r c Iso+(JHF) élémentaire de type elliptique. 

Preuve. L'espace hyperbolique est contractile, donc la cohomologie du quotient X de lHF 

par un tel groupe est la cohomologie der, qui est fini. C'est donc la cohomologie du point, 
identique à celle calculée à la Proposition 4.23. D 

P.-Y. Gaillard m'a communiqué une démonstration de la Conjecture 0.1 dans le cas 
plus général du quotient d'un groupe de Lie G connexe simple de rang 1 non compact à 
centre trivial par un sous-groupe compact maximal K relativement à un sous-groupe r 
fini de G. Elle utilise la théorie des représentations et la théorie de Casselman-Wallach. 
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Résumé en Français 

La cohomologie d 'un groupe discret à coefficients réels (ou complexes) peut être vue comme 
la cohomologie de de Rham du quotient d'une variété contractile par une action libre et propre 
de ce groupe. Il est alors naturel d'envisager l'existence de sous-complexes du complexe des formes 
différentielles invariantes induisant la même cohomologie, c'est-à-dire pour lesquels l'inclusion est un 
quasi-isomorphisme. 

Cette question est étudiée dans le cadre du quotient de l'espace hyperbolique réel par un groupe 
Kleinéen, le sous-complexe considéré étant celui des formes automorphes. Ce problème est alors connu 
sous le nom de conjecture de Borel, et admet une variante, parfois nommée conjecture de Borel-Harder. 
Cette conjecture est résolue par la théorie de Hodge classique dans le cas où le quotient est compact et 
a été prouvée par Franke dans le cas où le quotient est de volume fini. Nous étudions dans ce travail des 
cas simples où le quotient est de volume infini : celui des groupes élémentaires. 

Pour cela, nous utilisons la transformation de Poisson pour déplacer le problème sur la sphère à l'infini 
de l'espace hyperbolique. On calcule alors explicitement la cohomologie des courants invariants sur cette 
sphère grâce à la décomposition en une partie régulière sur le domaine de discontinuité et une partie 
irrégulière sur l'ensemble limite. Ce calcul est mené dans le cas de groupes d'abord monogènes de type 
hyperbolique (engendré par une loxodromie) puis parabolique (engendré par une translation en dimension 
2). Un argument de moyenne permet alors d 'étendre ces calculs à des classes plus grandes de groupes 
élémentaires. On en déduit explicitement la cohomologie des formes automorphes harmoniques cofermées 
via la transformation de Poisson, et la confrontation de ces résultats à la cohomologie de de Rham du 
quotient en dimension paire permet alors de répondre positivement à la conjecture de Borel-Harder dans 
les cas envisagés. 

Titre en Anglais 

Invariant currents and automorphic forms of an elementary Kleinian group 

Résumé en Anglais 

The cohomology of a discrete group with real (or complex) coefficients can be seen as the de Rham 
cohomology of the quotient of a contractile manifold by a free and proper action of this group. It is 
then natural to consider the existence of subcomplexes of the complex of invariant differentia! forms that 
induce the same cohomology, i.e. for which the inclusion is a quasi-isomorphism. 

This question is studied in the case of the quotient of the real hyperbolic space by a Kleinian group, 
the considered subcomplex being that of automorphic forms. This problem is then known as the Borel 
conjecture, and allows a variant , sometimes called the Borel-Harder conjecture. This conjecture is solved 
by the classical Hodge theory when the quotient is compact and was proved by Franke when the quotient 
has finite volume. In this work, we examine the simplest case where the quotient has infinite volume : 
elementary groups. 

We use the Poisson transformation to move the problem to the sphere at infinity of the hyperbolic 
space. Then we compute explicitely the cohomology of invariant currents on this sphere thanks to a 
decomposition in a regular part on the discontinuity domain and an irregular part on the limit set. This 
calculus is first made in the cases of infinite cyclic groups of hyperbolic type (generated by a loxodromy) , 
then of parabolic type (generated by a translation in dimension 2). By an average process we can then 
extend the computations to bigger classes of elementary groups. We obtain explicitely the cohomology 
of coclosed harmonie automorphic forms via the Poisson transformation, and, by comparing the results 
with the de Rham cohomology of the quotient when the dimension is even, we can positively answer to 
the Borel-Harder conjecture for the groups above. 
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