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Introduction 

Soient kun corps de nombres et r un groupe fini. Soient M un Ok-ordre 
maximal dans l'algèbre semi-simple k[f] contenant Ok[r]. Soit Cl(Ok[r]) 
(resp. Cl(M)) le groupe des classes des Ok[r]-rnodules (resp. M-modules) 
localement libres (voir [15, Chap. I]). Soit M un Ok[r]-module localement 
libre. On peut associer à M une classe, notée [M], dans Cl(Ok[r]), et par 
extension des scalaires la classe de M ®ok[r] l'If, notée [M ®ok(r]llf], dans 
Cl(M). Ceci s'applique à lt1 = ON, où N/k est une extension galoisienne, 
modérément ramifiée et à groupe de Galois isomorphe à r. 

On désigne par R(Ok[r]) (resp. R(M)) l'ensemble des classes c de 
Cl(Ok[f]) (resp. Cl(M)) telles qu'il existe une extension N/k modérément 
ramifiée, à groupe de Galois isomorphe à r, avec [ON] = c (resp. [M ®ok[r] 
ON]= c). Nous dirons que R(Ok[r]) (resp. R(M)) est l'ensemble des classes 
galoisiennes réalisables. Le problème des classes réalisables d'extensions ga
loisiennes consiste en l'étude de la structure de ces deux ensembles. Signa
lons que ces derniers sont liés par la relation : Ex(R(Ok[r])) = R(M), où 
F:c : Cl(Ok[fl) -+ Cl(M) est le morphisme surjectif induit par l'extension 
des scalaires de Ok[r] à M. 

Notons Cl0 (0k[r]) (resp. Cl 0 (M)) le noyau du morphisme Cl(Ok[r]) -+ 
Cl(k) (resp. Cl(M) ---+ Cl(k)) induit par l'augmentation Ok[r] ---+Ok (resp. 
M -+ Ok). Il découle de TrN;k(ON) =Ok que R(Ok[f]) C Cl0 (0k[f]) et 
R(M) c Cl 0 (M), OÙ TrN/k est la trace dans N /k. 

On conjecture (voir par exemple [4]) que R(Ok[r]) et R(M) sont des 
sous-groupes respectifs de Clo(Ok[r]) et Cl 0 (M); signalons que cela est vrai 
lorsque r est abélien (voir [26]). Cette conjecture (non abélienne) peut être 
considérée comme un complément à celle de Frühlich sur les anneaux d'entiers 
de corps de nombres (la conjecture de Frühlich est démontrée dans [46]). 

Pour des résultats récents dans la direction de l'étude de la conjecture 
non abélienne sur les classes réalisables voir (3, 4, 5, 6, 43]. 

Le but de la suite est d'énoncer les principaux résultats de cette thèse. 
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Pour ne pas alourdir les notations, on identifiera fréquemment des groupes 
isomorphes quand c'est faisable sans ambiguïté. 

Soit H un groupe fini d'ordre un entier naturel m. Soient l un nombre 
premier et C un groupe cyclique d'ordre l. Soit f-l une représentation JF1-

linéaire de H dans C : 

f-l: fJ ----+ Avl(C)(~ (71../!71..)*), 

où (71..jl7l..)* est le groupe des éléments inversibles de 71..jl7l... Notons r le produit 
semi-direct de C et H défini à l'aide de f-l : 

r = c ><~ 11 H. 

Supposons J-L fidèle dans toute la suite. Alors H est cyclique et rn divise 
l- 1. On peut dire plus (voir [21, p. 12]) : à isomorphisme près, il existe un 
unique tel groupe r et il est isomorphe à l'unique sous-groupe d'ordre lrn du 
groupe affine d'une droite sur lF1. Si rn = l - 1, alors r est le groupe affine 
lui-même. Pour rn= 1 (resp. m = 2), r est cyclique (resp. diédral). On peut 
caractériser ces groupes métacycliques comme étant les groupes résolubles 
transitifs de degré premier (théorème de Burnside). Le groupe r peut être 
défini par la présentation suivante : 

où rest un entier, avec 1 ~ r :S (l- 1), et la classe de r dans (7!../lZ)* est 
d'ordre m. 

Désormais on suppose rn i= 1 (donc l i= 2) de sorte que r soit non abélien. 

Dans cette thèse, toute extension galoisienne N / k dont le groupe de Galois 
est isomorphe à r est appelée extension métacyclique de degré lrn. 

Le point de départ du premier travail de cette thèse était la lecture de [21] 
et une tentative de généralisations des arguments et résultats de [38] (dans 
[38], r est un groupe métacyclique d'ordre lm, avec rn = q est un nombre 
premier, et k j!Q est linéairement disjoint du lq-ième corps cyclotomique sur 
Q), avec comme objectif la détermination de R(M) lorsque rest un groupe 
résoluble transitif de degré premier. On n'a pas réussi à atteindre cet objectif, 
mais on a défini un sous-ensemble R 1 (M) de R(M) et montré qu'il est un 
sous-groupe de czo(M) sous une certaine hypothèse (voir ci-dessous). (On 
pourrait consulter [42] pour une démarche analogue.) 

Dans toute la suite Ç désigne une racine primitive l-ième de l'unité. On 
définit R 1 (M) comme étant l'ensemble des classes réalümbles des extensions 
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métacycliques N / k de degré lm, telles que la sous-extension kd k de N / k de 
degré rn est linéairement disjointe de k(Ç)jk. 

Dans cette thèse, on détermine R 1 (M) à l'aide d'un idéal de Stickelberger, 
et on montre qu'il est un sous-groupe de czo(M), sous l'hypothèse que k/Q 
et Q(Ç)/Q sont linéairement disjointes. 

La décomposition de Wedderburn de l'algèbre semi-simple k[H] en un 
produit d'algèbres simples est : 

n 

k[II] ~ II k(xi), 
i=O 

où n + 1 est le nombre des classes de conjugaison sur k des caractères abso
lument irréductibles de H (i.e., les caractères des représentations complexes 
irréductibles), et pour tout 'i E {0, 1, ... , n }, Xi est un représentant de l'une de 
telles classes, Xo est le caractère trivial, et k(Xi) est l'extension de k obtenue 
en adjoignant à k les valeurs de Xi· 

Soit M(H) l'ordre maximal de Ok dans k[H]. Comme H est abélien: 

n n 

Cl(M(H)) ~ rr Cl(k(xi)), et donc Cl0 (M(H)) ~II Cl(k(xi)). 
i=O i=l 

Soit R(M(H)) l'ensemble des classes de Cl(M(H)) qui sont réalisables 
par des extensions galoisiennes de k, modérément ramifiées et dont le groupe 
de Galois est isomorphe à H. D'après [26J, R(M(H)) est un sous-groupe de 
Clo(M(II)) qui peut être décrit par une correspondance de Stickelberger. 
On identifiera souvent R(M(H)) avec un sous-groupe de TI~=l Cl(k(Xi)). 

Maintenant supposons que k/Q et Q(Ç)/Q soient linéairement disjointes 
de sorte que Gal(k(Ç)jk) ~ Gal(Q(Ç)/Q). Soit E0 /k la sous-extension de 
k(Ç)jk de degré (l-1)/m. Soit Mun Ok-ordre maximal dans k[r] contenant 
Ok [r]. Dans le chapitre 3, on détermine les classes de conjugaison sur k des 
caractères absolument irréductibles de r, et on montre que 

n 

Cl 0 (M) ~II Cl(k(xi)) x Cl(Eo). 
i=l 

Nous identifierons fréquemment Clo(M) avec TI~= 1 Cl(k(Xï)) x Cl(Eo) 
sous l'isomorphisme précédent. 

Soit 

S = Gal(k(Ç)jk) ={si 1 1::; 'i::; l- 1}, avec si(Ç) = Çi. 
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Soit l'élément de Stickelberger 

l-1 

() = ·~.:::>si 1 , 
i=l 

et soit l'idéal de Stickelberger 

S = (1/l)(}Z[S] n Z[S]. 

L'action naturelle de S par restriction sur les idéaux fractionnaires de E0 

induit une structure de Z[S]-module sur Cl(R0 ). On note SCl(R0 ) le sous
groupe de Cl(E0 ) engendré par les éléments de la forme .sc, où .s E S et 
cE Cl(Eo). 

Si K j k est une extension finie de corps de nombres, N K/k désigne la norme 
dans Kjk, et l'on note 4>Kfk le morphisme de Cl(k) à valeurs dans Cl(K) qui 
à la classe d'un idéal fractionnaire I de Ok associe la classe de l'idéal étendu 
fOx dans Cl(K). 

Dans le chapitre 3, on démontre le théorème suivant : 

Théo rê me 1. Soient k un corps de nombres et r = C ><1 J-L H. Supposons 
que la représentation J-L soit fidèle, et que les extensions k/Q et Q(Ç)/Q 
soient linéairement disjointes. Soit E0 /k la sous-extension de k(Ç)jk de degré 
(l-1)/m. Alors R 1 (M) est un sous-groupe de Cl0 (M), égal au sous-groupe 
A suivant: 

A ~ { ( c,, c,, ... , Cn, xif>Eo/k q] Nk(x;)/k( Co))) 1 

( c1 , c2 , .•. , c,) E R(M(If) ), x E SCl(Eo)}. 

Remarques. (1) On déduit immédiatement de ce théorème que R 1(M) 
est isomorphe au groupe produit R(M(JI)) x SCl(F0 ). 

(2) Dans le chapitre 3, comme application de ce théorème on retrouve un 
résultat de L.P. Endo avee une démonstration différente et plus courte, et on 
corrige [38]. 

Rappelons la définition de la classe de Steinitz. Soit !v! un Ok-module de 
type fini, sans torsion et de rang s. Alors, il existe un idéal 1 de Ok tel que 
M :::::= ok-1 œ I en tant que Ok-module. La elasse deI dans Cl(k) est appelée 
la classe de Steinitz de M, et on la note clk(M). La structure de .M en tant 
que Ok-module est complètement déterminée par son rang et sa classe de 
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Steinitz. Ceci s'applique en particulier à M =OK, où K/k est une extension 
finie de corps de nombres de degré s; on dira alors que clk(OK) est la classe 
de Steinitz de Kjk. 

Une autre partie de cette thèse est l'étude des classes de Steinitz dans le 
cadre défini ci-dessous. 

Soit r un groupe fini. On désigne par Rm(k, r) (rn pour modéré) l'en
semble des classes c de Cl ( k) telles qu'il existe une extension N / k modéré
ment ramifiée, à groupe de Galois isomorphe à r, avec clk(ON) = c. Nous 
dirons que Hm(k, r) est l'ensemble des classes de Steinitz réalisables. 

Il est immédiat de voir que le morphisme de restriction resf : 
Cl(Ok[r]) --t Cl(k) qui, à la classe [M] d'un Ok[r]-module localement libre 
M, associe sa classe en tant que Ok-module dans Cl( k), est donné par : 
resf([M]) = clk(M). Il s'ensuit que resf(R(Ok[r])) = Rm(k, r). 

On conjecture (voir par exemple [4]) que Rm(k, r) est un sous-groupe de 
Cl ( k) ; signalons que cela est vrai lorsque r est abélien puisque R( Ok [r]) 
est un sous-groupe de Cl(Ok[r]) (d'après [26]). L'étude de la structure de 
Rm(k, r) (voir par exemple [2, 3, 4, 7, 8, 39, 41]), qui est intéressante en elle
même, peut être vue aussi comme une étape de l'étude de celle de R(Ok[r]). 

Les résultats de [5, 6] ont montré que la connaissance de 'R(M) fournit 
une bonne approximation de R(Ok[r]). La classe [M 0ok[r] ON] E R(M) se 
calcule à l'aide des classes de Steinitz d'extensions intermédiaires de N / k, et 
la détermination de la structure de R(M) (voir par exemple [3, 4, 40, 41, 42, 
43]) se fait, en partie, grâce à la résolution d'un problème de plongement en 
lien avec la donnée de classes de Steinitz. 

L'autre partie de la thèse consiste en l'étude de Rm(k, r) et d'un problème 
de plongement en liaison avec la donnée de classes de Steinitz, dans la situa
tion non abélienne, dans le cas où r est un groupe non abélien d'ordre 16, 
ou un groupe extraspécial d'ordre 32. (En ce qui concerne les 2-groupes non 
abéliens, signalons qu'une étude similaire a été faite lorsque r est le groupe 
quaternionien (resp. diédral) d'ordre 8 dans [39] (resp. [41]).) 

A isomorphisme près, il y a quatorze groupes d'ordre 16 dont neuf sont 
non abéliens (voir par exemple [18, 19, 23]). 

Soient p un nombre premier et G un p-groupe. On rappelle qu'on dit 
que G est un groupe extraspécial si son centre et son groupe dérivé [G, G] 
(engendré par les commutateurs) sont égaux et leur ordre est p. Les groupes 
non abéliens d'ordre p3 sont des exemples de tels groupes; en particulier un 
groupe diédral (resp. quaternionien) d'ordre 8 est un groupe extraspécial. Il 
est bien connu que, à isomorphisme près, il existe deux groupes extraspéciaux 
d'ordre 32. 
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Ci-dessous, nous utiliserom; l'abréviation "modéré" pour signifier "modé
rément ramifié 11

• 

Dans le chapitre 2 on démontre le résultat suivant. 

Théorème 2. Soient k un cor·ps de nombres et Ç4 une racine pr·imitive 4ème 
de l'unité. Soit r un groupe non abélien d'ordre 16, ou un groupe extraspécial 
d'ordre 32. Lorsque r est le groupe modulaire d'ordre 16, on suppose que 
Ç4 E k. Alors : 

(i) Pour tout cE Cl(k), il existe une extension quadratique de k, modérée, 
dont la classe de Steinitz est c, et qui est plongeable dans une extension 
galoisienne de k, modérée et à groupe de Galois isomorphe à r. 

(ii) Supposons le nombre des classes de k impair. Alors Rm(k, r) est un 
sous-groupe de Cl(k) égal à Cl(k). 

Remarques. (1) Il résulte de l'assertion (i) du théorème précédent qu'on 
a : pour tout corps de nombres k, tout groupe extraspécial d'ordre 32, ou 
non abélien d'ordre 16 distinct du groupe modulaire d'ordre 16 est réalisable 
comme groupe de Galois d'une extension galoisienne modérée sur k; cette 
conséquence du théorème 2 est valable pour M 16 en supposant Ç4 E k. 

(2) Un résultat similaire au théorème 2.(i) lorsque r est le groupe qua
ternionien (resp. diédral) d'ordre 8 est obtenu dans [39, Corollaire 5.4, p. 58] 
(resp. (41, Theorem (1.3)(i), p. 369]). 

(3) Soit r un groupe non abélien d'ordre 8. Supposons le nombre des 
classes de k impair. On démontre que Rm(k, r) = Cl(k) lorsque r est le 
groupe quaternionien (resp. diédral) dans [39, Théorème 1.1 (ii), p. 48] (resp. 
[41, Theorem (1.3) (ii), p. 369]). 

Le plan de cette thèse est le suivant. 
Le premier chapitre contient des définitions et des résultats nécessaires 

pour les preuves des théorèmes 1 et 2. 
Le deuxième chapitre est consacré à l'étude des classes de Steinitz d'ex

tensions non abéliennes à groupe de Galois d'ordre 16, ou extraspécial d'ordre 
32; dans ce chapitre, on démontre le théorème 2. 

Dans le troisième chapitre, on démontre le théorème 1. 
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Chapitre 1 

Préliminaires 

Notations 

Dans toute la suite de la thèse, le groupe multiplicatif des éléments in
versibles d'un corps k sera noté kx = k \ {0}. Si k est un corps de nombres, 
on note Ok son anneau d'entiers et Cl(k) son groupe des classes. Pour tout 
idéal fractionnaire Ide k, on note cl(!) sa classe dans Cl(k). Si K/k est une 
extension finie, [K: k], NK/k et /:).(K/k) désigneront respectivement le degré, 
la norme et le discriminant de l'extension. 

1.1 Groupe des classes d'un ordre maximal 

Soient k un corps de nombres et r un groupe fini. Un Ok-ordre dans 
l'algèbre semi-simple k[r] est un sous-anneau A de k[f], qui est un Ok-module 
de type fini et tel que A 0ok k ~ k[f]. Un Ok-ordre est dit maximal s'il est 
maximal pour l'inclusion parmi les Ok-ordres de k[f]. 

Soit p un idéal premier de Ok, on note Ok,p le complété en p de Ok, et 
Ap =A ®ok Ok,p· 

Un A-module X est dit localement libre si c'est un A-module de type fini 
tel que pour tout idéal premier p de Ok, le A11-module Xp = X ®1\. A11 est libre. 
Le rang de X est défini comme étant le rang du k[f]-module libre X ®ok k. 
Ce rang est fini et il est égal au rang de X11 sur Ok,p[f] pour tout p. 

Le groupe de Grothendieck K0 (A) des A-modules localement libres est le 
groupe abélien dont les générateurs sont les classes d'isomorphismes (X) des 
A-modules localement libres X, avec les relations (X EB Y) = (X) + (Y). 

L'application N-t K 0 (A), qui à nE N associe la classe (An) du A-module 
libre An de rang n, se prolonge en un homomorphisme de Z -t IC0 (A). On 
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définit Cl(A) comme étant le conoyau de cette application (voir [15, Chap. 
I, §2]). 

Soient M un Ok-ordre maximal dans k[f] contenant Ok(r] et Cl(M) 
son groupe des classes. Dans la suite nous donnerons deux descriptions de 
Cl(M), l'une utilisant la décomposition de l'algèbre semi-simple k[f] en un 
produit d'algèbres simples et l'autre la Hom-description de Frohlich. 

On appelle caractère absolument irréductible de r un caractère 
irréductible d'une représentation T : r -t GLn(C). On désigne par Rr le 
groupe abélien libre engendré par les caractères absolument irréductibletl de 
r (appelé aussi le groupe des caractères virtuels de r). 

Soient k la clôture algébrique de k contenue dans Cet fh = Gal(k/k). Il 
est clair que Rr est un Dk-module. 

Définition 1.1.1. Deux caractères absolument irréductibles x et rp de r sont 
dits conjugués sur k s'il existe w E nk tel que : 

V'"Y E f, w(x(ry)) = rp(ry). 

Cette relation est une relation d'équivalence. 
Soit r le nombre des classes de conjugaison sur k des caractères absolu

ment irréductibles de r. Pour tout -i E {1, ... , r }, notons Xi un représentant 
de l'une de ces classes de conjugaison. On note k(Xi) l'extension de k obtenue 
par adjonction à k des valeurs de Xi· 

La décomposition de Wedderburn de l'algèbre semi-simple k[f] en un 
produit d'algèbres simples est la suivante (voir [11, p. 330 et §74]) 

r 

k[f] = I1 Mn;(Di), 
i=l 

où Di est un corps gauche, de centre k(xi), et Mn; (Di) est l'anneau des 
matrices carrées d'ordre ni à coefficients dans Di. Le degré de Di sur son 
centre k(Xi) est un carré m7- L'entier mi est appelé l'indice de Schur relatif 
à k. On a Xi(1) = nimi. 

On dit qu'une place infinie v de k(xi) est ramifiée dans ~fni (Di) si v est 
une place réelle et si l'algèbre k(Xi)v ®k(x;) AfnJDï), où k(Xi)v est le complété 
de k(Xi) pour v identifié au corps des réels, est isomorphe à une algèbre de 
matrices sur le corps des quaternions de Hamilton. 

On note ctl(k(Xi)) le groupe des classes de k(xi), au sens restreint suivant: 
ctl(k(Xi)) est le quotient du groupe des idéaux fractionnaires de k(xi) par le 
sous-groupe des idéaux principaux possédant un générateur positif à toutes 
les places infinies de k(Xi) ramifiées dans Mn; (Di). 
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On dit que k[r] vérifie la condition d'Eichler si pour toute composante 
simple A1ni (Di), il existe une place infinie de k(xi) non ramifiée dans Mni (Di), 
ou si Mn.(Di) n'est pas de dimension 4 sur k(Xi) (voir [32, Definition 38.1, 
p. 343-344 ; Definition 34.3, p. 294]). 

Nous rappelons le théorème de Swan suivant (voir (45] ou (32, Theorem 
35.14, p. 313, et Remark (38.5)(i),p. 344]) : 

Théorème 1.1.2. Supposons que k[r] vérifie la condition d'Eichler. Soit M 
un Ok-ordre rnaxirnal dans k[f] contenant Ok[r]. Alors 

r 

Cl(M) ~II ~l(k(xi)). 
i=l 

Remarque. Supposons que pour tout i, 1 ~ i ~ r, Xi n'est pas sym
plectique. Cette hypothèse entraîne que l'ensemble des places réelles de k(Xi) 
ramifiées dans Afni (Di) est vide. Donc, d'une part k(f] vérifie la condition 
d'Eichler. D'autre part Cl(M) ~ TI~=l Cl(k(Xi)). 

Notons J(k) le groupe des idèles de k, U(k) le sous-groupe des idèles de 
J(k) dont les composantes aux places finies sont des unités, et 
llom~k(Rl',U(k)) le sous-groupe de llomnk(Ii1·,U(k)) formé par les f tels 
que f(X)p > 0 pour tout caractère symplectique x et toute place infinie p 
prolongeant une place réelle de k. Identifions kx avec un sous-groupe de J(k) 
par plongement diagonal. Alors la Hom-description de Frohlich de Cl(M) 
est la suivante (voir [15] ou [11, §52]) : 

Théorème 1.1.3. 

Signalons que dans cette description, on peut remplacer k par une ex
tension galoisienne de k, de degré fini et contenant les valeurs des caractères 
absolument irréductibles de r. 

Supposons que k[r] vérifie la condition d'Eichler. Soit c E Cl(M). Si 
f E H omnk ( Rr, J (k)) est un représentant de c sous l'isomorphisme du théo
rème 1.1.3, alors pour tout Xi, 1 < 'i ~ r, (définis ci-dessus), f(Xi) est 
en fait un élément de J(k(Xi)) le groupe des idèles de k(Xi)· Pour tout 
i, 1 ~ i ~ r, on désigne par 1 (Xi) l'idéal fractionnaire de k(xi) égal au 
contenu de !(Xi), et par cl(I(xi)) la classe de J(xi) dans C!:l(k(Xi)). Alors 
(cl(I(xt)), cl(I(x2 )), ••. , cl(J(xr))) est un représentant de c sous l'isomor
phisme du théorème 1.1.2. 

13 



1.2 Description d'un représentant de la classe 
d'un anneau d'entiers dans la Hom-desc
ription de Cl(M) 

Soit N / k une extension galoisienne à groupe de Galois isomorphe à r. Si 
1r est un ü;omorphisme défini sur Gal(N/k) et à valeurs dans r, alors tout 
caractère x der induit un caractère xo1r de Gal(N/k) que l'on notera aussi 
X· Si '"Y Er, nous noterons 1r -

1 (r) E Gal(N/ k) simplement par'"'(. Soit B une 
k-algèbre commutative. En faisant agir r sur N, N ® k B est un B [f]-module 
libre de rang 1. Soit T : r ---+ G Ln (k) une représentation linéaire de r de 
caractère X· 

Définition 1.2.1. Soit a E N ® k lJ. On appelle r·ésolvante de Frohlich
Lagrange de a et de x, l'élément de k 0 kB, noté (a,x)Njk (ou (a,x) si 
aucune confusion n 'est possible), défini par- : 

(a, x)= Det(L -y(a)T(t-1
)), 

-yEï 

où Det désigne le déterminant. 

Dans le cas particulier où x est un caractère de degré 1, on retrouve la 
résolvante de Lagrange classique : 

(a,x) = .2::: -r(a)x('Y- 1
) . 

-yEï 

Rappelons qu 'une extension K / k de corps de nombres est dite modéré
ment ramifiée si pour tout idéal premier p de ok et tout idéal premier Il} au
dessus de p, l'indice de ramification e(~/P) est premier avec la caractéristique 
du corps résiduel Ok/p. 

Fixons quelques notations. Pour tout idéal premier p de Ok, soit kp (resp. 
Ok,p) la complétion de k (resp. Ok) en p. On po::>e : Np = N ® k kp et ON,p = 
ON ® ok ok.p· 

Lorsque N / k est une extension galoisienne modérément ramifiée , on sait 
que l 'anneau d'entiers ON deN est un Ok [r]-rnodule localement libre de rang 
1 (voir [30J ou [15, Chap. I, §31). 

Théorème 1.2.2. (15, p. 30} Soit N/k une extension galoisienne modér·é
ment r·amifiée, à gmupe de Galois isomor-phe à r. Soit a une base du k[f]
module N. Pour- tout idéal pr-emier p de ok, soit Œp une base du Ok,p[f]
module ON,p· Alor-s un repr·ésentant de la classe de M ® ok[rj ON dans Cl(M) 
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est l'application f définie par : 

J(x)= ((ap,X)). 
(a, x> P 

1.3 Résultats de la théorie du corps de classes 

Définition 1.3.1. Soit k un corps de nombres. Un cycle (ou module) C de 
k est un couple (C0 , S), où S est un ensemble de places infinies réelles de k 
et Co est un idéal entier de Ok. 

On écrit formellement Coo = TivES v etC= CoCoo {ou C = CooCo). 

Définition 1.3.2. Soit a E kx, on dit que a est congru à 1 rnod* C, et on 
note a = 1 mad* C, si pour tout v divisant Coo (i.e. v E S }, v( a) > 0, et si 
pour tout idéal premier p de ok divisant Co, Vp(a -1) ;:::: Vp(Co), où Vp désigne 
la valuation en p. 

Soit I(k)c le groupe des idéaux fractionnaires de k premiers à C0 • Soit 
P( k )c le sous-groupe de I ( k )c formé par les idéaux fractionnaires principaux 
de k ayant un générateur congru à 1 mad* C. Le groupe quotient Cl(k, C) = 

I(k)c/ P(k)c est appelé le groupe des classes de rayon modulo C. 

Théorêrne 1.3.3. (Théorème de densité de Chebotarev)(voir 
{29, Chap. VII, Theorem {13.4), p. 545]) Soit c E Cl(k, C). Alors il existe 
une infinité d'idéaux premiers p de Ok, de degré résiduel absolu égal à 1 et 
tel que la classe de p dans Cl(k, C) est c. 

On en déduit facilement : 

Proposition 1.3.4. L'application définie sur Cl(k, C) et à valeurs dans 
Cl(k), qui à la classe d'un idéal fractionnaire I de I(k)c associe la classe 
de I dans Cl(k), est un morphisme surjectif On l'appelera la surjection ca
nomque. 

Rappelons le théorème suivant (voir [47, Theorem 10.1, p. 400]) : 

Théorêrne 1.3.5. Soit E / k une extension finie de corps de nombres. On 
suppose que toute sous-extension abélienne F / k de E, avec F 1:- k, est rami
fiée. Alors, NE/k: Cl(E)--+ Cl(k) est surjective. 
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1.4 Classes de Steinitz et Discriminant 

Rappelons la définition de la classe de Steinitz. Soit k un corps de nom
bres. Soit M un Ok-module de type fini, sans torsion et de rang n. Alors, il 
existe un idéal I de Ok tel que lvi ~ o~- 1 EB 1 en tant que Ok-module. La 
classe de 1 dans Cl(k) est appelée la classe de Steinitz de M, et on la note 
ch(NI) (voir [17, Theorem 13, p. 95J, ou [9, Theorem 1.2.19, p. 9 and Corollary 
1.2.24, p. 11]). La structure de Men tant que Ok-module est complètement 
déterminée par son rang et sa classe de Steinitz. Ceci s'applique en particulier 
à M = 0 K, où K 1 k est une extension finie de corps de nombres de degré n ; 
on dira alors que clk(OK) est la classe de Steinitz de Kjk. 

Le théorème suivant est dû à Artin (voir [1], on peut trouver une preuve 
plus récente de ce résultat dans [241), il permet de calculer une telle classe. 

Théorème 1.4.1. (Artin) Soit Kjk une extension finie de corps de nombres. 
Alors 

clk(OK) = cl((.6-.(K/k)/d) 112
), 

où d est le discriminant d'une base du k-espace vectoriel K. De plus, si K 1 k 
est galoisienne de degré impair, alors clk(OK) = cl(.6-.(K/k) 112

). 

Proposition 1.4.2. Soient k, K et M des corps de nombres tels que k c 
K CM. Alors: 

(i) 6..(/vfjk) = b..(Kjk)[M:K]NK/k(b..(Mj K)). 

(ii) clk(OM) = clk(OK)[M:K]NK/k(clK(OM)). 

L'assertion (i) résulte de la transitivité de la différente (voir par exemple 
[17]). L'assertion (ii) est le théorème 4.1 de [12]. 

Rappelons que deux extensions Kdk et K2/k de corps de nombres sont 
dites arithmétiquement disjointes (sur k) si elles sont linéairement disjointes 
(sur k) et si leurs discriminants b..(Kdk) et .6-.(K2/k) sont premiers entre 
eux (voir [17, (2.13), p. 124, et début p. 125]). En utilisant la transitivité de 
la différente, on obtient facilement la proposition suivante : 

Proposition 1.4.3. Soient KI/k et K 2 /k des extensions arithmétiquement 
disjointes. On note K 1K 2 la composée de K 1 et K 2 . Alors .6-.(K1K2/ K 2 ) = 

t::.(KJ/k)OK2 • 

Soit m E kx, il est clair qu'on peut écrire de manière unique : 

où I(m) un idéal fractionnaire de Ob et J est un idéal entier de Ok sans 
facteur carré. 
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Soit K/k une extension quadratique. D'après la théorie de Kummer (voir 
[20, §39], ou [9, §10.2]), K/k est modérément ramifiée si, et seulement si, on 
peut choisir x E kx tel que : 

K = k( y'X) et x = 1 mod* 40k, 

dans ce cas, pour tout rn E kx tel que K = k( vrn), on peut écrire de manière 
umque : 

mOk = I(rn?b..(K/k), 

et par le théorème d'Artin ci-dessus on a : 

Maintenant soit K / k une extension galoisienne dont le groupe de Galois 
est isomorphe à (Z/2Zt, où r est un entier naturel non nul. Soient ki/k, 
1 ~ i ~ 2r - 1, les sous-extensions quadratiques de Kjk. Alors (voir [4, 
Lemme 3.4, et le début de sa preuve]) : 

2r ~1 2r ~1 

b..(K/k) = II b..(kdk), clk(OK) = II clk(OkJ· 
i=l i=l 

1.5 Algèbre des quaternions et symboles locaux 

Soient a, b E P. On désigne par (ai.:b) l'algèbre des quaternions sur k 
définie par a et b, et l'on note (a, b) sa classe dans le groupe de Brauer Br(k) 
de k. Rappelons que (a, b)2 = 1 dans Br(k), et que (a, b) = 1 dans Br(k), si, 
et seulement si, la forme quadratique < a, b > sur k représente 1 ; condition 
équivalente à b est une norme dans l'extension k(y'(i)jk (voir par exemple 
[22, Theorem 2.7, p. 58, et Chapter IV, §1]). 

Soient v une place de k et a, b E kx, (a, b)v est le symbole (local) de 
Hilbert (voir [34, Chapitre XIV, cas n = 2]). Rappelons que (a, b)v = 1 ou 
-1, et pour que (a, b)v = 1, il faut et il suffit que la forme quadratique 
< a, b > sur le complété kv de k représente 1 ; condition équivalente à b est 
une norme (locale) dans l'extension kv( y'(i)fkv. La formule du produit nous 
dit qu'on a : ITv place de k(a, b)v = 1. 

Le théorème de Hasse-Minkowski (voir par exemple [22, Corollary 3.2, 
Chapter VI, §3, p. 168]) affirme qu'une forme quadratique < a, b > sur k 
représente un élément :r de k si, et seulement si, pour toute place v de k, la 
forme quadratique < a, b > sur le complété kv de k représente x. Donc : pour 
que (a, b) = 1, il faut et il suffit que pour toute place v de k, (a, b )v = 1. 

Dans ce qui suit, on rappelle aussi les calculs explicites du symbole (a, b )v. 
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Si v est complexe, alors (a, b)v = 1. Si v est réelle, alors (a, b)v = 1 si, et 
seulement si, v( a) > 0 ou v(b) > O. 

Soit p un idéal premier de Ok. Soit kp le complété de k en la place p, et 
notons kp son corps résiduel. 

Soit 
C = (-1)vp(a)vp(b)avp(b)b-vp(a), 

et soit c la classe de c dans kp. Supposons que p ne soit pas au dessus de 2. 
Alors (voir (34, Proposition 8 et son corollaire, p. 217]) : 

(a, b)p = c(Nk;Q(P)-1)/2. 

Supposons maintenant que p soit au dessus de 2, et soit e = vp(20k) son 
indice de ramification absolu. Si vp(b- 1) ~ 2e, alors (voir [34, Proposition 
6, p. 237]) 

(a,b)p = (-1tp(a)m(b), avec m(b) = Trkp/IF
2
((b- 1)/4), 

où Tr désigne la trace, IF' 2 est le corps à deux éléments, et (b - 1) /4 est la 
classe de (b- 1)/4 dans kp. 
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Chapitre 2 

Classes de Steinitz d'extensions 
non abéliennes à groupe de Galois 
d'ordre 16 ou extraspécial d'ordre 
32 

2.1 Préliminaires 

Soient fun groupe fini et kun corps de nombres. Rappelons que Rm(k, f) 
désigne l'ensemble des classes c E Cl(k) telles qu'il existe une extension 
galoisienne et modérément ramifiée N 1 k, avec Gal ( N 1 k) '::::: f, et dont la 
classe de Steinitz est c. 

Le but de ce chapitre est l'étude de Rm(k, f) et d'un problème de plon
gement en liaison avec la donnée de classes de Steinitz, dans la situation 
non abélienne, dam; le cas où r est un groupe non abélien d'ordre 16, ou 
un groupe extraspécial d'ordre 32. (En ce qui concerne les 2-groupes non 
abéliens, signalons qu'une étude similaire a été faite lorsque r est le groupe 
quaternionien (resp. diédral) d'ordre 8 dans [39] (resp. [41]).) 

A isomorphisme près, il y a quatorze groupes d'ordre 16 dont neuf sont 
non abéliens (voir par exemple [18, 19, 23]). 

Soient p un nombre premier et G un p-groupe. On rappelle qu'on dit 
que G est un groupe extraspécial si son centre et son groupe dérivé [G, G] 
(engendré par les commutateurs) sont égaux et leur ordre est p. Les groupes 
non abéliens d'ordre p3 sont des exemples de tels groupes; en particulier un 
groupe diédral (resp. quaternionien) d'ordre 8 est un groupe extraspécial. Il 
est bien connu que tout groupe extraspécial est un produit central de n non 
abéliens sous-groupes d'ordre p3 , son ordre est p1+2n, et, à isomorphisme près, 

19 



il existe deux groupes extraspéciaux d'ordre pl+2n (voir [33, 5.3.8 et Exercice 
5.3.7, p. 141]). Il y a donc, à isomorphisme près, deux groupes extraspéciaux 
d'ordre 32. 

Dans toute la suite, on identifiera souvent des groupes isomorphes quand 
c'est faisable sans ambiguïté, et l'on désignera par G (resp. D, resp. Q) le 
groupe cyclique (resp. diédral, resp. quaternionien) d'ordre 4 (resp. 8, resp. 
8). 

Les groupes non abéliens d'ordre 16 sont (voir [18, 19, 23]) : 
- Les produits directs D x (Z/2Z) et Q x (Z/2Z). 
- Le groupe, noté DG, produit central de D et C, défini par la présenta-

tion : 

DG= ((J', T, v: a 2 = 1
2 = v

4 = 1, T(J'T-
1 = av

2
, [a, v]= [1, v]= 1). 

- Le groupe D .A. G isomorphe au produit semidirect ( C x (Z/2Z)) Xl 

(Z/2Z) : 

D .A. G = ((J', T, v: a
4 = 1 2 = v

2 = 1, T(J'T-
1 

=av, [a, v] = [1, v] = 1). 

- Le groupe Q .A. G isomorphe au produit semidirect G Xl G : 

Q À G = (a, T: a 4 = 1 4 = 1, TaT-I = (J'- 1
). 

- Le groupe diédral d'ordre 16 : D 16 : 

D16 = ((J',T: (]'8 = 1 2 = 1,T(J'T- 1 = a- 1). 

- Le groupe semidiédral d'ordre 16 : SD16 : 

SJJ16 = (a, T: (]'8 = 1
2 = 1, TaT-I = a3

). 

- Le groupe modulaire d'ordre 16 : !v116 : 

A116 = (a, T: Œ
8 = 1

2 = 1, TlTT-l = 0"5). 

- Le groupe quaternionien d'ordre 16 : Q16 : 

Les deux groupes extraspéciaux d'ordre 32 sont (voir [35]) : 
- Le groupe, noté DD, produit central de D et D, défini par la présenta

tion: 

DD = ((J', T, J.L, v : a 2 = 1
2 = 1-12 = v 2 = [(]', 1]

2 = [J.L, vF = 1, [a, 1] = 
[JL, v] central d'ordre 2, [a, J.L] = [Œ, v] = [1, IL] = [1, v] = 1). 

20 



- Le groupe, noté DQ, produit central de D et Q, défini par la présenta
tion : 

JJQ = (a, 7, J-i, v: a 2 = 7
2 =J-L4 = v 4 = [a, 7]

2 = [J-t, v] 2 = 1, [a, 7] = [J-t, v] 
= J-L2 = v2 central d'ordre 2, [a, J-L] = [o-, v) = [7, J-L] = [7, v] = 1). 

Remarque. Nous n'utiliseron::; pas le::; pré::;entations précédentes pour la 
démonstration de nos résultat::;, mais nous les avons données pour la conve
nance du lecteur. 

Soit N / k une exten::;ion galoisienne à groupe de Galoi::; un 2-groupe. Il est 
immédiat que N / k e::;t modérément ramifiée si, et seulement si, les idéaux 
premiers de Ok au dessus de 2 ne sont pas ramifiés dan::; N /k. 

Dans toute la suite, nous utiliserons souvent l'abréviation "modéré" pour 
::;ignifier 11 modérément ramifié". 

Les principaux résultat::; de ce chapitre sont les théorèmes suivants. 

Théorème 2.1.1. Soient k un corps de nombres et Ç4 une racine primitive 
4ème de l'unité. Soit r un groupe non abélien d'ordre 16, ou un groupe ex
traspécial d'ordre 32. Lorsque r est le groupe modulaire M 16 , on suppose que 
Ç4 E k. Alors pour tout c E Cl(k), il existe une extension quadratique de 
k, modérée, dont la classe de Steinitz est c, et qui est plongeable dans une 
extension galoisienne de k, modérée et à groupe de Galois isomorphe à r. 

Remarques. (1) Il résulte du théorème précédent qu'on a : pour tout 
corps de nombres k, tout groupe extraspécial d'ordre 32, ou non abélien 
d'ordre 16 distinct de 11116 est réalisable comme groupe de Galois d'une ex
tension galoisienne modérée sur k; cette conséquence du théorème 2.1.1 est 
valable pour M 16 en supposant Ç4 E k. 

(2) Un résultat similaire au théorème 2.1.1 lorsque r est le groupe qua
ternionien (resp. diédral) d'ordre 8 est obtenu dans [39, Corollaire 5.4, p. 58] 
(resp. [41, Theorem (1.3)(i), p. 369]). 

Théorème 2.1.2. Soient k un corps de nombres et r un groupe non abélien 
d'ordre 16, ou un groupe extraspécial d'ordre 32. Lorsque r est le groupe 
modulaire M 16 , on suppose que Ç4 E k. Supposons le nombre des classes de k 
impair. Alors Rm(k, r) est un sous-groupe de Cl(k) égal à Cl(k). 

Remarque. Soit r un groupe non abélien d'ordre 8. Supposons le nombre 
des classes de k impair. On démontre que Rm(k, r) = Cl(k) lorsque rest le 
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groupe quaternionien (resp. diédral) dans [39, Théorème 1.1 (ii), p. 48J (resp. 
[41, Theorem (1.3)(ii), p. 3691). 

Soit k un corps de nombres. Soient a, b E kx. Rappelons (voir Chap. 1, 
§1.5) que (ain est l'algèbre des quaternions sur k définie par a et b et que 
(a, b) désigne sa classe dans le groupe de Brauer Br(k) de k. 

Les assertions suivantes sont bien connues (voir par exemple [18, 19, 23]) : 
- Soit E = k( y'a) 1 k une extension quadratique. Alors E est plongeable 

dans une extension à groupe de Galois C si, et seulement si, ( -1, a) = 1. 
Soit E = k( y'a, Vb) 1 k une extension biquadratique. Alors : 
- E est plongeable dans une extension à groupe de Galois D cyclique sur 

k(v;;:b) si, et seulement si, (a,b) = 1. 
- E est plongeable dans une extension à groupe de Galois Q si, et seule

ment si, (-1,a)(-1,b)(a,b) = 1. 

Nous avons utilisé les références [18, 19, 23, 35, 36J pour énoncer les 
conditions suffisantes de plongements ( 2. i), 1 :::-; i :::-; 9, (voir ci-dessous) dans 
la manière qui nous convient pour démontrer nm> propres résultats. Signalons 
qu'on peut énoncer des conditions nécessaires de plongements (au prix de 
quelques complications) intéressantes en elles-mêmes mais inutiles pour les 
démonstrations de nos théorèmes. 

Soit E 1 k une extension galoisienne à groupe de Galois D. Soit k( fa, Vb) 1 k 
sa sous-extension biquadratique de sorte que E 1 k( .jQ}j) soit cyclique; donc 
(a, b) = 1. Alors : 

( 2.1) : E / k est plongeable dans une extension à groupe de Galois D .A C 
si ( -1, a)= 1 (voir [23, Example 4.6, p. 12671, [18, Proposition 1 (6)1). 

(2.2) : E/k est plongeable dans une extension à groupe de Galois D 16 s'il 
existe x E P tel que (a, 2)(x, -ab) = 1 (voir [23, Example 4.3, p. 12661, [18, 
Proposition 1 (7) J). 

(2.3) : E/k est plongeable dans une extension à groupe de Galois SD16 

s'il existe x E kx tel que (a, -2)(:r, -ab) = 1 (voir [23, Example 4.1, p. 1265J, 
[18, Proposition 1 (9)]). 

(2.4) : R/k est plongeable dans une extension à groupe de Galois Q 16 s'il 
existe x E P tel que (a, 2)(x, -ab)( -1, ab) = 1 (voir [23, Example 4.4, p. 
1266], [18, Proposition 1 (8)1). 

Soit E 1 k une extension galoisienne à groupe de Galois Q. Soit k( yf(i, Vb) j k 
sa sous-extension biquadratique de sorte que ( -1, a) ( -1, b) (a, b) = 1 . Alors : 

(2.5) : E/k est plongeable dans une extension à groupe de Galois Q .AC 
si (-l,a) = 1 (voir [18, Proposition 1 (5)]). 

Soit E = k( y'a, Vb, ylë) une extension galoisienne de k, à groupe de 
Galois isomorphe à (7L./27L.) 3

. Alors 
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(2.6) : Ejk est plongeable dans une extension à groupe de Galois DG si 
(a,b)(-1,c) = 1 (voir [18, Proposition 1 (4)]; voir [36, Corollary 1.3 (iv)J, 
c'est un corollaire de [36, Theorem 1.2 ] qui est un rappel de [16, (7.6), p. 
106]) 

Soit E / k une extension galoisienne de k, à groupe de Galois isomorphe 
à (Z/4Z) x (Z/2Z); c'est une composée d'une extension K /k cyclique de 
degré 4 et d'une extension quadratique k( Vb)/k (non contenue dans K). 
Soit k(Ja)/k la sous-extension quadratique de K de sorte que (-1,a) = 1 
(condition équivalente à a est somme de deux carrées dans k). Soient a 1 , 

a2 E P tels que a = aî + a~. Posons ao = a/ aî. Il n'est pas difficile de voir 
que toute extension cyclique de k, de degré 4 et contenant k( va) peut s'écrire 
sous la forme k( Jr(ao + ylaëi)), où rE kx. Il est clair que k( ya) = k(ylaëi), et 
pour tout y E kx, (a0 , y)= (a, y). Soit xE kx tel que K = k( Jx(a0 + ylaO)). 
Alors (voir [23, Example 3.3, p. 1262]) et [18, Proposition 1 (10)1) : 

(2.7) : E/k est plongeable dans une extension à groupe de Galois M 16 si 
(a,2b)(-1,x) = 1. 

Soit E = k( y'a, v'b, Vê, Vd) une extension galoisienne de k, à groupe de 
Galois isomorphe à (Z/2Z) 4 . Alors (voir [35, Proposition 2.1); cette proposi
tion est une conséquence de [16, (7.6), p. 106]) 

(2.8) : Ejk est plongeable dans une extension à groupe de Galois DD si 
(a, b)(c, d) = 1. 

(2.9) : E /k est plongeable dans une extension à groupe de Galois DQ si 
(-1,a)(-1,b)(a,b)(c,d) = 1. 

Enfin, soit E / k une extension galoisienne à groupe de Galois D (res p. Q). 
Il est clair qu'il suffit de composer Ejk avec une extension quadratique de k, 
linéairement disjointe de E / k, pour la plonger dans une extension galoisienne 
à groupe de Galois D x (Z/2Z) (resp. Q x (Z/2Z)). 

Signalons que, dans tous les cas précédents (incluant f = C, D ou Q), il 
s'agit d'un problème de plongement (central) associé à l'extension centrale 
(scindée seulement dans les cas : f = JJ x (Z/2Z), ou Q x (Z/2Z)) : 

1-+ Z/2Z-+ f-+ Gal(E/k)-+ 1. 

Comme cette extension est à noyau abélien, si l'on suppose E/k modérée, et 
si le problème de plongement a une solution, alors il en existe une modérée 
sur k par [28, Théorème 6.6]. 

2.2 Démonstration des résultats principaux 

Dans cette section nous démontrons les théorèmes 2.1.1 et 2.1.2. 
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Démonstration du théorème 2.1.1 . Soit c1 E Cl(k). Soit C00 = 

ITv(k)cJR v, où v parcourt l'ensemble des places infinies réelles de k. Consi
dérons c;-1 et le cycle C0080k. D'après le théorème de densité de Tchebotarev 
(Théorème 1.3.3) et la surjection canonique de Cl(k, C0080k) sur Cl(k) (Pro
position 1.3.4), qui à cl(J) dans Cl(k, C0080k) associe cl(J) dans Cl(k), il 
existe un idéal fractionnaire h de ok dans c;-1 tel que h est premier à 20k, 
et un idéal premier p1 de Ok ne divisant pas 20k vérifiant cl(J1)-2 = Cl(p1 ) 

dans Cl(k, C0080k). Par conséquent, il existe a E k tel que : 

aOk = lÎP1, a= 1 mod* C0080k, c1 = cl(Jl)-1. 

Il est clair que k(va)/k est quadratique (vp1 (a) = 1). Par la théorie 
de Kummer elle est modérée de discriminant !J.(k( va)/k) = p1 , et par le 
théorème d'Artin sa classe de Steinitz clk ( 0 k( v'â)) est égale à c1 (voir Cha p. 
1, §1.4) : 

!J.(k(va)/k) = P1, clk(Ok(v'â)) = c1. 

Soit c2 E Cl(k). En considérant c:2 1 et le cycle C,"Ap 1 , et en procédant 
comme ci-dessus on obtient : il existe un idéal premier p2 de Ok ne divümnt 
pas 2p 1 , un idéal fractionnaire 12 de Ok premier à p1 et un élément b de kx 
tels que : 

bOk = Iip2, b = 1 rnod* Coo4Pl, c2 = cl(h)-1. 

Il est immédiat que l'extension k( ../b) / k est une extension quadratique mo-
dérée, 

!J.(k(Vb)/k) = P2, clk(Ok(v'b)) = c2, 

et est distincte de k( va)/ k. Donc k( va, Vb) / k est une extension biquadra
tique modérée car c'est une composée de deux extensions modérées. 

La 3ème sous-extension quadratique k( v;;:b)jk de k( va, Vb) est évidem
ment modérée. De l'unicité de la décomposition abOk = (11J2)2p1p2 on tire : 

!J.(k(..rc;J;)jk) = P1P2· 

Comme (voir Cha p. 1, fin § 1.4) 

!J.(k( .;a, v'b); k) = !J.( k( va); k )!J.(k( v'b); k )!J.( k( viab) /k), 

on obtient : 

Nous allons montrer les assertions suivantes : 

(-1,a) = 1, (-1,b) = 1, (a,b) = 1, (a,2) = 1. 
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Soit v une place archimédienne de k. Si v est complexe, alors ( -1, a)v = 

(-1,b)v = (a,b)v = (a,2)v = 1. Si v est réelle, (-1,a)v = (-1,b)v = (a,b)v = 

(a, 2)v = 1 car a et b sont totalement positifs par les congruences (mod* C=) 
qu'ils vérifient. 

Soit v= p une place non archimédienne de k. 
Si p est au dessus de 2 et e son indice de ramification absolu, les cong

ruences que vérifient a et b entraînent: vp(a-1) 2: vp(80k) = 3e et vp(b-1) 2: 
vp(40k) = 2e. Donc (voir (voir Chap. 1, §1.5) : 

(-1,a)p = (-1tp(-l)m(a), (-1,b)p = (-ltp(-l)m(b), (a,b)p = (-1)vp(a)m(b), 

et 
(a,2)p = (2,a)p = (-1)vp(2)m(a). 

Les trois premiers symboles sont tous égaux à 1, car vp (a) - vp ( -1) _ 
0 mod 2. Il est immédiat que vp((a- 1)/4) 2: e. Donc la classe de (a- 1)/4 
dans le corps résiduel kp est égale à O. Par suite m(b) = 0 dans lF2 , et donc 
(a, 2)p = 1. 

Supposons maintenant que p ne soit pas au dessus de 2. 
Si p =/:- P1, alors ( -1, a )p = 1 car Vp (a) est paire. Par la formule du produit 

on a ( -1, a)p 1 = 1. On en déduit que pour toute place v de k, ( -1, a)v = 1. 
Il s'ensuit que ( -1, a) = 1. 

Si p =/:- P2, alors ( -1, b)p = 1 car vp(b) est paire. Par la formule du produit 
on a ( -1, b)p2 = 1. Donc (comme ci-dessus) ( -1, b) = 1. 

Si p =/:- P1 et p =/:- P2, alors (a, b)p = 1 car vp(a) et vp(b) sont paires. Si p = 
PI. alors (a, b )p

1 
= (b)-v"I (a)(Nk;Q(P)-l)/2 dans kp11 car Vp

1 
(b) = 0 (rappelons 

que I 2 est premier à p 1). On a (a, b )p1 = 1 car b = 1 dans kp 1 par la congruence 
(mod* p1 ) qu'il vérifie. La formule du produit nous donne (a, b)p2 = 1. Par 
conséquent (a, b) = 1. 

Puisque vp(2) = 0, (a, 2)p = (2)-v"(a)(Nk;Q(P)-l)/2 . Si p =/=- p1 , alors (a, 2)p = 

1 car vp(a) est paire. Par la formule du produit on a (a, 2)p1 = 1. On conclut 
que (a, 2) = 1. Ceci termine la démonstration des assertions énoncées. 

Comme (a, b) = 1, l'extension biquadratique k ( ..Jii, Vb) / k est plongeable 
dans une extension diédrale Ed k à groupe de Galois isomorphe à D (cyclique 
sur k( vab)), que l'on peut choisir modérée (par [28, Théorème 6.6]). (Re
marque: ceci nous donne une partie de [41, Theorem 1.3.(i)}.) Soit k( N)/k 
une extension quadratique modérée, linéairement disjointe de EI/k, alors la 
composée de Rdk et k( H)/k est galoisienne modérée, à groupe de Galois 
D x (Z/271.). Une telle extension k( v'Of)/k existe, en effet : par exemple, il 
suffit de reprendre le début de la démonstration du théorème 2.1.1 en ou
bliant Coo (on en a pas besoin) et en remplaçant 80k par 40k; on sait qu'il 
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existe une infinité d'idéaux premiers p de Ok tel que cl(It)-2 = Cl(p) dans 
Cl(k, 40k)· Par conséquent, il existe a' E k et un idéal premier p', ne divi
sant pas le discriminant de Et/k et tel que: a'Ok = Ilp', a'= 1 mod* 40k 
(notons que Ed k et k( #) / k sont arithmétiquement disjointes). Puisque 
la classe de Steinitz de k( va)/ k est égale à c1 , on a le théorème 2 .1.1 pour 
D x (Z/2Z). 

Comme ( -1, a)( -1, b)(a, b) = 1, l'extension biquadratique k( y'a, Vb)/k 
est plongeable dans une extension quaternionienne E2/k, à groupe de Galois 
isomorphe à Q, que l'on peut choisir modérée. (Remarque : ceci nous donne 
une partie de [39, Théorème 1.2] sans l'hypothèse Ç4 E k ou k(Ç4 )/k est 
ramifiée.) Soit k( #) / k une extension quadratique modérée, linéairement 
disjointe de R2 /k, alors la composée de R2 /k et k(VOfi)/k est galoisienne 
modérée, à groupe de Galois Q x (Z/2Z). Donc on a le théorème 2.1.1 pour 
Q x (Z/2Z). 

Il s'ensuit de (-1,a) = 1 et (2.1) que l'extension diédrale (de degré 8) 
Et/k est plongeable dans une extension à groupe de Galois D A C, que 
l'on peut choisir modérée. D'une façon plus explicite: Puisque (-1,a) = 1, 
k( fo)/k est plongeable dans une extension E3 /k, cyclique de degré 4, que 
l'on peut choisir modérée. (Remarque : ceci nous donne une autre partie 
de [39, Théorème 1.2].) Par des considérations élémentaires de la théorie de 
Galois, la composée E 1E3 de Et/k et E 3/k est une extension à groupe de 
Galois DAC; elle est modérée car Et/ k et E3 / k le sont. Comme la classe de 
Steinitz de k( va)/k est égale à c1 , on a le théorème 2.1.1 pour r = DAC. 

Puisque ( -1, a)= 1, d'après (2.5), l'extension quaternionienne (de degré 
8) E 2 / k est plongeable dans une extension modérée à groupe de Galois Q .A. C, 
que l'on peut choisir modérée. En fait, par la théorie de Galois, la composée 
E2 E 3 de E2 /k et E 3 /k est une extension à groupe de Galois Q AC; elle 
est modérée car E2/k et E3/k le sont. Donc on a le théorème 2.1.1 pour 
r = Q Ac. 

On considère l'extension diédrale El/k. On a (-1,a) = 1, (a,2) = 1 et 
( -1, ab) = ( -1, a)( -1, b) = 1, donc les assertions (2.2), (2.3) et (2.4) sont 
équivalentes à : il existe x E kx tel que (x, -ab)=l. Prenons x = a, alors : 
(a, -ab) =(a, -a)(a, b) = 1, car (a, b) = 1 et il est bien connu (et immédiat) 
que (a, -a) = 1. On conclut qu'on a le théorème 2.1.1 pour r = D 16 , SD16 , 

ou Q16. 

Montrons maintenant le théorème 2.1.1 pour le groupe M16 . Rappelons 
que E3 / k est une extension cyclique de degré 4, modérée et contenant k( va)/ k 
(l'unique sous-extension quadratique de E3 / k). Soit x E k x tel que E3 = 

k( y'x(a0 + JiiQ)) (on rappelle que a= ai+ a~ et a0 = ajai). 
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Soit E4 / k la composée des deux extensions linéairement disjointes E 3 / k 
et k( Vb)/k; E4 /k est une extension galoisienne modérée, à groupe de Ga
lois isomorphe à (Z/4Z) x (Z/271.,). On a (a, 2b)( -1, x) = (a, b )(a, 2)( -1, x) = 
( -1, x). Supposons Ç4 E k. Alors ( -1, x)= (Ç4 , x) 2 = 1. D'après (2.7) l'exten
sion E 4 / k est plongeable dans une extension galoisienne, à groupe de Galois 
Af15, que l'on peut choisir modérée. 

Remarque. Soit k un corps de nombres quelconque. Soit E~ = 
k(J(a0 + yïaëï)). Puisque (-1, 1) = 1, la composée (E~/k) = (E~k(Vb)/k), 
qui n'est pas nécessairement modérée, est plongeable, par (2.7), dans une 
extension galoisienne (contenant k( va)/k), à groupe de Galois M 16 . On en 
déduit : pour tout cE Cl(k), il existe une extension quadratique de k, modé
rée dont la classe de Steinitz est c, et qui est plongeable dans une extension 
galoisienne de k à groupe de Galois isomorphe à M 16 . 

Pour démontrer le théorème 2.1.1 pour le groupe DC, DD, et DQ, consi
dérons (deux fois) la classe triviale de Gl(k) et procédons comme au début 
de la démonstration du théorème 2.1.1 (cela revient à remplacer les classes c1 

et c2 par la classe triviale) en imposant quelques conditions de ramification. 
On obtient : il existe deux idéaux premiers distincts p3 , p4 de Ok, premiers 
tous les deux avec Pb p2 , et deux éléments c, d de kx vérifiant : 

Comme pour a et b, on vérifie sans peine qu'on a : 

(-1,c) = 1, (-1,d) = 1, (c,d) = 1. 

L'extension k( vfë)/k est quadratique modérée de discriminant p3 . Elle est 
linéairement disjointe de k( JO,, Vb)/k; car par exemple p3 n'est pas rami
fié dans k(yla, Vb)/k et donc k(VQ,, Vb) n k(vfë) = k. Soit E6 l'extension 
k( Ja, v'b, JC)/ k, alors c'est une extension galoisienne modérée, à groupe de 
Galois isomorphe à (Z/2Z?. 

On a (a,b)(-l,c) = 1. Grâce à (2.6), E6 /k est plongeable dans une ex
tension galoisienne de k, à groupe de Galois isomorphe à DG, que l'on peut 
choisir modérée. Par conséquent on a le théorème 2.1.1 pour r = DG. 

L'extension k( Vd)/k est quadratique modérée de discriminant p4 ; elle est 
linéairement disjointe de k(yla, v'b, vfë)/k, car par exemple p4 n'est pas ra
mifié dans cette dernière (les idéaux premiers ramifiés dans k( VQ,, v'b, JC) / k 
sont : P1, pz, P3)· Soit E 7 l'extension k( yla, .Jb, vfë, Vd)jk, alors c'est une ex
tension galoisienne modérée, à groupe de Galois isomorphe à (Z/2Z)4 . 
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On a (a,b)(c,d) = 1 (resp. (-1,a)(-1,b)(a,b)(c,d) = 1); par (2,8) (resp. 
(2, 9)), E?/k est plongeable dans une extension galoisienne à groupe de Galois 
isomorphe à DD (resp. DQ), que l'on peut choisir modérée. Par suite on a 
le théorème 2.1.1 pour r = DD et r = DQ. Ceci achève la démonstration 
du théorème 2.1.1. 0 

Démonstration du théorème 2.1.2. Nous adaptons, à notre situation, 
l'idée principale de la démonstration du théorème 1.1(ii) dans [39] et du 
théorème 1.3(ii) dans [41]. 

Soit r un groupe non abélien d'ordre 16, ou extraspécial d'ordre 32. 
Lorsque r est le groupe modulaire M16 , on suppose que Ç4 E k. D'après 
le théorème 2.1.1, il existe une extension galoisienne Njk, modérée dont le 
groupe de Galois est isomorphe à r. Soit FJ / k la sous-extension de N / k cor
respondante à l'extension centrale : 

1---+ Z/27l---+ r---+ Gal(E/k)---+ 1. 

Soit c E k. Le théorème de Chebotarev et la surjection canonique de 
Cl(k, 40k) sur Cl(k) nous permettent d'affirmer: il existe un idéal fraction
naire I de Ok, un idéal premier p de Ok premier avec le discriminant de N / k 
et un r E P tels que : 

L'extension k(fr)/k est quadratique modérée de discriminant pet classe 
de Steinitz c. 

Soit 1 E E tel que E ( y'r) = N. Par des considérations élémentaires 
de la théorie de Galois, la composée Nk(..JF) de Njk et k(fr)/k contient 
l'extension Nr = E( y'FY)/k, qui est galoisienne à groupe de Galois isomorphe 
à r (on pourrait voir aussi [23, Theorem 1.1]); elle est modérée car c'est une 
sous-extension de l'extension modérée (Nk(..JF))jk. 

D'après la transitivité de la classe de Steinitz dans une tour de corps de 
nombres on a : 

clk(ONJ = clk(OE) 2 NE;k(clE(ON,.)). 

L'extension E ( yFY) / E étant modérée, il existe un (unique) idéal fraction
naire I(!) de OE satisfaisant : 

On a la décomposition : 
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où D..(N/E)pOE est sans facteur carré car b..(Njk) est premier à p. Puisque 
l'extension Nr = E(y!Fi)/E est quadratique modérée, on en déduit que 

Par conséquent : 
clk(ONJ = clk(ON)c[E:kJ. 

D'où A= {clk(ON)c[E:k] 1 cE Cl(k)} c R'1n(k, f). Supposons le nombre des 
classes de k impair. Alors A = Cl(k), car [R : k] est une puissance de 2 
(= 8, ou 16), et donc Rm(k, r) = Cl(k). Ceci termine la preuve du théorème 
2.1.2. 0 

29 



1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

30 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 



Chapitre 3 

Classes galoisiennes réalisables 
d'extensions métacycliques de 
degré lm 

3.1 Introduction 

Soient k un corps de nombres, r un groupe fini, et N 1 k une extension 
galoisienne à groupe de Galois isomorphe à r. Soit M un Ok-ordre maximal 
dans l'algèbre semi-simple k[f], contenant Ok[r]. On rappelle que lorsque 
N 1 k est modérément ramifiée, on peut associer à 0 N, par extension des 
scalaires, la classe de M ®ok(r] ON, notée [M ®ok[r] ON], dans Cl(M). On 
désigne par R(M) l'ensemble des classes c de Cl(M) telles qu'il existe une 
extension N 1 k modérément ramifiée, à groupe de Galois isomorphe à r, avec 
[M ®ok[r] 0 N] = c; on dira que c est réalisable par l'extension N / k et on 
appelle R(M) l'ensemble des classes réalisables. 

Dans la suite, pour ne pas alourdir les notations, on identifiera fréquem
ment des groupes isomorphes quand c'est faisable sans ambiguïté. 

Soit H un groupe fini d'ordre un entier naturel m. Soient l un nombre 
premier et C un groupe cyclique d'ordre l. Soit J-L une représentation lF'z
linéaire de H dans C : 

J-l: H ---t Aut(C)(~ (Zjl7l)*), 

où (7ljl7l)* est le groupe des éléments inversibles de 7ljl7l. Notons r le produit 
semi-direct de C et H défini à l'aide de J-l : 

r = c )<1~' H. 
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Supposons fL fidèle dans toute la suite de ce chapitre. Alors H est cyclique 
et rn divise l - 1. On peut dire plus (voir [21, p. 12]) : à isomorphisme près, 
il existe un unique tel groupe r et il est isomorphe à l'unique sous-groupe 
d'ordre lm du groupe affine d'une droite sur IF1. Si rn = l - 1, alors r est 
le groupe affine lui-même. Pour m = 1 (resp. m = 2), r est cyclique (resp. 
diédral). On peut caractériser ces groupes métacydiques comme étant les 
groupes résolubles transitifs de degré premier (théorème de Burnside). Le 
groupe r peut être défini par la présentation suivante : 

où r est un entier, avec 1 :::; r :::; (l- 1), et la classe de r dans (Z/ZZ)* est 
d'ordre m. 

Désormais on suppose rn =/= 1 (donc l =/= 2) de sorte que r soit non abélien. 

Dans ce chapitre, toute extension galoisienne N /k dont le groupe de Ga
lois est isomorphe à r est appelée extension métacydique de degré lm. 

Le point de départ du présent chapitre était la lecture de [21] et une 
tentative de généralisations des arguments et résultats de [38), avec comme 
objectifla détermination de R(M) lorsque rest un groupe résoluble transitif 
de degré premier. Nous n'avons pas réussi à atteindre notre objectif, mais 
nous avons défini un sous-ensemble R 1 (M) de R(M) et montré qu'il est un 
sous-groupe de Cl 0 (M) sous une certaine hypothèse (voir ci-dessous). (On 
pourrait consulter [42] pour une démarche analogue.) 

Dans toute la suite, Ç désigne une racine primitive l-ième de l'unité. On 
définit R 1 (M) comme étant l'ensemble des classes réalisables des extensions 
métacycliques N / k de degré lm, telles que la sous-extension ki/ k de N / k de 
degré rn est linéairement disjointe de k(f,)/k. 

Dans ce chapitre, nous déterminons R 1 (M) à l'aide d'un idéal de Stickel
berger, et montrons qu'il est un sous-groupe de Cl 0 (M) sous l'hypothèse que 
k/Q et Q(f,)/Q sont linéairement disjointes. 

Dans [38], r est un groupe métacyclique d'ordre lm, avec rn = q est un 
nombre premier, et k/Q! est linéairement disjoint du lq-ième eorps eycloto
mique sur Q; le corps k' de [38] eorrespond à k1 . Après lecture attentive de 
[38], nous avons constaté qu'on a besoin de supposer que k' n k(Ç) = k dans 
[38, p. 91, ligne 18] et jusqu'à la fin de l'article. Donc, dans [38), on a en fait 
déterminé R1(M) et non R(M). En résumé: l'énoncé du [38, Théorème, p. 
89] est correct avec R 1 (M) au lieu de R(M), et la description correcte de 
R 1 (M) (au lieu de R(M)) est dans [6, Appendix, p. 18]. On pourrait utiliser 
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le présent chapitre comme une correction définitive de [38] (voir ci-dessous 
la seconde remarque après le théorème 3.1.1). 

Le but de la suite est d'énoncer nos principaux résultats. 

Comme r /C (isomorphe à H) est abélien, C d'ordre premier et r non 
abélien, le groupe dérivé de r est C. Donc il y a m caractères absolument 
irréductibles de r de degré 1 : on les obtient en composant les caractères de 
degré 1 de r /C avec la surjection canonique de r sur r jC. Soient n + 1 le 
nombre des classetl de conjugaison sur k de ces caractères, et { 1/Ji, 0 :S i :S n} 
un système de leurs représentants, avec '1/Jo le caractère trivial. 

Pour tout i, 0 :::; i :::; n, la restriction de 1/Ji à H définit un caractère de H, 
car CC Ker( '!/Ji), qu'on note Xi· Il est clair que {Xi, 0 :S ·i :Sn} est un système 
de représentants des classes de conjugaison sur k des caractères absolument 
irréductibles de H. Soit k('tj;i) (resp. k(xi)) l'extension de k obtenue par 
adjonction à k des valeurs deWi (resp. Xi), alors k('l/Ji) = k(Xi) pour tout 'i, 
0 ::; i ::; n. 

Soit F /Q la sous-extension de Q(Ç)/Q de degré (l- 1)/rn. Les autres ca
ractères absolument irréductibles de r sont de degré rn, et il y en a 
(l - 1)/rn; ils sont induits par des caractères de degré 1 et d'ordre l de 
C, sont à valeurs dans F et sont conjugués sous Gal(F/Q) (voir [21, §2, p. 
13]). 

Maintenant supposons que k/Q et Q(Ç)/Q soient linéairement disjointes si 
bien que Gal(k(Ç)jk) ~ Gal(Q(Ç)/Q). Soit E0 /k la sous-extension de k(Ç)/k 
de degré (l - 1)/rn. Signalons que sous l'hypothèse précédente, notre E0 est 
le même que celui défini dans [7, Appendice, p. 341) (attention à la différence 
des notations : les p et q de [7, Appendice) correspondent respectivement à l 
et rn). Puisque Gal(E0 /k) ~ Gal(F/Q), il y a une seule classe de conjugaison 
sur k des caractères irréductibles de r de degré rn. ; notons que son cardinal 
est (l- 1)/rn. On note x un représentant d'une telle classe, et 1/J un caractère 
de degré 1 et d'ordre l de C tel que : 

x= Ind~'l/J. 

Remarques. (1) Puisque C est un sous-groupe distingué der, il est im
médiat que pour tout "( E f\ C, x( "f) = O. En utilisant la formule bien connue 
donnant Jndb'l/J et le fait que sn défini par sr(Ç) = çr, est un générateur de 
Gal(Q(Ç)/ F), on vérifie facilement que pour tout ·i, 0 :::; i ::; (l - 1), on a : 
x( ai) = TrQ(Ç)jF('Ij;(a)i), où Tr désigne la trace. 

(2) Le but de cette remarque est de montrer que x n'est pas symplectique. 
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Soit c(x) = lfi-1 E'"Ya xb2
) l'indicateur de Frobenius-Schur de x (voir 

[11, (73.12) et (73.14), pp. 725~726]), où lfl est l'ordre der. On a c(x) = 0, 
en effet : 

-Sim est impair, alors lfl est impair (rappelons quel =1= 2). Donc {1'2 , ')' E 
r} = r et c(x) = lfl-1 E'I'Er xb); d'où c(x) = 0 car x est orthogonal au 
caractère trivial. 

- Sim est pair, les éléments de r tels que ')'2 E C sont : les éléments de C 
et les ai-rm/2 , 0 Si S (l-1). On a (ai-rm/2 ) 2 = air=/

2
• En utilisant le fait que 

O'rm/
2 

est un générateur de C, car r est premier avec l, on obtient : c(x) = 

2lfl-1 E')'EC x('y). Or 2..::-yEC xb) = Tr<Ql(Ç)jF(E!:~ 4;(a)i) = Tr<Ql(Ç)jF(O) = 0 
('1/J est d'ordre l). Par conséquent c(x) =O. 

Puisque c(x) =1= -1, x n'est pas symplectique d'après [11, (73.13), p. 726] 
(x est unitaire car c(x) = 0; voir la définition de unitaire dans [11, (73.10)(i), 
p. 724]). Ceci termine la seconde remarque. 

Soit k(x) l'extension de k obtenue par adjonction à k des valeurs de X· 
En utilisant [11, p. 330 et §74J (voir Chap. 1, §1.1), il est immédiat que la 
décomposition de Wedderburn de l'algèbre semi-simple k[r] en un produit 
d'algèbres simples est la suivante (on rappelle que k(7./Ji) = k(xi)): 

n n 

k[r] ~II k(?jJi) x 111n,(Dx) =II k(Xi) x 111n,(Dx), 
i=O i=O 

où Dx est un corps gauche de centre k(x), et Mnx(JJx), qui est l'anneau des 
matrices carrées d'ordre nx à coefficients dans Dx (on rappelle que nx = 

x(1)/ s0 , où s0 est l'indice de Schur relatif à k), est la composante simple 
associée à x. 

De plus (voir [11, p. 330]), le degré de k(x)/k est égal au nombre t des 
conjugués sur k de X· On a vu, ci-dessus juste avant les remarques, que 
t = (l- 1)/m. Comme k(x)/k est une sous-extension de l'extension cyclique 
k(f.)/k et le degré de E0 jk est (l- 1)/m, on a k(x) = Eo. 

Soit M un Ok-ordre maximal dans k[r] contenant Ok[r]. Puisque les 
caractères X et Wi, 0 S 'i S n, ne sont pas symplectiques, la remarque qui 
suit le théorème 1.1.2 nous donne : 

n n 

Cl(M) ~II Cl(k('l/!i)) x Cl(Eo) =II Cl(k(x;)) x Cl(Eo). 
i=O i=O 

D'où: 
n 

Cl 0 (M) ~II Cl(k(xi)) x Cl(Eo). 
i=1 
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Nous identifierons fréquemment Cl 0 (M) avec TI:1 Cl(k(xi)) x Cl(Eo) 
sous l'isomorphisme précédent. 

La décomposition de Wedderburn de l'algèbre semi-simple k[H] en un 
produit d'algèbres simples est la suivante : 

n 

k[H] ~ II k(xi)· 
i=O 

Soit M(H) l'ordre maximal de Ok dans k[H]. Comme H est abélien: 

n n 

Cl(M(II)) ~II Cl(k(xi)), et donc Cl 0 (M(JI)) ~ rr Cl(k(xi)). 
i=O i=l 

Soit R(M (H)) l'ensemble des classes réalisables par les anneaux d'entiers 
des extensions galoisiennes et modérées de k, dont le groupe de Galois est 
isomorphe à H. D'après [26], R(M(H)) est un sous-groupe de Clo(M(H)) 
qu'on peut décrire par une correspondance de Stickelberger; on l'identifiera 
souvent avec un sous-groupe de fl~= 1 Cl(k(xi)). 

Soit 

S = Gal(k(E,)/k) ={si 1 1 SiS l- 1}, avec si(Ç) = Çi. 

Soit l'élément de Stickelberger 

1-1 

fJ = 'L::>si\ 
i=l 

et soit l'idéal de Stickelberger 

S = (1/l)fJZ[S] n Z[S]. 

L'action naturelle de S par restriction sur les idéaux fractionnaires de E0 

induit une structure de Z[S]-module sur Cl(E0 ). On note SCl(Eo) le sous
groupe de Cl(E0 ) engendré par les éléments de la forme sc, où s E S et 
cE Cl(E0 ). 

Si K/k est une extension finie de corps de nombres, on note 4JK/k le mor
phisme de Cl(k) à valeurs dans Cl(K), qui à la classe d'un idéal fractionnaire 
Ide ok associe la classe de l'idéal étendu IOK dans Cl(K). 

Dans ce chapitre, on démontre le théorème suivant : 

35 



Théorème 3.1.1. Soient k un corps de nombres et r = C ><1tt H. Suppo
sons que la représentation p soit fidèle, et que les extensions k j<Q et <Q(Ç) j<Q 
soient linéairement disjointes. Soit E 0 /k la sous-extension de k(Ç)/k de degré 
(l- 1)/m. Alors R 1 (M) est un sous-gr·oupe de Cl0 (M), égal au sous-groupe 
A suivant: 

A ~ { ( c, c2 , ••• , c~, x</> Eo/k ( ù Nk(x<)/k( c,))) 1 

( c1 , c2 , ... , c,.) E R(M(H) ), x E SCl(Eo)}. 

Remarques. (1) On déduit immédiatement de ce théorème que R 1(M) 
est isomorphe au groupe produit R(M(H)) x SCl(E0 ). 

(2) Considérons le cas particulier où m = q est un nombre premier, et 
k/Q est linéairement disjoint du lq-ième corps cyclotomique sur Q : c'est 
la situation de l'article [38]; précisons que le corps K de [38] et [6, Appen
dix] est égal à R0 . On a R(M(H)) = SqCl(k(Çq)) d'après [37, Théorème, 
p. 191] car k n Q(Çq) = Q, où Sq est un idéal de Stickelberger qui se défi
nit de façon similaire à S, et E,q est une racine primitive q-ième de l'unité. 
D'une façon explicite, la correction définitive de [38] signalée ci-dessus est : 
R1(M) ~ SqCl(k(Ç,q)) x SCl(Eo) et R1(M) = {(c,:r</>Eo/k(Nk(~q)fk(c))ic E 
SqCl(k(Ç,q)), xE SCl(Eo) }. 

Si G est un groupe fini, on désigne par Rma(k, G) (mo pour modéré; on 
note rrw au lieu de rn pour éviter toute confusion avec le cardinal m de H) 
l'ensemble des classes de Steinitz des extensions galoisiennes modérées de k, 
dont le groupe de Galois est isomorphe à G. Rappelons que si G est abélien, 
alors R=a(k, G) est un sous-groupe de Cl(k). 

Une application du théorème précédent est la proposition suivante. 

Proposition 3.1.2. Soit k un corps de nombres. Supposons que les ex
tensions k /Q et <Q( Ç) /Q soient linéairement disjointes. Alors l'ensemble 
Rmo(k, r) des classes de Steinitz des extensions métacycliques de degré lm 
est le sous-groupe de Cl(k) suivant: 

Remarque. Cette proposition est un cas particulier de [7, Théorème 
A.5, p. 342] (A pour Appendice) qui est un résultat de L.P. Endo. Mais ici 
la démonstration est différente et plus courte. Signalons que l'appendice de 
[7] est un résumé de plusieurs résultats contenus dans la thèse de Endo. 
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3. 2 Préliminaires 

Le but de cette section est d'établir ou rappeler quelques propositions en 
vue de la démonstration du principal résultat de ce chapitre. 

Désormais N / k désigne une extension modérément ramifiée à groupe de 
Galois isomorphe à r, où k et r vérifient les hypothèses du théorème 3.1.1 : 
k n Q(Ç) = Q et r = C ><11-L H avec 11 fidèle. Nous notons par k1 le sous-corps 
de N fixe par C; on a : kd k est galoisienne et Gal (ki/ k) :::::: H. Soit a une 
base du k[r]-module N. Pour tout idéal premier p de Ok, soit ap une base 
du Ok,p[r]-module ON,p· 

Soit i, 1 ~ i ~ n. Les égalités suivantes découlent facilement de la défini
tion des résolvantes de Frohlich-Lagrange : 

{ap, 1./Ji) = (TrNp/(k1 )p (ap), Xi)ki/k• (a, '1/Ji) = (TrNfk 1 (a), Xi)kl/k· 

Signalons que TrNp/(k1 )p(ap) et TrNfk1 (a) sont des bases respectives du 
Ok,p[H]-module Ok1 ,p et du k[H]-module k1 • 

Soient b et bp des bases respectives du k 1 [C]-module N et du Ok1 ,p[C]
module ON,p· Soit 80 un système de représentants des classes d'équivalence 
des éléments de Gal(Qjk) modulo Gal(Qjk1 ) (rappelons que Q est une clô
ture algébrique de Q). Puisque x= Indf:'I/J, par un résultat de Frôhlich (voir 
[13, (5.12), p. 401] ou [14, Theorem 12, p. 1651), il existe À et Àp des éléments 
inversibles respectifs des anneaux k[Cl et Ok,p[C] tels que : 

(a, X)'1;(,\) = f1lk 1fk((b, if;)N/kJc(ki/k), 

et 
(ap, X)if;(,\p) = fJlkl/k( (bp, if;)NjkJc((kl)p/kp), 

où 'ljJ a été prolongé par linéarité à kp[C], e(ki/k) 2 est le discriminant d'une 
base du k-espace vectoriel k1 , e((k1)pjkp)2 0k,p est le discriminant de (kl)p/kp, 
et 

-yESo 

Supposons que ktfk et k(Ç)jk soient linéairement disjointes. On peut 
donc choisir un prolongement 7 de T à Q vérifiant r(Ç) = Ç. Il est clair qu'on 
peut supposer 80 = {ri, 0 ~ 't ~ (m- 1)}. Alors 

m-1 

mkl/k((.r,if;)N/kl) =II 'Y((x,'lj;)N/kl) = rr~((x,'lj;)NjkJ· 
i=O 

Une démonstration similaire à celle de la proposition 4.1 dans [4, pp. 
22~23] nous donne : 
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Proposition 3.2.1. Sous les hypothèses et notations ci-dessus, un représen
tant de la classe de M 0ok[r] ON dans Cl(M) est l'élément f de 
1! omnk ( Rr, J (k)) défini par : 

f ( 1/Jo) = ( 1 ) , 

/(1/Ji) = ((TrNp/(kl)p(ap),Xihdk) , pour tout i, 1::; i::; n, 
(TrN/k1 (a),xi)kl/k P 

J(x) =(e((kt)p/kp)IT -:r ((bp,1/J)N/kl )) . 
e(kt/k) _ (b, 'lf;) N/k 1 t-0 p 

Rappelons qu'on identifie des groupes isomorphes pour ne pas alourdir 
les notations. 

Soit Res le morphisme de restriction de Gal(k1(Ç)jk) sur Gal(ki/k) (~ 
H). Nous noterons aussi par 1-l le morphisme 1-l o Res : 

1-l: Gal(k1(Ç)/k) ----7 (Z/lZ)*(~ Aut(C)). 

Soit v : Gal(k1(Ç)jk) ----7 (Z/IZ)* le morphisme défini par : si g est un 
élément de Gal(k1(Ç)jk) et g(Ç) = Çi, alors v(g) est la classe dei modulo ZZ. 

On désigne par À le morphisme suivant : 

>.: Gal(kt(Ç)/k) --+ (Z/lZ)* 

g 1--------t v(g)!-l(g)-t. 

Soit Z le sous-corps de kt(Ç)/k fixe par Ker(>.). Supposons que kt/k 
et k(Ç)jk soient linéairement disjointes. D'après [7, Proposition A.2(1), p. 
341), le sous-groupe Ker(>.) est cyclique d'ordre m (dans notre situation 
m = pgcd(m, [k(Ç) : k]); attention à la différence des notations : les p et q 
de [7, Appendice] correspondent respectivement à l et m). De plus, kt ( Ç) est 
égal à la composée des extensions Z et k(Ç) (resp. k1). 

Comme les extensions Z/Z n k(Ç) et k(Ç)/Z n k(Ç) sont linéairement 
disjointes et [Zk(Ç) : Z] = [kt(Ç): Z] =rn, on a [k(Ç) : Znk(Ç)] = nL Puisque 
k(f,)/k est cyclique on en déduit que Zn k(Ç) = E 0 . Par conséquent Z/Eo 
et k( f,) / E0 sont linéairement disjointes et Gal ( Z / E0 ) c:::- Gal ( k1 ( Ç) / k( Ç) )( ~ 
Gal(kl/k)). 

De Z / Z n k1 et kt/ Z n kt sont linéairement disjointes et [ Z kt : Z] = 
[kt(f,) : Z] = m, on tire [kt : Zn kt] =rn. D'où Zn kt = k. Il s'ensuit que 
Z/k et ktfk sont linéairement disjointes, et Gal(Z/k) "' Gal(kt(f,)/kt) ~ 
Gal(k(Ç)/k)(= S). 
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Les extensions N / k1 et k1 ( Ç) / k1 sont linéairement disjointes car leurs 
degrés respectifs l et l - 1 sont premiers entre eux. On a : N n k(Ç) = 

N n k1 (Ç) n k(Ç) = k1 n k(Ç) =k. Par suite N/k et k(Ç)/k sont linéairement 
disjointes. Donc Gal(N(f,)/k) ~ Gal(N/k) x Gal(k(f,)/k). 

Rappelons les notations : 

S = Gal(k(Ç))/k) ={si\ 1:::; 'Ï:::; l- l},avec Si(Ç) = Çi. 

On a les isomorphismes de restriction : 

Gal(N(Ç)jN) ~ Gal(k1 (Ç)/k1 ) ~ Gal(k(Ç)jk) = S, 

Gal(N(Ç)jk(Ç)) ~ Gal(N/k) =<a, T >, 

Gal(N(Ç,)jk1 (Ç,)) ~ Gal(N/kl) =<a>= C, 

Gal(kl(Ç)/k(Ç)) ~ Gal(ktfk) ~ H =< T >. 

Dans la suite, pour simplifier les notations, nous noterons de la même 
façon, quand il n'y a aucune confusion possible, un élément de Gal(N(Ç)/k) 
et sa restriction à une sous-extension de N(Ç)jk. Si i E Z, on notera aussi i 
sa classe dans Z/lZ, et l'on désignera par ï* son inverse modulo lZ lorsque i 
est premier à [, 

Il découle de ki/ k et k( Ç) j k sont linéairement disjointes que Gal ( k1 ( Ç) / k) 
est isomorphe à Gal(k(Ç,)/k) x Gal(ktfk). On peut donc noter 

Gal(k1(f;,)jk) ={siri 1 1:::; i:::; l-1,0:::; j:::; m -1}. 

On a: v( si)= i, v(r) = 1, J.l(si) = 1 et p(r) = r. D'où 

>..(siri)= i(r*)i. 

Un calcul simple montre que le groupe cyclique Ker(>..) est engendré par 
TSr. Par conséquent Z/k est la sous-extension de k1 (Ç)/k fixe par TSr· 

Remarque. Le corps k défini dans [21, §5] est égal à Z. 

Soit <p un caractère de degré 1 et d'ordre l de C. Soit x un élément de N. 
Rappelons la définition de la résolvante de Frühlich-Lagrange (:r, <p) Njk1 : 

l-1 

(x, <p) Njk 1 = L <p(a-i)ai(x). 
i=O 
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On vérifie sans peine les propriétés suivantes : 

a( (x, ifJ)NJkJ = ~.p(a)(x, ifJ)Njkp '1( (x, ifJ)Njk1 ) = ('r(x), cpr*)Njkp 

-"i(\x,cp)Njk1 ) = (x,~.pi)Njk1 • 

Soit K 0 /k une sous-extension de degré l de N /k. Puisque N / k est une 
extension décomposée au sens de [31] (i.e., composée de K 0 /k et kdk qui 
sont linéairement disjointes), d'après [31, Lemme 5J, il existe bE K 0 telle que 
{ a(b), a E C} est une base normale de N / k1 (la démonstration est simple : 
elle consiste en l'adaptation de celle du théorème de la base normale dans 
une extension galoisienne). Choisissons Ko/ k la sous-extension de N / k fixe 
par H =< T >, de sorte que T(b) =b. 

Des trois propriétés ci-dessus, on déduit immédiatement que (b, 7j;}~;k1 
est un élément de Z. 

On peut écrire d'une manière unique : 

1-1 

\b,'t/J)~1k 1 oz = uc'1,/J)) 1IT Ji('t/J)i, 
i=l 

où I('lj;) est un idéal fractionnaire de Z, et les Ji('!/,), 1 sis (l-1), sont des 
idéaux entiers de 0 2 , sans facteur carré et premiers entre eux deux à deux. 

En utilisant l'unicité de la décomposition précédente et les propriétés de 
(b, 'lj;)Njk1 on montre facilement qu'on a: 

On en déduit : 
(b,'l.j;)~;k 1 0z = (I('lj1)) 1BJ1('tf;), 

où BJ1 ( 'lj;) se calcule en utilisant la structure naturelle de Z[S]-module de 
l'ensemble des idéaux fractionnaires de Z. 

Rappelons que si K / k est une extension finie de corps de nombres, on 
note clk(OK) sa classe de Steinitz, et si I est un idéal fractionnaire de k, on 
désigne par cl(I) sa classe dans Cl(k) le groupe des classes de k. 

Proposition 3.2.2. Soient ci, 0 Si Sn+ 1, les composantes de [M 0ok[r] 

ON] dans IT~=o Cl(k(xi)) x Cl(E0 ). Alors : 

(i) Co est la classe triviale dans Cl(k). 

(ii} (ci. c2, ... 'Cn) est la classe de [M(H) 0ok[H] okl] dans IT~=l Cl(k(xi)). 
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Nous aurons besoin d'un lemme pour la démonstration de l'assertion ('iii) 
de la proposition précédente. Avant de l'énoncer, précisons quelques nota
tions. 

Comme ci-dessus, on peut écrire d'une manière unique : 

l-1 

(b, 'l/;)~;k1 okt(ç) = (1'('1/;))1 I1 Jf('l/;)i, 
i=1 

où I'('lj;) est un idéal fractionnaire de k1 (Ç), et les J:('lj;), 1 ~ i ~ (l-1), sont 
des idéaux entiers de Ok1 (ç), sans facteur carré et premiers entre eux deux à 
deux. On montre sans difficulté qu'on a : 

et l'on obtient : 
(b,'l/;)~1k1 okt(O = (I'(1/J)) 1 BJ~(1/J), 

où OJi('l);) se calcule en utilisant la structure naturelle de Z[S]-module de 
l'ensemble des idéaux fractionnaires de k1 ( Ç). 

Lemme 3.2.3. Sous les notations précédentes on a: Ji('t/J) = J1(1j;)Ok1 (ç) et 
J'('lj;) = I(1j;)Ok1 (ç)· 

Démonstration. On a T Sr (Ji ( 1j))) = Ji ( 'lj)rr*) = Ji ( 1j)). Donc Ji( 1j)) est un 
idéal ambige de l'extension k1(Ç)/Z (i.e., Ji('I/J) est invariant sous 
Gal(k1(Ç)/Z)). Puisque 1j) est non trivial et (b, '1/J)N/kt i= 0, on a N(Ç) = 

k1(Ç)((b, 'lj})N/kJ· Les extensions N/k1 et k1 (Ç)/k1 étant modérées, on ob
tient : la composée N ( Ç) / k1 est modérée et donc N ( Ç) / k1 ( Ç) l'est aussi. Par 
la théorie de Kummer i::l.(N(Ç)/k1(Ç)) = (fl!:i J{(1j;))1- 1. Par conséquent 
Ji('l/;) est premier avec l0k1 (Ç)· Parce que k1(Ç) = Z(Ç), les seuls idéaux pre
miers de Oz qui peuvent éventuellement se ramifier dans k1(Ç)/Z sont des 
diviseurs de lOz. Comme Ji('l/;) est un idéal ambige de k1(Ç)/Z, sans facteur 
carré et est premier avec i::l. ( k1 ( Ç) / Z)O z on obtient : il existe un idéal X de 
Oz satisfaisant Ji('l/;) = X0k1 (Ç)· 

Posons o: = (b,'lj;)~/kt et J = BX. Alors (o:J-1)m = Nk1(ç);z(I'('Ij;))1. 

Mais l et rn sont premiers entre eux, d'où Nk1 (ç);z(/'('tf;)) = ym, où Y est 
un idéal fractionnaire de Z. On vérifie facilement que si((I'('t/J)) = I'('lj)i) et 
T( (J' ( 1jJ)) = I' ( 'lj!r*) ; on en déduit que I' ( 'ljJ) est un idéal am bige de k1 ( Ç) / Z. 
Comme Nk1 (ç);z(/'('t/J))Ok1 (ç) = IT-yEGal(kt(€)/Z) !(I'('Ij;)), on a (YOkt(ç))m = 

I'('lj))m. Par conséquent I'('lj;) = YOk!(Ç)· 
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De ce qui précède on tire [J('l,b) 1 0JI('0)]0kt(~) = [Y10X]Okt(0· Par suite 
I('lj;)10J1 (1j;) = Y 1()X; donc I('tj;) = Y et J 1 ('tj;) = X par l'unicité de la 
décomposition. Ceci termine la démonstration du lemme. 0 

Démonstration de la proposition 3.2.2. (i) C'est évident. 

(ii) La démonstration est analogue à celle de l'assertion ( ü) de la propo
sition 4.2 dans [4, p. 24]. 

(iii) La preuve consiste en la détermination de la classe du contenu de 
l'idèle suivant, lequel est défini dans la proposition 3.2.1 : 

JCx) =(e((ki)p/kp)IT ;;=i (<bp,'t/J)N/kt)) . 
e(kt/k) ._ (b, ·ifJ)N(k1 ~o P 

Il suit de [15, Note 4, pp. 50-51] que la classe dans Cl(k1 (Ç)) du contenu de 
l'idèle ((bp,'t/..'JN/kJ(b,'l,b}Nfkt)P est la classe de l'idéal fractionnaire 
( 0 N, 'lj;) N /kt/ ( b, 'lj;) N; kt. Mais la classe de ce dernier est égale à cl (J' ( '!j;) -l) par 
le théorème 2.3(1) de [37]. Par le lemme 3.2.3, cl(J'('l,b)- 1) = cl(J('tj;)- 10k1 (Ç)). 

D'après [31), on peut choisir bp E OKo,p (rappelons que K 0 /k est la 
sous-extension de N / k fixe par H = < T >, de telle sorte que T ( b) = b). 
La résolvante (bp, '0)N(kt vérifiant les mêmes propriétés que (b, '0) N/kt, on 
obtient (bp,'l,b}N;kJ(b,t/J)N/kt E Zp. Comme Gal(ki(f.)/k(Ç)) est isomorphe 
par restriction à Gal ( Z 1 E0 ), et la restriction de 7 à k1 ( Ç) est un généra
teur de Gal(k1(f.)/k(Ç)), on a : Gal(Z/ F 0 ) est engendré par la restriction 
de 7 à Z. On en déduit que la classe dans Cl(Eo) du contenu de l'idèle 
cn:-;;1 -:re (bp, 1/J) Njk) (b, 'l/;) N(kt) )p est N Z/Eo (cl ( I ( 'lj; )--l). 

Soit 1 l'idéal fractionnaire de k qui est le contenu de l'idèle 
(e((k1)p/kp)/e(k1 /k))p· Un raisonnement similaire à celui de la fin de la preuve 
de la proposition 4.2(ii-i) dans [4, p. 24] nous donne : cl(I) = ch( Okt). Ceci 
permet d'achever la démonstration de ('iü). D 

Proposition 3.2.4. Supposons que le discriminant de kt/ k soit premier à 
lOk, et que toute sous-extension de ki/ k différente de k soit ramifiée en au 
moins une place finie. Alors toute sous-extension de Z / E 0 différ-ente de E 0 

est mmifiée en au moins une place finie. 

Démonstration. Soit X/ E0 une sous-extension de Zl E 0 de degré x =f- 1. 
Comme ki/ k est cyclique et .r divise m (rappelons que le degré de Z / F 0 

est rn), il existe une (unique) sous-extension Y/k de ki/k de degré x. Les ex
tensions ki/k et k(E,)Ik étant arithmétiquement disjointes (i.e., linéairement 
disjointes et de discriminants premiers entre eux), il en est de même de Y/k et 
k(f,)/k. Par suite le degré de Y(Ç)/k(Ç) est x et ~(Y(Ç)Ik(Ç)) = 6.(Y/k)Ok(ç), 
où ~ désigne le discriminant. Puisque les extensions Z 1 E 0 et k( Ç) 1 E0 sont 
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linéairement disjointes, X/ E0 et k(Ç)/ E0 le sont aussi; d'où le degré de 
X(Ç)/k(Ç) est x. Comme k1(Ç)/k(Ç) est cyclique, on a X(Ç) = Y(Ç). Par 
conséquent X(Ç)/k(Ç) est ramifiée en au moins une place finie première à 
lOk(f.)· Mais X(Ç)/ X et k(Ç)/ E 0 sont non ramifiés en toute place finie sauf 
peut-être en une place au dessus de l. On en déduit que X/ E0 est ramifiée 
en au moins une place finie. Ce qui termine la démonstration. D 

Proposition 3.2.5. Soit S' l'idéal de Z[S] engendré par les éléments de la 
forme c- sc, où c est premier avec l et sc(Ç) = çc {sc = si, où c = i mod l 
et 1 S i ::; l - 1). 

(1) On a : S = (1/l)fJS'. 

(2) Soit 1'11 un Z[S]-module. Notons SM le sous-module de M engendré 
par les éléments de la forme sm, où s E S et rn E M. Soit m E 111, alors les 
deux assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) mE SM. 

(ii) Pour tout s'ES', s'rn E SM. 

Démonstration. (1) Voir [47, Lemma 6.9, p. 93]. 

(2) Voir [25, Lemma 4.1.5, p. 577]. D 

Enfin, soient Kun corps de nombres contenant Ç et K(a111)/ K une exten
sion cyclique (de Kummer) de degré l. Puisque l =1- 2 et lOK = (1- Ç)1

-
10K, 

si a - 1 mad* l20K, alors, d'après [20, Theorem 119, p. 136], tout idéal 
premier p de OK divisant lOK est totalement décomposé dans K(a111)/ K; 
en particulier, K(a1fl)j K est modérément ramifiée. 

3.3 Démonstration des résultats principaux 

Dans cette section, nous démontrons le théorème 3.1.1 et la proposition 
3.1.2. 

Démonstration du théorème 3.1.1. Rappelons qu'on veut montrer 
l'égalité R 1(M) =A, où A est le sous-ensemble de IJ~=l Cl(k(xi)) x Cl(R0): 

A ~ { ( c1, c2, ... , c,., x,P &/k ( g N,(xo)fk ( e;))) 1 

( c, <'2, ... , <;,) E R(M(IJ)), x E SCl( R0)}. 
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(1) Montrons l'inclusion R 1(M) CA. 

On utilise les hypothèses et notations de la proposition 3.2.2. Tout d'abord 
(c1 , c2, ... , en) E R(M(H)) par cette dernière. En raisonnant comme dans le 
début de la partie (1) de la preuve du théorème 1.1 dans [4, p. 25] (on utilise 
le caractère de la représentation régulière de H et [27, Proposition 12}) on 
obtient : 

n n 

clk(OkJ = rr Nk(x;)/k(ci)X;(l) = rr Nk(xi)/k(ci). 
i=l i=l 

Rappelons l'égalité : 

Dans ce qui suit on notera (b,'lj;)Njk1 simplement par (b,'l/J). D'une façon 
naturelle, N(Ç) \ {0} est un Z[Cal(N(Ç)/k)]-module. 

Soit s'ES'. On a : 

Soit (e-sc) ES'. L'élément (c-sc)(b,'lj;) appartient à Z car: D'une part 

a(c-sc)(b,'lj;) a((b,'l);)c/sc((b,'l/J))) 

- ('1/J(a)c/1/;c(a))(c- sc)(b, 7j;) = (c- sc)(b, 1/J). 

D'autre part, les égalités Tsr(c- sc) = (c - sc)Tsr et Tsr(b, 7j;) = (b, '1/.J) 
impliquent TSr(c- sc)(b, '1/J) = (c- sc)(b, '1/J). Il s'ensuit que s'(b, 1/J) E Z. D'où 

(s'(b,'l/J))Oz = s'I('ljJ)(O/l)s'J1 (7j;), 

et donc s'cl(I('if;)-1 ) E SCl(Z) (Cl(Z) a une structure naturelle de Z[S]
module) carS= (l/Z)eS' en vertu de Proposition 3.2.5(1). On en déduit que 
cl(J('lj!)- 1 ) est un élément de SCl(Z) par l'assertion (2) de la proposition 
3.2.5. Par conséquent Nz;E0 (cl(I('lj;)- 1

)) E SCl(E0 ). 

Posons Nz(Eo(cl(I('l/J)-1
)) = x. Alors Cn+l = x<PEo/k(I1~=1 Nk(x;)/k(ci)). 

Ceci termine la démonstration de l'indusion (1). 

(2) Montrons l'inclusion A c R 1 (M). 

Soit x= (cl, c2, ... 'Cn, x<PEo/k ( n~=l Nk(x;)jk(ci))) un élément de A. 

Tout d'abord on considère l'élément (cl, c2, ... , en) de R(M(H)). Soit 
Ex : Cl(Ok[ll]) -r Cl(M(JI)) la surjection induite par l'extension des sca
laires de Ok[H] à M(H). Puisque Ex(R(Ok[H])) = R(M(H)), les assertions 
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(a), (b), et (c) de [26, Theorem 6.17, p. 289], nous affirment l'existence d'une 
extension modérée kdk à groupe de Galois isomorphe à H =< T >, telle 
que [M(H) C!9ok[H] Ok1 ] = (c1, c2 , ... , en), la seule sous-extension de ki/k non 
ramifiée sur k est k lui-même, et dont le discriminant est premier à lOk. Si
gnalons que la dernière condition sur le discriminant implique que kdk et 
k( Ç) / k sont linéairement disjointes. 

On rappelle qu'on peut définir À : Gal(k1(Ç,)jk) ~ ('ll/l'll)*, le mor
phisme de groupes qui à g fait correspondre v(g)~-t(g)- 1 (voir §3.2 juste après 
la proposition 3.2.1). Les extensions kdk et k(Ç,)/k étant linéairement dis
jointes, nous rappelons aussi qu'on peut appliquer [7, Proposition A.2(1), p. 
341] et noter 

Gal(kl(f.)/k) = {siTJ 1 1 ~ i ~ l- 1, 0 ~ j ~ m- 1}. 

Soit Z le sous-corps de k1 (Ç)/k fixe par ker(>..)(=< TSr >).Par la pro
position 3.2.4, toute sous-extension de Z/ E0 différente de E0 est ramifiée. 
Ce dernier fait entraîne que Nz/Eo : Cl(Z)-+ Cl(E0 ) est surjective grâce au 
théorème 1.3.5. On en déduit que Nz;Eo induit un morphisme surjectif de 
SCl(Z) sur SCl(Eo) 

Ensuite on considère l'élément x de SCl(E0 ). Soit y E SCl(Z) vérifiant 

NzjE0 (y) =x. 

D'après l'assertion (1) de la proposition 3.2.5, il existe un entier a, des 
idéaux fractionnaires Ji de Oz, 1 ~ i ~ a, qu'on peut choisir premiers avec 
lOz par le théorème de densité de Chebotarev, et des éléments s~, 1 ~ i ~ a, 
de S' tels que : 

a 

y= cl (Il (1/l).s~OJi). 
i=l 

Posons I = TI~=l (1/l).s~Oli et J = TI~=l s~h Alors : 

Il = (}J. 

Soit le cycle C = l 20z. Par la surjection canonique de Cl(Z, C) sur Cl(Z) 
et le théorème de densité de Chebotarev, il existe un idéal premier p de Oz, 
totalement décomposé dans Z/k et tel que cl(p) = cl(J) dans Cl(Z,C). Il 
s'ensuit qu'il existe ci E Z satil':lfaisant : 

p = c/ J, n'= 1 mod* l 20z. 

Posons 
n =()ci. 
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Alors 
aOz = u-t )tep. 

L'élément a n'est pas une puissance l-ième dans Z, car par exemple 
vp(a) = 1, où vp est la valuation p-adique. Il ne peut être une puissance 
l-ième dans kt(Ç), car sinon Z(aCllll)jZ serait une sous-extension de k1 (Ç)/Z 
de degré l, et donc l diviserait m, ce qui est impossible. 

Soit w un élément d'une clôture algébrique de k vérifiant w1 =a. Posons 
L = k1(Ç)(w). Alors L/k1(Ç) est une extension cyclique (de Kummer) de 
degré l. Rappelons que '1/J est un caractère de degré 1 et d'ordre l du groupe 
(abstrait) C; 'ljJ a été choisi au §3.1. Tout d'abord choisissons un générateur 
Œ de C tel que 1/J(Œ) = Ç. Ensuite identifions C avec Gal(L/k1(f,)) en faisant 
agir CT sur L de sorte que Œ(w) = f,w. 

Pour tout 'Ï, 1 :::; i :::; (l - 1), soit (Ji l'élément de Stickelberger : (Ji = 
(1/l)(i- si)8. De si()= iO- lei, et en posant ci = (Oia')-t on tire : 

si(a) =aie~, où ciEZ. 

De l'égalité précédente on déduit que Gal(kt(Ç)/k1) opère sur le sous
groupe < a > de k1 (Ç)x /(kt(ç)x)l engendré par la classe de a (c'est le 
sous-groupe associé à l'extension L/kt(Ç) par la théorie de Kummer). Par 
conséquent L/kt est galoisienne; elle est de degré l(l- 1). 

Soit sio un générateur de Gal (kt ( Ç) /kt). Notons sio et cio tout simplement 
par s et c, de sorte que s (a) = aio d. Notons aussi par s un prolongement 
de s à L. L'égalité w1 = a entraîne s(w)1 = s(a) = (wi0 c)1. On choisit le 
prolongement de s défini par s(w) = wi0 c. 

L'extension L/kt est abélienne, en effet : Œs(w) = (Çw)i0 c = sCT(w). Le 
degré de L/kt étant égal à l(l- 1), le groupe abélien Gal(L/k1 ) admet 
un sous groupe d'ordre l - 1. Donc il existe une sous-extension galoisienne 
N /kt de L /kt de degré l. Notons que puisque N / k 1 et k 1 ( Ç) / k1 sont linéai
rement disjointes, on a N kt (Ç) = L, et les isomorphismes de restriction : 
Gal(L/k1(f,)) ~ Gal(Njkt) et Gal(L/N) ~ Gal(kt(f,)/kt). 

Comme Tsr(a) =a (rappelons que Gal(kt(Ç)/Z) =< TSr > ), on a : 

T(a) = Sr•(a) = ar• c~ •. 

On en déduit que Gal(ki(f,)/k) opère sur < a >. Par suite L/k est galoi
sienne. En particulier, L / k( Ç) est galoisienne de degré lm. 

Pour simplifier les notations, posons Cr• = d et notons aussi par T un 
prolongement de T à L. De w1 =a on tire T(w)1 = (wr*d)1. Choisissons le 
prolongement de T défini par T(w) = Wr* d. 

46 



Ci-dessous nous montrons que Gal(L/k(f,)) est isomorphe à r. Pour cela, 
comme a est d'ordre l, il reste à montrer que TaT- 1 =ar et Test d'ordre m. 
Il est immédiat qu'il suffit de faire les calculs à l'aide de w. 

D'une part Ta(w) = T(f,w) = f,wr* d, et d'autre part arT(w) = ar(wr* d) = 
dar(wt* = d(çrwr·. Donc TaT- 1 =ar. 

De 7(w) = wr* d, on déduit 72 (w) = wr*
2 

dr* T(d). En réitérant le procédé, 
on obtient : 

m-1 

m( ) r•m II l(d)r•(m-1-j) 
7 w =w T . 

j=O 

Rappelons que la classe de r dans (Z/lZ)* est d'ordre rn, et donc celle de r* 
aussi. Soit e un entier naturel vérifiant r*m = 1 + el. Alors 

m-1 

mc ) e II l(d)r·<=-1-j) T w = wa 7 . 

j=O 

De 7(a) = ar*d1 on obtient comme ci-dessus : 

m-1 m-1 

7m(a) = ar•rn[IT Tl(dt•<=-1-j)]l = a[ae II 71(dt•<m-l-JJjl. 

j=O j=O 

Mais 7m(a) =a (puisque la restriction de T à k1 (Ç) est d'ordre m). Donc 

m-1 

[ae II Tj (dt•(m-1-j)]l = 1. 

j=O 

( ( ) ( )) Tim 1 ·c ) •(m-1-j) Comme Ç ~ Z rappelons que Z Ç = k1 Ç , ae 1~ TJ d r = 1. 
Par suite 7m(w) = w, d'où Test d'ordre m. Ceci achève la démonstration de 
l'assertion : Gal(L/k(Ç)) est isomorphe à r. 

Nous allons maintenant prouver que N / k est galoisienne modérée, à groupe 
de Galois isomorphe à r. 

Montrons l'égalité : ST = TS. On a sT(w) = wior* cr* s(d) et 7s(w) = 
wior• di0 7(c). Mais s7(a) = Ts(a), d'où [cr* s(dW = [di0 T(c)]1, ce qui entraîne 
cr* s(d) = di0 7(c) puisque Ç ~ Z. Donc sT(w) = Ts(w), d'où ST = 7S. 

Rappelons que sa = as. Par conséquent s appartient au centre de 
Gal(L/k), en particulier le sous-groupe < s > engendré par s est un sous
groupe distingué de Gal(L/k). Comme N est le sous-corps de L fixe par 
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< s >, N / k est galoisienne. Il est immédiat que N / k et k( Ç) / k sont linéaire
ment disjointes et L = Nk(Ç). On en déduit que Gal(L/k(Ç,)) est isomorphe 
par restriction à Gal(N/k). Donc Gal(N/k) c:::::: r. 

De o:' = 1 mod* l 20z et o: = 8o:', on tire o: = 1 mod* l 20z. Il s'ensuit que 

Par conséquent L/k1 (Ç) est modérément ramifiée par le rappel provenant de 
la théorie de Kummer et situé à la fin du §3.2. Comme k1(f;,)/k est modérée 
car c'est une composée des extensions ki/k et k(f;,)/k qui le sont, l'extension 
L/k est modérée. Par suite N/k est modérée puisque c'est une sous-extension 
de Ljk. 

Soit K / k la sous-extension de degré l de N / k fixe par < T >. Soit b 
un élément de K engendrant une base normale de N/k1 (donc (b,'l/J) i= 0). 
On aL= k1(Ç)((b,'l/J)), car ·1./J est non trivial, (b,·ljJ) =1- 0 et (b,'ljJ)t E k1 (Ç). 
Par la théorie de Kummer, il existe g E k1 (Ç) et 't, 1 :S i :S (Z- 1), tels 
que a= gl(b,'ljJ)li. Comme wl = o:, il existe j, 0 :S j :S (l- 1), satisfaisant 
w = g(b,'ljJ)if;,j. Rappelons que u((b,'l/J)) = '1/J(Œ)(b,'l/J) et '1/J(Œ) = Ç. D'où 
a-(w) = t;,iw. Par conséquent i = 1, car a-(w) = f;,w. Donc 

Mais (b, 1/J}l E Z et o: E Z, par suite g E Z (sinon Z(g)/Z serait une sous
extension de k1 ( Ç) / Z de degré l, et l diviserait rn). En utilisant la décompo
sition (de façon unique) o:Oz = (I-1)l(Jp on obtient: 

est la décomposition (de façon unique) de (b, 'lj;)tOz. 

Rappelons que y= cl(!) et Nz;E0 (y) =x. Alors 

Nz;E0 (cl((gl))) = NzjE0 (cl(I)) =x. 

Puisque clk(Okl) = rr=l Nk(x;)jk(ci), on conclut que x= [M 0ok[r] ON] 
grâce à la proposition 3.2.2. Donc Ac 'R1(M). Ceci termine la démonstra
tion du théorème 3.1.1. 

Remarque. Nous n'avons pas réussi à montrer l'existence de N jk à l'aide 
de [7, Proposition A.1, p. 341], cela aurait pu nous raccourcir la démonstra
tion précédente en évitant un calcul explicite de Gal(L/k(f;,)); lorsque m est 
un nombre premier, on peut trouver un calcul similaire au notre dans [10, 44]. 

48 



Démonstration de la proposition 3.1.2. 

(1) Montrons l'inclusion Rmo(k, f) c Rmo(k, II) 1NeoJk(Cl(E0 ))m(l-1)12 

pour tout corps de nombres k. 

Soit N / k une extension galoisienne modérée à groupe de Galois isomorphe 
à r. Soit kt/k sa sous-extension fixe par C. Par la transitivité de la classe de 
Steinitz dans une tour de corps de nombres (voir Proposition 1.4.2(ii)) 

Comme le degré de l'extension N / k1 est impair, par un résultat d'Artin (voir 
Théorème 1.4.1) on a 

Soit~ le conducteur d'Artin d'un caractère de degré 1 et d'ordre l de C. 
Alors ~(Njkl) =~I-l par la décomposition d'Artin et Hasse du discriminant 
en un produit de conducteurs. Comme Njk1 est modérée, il suit de [21, 
Proposition 2.5] que 

a 

~ = Cil Pï)Okl, 
i=l 

où a est un entier et les Pi sont des idéaux premiers distincts de Ok. On en 
déduit : 

a 

Nkl/k(clk
1
(0N)) = cl(IlPi)m(t-l)/2

. 

i=l 

On conclut qu'on a notre première inclusion car cl(pï) E Ne0 jk(Cl(E0 )) par 
[7, Proposition A.4(3), p. 342] et clk(Ok1 ) E Rmo(k, H). 

(2) Montrons l'inclusion: Hrrw(k, fl) 1NEo/k(Cl(Eo))m(l- 1)12 C Hmo(k, r). 

Soit cE Rmo(k, H). Par [26], il existe kt/k une extension galoisienne mo
dérée à groupe de Galois isomorphe à II, telle que clk ( Ok1 ) = c, la seule 
sous-extension de k1 /k non ramifiée sur k est k lui-même, et dont le discri
minant est premier à lOk· Il est clair que ktfk et k(Ç)jk sont linéairement 
disjointes. 

Soit (ct, c2, ... , en) la classe de [M(H) ®ok[H] Ok1 ] dans fl~=l Cl(k(Xï)). 
Supposons dorénavant que k/Q et Q(Ç)/Q soient linéairement disjointes. 
Soient :r: E SCl(FJo) et X= (c1, c2, ... , Cn, x<PEo/k(TJ~=l Nk(xi)/k(ci))). D'après 
le théorème 3.1.1, XE R 1(M). Donc il existe une extension galoisienne mo
dérée Nxfk, à groupe de Galois isomorphe à r, telle que X= [M®o.,[r]ONx]. 
Soient f un représentant de X dans la Hom-description de Cl(M) et rr le 
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caractère de la représentation régulière de r. En utilisant [15, pp. 62 -63J, on 
voit que clk(ONJ est représentée par le contenu de l'idèle f(rc) E J(k) (ceci 
est [27, Proposition 12] et l'idée de sa preuve). On en déduit : 

Rappelons que Xi(1) = 1, x(1) =met clk(Ok1 ) = fl~=l Nk(xi)/k(ci)Xi(l) = c. 
Donc 

clk(ONJ = ccm(l-l)/mNEo/k(x)m = c1NEojk(x)m. 

Par conséquent d NEo/k(SCl(Eo))m C Rmo(k, r). 

Il est immédiat que NEo/k(SCl(Eo)) = NEo/k(Cl(Eo))(l-l)/2
. Il s'ensuit 

que c1NEo/k(Cl(Eo))m(l-l)/2 C Rmo(k,f), d'où notre seconde inclusion. Ceci 
achève la démonstration de la proposition 3.1.2. 
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Classes de Steinitz et classes galoisiennes 
réalisables . d'extensions non abéliennes 

La thèse contient deux parties. 

Un résumé de la première partie est le suivant. Sojent kun corps de nombres et Cl(k) son groupe des 
classes. Soit r un groupe non abélien d 'ordre 16, ou un groupe extraspécial d 'ordre 32. Soit Rm(k, r) le 
sous-ensemble de Cl(k) formé par les éléments qui sont réalisables par les classes de Steinitz d 'extensions 
galoisiennes de k, modérées et dont le groupe de Galois est isomorphe à l' . Lorsque l' est le groupe 
modulaire d 'ordre 16, on suppose que k contienne une racine primitive 4ème de l'unité. Dans la thèse 
on montre que Rm(k, r) est le groupe Cl(k) tout entier si le nombre des classes de k est impair . On 
étudie un problème de plongement en liaison avec les classes de Steinitz dans la perspective de l'étude des 
classes galoisiennes réalisables. On prouve que pour tout c E Cl(k) , il existe une extension quadratique 

de k, modérée, dont la classe de Steinitz est c, et qui est plongeable dans une extension galoisienne de k, 
modérée et à groupe de Galois isomorphe à r . 

Un résumé de la deuxième partie est le suivant. Soient k un corps de nombres et Ok son anneau 
d 'entiers. Soit C (resp. H) un groupe cyclique d 'ordre l (resp. m). Soit r = C ><~ H un groupe métacyclique 
d'ordre lm, avec H opérant fidèlement sur C . Soient Mun Ok-ordre maximal dans l'algèbre semi-simple 
k[r] contenant Ok[r], et Cl(M ) le groupe des classes des M-modules localement libres. On définit l'en
semble 'R.(M ) des classes galoisiennes réalisables comme étant l 'ensemble des classes cE Cl(M) telles qu ' il 
existe une extension Nfk modérée, à groupe de Galois isomorphe à r , avec la classe de M ®ok!rj ON est 
égale à c, où 0 N est 1 'anneau des entiers de N . Dans la thèse, on définit un sous-ensemble de 'R.(M) et on 
montre , par l'intermédiaire d 'une description utilisant un idéal de Stickelberger, qu 'il est un sous-groupe 
de CI(M), sous l'hypothèse que k est linéairement disjoint du l-ième corps cyclotomique sur Q. 

Mots-clés: Structure de module galoisien; Anneaux d 'entiers; Classes réalisables; Classes de Steinitz; 
Ordre maximal ; Groupe des classes des modules localement libres; Problème de plongement; Idéal de 
Stickelberger. 

Steinitz classes and realizable Galois module 
classes of nonabelian extensions 

The thesis contains two parts. 
An abstract for the first part is the following . Let k be a number field and Cl(k) its class group. Let 

r be a nonabelian group of order 16 or an extra-special group of order 32. Let R,.,.(k, r) be the subset 
of Cl(k) consisting of those classes which are realizable as Steini t z classes of tame Galois extensions of k 
with Galois group isomorphic tor. When ris the modular group of order 16, we assume that k contains a 
primitive 4t h root of unity. ln the thesis we show that Rm (k , 1") is the full group Cl(k) if the class number 
of k is odd. We study an embedding problem connected with Steinitz classes in the perspective of studying 
realizable Galois module classes. We prove that for ali c E Cl(k), there exist a tame quadratic extension 
of k, with Steinitz class c, and which is embeddable in a tame Galois extension of k with Galois group 
isomorphic to r . 

An abstract for the second part is the following. Let k be a number field and Ok its ring of integers. 
Let l be a prime number and ma natural number . Let C (resp. H) be a cyclic group of order l (resp. m). 
Let r = C ><~ H be a metacyclic group of order lm, with H acting faithfully on C. Let M be a maximal 
Ok-order in the semi-simple algebra k[r] containing Ok[r), and Cl(M) its locally free classgroup. We 
define the set 'R.(M) of realizable Galois module classes to be the set of classes c E Cl(M) such that 
there exists a Galois extensjon N/k which is tame, with Galois group isomorphic tor, and for which 

[M ®ok tr J ON]= c, where ON is the ring of integers of N . ln the thesis, we define a subset of'R.(M) and 
prove, by means of a description using a Stickelberger ideal, that it is a subgroup of Cl(M), under the 
hypothesis that k and the l-th cyclotomie field over Q are linearly d isjoint. 

Keywords : Galois module structure; Ring of integers; Realizable classes; Steinitz classes; Maximal 

order; Locally free class groups; Embedding problem; Stickelberger ideal. 
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