N

N
N

HAL

open science

Le delta-barre pour certains feuilletages complexes

Jihéne Slimeéne

» To cite this version:

Jihéne Slimeéne. Le delta-barre pour certains feuilletages complexes. Mathématiques [math]. Uni-
versité de Valenciennes et du Hainaut-Cambrésis; Université de Monastir, 2008. Frangais. NNT:

2008VALEO0012 . tel-03009673

HAL Id: tel-03009673
https://uphf.hal.science/tel-03009673
Submitted on 17 Nov 2020

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://uphf.hal.science/tel-03009673
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE DE MONASTIR

UNIVERSITE DE VALENCIENNES
ET DU HAINAUT-CAMBRESIS

LE 3 POUR CERTAINS FEUILLETAGES COMPLEXES

Thése soutenue le 2 mai 2008

par

Jihéne SLIMENE

pour obtenir le grade de
Docteur en Mathématiques

Composition du Jury

Président E. SaLHr ............ Faculté des Sciences de Sfax

Rapporteurs J.-P. DEMAILLY ..... Université de Grenoble
J-J.L@EB ........... Université d’Angers

Examinateur H. BEN MEssSAOUD . Faculté des Sciences de Sfax

Directeurs de Thése M.BLEL............. Faculté des Sciences de Monastir
A. EL KaciMI....... Université de Valenciennes

N© d’ordre : 08 - 09



UNIVERSITE DE MONASTIR

UNIVERSITE DE VALENCIENNES
ET DU HAINAUT-CAMBRESIS

LE 5 POUR CERTAINS FEUILLETAGES COMPLEXES

Theése soutenue le 2 mai 2008
par

Jihéne SLIMENE

pour obtenir le grade de
Docteur en Mathématiques

Composition du Jury

Président E.SALHI ............ Faculté des Sciences de Sfax

Rapporteurs J.-P. DEMAILLY ..... Université de Grenoble
J-J.L@B ........... Université d’Angers

Examinateur H. BEN MESSAOUD . Faculté des Sciences de Sfax

Directeurs de Thése M. BLEL............. Faculté des Sciences de Monastir
A. EL KAacMr....... Université de Valenciennes

N° d’ordre : 08 -






A mes parents.

A mes fréres et sceurs.
A tous ceux que j'aime
et qui m’aiment.






REMERCIEMENTS

Je commence ces remerciements par ceux qui ont guidé mes premiers pas dans la recherche
mathématique.

Le professeur Aziz EL KACIMI m'a proposé ce sujet de travail de thése. Durant toute son
élaboration il n’a cessé de me motiver, me guider et me prodiguer conseil et toujours avec une
attention constante et sincére. Le contenu de ce mémoire et la forme définitive qu'il a prise lui

doivent beaucoup. Je lui exprime toute ma reconnaissance et lui adresse un grand merci.

J'ai beaucoup appris auprés du professeur Mongi BLEL durant la préparation de cette
thése. [l m’a initiée a I'analyse complexe, s'est toujours intéressé 3 mon travail et m'a souvent

motivée. Je tiens a le remercier et lui exprimer toute ma gratitude.

Je suis heureuse que les professeurs Jean-Pierre DEMAILLY et Jean-Jacques L(EB se soient

intéressés a mon travail. lls ont donné de leur temps pour le lire et rapporter dessus. Je les en

remercie infiniment.

Les professeurs Hédi BEN MESSAOUD et Ezzeddine SALHI ont gentiment accepté d'étre

respectivement examinateur et président dans ce jury de thése. Je les en remercie.

Je remercie vivement le professeur Khélifa HARZALLAH. Il m'a consacré généreusement

son temps, il m'a souvent écoutée et conseillée et j'ai beaucoup profité de son expérience.

Merci au professeur Marcel NICOLAU qui a bien voulu lire mon travail et le recommander

aupres de la Commission de recrutement lors de ma candidature au concours d’assistanat.

Je tiens a remercier Nabila DAIFI pour ses qualités humaines et de m'avoir toujours aidée
a régler tout probleme administratif a I'Université de Valenciennes. Merci aussi a tous les

membres du LAMAYV pour ['accueil et I'amitié qu'ils m'ont toujours réservés.

Je ne saurais terminer cette page sans remercier tous les enseignants que j'ai eus a la
Faculté des Sciences de Monastir, tous mes amis et mes collégues pour leurs encouragements

constants et leur soutien moral.






CONTENU

Introduction

Chapitre I : Rappels de géométrie différentielle

1. Variétés différentiables et complexes
2. Fibrés vectoriels

3. Faisceaux et préfaisceaux

4. Cohomologie des groupes discrets

Chapitre II : Le 7 pour les feuilletages complexes

1. Le probleme du &
2. Feuilletages complexes
3. Le probleme du 3 le long des feuilles

Chapitre III : Trois exemples de base

1. Flots complexes linéaires sur le tore
2. Une submersion en courbes elliptiques
3. Feuilletage complexe de Reeb sur §* x §?

Chapitre IV : Feuilletage complexe sur le tore hyperbolique

1. Construction du feuilletage complexe
Les espaces de fonctions sur T7%+!
Formulation du probleme du 9~
Divers objets géométriques

Le théoréme principal

LA ol

Références

13
17
19
24

27
31
33

39
46
49

63
65
67
69
72

81






INTRODUCTION

La naissance de la théorie des feuilletages (vers les années quarante) et son développement
depuis lors a amené & se poser beaucoup de questions d’analyse et de géométrie réelle ou
complexe, d’analyse globale ou autres, sous une version paramétrée par les transversales.
Tout probléme classique a son analogue le long des feuilles dés que celles-ci posseédent la
structure géométrique qui permet de lui donner un sens. Par exemple le probléme du 8 sur
les variétés complexes dont on sait & quel point il a marqué le développement de ’analyse
et la géométrie complexes. (On peut citer en passant le théoreme de Mittag-Leffler qui
a été central dans la théorie des fonctions d’'une variable complexe.) Ce probléme admet
une version le long des feuilles d’un feuilletage complexe (i.e. les feuilles sont munies
d’une structure complexe variant localement différentiablement). Le probléme du OF, dit
encore 0 le long des feuilles, peut s’interpréter comme une version paramétrée (par I’espace
des feuilles M/F) du probléeme du & usuel. Si la codimension (réelle) de F n’est pas
nulle, 'opérateur 8+ n’est plus elliptique contrairement au cas classique. La régularité des
solutions (quand elles existent) n’est alors plus automatiquement acquise. Ces questions
ont été un peu abordées dans [DO], [Ek1], [Ek2], [GT] et [Sli]. Le présent travail s’inscrit
dans cette direction.

Résoudre le 85 revient & montrer la trivialité de la cohomologie de Dolbeault feuil-
letée HZ™(M). Celle-ci est un invariant de la classe de conjugaison complexe du feuil-
letage et mesure ’obstruction a la résolution de ce probléme. Dans le cas classique,
différentes méthodes ont été développées pour résoudre le 8 ou, de manitre équivalente,
pour déterminer la cohomologie de Dolbeault ; mais la plupart d’entre elles appliquées
au cas feuilleté, ne donnent pas des solutions explicites qui permettent de controler la
régularité des solutions par rapport au parametre transverse. Toutefois, nous sommes
arrivés & donner des réponses et des calculs explicites pour des exemples de feuilletages

complexes, assez représentatifs de situations géométriques diverses.

Dans notre démarche, nous avons utilisé des méthodes de cohomologie des groupes
discrets & valeurs dans des espaces de Fréchet liés aux feuilletages considérés (fonctions ou

formes différentielles holomorphes le long des feuilles).

Le premier chapitre est consacré & des préliminaires sur les variétés différentiables et
analytiques, les fibrés vectoriels, les faisceaux, la cohomologie & valeurs dans un faisceau,

la cohomologie des groupes discrets et quelques autres outils.
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Dans le second chapitre, on rappelle le probléme du 9 classique et la cohomologie de
Dolbeault. On y définit la notion de feuilletage complexe et on donne une formulation
du probléeme du O le long des feuilles ainsi que la cohomologie de Dolbeault feuilletée.
Certaines situations comme celles des revétements feuilletés raménent & ’utilisation des
outils comme ceux de la cohomologie des groupes discrets et les suites spectrales. Nous
montrons comment nous en usons.

Les chapitres III et IV de ce mémoire de thése sont dédiés & nos résultats proprement
dits. Nous les avons divisés en deux.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions le 87 pour les trois feuilletages complexes
suivants pour lesquels nous donnons explicitement tous les calculs. (Les deux premiers
constituent le contenu de Particle [Sli].)

1. Un flot linéaire complexe sur le tore. On note T" = R™/Z" le tore de dimension n.
Soient X et Y deux champs de vecteurs linéaires indépendants ; X et Y engendrent alors
un feuilletage F réel orientable de dimension 2. En posant Jz(X) =Y et Jx(Y) = - X,
on définit sur le fibré tangent & F une structure presque complexe intégrable qui fait de F

un feuilletage complexe de dimension (complexe) 1.

2. Une submersion en courbes elliptiques. On note H le demi-plan supérieur {z € C :
Im 2 >0} et M 1a variété complexe C* x H qu’on munit du feuilletage holomorphe F dont
les feuilles sont les facteurs C* x {w} avec w variant dans H. Ce feuilletage est invariant

par le biholomorphisme :
vi(z,w) EC* x H— (7™ z,w) € C* x H

ol ¢ est un automorphisme de H. Il induit donc un feuilletage holomorphe (a fortiori com-
plexe) F de dimension 1 sur la variété quotient M = M /T ou T est le groupe des automor-
phismes de (]/VI\ , F ) engendré par . La variété M et le feuilletage F sont différentiablement
le produit par H d’une courbe elliptique X. Mais du point de vue complexe F est loin
d’étre un produit : deux feuilles £, et ¥, sont holomorphiquement équivalentes si, et

seulement si, il existe une matrice B € SL(2,Z) telle que ¢(¢) = By(w).
3. Un feuilletage affine de Reeb en surfaces complezes. Soit M la variété (C2 xR)\ {0}

munie du feuilletage complexe F de dimension 2 défini par Péquation dt = 0 ((z1, 22,1)

désignent les coordonnées sur M ). Ce feuilletage est invariant par le difféomorphisme :

v : (21,202,t) € M—s (Az1, Az, At) € M

10



(o A €]0,1]) et induit donc un feuilletage complexe F de dimension 2 sur la variété

quotient M = M /T (ou I est le groupe des automorphismes de F engendré par v).

Le quatriéme chapitre est consacré aux feuilletages complexes homogenes définis par
une action localement libre du groupe affine de la droite réelle sur une variété homogeéne

compacte & groupe fondamental résoluble. Décrivons explicitement ces feuilletages.

4. Feuilletage complexe sur le tore hyperbolique. Soit A € SL(n,Z) une matrice
diagonalisable ayant toutes ses valeurs propres Aj, - - -, A, réelles positives et différentes de
1 (on dit que A est hyperboligue). On a une action du groupe R sur R” :

(t,z) € R X R* —s A’z ¢ R

qui permet de construire un groupe de Lie résoluble G = R" X 4R ayant I' = Z™ % 4Z comme
réseau cocompact. Le quotient G/T" est une variété compacte notée T}"’l et appelée tore
hyperbolique de dimension n+ 1. Soit v un vecteur propre associé & une valeur propre A de
A dans ]0,1]. Les champs de vecteurs X = Alv et Y = 2 sont linéairement indépendants
et induisent des champs sur la variété TZ“ sur laquelle ils définissent un feuilletage F de
dimension réelle 2. Il est muni d’une structure complexe définie & 'aide de la structure

presque complexe intégrable Jx(X) =Y et Jg(Y) = - X.
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CHAPITRE |

RAPPELS DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Les feuilletages qu’'on considére dans ce travail sont définis sur des variétés
différentiables ou des variétés analytiques complexes. 1l est donc naturel d’en
rappeler les éléments de base et tous les objets qui leur sont rattachés : champ
de vecteurs, formes différentielles, fibrés vectoriels, faisceaux, cohomologie etc.
On aura aussi 2 utiliser la notion de cohomologie des groupes discrets ; on en
introduira les ingrédients essentiels.

Tout espace topologique M que 'on considérera sera supposé paracompact i.e. M est
séparé et tel que tout recouvrement ouvert admet un recouvrement ouvert plus fin et lo-
calement fini. Tout recouvrement que ’on prendra sera de ce type. Le mot “différentiable”
signifiera toujours indéfiniment différentiable.

1. Variétés différentiables et complexes

Soit {U; }ier un recouvrement ouvert de M tel que, pour tout ¢ € I, il existe un homéomor-
phisme @; : O; — U; ot O; est un ouvert de R™. Si x € U;, la paire (U, ¢;) est appelée
carte locale et (21,...,2,) = @] ' (z) sont les coordonnées de z dans cette carte. Si (U;, ;)
et (Uj;, ;) sont deux cartes locales telles que U; N U; # @ alors un point z € U; N U; sera

repéré par ses coordonnées (z1,...,Zn) dans U; et ses coordonnées (z'1,...,2') dans Uj.
On doit avoir :

(L.1) (@1, 2'n) = @7 0 Pi(T1,- . Tn)-

L’application <p;'1 o(; est appelée changement de coordonnées de la carte (U;, ;) & la carte
(Uj, @;). La collection {U;, ;}icr est appelée atlas sur M.
1.1. Définition. On dira que M est une variété différentiable de dimension n si elle
admet un atlas {U;, ;}icr tel que, pour toute paire de cartes locales (U, ;) et (Uj,v;)
avec U; N U; # O, l’homéomorphisme de changement de coordonnées cp}‘l o w; Soit un
difféomorphisme (de classe C*°).

On dira que la variété M est orientable si elle peut étre définie & 1'aide d’un atlas
{U;, i} pour lequel les difféomorphismes goj._l o @; préservent l'orientation de R™ : pour
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z € U; NUj, le déterminant de V’application linéaire d (cpj‘1 0 ¢;) (p; *(x)) est strictement
positif. Une variété différentiable est dite compacte, conneze etc. si I’espace topologique
sous-jacent est compact, connexe etc.

1.2. Définition. Soient M et N deuz variétés différentiables de dimensions respectives
n et p. On dira qu’une application f : M — N est différentiable au point x € M si,
pour toute carte locale (U, ) de M contenant x et toute carte locale (V,v) de N contenant
f(x) et tout voisinage ouvert W de = contenu dans U et tel que f(W) C V, lapplication
v lofop: p W) C R® — v~ YV) C RP est différentiable. On dira que f est
différentiable, si elle est différentiable en tout point de M.

En particulier, on dira qu’une fonction f : M — R est différentiable si, pour toute
carte locale (U, ), la fonction fop : ¢ 1 (U) ¢ R® — U — R est différentiable.
La dérivée partielle %(m) sera donc par définition %(m) = ngi;’il(cp‘l(m)). Si f est
différentiable, bijective et f~! est différentiable, on dira que f est un difféomorphisme de
M sur N. Dans ce cas les variétés M et N ont nécessairement la méme dimension.

On notera C*°(M, N) ’ensemble des applications différentiables de M dans N et
simplement C°°(M) lorsque N = K (K = R ou C) ; ce dernier est une algébre pour la
multiplication des fonctions. L’ensemble des difféomorphismes d’une variété sur elle-méme
est un groupe (pour la composition des applications) noté Diff(M).

1.3. Des exemples et comment on peut en construire

Nous en donnerons tres peu pour le moment ! Beaucoup apparaitront dans ce texte
par la suite.

e Il est clair que le premier exemple est espace R™ (et n’importe lequel de ses ouverts)
puisqu’il constitue le modéle local.

e Soient M et N deux variétés différentiables de dimensions respectives n et g. Alors
le produit cartésien M x N est une variété différentiable de dimension n + g. De maniere
générale le produit cartésien d’un nombre fini de variétés différentiables est une variété
différentiable de dimension la somme des dimensions. Par exemple le produit de n exem-
plaires du cercle S! est une variété de dimension n appelée n-tore réel T = S! x ... x SL.

e Soient B, F et M trois variétés de dimensions respectives m, g et n = m + g et
7w : M — B une submersion surjective. On dira que 7 est une fibration localement triviale
de fibre F et de base B s’il existe un recouvement ouvert V = {V; };¢; de B et, pour chaque
i € I, un difffomorphisme ¢; : V; x F — U; = 7~ Y(V;) tel que le diagramme qui suit
comimaute :

VixF £y
mi 7
v 1dr21_t_3te Vi

14



ol p; est la premiere projection. On voit facilement que, pour chaque z € V; NV},
Vapplication v;;(z) : y € F s (c,oj‘1 o @;)(z,y) € F est un difffomorphisme ; en plus,
les applications v;; : V; N V; — Diff(F') sont continues (le groupe Diff(F') étant muni de
la topologie C°) et vérifient Yk © Yij = Vi (lorsque bien sir U; N U; N U # 0). En fait,
la donnée du recouvrement ouvert V = {V;};cs de B et des +y;; vérifiant cette condition

caractérise la fibration 7 : M — B. On dira que {V;,~;;} est un cocycle définissant cette
fibration.

Le produit M = B x F muni de la premiére projection p; : (z,y) € M —— x € B est
une fibration localement triviale ; c’est la fibration triviale de fibre F et de base B !

Nous verrons que les diverses fibrations qu’on utilise en géométrie s’obtiennent en met-
q

tant une structure géométrique supplémentaire (vectorielle ou autre) sur F et en imposant
aux v;; de la respecter !

e Si la fibre est un groupe dénombrable I muni de la topologie discréte on dira que la
fibration I' «— M — B est un revétement de groupe I'. Dans ce cas, la base B et 'espace
total ont les mémes structures géométriques locales.

1.4. Variétés complexes

Elles se définissent de la méme maniére que les variétés différentiables : la notion de

difféomorphisme entre ouverts de R™ sera remplacée par celle d’application biholomorphe
entre ouverts de C™.

L’espace C™ sera identifié & R?" & Paide de I'application qui & (z1,%1,.-.,%n,Yn) de
R?" associe (x1 + iy1,...,Tn + iys) dans C™. Soient U un ouvert de C et ¢ : U — C une
fonction de classe C*. Alors la différentielle de ¢ en un point z quelconque de U est une
application R-linéaire dy, : R? — R? de matrice :

) d
dor = (;g%-(z) ;%(z))
. =
2 (2) F(2)
ou ; et w2 sont les composantes (resp. réelle et imaginaire) de ¢ i.e. ¢ = ¢ + iy et
z=x+1y.

On dira que ¢ est holomorphe en z si la différentielle d,¢ est C-linéaire. On dira que
¢ est holomorphe sur U si elle est holomorphe en tout point de U. Si ¢ est holomorphe
sur U, les coefficients de la matrice d,¢ en tout point z € U vérifient les égalités (dites
conditions de Cauchy-Riemann) : %2 (z) = %%(z) et %‘%(z) = —2€2(2). On peut aussi
écrire : d,p = %‘fd:c + %‘de = %fdz + %%d? ou les opérateurs ;% et a% sont donnés par :

(L2) o _1(6 .0y , 06 _1 f’_“ﬁ)
‘ —2\5z 'ay) ® =T 2\Er oy



Alors ¢ est holomorphe sur U si, et seulement si, la dérivée partielle %“23 y est identiquement
nulle.

Soit maintenant U un ouvert de C*. Pour ¢ : U — C de classe C?, on pose
=31 1 g;“’;dzk et 9p = Y h_, 2&-dzy ol

Alors dy = 8¢ + 9y on, pour tout point z € U, 8,y et 9, sont des 1-formes complexes
R-linéaires sur C™. La premiére est C-linéaire et la deuxiéme est C-antilinéaire. On dira

que ¢ est holomorphe si, pour tout point z € U C C", la 1-forme d,p est C-linéaire i.e. si
la partie antilinéaire 3, ¢ est nulle.

Si ¢ = (¢1,...,90m) est une fonction définie sur un ouvert U C C™ et & valeurs dans
C™ on dira que ¢ est holomorphe sur U si chacune de ses composantes ¢y, £ = 1,...,m
est holomorphe en tant que fonction définie sur U et & valeurs dans C.

Une application biholomorphe d’un ouvert U de C™ sur un ouvert V de C™ est une
application bijective ¢ : U — V telle que ¢ et son inverse ¢! soient holomorphes. Dans

ce cas, on a nécessairement n = m. On dira que les deux ouverts U et V de C™ sont
holomorphiquement équivalents.

On est maintenant en mesure de donner la notion de variété analytique compleze. Soit
M une variété topologique de dimension 2n.

On dira que M est une variété analytique complexe de dimension n si elle admet
un atlas (U;, p;)ier 0%, pour tout i € I, p; est un homéomorphisme d’un ouvert de C"
sur U; tel que si U; NU; # O I’homéomorphisme de changement de coordonnées go?l oW;:
TN U;NU;) Cc C — 4,0]."1(U,- NU;) C C" soit un biholomorphisme.

Par définition méme, toute variété analytique complexe est munie naturellement d’une
structure de variété différentiable. Tout ouvert d’une variété analytique complexe (en
particulier tout ouvert de C™) est une variété analytique complexe de méme dimension.

1.5. Actions de groupes

Soient M une variété différentiable (resp. complexe) de dimension n et I un groupe
discret (dénombrable). Une action différentiable (resp. holomorphe) de I sur M est une
application différentiable (resp. holomorphe) @ : (y,z) € T x M —s vz € M telle que :

i) (v'v)-z=4"-(v-z) pour tous v,y € T et tout z € M :

ii) e - ¢ = z pour tout z € M (e étant ’élément neutre de I').

On dira que Paction ® est libre si v -z = z implique v = e ; propre si, pour tout
compact K C M, I'ensemble {yeT:(y-K)NK # @} est fini. On a le résultat qui suit.
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Soient M une variéte différentiable (resp. compleze) de dimension n et T' un groupe
discret agissant différentiablement (resp. holomorphiquement) sur M de facon propre et
libre. Alors le quotient M = M /T est muni canoniqguement d’une structure de variété
différentiable (resp. structure compleze) de dimension n et la projection canonique 7 :
M — M est un revétement différentiable (resp. holomorphe) de groupe I'.

2. Fibrés vectoriels

Ils apparaissent trés souvent en géométrie et en analyse globale. Des objets comme les
fonctions, les formes différentielles etc. sont naturellement associés & des fibrés vectoriels.
Dans toute la suite M sera une variété différentiable de dimension n.

2.1. Définition. Un fibré vectoriel (réel ou compleze) de rang k est une fibration localement
triviale m : E — M dans laquelle la fibre E, = n~Y(z) enz € M est un K-espace vectoriel
(avec K = R ou C) de dimension k et définie par un cocycle {U;,~i;} oo U = {U;} est un
recouvrement ouvert de M et les fonctions de transition vy;; (définies sur les U;;) sont d
valeurs dans le groupe linéaire GL(k,K) de KF.

Une section (continue, C*™ etc.) de n# : E — M est une application o : M — E
(continue, C*° etc.) telle que, pour tout z € M, a(z) € E; et m(a(z)) = 2. L’ensemble
C°(E) des sections C* de E est un espace vectoriel ; ¢’est méme un module sur ’anneau
C>(M) des fonctions C* sur M. Comme la restriction de E & chaque ouvert U du
recouvrement I définit un fibré trivial i.e. Ey ~ U x K*, sur U, une section o est
une fonction (continue, différentiable etc.) o : U — KF* donnée par ses coordonnées
a(z) = (a1(z),---,ax(z)) ol les ay,---,ar sont des fonctions (continues, différentiables
etc.). L’espace des sections (C* par exemple) au-dessus de U s’identifie donc & P'espace
C>(U,KF) des fonctions de classe C® sur U & valeurs dans K.

2.2. Le fibré tangent

11 est certainement le premier exemple de fibré vectoriel qui apparait de fagon naturelle
dés qu’on considére une variété M et qu’on y fait de la géométrie différentielle.

Supposons M définie par un atlas de cartes locales {U;, @; }ics. Pourtoutk =1,...,n,
on a un opérateur 5%: qui & toute fonction différentiable f sur U; associe la fonction 3%%.
En chaque point z € U;, les vecteurs Eam—l(m), e, %(m) sont linéairement indépendants.
Ils engendrent donc sur R un espace vectoriel de dimension n indépendant de la carte
choisie (U;, ¢;). On appelle espace tangent & M en z, P'espace vectoriel T M engendré par
les ;92—1(58), ceey 32‘;(“5) a laide d’une carte quelconque (U;, ¢;).

Pour tout i € I, on note §; la réunion des T, M pour z variant dans U, Alors
Papplication ®; : U; x R® — ; définie par ®;(z, f1,...,fn) = (a:, S o re1 fka%(a:))
est une bijection. On munit £2; de 'unique topologie 7; pour laquelle I’application ®; est
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un homéomorphisme. De cette facon on définit une structure de variété topologique de

dimension 2n sur ’ensemble TM = U T M alaide de latlas {Q;, ®;}. (La topologie sur
zeM
TM est celle engendrée par les 7;.) En fait TM est une variété différentiable. On a une

projection canonique 7 : TM — M définie par n(z,u,) = z. On appelle fibré tangent
a M la variété T M et la projection 7 : TM — M.

2.3. Opérateurs différentiels

Sis=(s1,"-,8,) € N® est un multi-indice, |s| = s; +-- - + s, sera sa longueur. Pour
tout s € N, on désigne par mglj—l&r—s; Vopérateur différentiel C°(U) — C>°(U) qui & f
1 n
associe —-;—sIL(:c)

dxr
Sment E et F deux fibrés vectoriels complexes de rangs respectifs k et £ au-dessus
de M. On appelle opérateur différentiel d’ordre m de E vers F toute application linéaire
D : C*(FE) — C(F) s’écrivant localement sous la forme :

Is|
(1.3) D= Z as (‘L')‘a‘_ETé_‘,“g"I

|s|<m

ol as(z) = (a¥(x)) est une matrice & k colonnes et £ lignes (dépendant de manidre C'*°
de x) définissant une application linéaire E, — F,. A toute section @ € C®(E) on
associe la section Da donnée localement de la fagon suivante : si @ = (ay,---,04) alors
Da = ((Da)1,- -, (Da)e) olt, pour tout i =1,---,£:

(Da)= ¥ waw?ﬁg>

[sl€m \j=1

On définit le symbole de D en z € M et (&1,---,&n) = € € Ty M comme étant 'application
lindaire o(D)(z,&) : B, — F, donnée par :

o(D)(2,&)(m) = Y & - &ras(z)(n).

|8|=m

On dira que 'opérateur D est elliptique si o(D)(z,£) est un isomorphisme pour tout z € M
et tout covecteur £ € Ty M non nul. Ceci implique en particulier que les fibrés E et F' ont
méme rang i.e. k = £. Voici deux propriétés importantes d’un opérateur elliptique :

e Si I'"équation Da = 3 a une solution, alors o a exactement la régularité de 3, en
particulier « est C* si 3 'est (c’est la propriété de régularité).

e Si M est compacte, le noyau N de D et son conoyau C = C*(F)/ImD sont de
dimension finie.
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On appelle compleze différentiel sur M la donnée d'une suite de fibrés vectoriels
(E?)g>0 et d’opérateurs différentiels d’ordre 1 :

(L4) 0 — C®(E°) —D—°>C°°(E1) D1 Dy C®(E9) E‘LCC’O(E‘JH)Iﬁi} .

tels que Dgy1 0 Dy = 0 pour tout ¢ > 0 (on dira aussi que la suite est semi-ezacte).
Le noyau Z(E?) de D, : C®(E?) — C>®(E*!) contient donc I'image B(E?) de Dy_; :
C>®(E1-1) — C>(E9) ; le quotient H(E*) = Z(E?)/B(E?) est le ¢™™€ espace vectoriel
de cohomologie du complexe différentiel (E*,D,).

Pour tout 2 € M et tout covecteur £ € Ty M, notons o, le symbole o(Dy)(z,£). On
a alors une suite semi-exacte :

Og—2 -1 Og—1 o, Og+1
e 5 RS ILEgJ,Eg+1L...

On dira que le complexe est elliptique si cette suite est exacte pour tout z € M et tout

covecteur £ non nul. On a le théoreme suivant qui est un résultat marquant de la théorie
de Hodge.

Théoréme. La cohomologie d’un complexe elliptique sur une variété compacte est de di-
mension finie.

3. Faisceaux et préfaisceaux

Tout ce que nous allons raconter dans cette section peut se faire sur un espace topologique
(ayant un minimum de propriétés) ; mais nous allons nous restreindre au cas d’une variété

différentiable. Nous ne donnerons que l’essentiel, le lecteur désireux d’en savoir plus pour-
rait consulter [Gom).

3.1. Définition. Un faisceau vectoriel sur M est la donnée d’un espace topologique £ et
d’une projection continue 7w : £ — M telle que :

i) ™ est un homéomorphisme local i.e. tout point z € £ admet un voisinage ouvert
U tel que la restriction de m ¢ U soit un homéomorphisme sur un voisinage owvert de
z =m(z);

ii) pour tout x € M, n~}(x) = &, est un K-espace vectoriel ; on dira que &, est la
fibre de € au point x ;

iit) pour tout x € M, les applications (u,v) € €, X Ex — u+v € E; et (A u) €
K x & — \u € &, sont continues.

Dans toute la suite le mot “faisceau” désignera un faisceau vectoriel. Le plus élémen-
taire des exemples est celui obtenu en prenant £ = M X K ou K est muni de la topologie
discrete et m: £ — M la premiére projection. On Pappelle faisceau constant de fibre K.

19



Soient 7 : &€ — M un faisceau et U un ouvert de M. Une section de £ au-dessus
de U est une application continue o : U — £ telle que 7 o @ = idy. Donc, pour tout
z € U, a(z) € £;. Une section au-dessus de M est dite globale. L’espace des sections
au-dessus de U sera noté £(U) ; c’est un K-espace vectoriel. Observons que, comme 7 est
un homéomorphisme local, deux sections qui coincident en un point, coincident sur tout
un voisinage de ce point. Par exemple, les sections au-dessus de U du faisceau constant
M x K sont les fonctions localement constantes U — K.

Soient 71 : E1 — M et my : £2 — M deux faisceaux sur M. Un morphisme de £*
vers £2 est une application continue ® : £1 — &2 telle que m; = mp o ® et, pour tout
z € M, Papplication induite sur les fibres ®, : £ — £2 est linéaire. On dira que ® est
un isomorphisme si ® est un homéomorphisme ; dans ce cas, toutes les applications @,
linéaires sont des isomorphismes.

Une suite de faisceaux et de morphismes --- —» £i~1 22} gi 26, gid1 _, . ot
dite ezacte si, pour tout € M, la suite d’espaces vectoriels et d’applications linéaires

- — &1 %=, EL 2z, EHl —, ... est exacte.

Soient 711 : E' — M et w9 : £2 — M deux faisceaux et & : £! — £2 un morphisme.
Alors, pour tout ouvert U de M, & induit une application linéaire &y : £X(U) — £2(U)
définie par ®y(a)(z) = D,(a(x)) ; si D est un isomorphisme, il en est de méme pour &y .
En particulier, on a une application linéaire ®, : £(M) — £2(M) au niveau des sections
globales.

o Le support d’un morphisme ® : £ — &£ est 'adhérence de ’ensemble des points
z € M pour lesquels &, # 0. On le note supp(®).

e Une partition de l'unité de £ subordonnée &4 un recouvrement ouvert {U;} est la
donnée d’une collection de morphismes ®; : £ — & tels que supp(®;) C U; et Y, B, est
le morphisme identité. On dira que £ est fin si tout recouvrement ouvert (localement fini)
{U;} possede une partition de l’unité

Toute suite exacte 0 —s £° — ———> 5 12, 82 — 0 induit une suite exacte au niveau

des sections globales 0 — £%(M) — LNy WM ) — £2(M). En général la derniére fleche
n’est pas surjective ; elle I'est lorsque le faisceau £° vérifie une certaine propriété.
3.2. Définition. Un préfaisceau £ d’espaces vectoriels sur M est la donnée pour chagque
ouvert U de M d’un espace vectoriel E(U) et, pour chaque paire d’ouverts U C V, d'une
application linéaire Ryy : E(V) — E(U) telle que si U C V C W on ait Ryw =
Ryv o Ryw. Un élément o de E(U) est appelé section de £ au-dessus de U ; l'image de
B € E(V) par Ryv est la restriction de 8 a U.

Le préfaisceau & est dit complet si, pour toute famille d’ouverts {Uj}jes et U la
réunton des Uj, il vérifie en plus les deux propriétés qui suivent :
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i) pour toute famille a; € E(U;) telle que Ry,,u,(o) = Ru,,u;(a;), il existe o € E(U)
telle que aj = Ry, (o) pour tout j € J (ici U; =U;NU;) ;

i) si o, B € E(U) sont telles que Ry,y(a) = Ry,u(B) pour tout j € J, alors o = .

Soient £ et £2 deux péfaisceaux sur M. Un morphisme ® : £1 — £2 est la donnée,
pour chaque recouvrement ouvert U, d’une application linéaire ® : E1(U) — E2(U) telle
que, pour toute paire d’ouverts U C V, le diagramme qui suit commute :

W) 2% v
R%JVl lR%JV
YY) 28 g2u).

On dira que ® est un isomorphisme de préfaisceaux si, pour tout ouvert U, ®y est un
isomorphisme.

Tout faisceau £ — M donne lieu 4 un préfaisceau. Il suffit d’associer a chaque
ouvert U de M I’espace vectoriel £(U) des sections de £ au-dessus de U et, pour toute
paire d’ouverts U C V, définir Ryy : £(V) — E(U) par Ryv (a) = restriction de o & U.
De méme, & tout préfaisceau £ on peut associer canoniquement un faisceau. Par le procédé
qui précede, il redonnera le préfaisceau £ si celui-ci est complet. I1 y a une correspondance
biunivoque canonique entre les faisceaux et les préfaisceaux complets. Nous confondrons
les deux notions dans toute la suite.

Comme pour les espaces vectoriels, on peut définir la notion de noyau et d’image d’un

morphisme & : £1 — £? de préfaisceaux. Ce sont les préfaisceaux N et R définis sur un
ouvert U par :

o N(U) = ker{®yp : E}(U) — E2(U)} ;
o R(U) =Im{®y : EL(U) — E2(V)}.
Si £ et £2 sont des faisceaux, N est aussi un faisceau ; par contre R n’en est pas

toujours un (cf. [For] page 120).

La construction et les justifications de tout ce qu’on vient d’exposer demandent un
peu de travail, nous renvoyons le lecteur & I'une des références [Gom] ou [War].

Soient M, M’ deux variétés, f : M — M’ une application continue et £ un faisceau
sur M. Pour tout ouvert U’ C M’, on pose £'(U’) = E(f~1(U’)). On définit ainsi un
faisceau &’ sur M’ qu’on appelle image directe de £ par f. On le note habituellement f.&.

3.3. Exemples

e Pour tout ouvert U de M, on note C*°(U) 'espace des fonctions U — C de classe
C*° et, pour toute paire d’ouverts U C V, Ryy sera la restriction C®°(V) — C®(U) i.e.
a toute fonction différentiable f : V — C, on associe sa restriction Ryv (f) a U. Il est
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facile de voir qu’on définit ainsi un faisceau C*® sur M ; c’est le faisceau des germes de
fonctions C* sur M.

e Supposons que M est une variété analytique complexe. A tout ouvert U, on associe
V’espace H(U) des fonctions U — C holomorphes et pour toute paire d’ouverts U C V,
Ryv sera la restriction H(V) — H(U) i.e. & toute fonction holomorphe f : V — C,
Ryv(f) associe sa restriction & U. De méme que précédemment, il est facile de voir qu'on

définit de cette fagon un faisceau H sur M ; c’est le faisceau des germes de fonctions
holomorphes sur M.

e A tout fibré vectoriel E —s M est associé le faisceau C™ des germes de ses sections
C® : pour tout ouvert U, C*®(U, E) sera 'espace des sections C* de E au-dessus de U.
Pour la simplicité, I’espace des sections globales sera noté C®°(E).

Dans chacun des cas qui précédent, la fibre est obtenue de la fagon qui suit. (Faisons-le
pour le préfaisceau des sections C* d’un fibré vectoriel £ — M. La méme démarche
fonctionne pour les sections continues, holomorphes ou autres.) Nous dirons que deux
sections oy € E(U1) et ap € £(U;) ont méme germe au point z, s’il existe un voisinage
ouvert W C Uy N U, de z tel que a; et ag soient égales sur W. Une classe d’équivalence
suivant cette relation est un germe en x de sections de E. L’ensemble des germes au point
x est un K-espace vectoriel ; c’est la fibre £, du faisceau £.

Ces exemples jouent un role essentiel en géométrie différentielle et complexe. Nous les
utiliserons constamment dans ce travail.

e On appelle résolution du faisceau £ la donnée d’une suite exacte de faisceaux et de
morphismes :

j ® ® ® P @
0 &1 E%58 e 5. 20E 258

On dira que cette résolution est fine si tous les £, (pour n > 1) sont fins. Cette notion est
capitale dans le calcul de la cohomologie comme on le verra.

3.4. Cohomologie

Soit £ un faisceau sur M. On se donne un recouvrement ouvert Y = {U,;}icr (sup-
posé comme toujours localement fini). Pour tout multi-indice (ig, - - -,iq), on note Uj,...;,
Pintersection Uy, N---NU;, et X, 'ensemble de ces multi-indices pour lesquels Us,...;, # (.
Soit C4(U,E) I'ensemble des collections (fiq...i,)(io, - ig)ex, O fig-i, €St un élément de
E(Usy...i,) ; c’est un K-espace vectoriel. Un élément f de C4(U,E) est appelé g-cochaine
sur U & valeurs dans £. On définit un opérateur 6 : C4(U,E) — C9 (U, E) en associant
a toute g-cochaine f = (fi;...iy) (i, - i,) 12 (¢ + 1)-cochaine §f définie par :

q+1

(15) (6F Yigriqen = 9 _(=1Y f
§=0

ot ig1
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ol fiJ;,---Z,-n-i.,H est la section fio---i,----iq ,, Testreinte & l'ouvert Uj,...;,,,. Par exemple, si on
prend ¢ = 0, une 0-cochaine est donnée par f = (f;) et 0f est la 1-cochaine (f;;) avec
fij =1 —fiisig=1et f = (fi;) alors 6f = (fijx) avec fijx = fix — fix + fiz. On vérifie
(c’est facile mais un peu lourd) que § 0§ : C4(U,E) — C92(U, ) est nul. On a donc un
complexe différentiel (i.e. une suite semi-exacte) :

0 — C°WU, &) -5 U, &) X 2, €)--- UL E) - UL E) - -

Le noyau Z%(U,€) de 6 : CUU,E) — CI*Y(U,E) contient donc I'image BI(U,E) de
§: CTYU,E) — CIU,E) ; le quotient HIU,E) = ZIU,E)/BIU,E) est le gtme
espace de cohomologie de U & coefficients dans le faisceau £.

Rappelons qu’un recouvrement U’ = {U/} e est dit plus fin que U si, pour tout j € J,
il existe i € I tel que U J' C U;. Pour un tel recouvrement, on a un morphisme de restriction
Tt CUU,E) — CITI(U,E) dont il n’est pas difficile de voir qu’il commute & P’opérateur
0 i.e. le diagramme qui suit est commutatif :

cuu,E) > CciU,E)
rq l LTt
cuu,E) -5 oo, g).

Il induit donc un morphisme en cohomologie r; : H!(U,E) — HIU',E). La limite
inductive obtenue sur les recouvrements de plus en plus fins donne un espace vectoriel
noté HI(M,E) qui est par définition la cohomologie en degré ¢ de M & valeurs dans le
faisceau £. On a les propriétés qui suivent.

e H%(M, &) n’est rien d’autre que I’espace £(M) des sections globales de £.

e Soient M et M’ deux variétés, f : M — M’ une applicationn continue, £ un
faisceau sur M et £ son image directe par f. Alors, pour tout entier ¢ > 0, f induit un
morphisme f* : H{(M',£') — HY(M,E). Si M" est une troisiéme variété, g : M’ — M"
une application continue et £” 'image directe de £’ par g, alors (go f)* = f*og*. D’autre
part si M = M’ et f = identité de M alors f*=identité de HY(M, ).

e Tout morphisme & : £ — &’ de faisceaux au-dessus de M induit, pour chaque g,
un morphisme ®, : HI{(M,E) — HY(M,E') de telle sorte que (¥’ 0 @), = @, 0 ®.. Si &
est un isomorphisme, il en est de méme pour ..

e Toute suite exacte courte de faisceaux 0 — &' — £ — £” — 0 induit une suite
exacte longue de cohomologie :

0 — HY(M,E" — HY(M,E) — H°(M,E") — H'(M,E) — -
- — HY(M,E) — HY(M,E) — HIM,E") — HI*Y(M,E)---
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e Un recouvrement ouvert U = {U;} de M est dit acyclique si, pour toute intersection
finie U;, N ---NU;, on a HY(U;, N---NU;,,E) = 0 pour ¢ > 1. Pour un tel recouvrement,
on a toujours HY(M,€) = HI(U,E) pour tout ¢ > 0. C'est le théoréme de Leray ; dans
certaines situations il permet de calculer aisément les espaces H?(M, £).

e Soient £ un faisceau sur M et (E?)4—,... m une famille finie de fibrés vectoriels. Pour
tout ¢ =0, -, m, notons 5°°(Eq) le faisceau des germes de sections C°° de E? ; I'espace
C°(E1) des sections globales du fibré EY est exactement I’espace des sections globales du
faisceau C°(E7). On se donne des opérateurs différentiels D, : C®(E7) — C®(E*1)
pour ¢ = 0,1,---,m (avec D,, = 0) ; chacun des D, induit un morphisme de faisceaux
D, : 5°°(E‘1) — C~°°(Eq+1). On rappelle que, comme il existe une partition de 'unité
C*° subordonnée a n’importe quel recouvrement ouvert localement fini de M, chacun des
faisceaux C™ (E?) est fin. On a alors le théordme qui suit connu comme étant le théoréme
abstrait de de Rham.

Théoréme. Si 0 —» £ —» C°(E®) 2% Go(BY)...Co(Em-1) 2m5? oo(Em) — 0 est
une résolution de £ (i.e. la suite est exacte), la cohomologie H*(M, E) est exactement celle
du compleze différentiel :

0 — C®(E®) 2o, goo(py L1, .. Bms? poo(pm—1y Pt poo gy g
i.e. HO(M,E) est le noyau de Dy et, pour chaque ¢ =1,---,m, HI(M,E) est le quotient
Dg.
du noyau de l’opérateur C*°(E9) e, C®(EIY) par limage de C®°(E9™1) 25 C=(E9).
Ce théoréme permet de recourir 4 I’outil analytique pour calculer la cohomologie d’une
variété a valeurs dans un faisceau. Nous aurons l'occasion de voir cela dans notre travail.

4. Cohomologie des groupes discrets

C’est une notion dont les méthodes seront souvent présentes dans notre travail. Il est donc
nécessaire d’en donner les éléments de base. Soit I" un groupe discret (dénombrable pour

simplifier) agissant sur un espace vectoriel E. L’action d’un élément v € I" sur un élément
u € F sera notée 7y - u.

4.1. Définition

Pour tout & € N, soit C¥(T', E) I’ensemble des fonctions de T'* dans E qu’on appelle
k-cochaines inhomogénes sur I" & valeurs dans E. On définit I’application linéaire d :
C¥T,E) — C*+*(I,E) par :

(de)(my - Mer1) =71 c(y2s -+ Vet1)
k -
(1.6) ) (=DPe(y, - Vim s VVik 1) Vit 2+ - Vet 1)
1=1

+ (=D (v, Tr).

24



L’opérateur d satisfait d? = 0 ; 'image B*(T', E) de d : C*~}(I", E) — C*(T', E) est donc
un sous-espace vectoriel du noyau Z*(T', E) de d : C*(T', E) — C**1(T, E)). Les quotients
H®(T',E) = Z*(T", E)/B*(T', E) pour k € N sont appelés les espaces de cohomologie de T
& valeurs dans le I'-module F.

4.2. Exemples

Supposons, pour simplifier, que ’action de I sur F est triviale. Une autre maniére de
définir la cohomologie H*(T', E) est la suivante. Il existe un espace topologique connexe
noté K(I', 1) (ou BT') appelé classifiant de T", défini & homotopie prés par les conditions :

I sii=1
m(K(T,1)) = 0 :zrfon

Par définition la cohomologie de I' & coefficients dans E sera la cohomologie singuliere a
coefficients dans E de l'espace K(I',1) (cf. [BT]).

Par exemple, si I" agit librement et proprement sur un espace contractile M, K(I',1) =

M/T et la cohomologie du groupe I' s’identifie canoniquement & celle de P’espace quotient
M/T.

o I'=27Z"; alors K(Z",1) est (24 homotopie prés) le tore T" et donc :

H*(Z",E) = EC~

ou C‘f): =T ':l* [
o I est le groupe engendré par 7;,...,%4,01,...,04 (avec g > 2) vérifiant la relation

10175 toTt . vg09v; 0t = 1. Alors K(T', 1) est la surface compacte orientable de genre
g- Dans ce cas la cohomologie de I" est donnée par :

E six=0,2
H*T'E)=<{ E® six=1
0 sinon.

43. CasdeI'=2Z

Supposons que I' est le groupe infini cyclique Z et que son action sur F est engendrée
par un élément . Alors un calcul facile montre que :

E7 si*x=20
(L7 H*(T,E) = {E/(x —yzr) six=1
0 six>2

ou {(z — yz) est le sous-espace vectoriel de E constitué des éléments de la forme z — yx
avec 7 variant dans E. Le calcul de H (T, E) se rameéne donc & la résolution de I'équation
cohomologique :

Etant donné y € E, existe-t-il z € F tel que y =z — vz ?
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CHAPITRE Il

LE 3 POUR LES FEUILLETAGES COMPLEXES

On introduit dans ce chapitre la notion de feuilletage complexe et le probleme du
07 proprement dit. Mais avant on fera quelques rappels sur le probleme du 8
classique et la cohomologie de Dolbeault. Le lecteur désireux de plus de détails
peut se référer a [Deml], [For], [H6r] ou [War].

1. Le probleme du 3

On se donne une variété différentiable M. Une structure presque complexze sur M est
une section J de classe C* du fibré End(TM) vérifiant J2 = —id. Le couple (M, J)
est dit variété presque complere. Il s’agit donc de la donnée d’une famille {J(z)} de
structures complezes linéaires sur les espaces vectoriels T, M variant de maniere C* par
rapport & x. Remarquons que dans ce cas M est de dimension réelle paire. En effet,
pour tout point £ € M, l'espace T, M tangent & M en z, admet une base de la forme
(X1, , Xm,JX1,--+,JX;n). La variété M hérite ainsi d’une orientation naturelle. Ces
deux conditions (la dimension paire et ’'orientation) sont nécessaires mais non suffisantes.

Soit (M, J) une variété presque complexe. Le complexifié TMC de I’espace tangent
réel TM & M se décompose en somme directe TMC = TMQC = T O'MeT%' M ou T°M
et TO1 M désignent les sous-fibrés propres associés respectivement aux valeurs propres i
et —i de J. Ceci donne lieu & une décomposition de 'espace des r-formes différentielles

en somme directe Q" (M) = @ QP4 M) on QP 9(M) est Pespace des sections du fibré
ptq=r
AP(T10)* @ A9(T%1)*. L’opérateur de différentiation extérieure d se décompose en une

somme d = d(1,0) + d(0,1) + d(2,~1) +d(-1,2)- L'opérateur :
(I1.1) dp,1 : PYM) — QP M)

est appelé opérateur de Cauchy-Riemann et est noté 0.

On note X1%(M) (respectivement ¥%1(M)) ’espace des sections C*° du fibré T10M
(respectivement T%!M). On considére 'application 8 : £10(M) x ¥19(M) — X01(M)
qui & X,Y € XV%(M) associe la composante de type (0,1) de [X,Y] ; on V'appelle torsion
de la structure presque complexe J. Le probléme d’intégrabilité consiste a trouver une
condition nécessaire et suffisante pour que la torsion d’une structure presque complexe soit
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identiquement nulle, c’est-a-dire pour que X*°(M) soit une sous-alggbre de X(M). A cet
effet on a le résultat suivant :

La structure presque compleze J est intégrable si, et seulement si, ['une des assertions
équivalentes sutvantes est vérifiée :

(i) le tenseur N(X,Y) = 2{[JX,JY]| - [X,Y] - J[JX,Y] — J[X,JY]} de Nijenhuis
associé a J est identiquement nul ;

(i) d=dp 0y + 0 ;

(i#) 8 =508 = 0.

Conséquence : Toute structure presque complere J sur une variété différentiable de
dimension 2 est intégrable.

On a aussi le théoréme de Newlander-Nirenberg : toute structure presque compleze
intégrable est définie par une structure analytique compleze unique.

1.1. Formes de type (p,q)

Soit M une variété analytique complexe de dimension m. Soit (21, - -, z;) un systeme
de coordonnées locales de M. Pour tout j € {1,---,m}, on a z; = z; + iy;. Ainsi
dz; = dz; + idy;, dZ; = dz; — idy; et :

Q2 _1(90 0\ 4 2 _1
8z; 2 \0z; Oy; 0z; 2
Toute forme w € QP9(M) s’écrit localement :

w= Z wrg(z1,...,2m) dzy NdZ g
{Il=p,|J|=¢

ou la somme porte sur tous les multi-indices I = (i1,---,%p) et J = (j1,---,Jq) avec
1<y < <ipEmetl<lji < - <jg<met:

dzy =dzy; N...Ndz;, et dz;=dz; N...NdZj,.

Rappelons que 0 désigne 'opérateur de Cauchy-Riemann sur M.
1.2. Cohomologie de Dolbeault

Pour toute forme w de type (p, ¢) comme on vient de se la donner, la (p, g + 1)-forme
Ow s’écrit

(I1.2) 5w=zza;;‘](z1,...,zm) dzi Adz Adz ;.
k
1,J k=1
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On sait déja que 'opérateur J vérifie la relation 8 0 8 = 0. Donc, pour tout p fixé dans
{0,...,m}, on a un complexe différentiel :

0 — ro(M) 2 ari M) -2 ... 2, gpm=1(ag) 2, grm(ar) — 0

dit compleze de Dolbeault de M. On note ZP9(M) (respectivement BP'9(M)) I'espace des
formes de type (p,q) sur M O-fermées (resp. D-exactes) c’est-a-dire :

ZP(M) = Noyau{QP(M) -2 QP+1 (M)}
et
BP9(M) = Tmage{QP1~1 (M) 2> QP9(M)}.

La cohomologie de Dolbeault de M est définie par HP*(M) = ZP*(M)/BP*(M). Elle
mesure ’obstruction a la résolution du :

Probleme du 8. Soient ¢ > 1 et 3 € ZP9(M). Eriste-t-il une forme w € QP9 1(M)
vérifiant Ow = 0 ?

Localement, ce probléme admet toujours une solution ; plus précisément, on a le lemme
qui suit (qui est I’équivalent du lemme de Poincaré pour la cohomologie de de Rham).

Lemme de Dolbeault-Grothendieck. Tout point x de M admet un voisinage ouvert U
tel que, pour tout p=0,---,m, H»9(U) = 0, pour tout ¢ > 1.

Une forme w sur M est dite holomorphe si elle est de type (p,0) et vérifie dw = 0.
Ces formes donnent lieu & un faisceau noté HP et appelé faisceau des germes de p-formes
holomorphes sur M. Si ﬁp’q(M ) est le faisceau des germes de formes de type (p,gq) de
classe C™ sur M, on a le théoréme qui suit di & P. Dolbeault (¢f. [Deml], [Hor] ou [Wel]).

Théoreme Pour tout p=10,1,---,m, la suite :
0 — HP — QPO(M) 9, QP 1(M) 8,...3, Qrm=1( M) 3, QP (M) — 0

est une résolution fine et elliptique du faisceau HP. Ainsi HI(M, HP) = HP4(M) d’aprés le
théoréme abstrait de de Rham. Si en plus M est compacte, les espaces vectoriels HI(M, HP)
sont de dimension finie.

1.3. Quelques exemples

e Pour tout ouvert M de C (¢f. [Hér]), ona H»9(M) =0pourp=0,1et g=1. (On
a bien stir H9(M) = 0 lorsque ¢ > 2 pour des raisons immédiates de dimension.)

e Pour toute surface de Riemann M non compacte, on a toujours HP9(M) = 0 pour
p=0,1et ¢>1 (cf [For] pour la démonstration).
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¢ Soit M un ouvert de C™. On dira que M est un domaine d’holomorphie s’il n’existe
pas d’ouverts non vides M; et My de C™ tels que :

i) MiCcMNM;

ii) My est connexe non contenu dans M ;

iii) pour toute fonction holomorphe f : M — C, il existe une fonction holomorphe
f2: My — C telle que f = fo sur M.

Pour un tel domaine (¢f. [Hor]), on a:

HP?(M)=0 pourtout p=0,---,m ettout ¢g=1,---,m.

o Soit M une variété complexe de dimension m (dénombrable & I'infini). On dira que
M est une variété de Stein, si :

i) M est holomorphiquement conveze, i.e. pour tout compact K C M, I’ensemble :

K ={z € M :|f(z)| < sup |f(w)| pour toute fonction holomorphe f sur M}
weK

est un compact de M ;

i) si 21, 2o sont deux points distincts de M, il existe f : M — C holomorphe telle
que f(z1) # f(22) ;

iii) pour tout z € M, il existe m fonctions holomorphes fi,---, f,, sur un voisinage
de z qui forment un systéme de coordonnées.

Pour une telle variété, il existe toujours un plongement holomorphe M — C pour
un certain entier N. L’espace C™ lui-méme est une variété de Stein ; un ouvert de C™
est de Stein si, et seulement si, il est d’holomorphie. Tout ouvert de C est de Stein. Le
produit de deux variétés de Stein est une variété de Stein ; par contre un fibré dont la base

et la fibre sont de Stein n’est pas toujours de Stein (¢f. [Dem?2], [CL], [Sko]). Pour une
variété de Stein M, on a toujours :

HP9(M)=0 pourtout p=0,---,m ettout ¢g=1,---,m.

e Voici un exemple ou la cohomologie est non nulle. On se contentera de signaler le
calcul de H®'(M). Soit M l'ouvert C?\ {0} de C2. Considérons le recouvrement ouvert
U = {(z1,22) € M : 21 #0} 2 C* x C et Uy = {(21,22) € M : 22 # 0} ~ C x C*. Alors
Ui NUy >~ C* x C*. Comme chacun des ouverts Uy, Uy et U; NUs est une variété de Stein,
le recouvrement {Uy,Us} est acyclique. Les calculs (qu’on trouvera dans [MK]) montrent
que H'(M) est engendré par les séries uniformément convergentes sur tout compact de
C*xC*:

cmlmz -
mims O les ¢, m, sont des constantes complexes.

mi <0 1 2
mo <0
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2. Feuilletages complexes

Cette section sera consacrée aux définitions et aux ingrédients qui serviront & formuler le
probléme du & le long des feuilles. Tout ce matériel se trouve exposé en détail dans [Ek1].

Un feuilletage F de dimension m sur une variété différentiable M est une relation
d’équivalence ouverte sur M dont les classes d’équivalence sont des sous-variétés connexes,
de dimension m, immergées dans M et appelées feuilles de (M, F). De fagon précise :

Soit M une variété (conneze) de dimension m +n. Un feuilletage F de codimen-
sion n (ou de dimension m) sur M est la donnée d'un recouvrement ouvert U = {U}ier
et pour tout i, d’un difféomorphisme ¢; : R™t" — U, tel que, sur toute intersection
non vide U; N Uj, le difféomorphisme de changement de coordonnées goj"l oy : (z,y) €
T U:NU;) — (2',y) € go;'l(Ui NU;) soit de la forme =’ = @;;(z,y) and y' = vi;(y).

Fig.1

Les systémes de coordonnées (U, ¢;) satisfaisant les conditions de la définition qu’on
vient de donner sont dits distingués pour le feuilletage. Soit M une variété différentiable
munie d’un feuilletage F de dimension réelle 2m. On notera T'F le fibré tangent & F.

2.1. Définition. On dira que F est complexe s’il peut étre défini par un recouvrement
owvert {U;} de M et des difféomorphismes @; : ; x O; — U; (0t §; est un ouvert de
C™ et O; un ouvert de R™) tels que les changements de coordonnées :

(IL3) pij =5 o (z,t) € oy HU NT;) — (1) € o7 (U N Uy)

soient de la forme (2',t') = (pi;(2,1), 0% (t)) avec @;(:,t) holomorphe en z pour t fizé.
On peut aussi donner une autre définition en termes de géométrie différentielle. Une
structure presque compleze sur F est la donnée d’un endomorphisme Jr : TF — TF
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tel que J2 = —idrx. En particulier, chaque feuille est munie d’une structure presque
complexe.

On suppose dans la suite que la variété feuilletée (M, F) est munie d’une structure
presque complexe le long des feuilles Jz. Considérons le complexifié TF ® C du fibré TF
et notons respectivement T'0F et T F les sous-fibrés propres associés respectivement aux
valeurs propres i et —¢ de ’automorphisme Jx. On a une décomposition en somme directe:

TFRC=TOFaTNF.

On note :

a) Xx(M) Tespace des sections du fibré TF ® C i.e. les champs de vecteurs sur M
tangents au feuilletage F ;

b) pour tout r € N, Q%(M) Pespace des sections C*° du fibré A"TF* @ C ; en fixant
un supplémentaire du fibré T'F dans T M, on peut voir les éléments de Q% (M) comme des
formes différentielles feuilletées sur (M, F) (& coefficients complexes). On a un opérateur
de différentiation extérieure le long des feuilles dr : Q% (M) — Q5 (M) défini par :

r+1
dra(Xy,--+, Xrp1) = D_(-1)iXi- (X1, -, Xiy -+ Xrp1)
=1

+Za([Xi’Xj]7X17"')Xia"'a)?j"" 7X'r‘+1)'

i<j
Pour tout r € {0,---,2m}, on a une décomposition en somme directe :
V(M) = P 05 (M).
prg=r

Un élément o € Q2(M) est appelé forme feuilletée de type (p,q). La différentielle
extérieure le long des feuilles dx se décompose en une somme d’opérateurs :

respectivement de types (1,0), (0,1), (2,-1) et (—1,2). L’opérateur :
-6_]: ra € Qg}q(M) |—>5_Fa c Q%q"‘l(M)

est dit opérateur de Cauchy-Riemann le long des feuilles de (M, F). On définit le tenseur
de Nijenhuis Nr : Xz(M) X X5p(M) — Xx(M) associé & Jr par :

Ne(X,Y) = 2{[JrX,JrY] - [X,Y] - JrJeX, Y] — Jr[X, JFY]}.
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Proposition. Soit Jr une structure presque complexe le long des feuilles de F. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.

(i) Le tenseur de Nijenhuis Nr associé a Jr est identiquement nul.

(ii) dx = 85 + O i.e. les opérateurs d(;’_l) et d(}-_m) sont nuls.
Si l'une de ces assertions est vérifiée on dira que Jr est intégrable.

2.2. Définition. Un feuilletage F sur M est dit complexe s’il existe sur son fibré tangent
TF une structure presque compleze intégrable.

Conséquence immédiate : toute structure presque compleze le long des feuilles d’un
feuilletage orientable par surfaces est intégrable. Le probléeme se pose évidemment si la
dimension (réelle) des feuilles est au moins 4. Par exemple, le seul feuilletage complexe
de dimension supérieure ou égale & 2 sur une sphere impaire S?**1 connu & ce jour a été

construit sur S° par L. Meersseman et A. Verjovsky (cf. [MV]) suite & une question posée
dans la version préliminaire de [Ek1].

Ainsi, si F est un feuilletage complexe sur M les feuilles de (M, F) sont des variétés
complexes. Localement, la structure complexe sur les feuilles varie différentiablement par
rapport au parametre transverse.

Soient (M, F) et (M’',F') deux feuilletages complexes. On appelle morphisme de
(M, F) vers (M’, F') toute application f : M — M’ de classe C™ et telle que I'image de
toute feuille F' de F est contenue dans une feuille F/ de F’ et I'application f: FF — F’
est holomorphe. On dira qu’un morphisme f : (M,F) — (M’,F’) est un isomorphisme
de feuilletages compleres si c’est un difféfomorphisme qui est un biholomorphisme sur les
feuilles. Lorsque M = M’ et F = F’ on parlera simplement d’automorphisme de (M, F).
On notera Aut(M,F) 'ensemble des automorphismes de (M, F) qui est un groupe pour
la composition des applications.

3. Le probleme du 3 le long des feuilles

Soit M une variété munie d'un feuilletage complexe F de dimension m. Lorsqu’on tra-

vaillera en coordonnées locales, on les notera toujours (z,t) = (21, ", 2Zm,t1,**,tn) OU
n est la codimension réelle de F. Pour chaque j = 1,:---,m, 2; = x; + iy;. Ainsi, pour
j = 1’ ... ’m :

dz; = dz; +idy; et dz; = dz; —idy;.

De méme :

8 1,8 @ 8 1(d .0



Pour tous multi-indices I = (i3,...,%,) et J = (j1,...,Jq) dans {1,...,m}, on adoptera
les notations suivantes pour I’écriture des formes différentielles le long des feuilles :

dz1=dzi1/\.../\dzip et d‘f‘]———d-ijl/\.../\dqu.

Une forme différentielle de degré r = p + ¢ s’écrivant localement comme combinaison
linéaire (& coefficients des fonctions différentiables) de telles formes est dite feuilletée de
type (p,q). Soit a € Y (M) s’écrivant localement :

o= Z a_rJ(z,t) dzy NdZ g
{I|=p,|J}|=q

ol la somme porte sur tous les multi-indices I = (i1, --,ip) et J = (j1,-++,Jq) avec

1< <ip<metl1<j; < - < jg £m. L'opérateur de Cauchy-Riemann le long
des feuilles a pour expression locale :

= = Oarg
(II.G) ora = ZZ A (z,t)dZx Adzy ANdZ .
1,J k=1
Il vérifie dx 0 87 = 0 ; pour tout p fixé dans {0,...,m}, on obtient donc un complexe
différentiel :

0 — 20(M) 25 pl(a) 22, ... 27, qemel(agy 07, B (M) — 0
appelé compleze de Dolbeault feuilleté (ou complere du ) de F. On pose :

ZP9(M) = noyau{Q29 (M) 25 Q291 (A1)}

et
BRY(M) = image{Q59~1 (M) 25 Q2:9(M)).

La cohomologie de ce complexe Hi* (M) = Z5%*(M)/B%* (M) est appelée dx-cohomologie
ou cohomologie de Dolbeault feuilletée.

L’espace vectoriel topologique H2?(M) (les espaces de formes feuilletées de type (p, q)
sont munis de la topologie C*) peut ne pas étre séparé ! On appelle alors cohomologie
de Dolbeault feuilletée réduite le quotient Hyp (M) = Z5%(M)/B2I(M) ot BRI(M) est
I'adhérence de B2Y(M).

3.1. Probleme du d5. Etant donnée une forme feuilletée B € Z2Y (M), existe-t-il une
forme feuilletée o € ORI (M) telle que Ora =3 ?
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La cohomologie de Dolbeault feuilletée mesure donc P'obstruction & Pexistence des
solutions pour le probleme du 8. Localement, ce probléme admet toujours une solution ;
plus précisément, on a une version feuilletée du Lemme de Dolbeault-Grothendieck qui est
Iéquivalent du lemme de Poincaré pour la cohomologie de de Rham. La démonstration
consiste a adapter au cas paramétré celle du cas classique bien connue.

3.2. Lemme de Dolbeault-Grothendieck feuilleté. Tout point de M admet un voisinage
ouvert U distingué pour F tel que, pour tout p=0,...,m, on ait H2?(U) = 0 pour ¢ > 1.

On peut aussi décrire H2*(M) & laide d’un faisceau qui joue un réle analogue au
faisceau des germes de formes holomorphes sur une variété analytique complexe.
3.3. Définition. Une p-forme a est dite F-holomorphe, si elle est feuilletée de type (p,0)
et vérifie 9ra = 0.

Localement, une p-forme F-holomorphe s’écrit a = ) o, ..., (2, t)dz;, A+ - - Adz;, avec
@, ...j, holomorphe en z.

Soient H% le faisceau des germes de p-formes F-holomorphes sur M et ﬁggq celui des

germes de formes différentielles de type (p, q) sur F ; ce dernier est un faisceau fin sur M.
Le lemme 3.2 implique la :

3.4. Proposition. La suite 0 — H% — 20 2%, ... 22, Q8™ _, 0 est une résolution
fine de H%. On a alors HI(M,H%) = H*(M), pour tous p,q =0,1,...,m.

Si n > 1, cette résolution n’est pas elliptique ; elle I’est seulement le long des feuilles.

La cohomologie H*(M,HY) n’est donc pas toujours de dimension finie méme si M est
compacte.

Pour p = 0, on notera Hx le faisceau ’H‘}. ; ses sections sont les fonctions C*° qui
sont F-holomorphes. Pour tout ouvert U C M, ’espace H°(U, Hx) est constitué par les
fonctions C™ et F-holomorphes sur U. On le notera Hx(U) et simplement H(U) si F est
de codimension 0 i.e. M est complexe et est la seule feuille de F.

3.5. Remarque

Soit M = F x B le produit d’une variété analytique complexe F et d’une variété
différentiable B muni du feuilletage F dont les feuilles sont les copies de F' : F x {b},
b € B, ayant la méme structure complexe. On a alors (¢f. [Ek2}), pour tousp =0,1,---,m
etq=0,1,---,m:

H2Y(M) = HP(F) ® C*=(B)
ou C*°(B) est 'espace des fonctions C* sur B. En particulier, si F' est une variété de
Stein, alors :

, _Jo sig#0
HE (M) = {HP(F) ®C>=(B) sig=0
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ol HP(F) est l'espace des p-formes holomorphes sur F.

3.6. Fonctionnelles F-analytiques invariantes

L’espace H (M) des fonctions F-holomorphes est un sous-espace de I’espace C*°(M);
il y est fermé pour la topologie C*®°. La topologie induite sur Hx(M) est celle de la
convergence uniforme sur les compacts des dérivées par rapport au parameétre transverse
(il n’est pas nécessaire de dériver le long des feuilles). Une fonctionnelle F-analytigue sur
(M, F) est une forme linéaire continue ¢ : h € Hr(M) > (¢, h) € C. Elle généralise la
notion classique de fonctionnelle analytique de Martineau [Ma].

Soit I" un groupe d’automorphismes du feuilletage complexe (M, F) : chaque élément
v € T est un difféomorphisme v : M — M tel que, pour toute feuille F' € F, 7y est un
biholomorphisme de F' sur la feuille F/ = y(F). Alors I agit sur 'espace Hx(M) :

(v,h) €T x He(M) — hoy~! € Hp(M).

C’est une action continue ; par transposition, elle induit une action continue sur ’espace
H'(M) des fonctionnelles F-analytiques (dual topologique de Hx(M)). Un point fixe ¢ de
cette action est appelé fonctionnelle F-analytique I'-invariante. Il suffit en fait que cette
propriété soit vérifiée sur un systéme générateur du groupe ; ce qui simplifie le calcul dans
le cas des groupes finiment engendrés.

Supposons I' isomorphe & Z engendré par un élément v € Aut(M,F). Dans cette
situation on a un opérateur ¢ : h € Hr(M) — (h — ho~y) € Hr(M). Son conoyau est
fondamental dans la détermination de l'espace H'r (M) des fonctionnelles F-analytiques
I-invariantes. En effet, une fonctionnelle F-analytique I'-invariante est nulle sur I'image
de 4 qui n’est rien d’autre que ’espace C engendré par les éléments de la forme h — h oy
avec h variant dans Hxz(M) ; elle induit donc une forme linéaire continue sur le quotient
Hx(M)/C qui est exactement le premier groupe de cohomologie H(Z, Hx(M)) & valeurs
dans le Z-module Hz(M). Son calcul se raméme & la résolution du probléme qui se formule
comme suit : Etant donnée g € Hx(M), existe-t-il h € Hz(M) telle que h —hoy =g ?
Pour cette raison, cette équation sera appelée équation cohomologique F-analytique. Pour
g donnée dans H (M), une condition nécessaire pour que I’équation h —ho~y = g admette
une solution h dans Hz(M) est que (¢,g) = 0 pour toute fonctionnelle F-analytique
~-invariante sur (M, F).

3.7. Un outil de calcul

On se donne un feuilletage complexe F de dimension m sur une variété M et T un
groupe dénombrable opérant librement et proprement sur M par automorphismes de F
(en tant que feuilletage complexe). Alors la variété quotient M = M /T’ est munie du
feuilletage induit F qui est complexe de dimension m. Notons 7 : M — Mla projection
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de revétement ; c’est un morphisme de (H JF ) sur (M, F). L’image directe m.(H ;) du
faisceau H 3 n’est rien d’autre que le faisceau Hz. Il existe alors une suite spectrale E,
dont le terme F3 est donné par :

IL7) EFt = H*(T, HY(M, H5))

et convergeant vers H*(M,Hz). Les espaces vectoriels H l(ﬁ H~

#) sont vus comme des
I-modules via I’action induite sur H*(M,H

5) par celle de I sur Hx (M)

(7, f) €T x Hx(M) — for™ € Hx(M).

(Cette suite spectrale résulte de la théorie des foncteurs dérivés de Grothendieck [Gro].
On peut en trouver un exposé dans [Bro].) Si M est acyclique i.e. :
HE(E ) = { Hx(M) sif=0
d 0 sig>1
la suite F, converge au terme F5 et on a :

(I1.8) H*(M,Hz) = HYD, Hx(M)).

Lorsque le groupe T' est isomorphe a4 Z et est engendré par un élément Vs tous
les groupes de cohomologie H*(T, ’Hf(M M)) sont nuls pour k > 2 et HY{(T,Hx (M M)) =
Jr(M )/C ot C est le sous-espace de Hz(M) engendré par les éléments de la forme h—ho~y
avec h € 'H}.(M ). Ce qui nous ameénera souvent & résoudre 1’équation cohomologique
discrete f — f oy = g dans 'espace ’H}.(M )-

Terminons cette section par la proposition qui suit. Elle donne une condition suffisante
pour qu’une fonction continue et F-holomorphe soit constante.

3.8. Proposition. Supposons M compacte et que toutes les feuilles sont denses. Alors
toute fonction M — C continue et F-holomorphe est constante.

Démonstration. Soit f : M — C une fonction F-holomorphe. Comme M est une variété
compacte, f admet un maximum en un point z ; soit L, la feuille passant par z. Alors
la restriction de f a la variété complexe L, est une fonction holomorphe qui atteint son
maximum en z ; elle est donc constante ; comme L, est dense dans M, f est constante
partout. L’espace H(])_-’O(M ) est donc isomorphe a C. &

La condition “M compacte” est substantielle : nous verrons un exemple (¢f. IV.4.1)
de feuilletage complexe F dont toutes les feuilles sont denses sur une variété non compacte
pour lequel Pespace des fonctions C*° et F-holomorphes est de dimension infinie.

On pourrait penser qu’une fonction continue et F-holomorphe sur (M, F) avec M
compacte est basique (i.e. constante sur les feuilles). Il n’en est rien de tout cela ! Dans
[FZ] R. Feres et A. Zeghib ont construit un contre exemple & cet effet.
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CHAPITRE IlI

TROIS EXEMPLES DE BASE

Le premier est un feuilletage de Lie et est défini en plus par une action libre
du groupe de Lie complexe C. Le deuxiéme a des courbes elliptiques comme
feuilles qui épuisent toutes les structures complexes possibles. Le troisieme a une
structure conforme tangentiellement et transversalement et n'est pas riemannien.

1. Flots complexes linéaires sur le tore

Soit n > 3 un entier ; munissons I’espace vectoriel R" de son produit scalaire habituel noté
(, ) et de la norme associée | - |. Le tore T" est obtenu comme le quotient de R™ par son
réseau standard Z". Pour m € Z", on note ey, la fonction ey (z) = €27(™*). Une fonction
sur T™ n’est rien d’autre qu’une fonction f : R® — C qui vérifie f(z + m) = f(z) pour
tous £ € R™ et m € Z". Si f est intégrable, elle peut étre développée en série de Fourier :

Z fmem(x)

mezn

ou les fm, sont ses coefficients de Fourier donnés par les formules intégrales :

fm= | fl@)e ¥mmo)dg,
Tn

Si en plus f est de carré intégrable, les coefficients fn, vérifient la condition de convergence

Z |fml]? < +o0.

mezZn
Pour tout r € N, on note W1 I'espace des fonctions f sur le tore T" données par
leurs coefficients de Fourier (fm)mezn vérifiant la condition Z |m|"| fm| < +00. De

meZ™\{0}
méme, W2 sera 1’espace des fonctions f sur le tore T™ données par leurs coefficients de

Fourier (fm)mez~ vérifiant la condition Z |m{?"| fe|? < +00. Ce sont des espaces
mezm\{0}
complets pour les normes :

Ifllir =1fol+ D |m||fm| pour feWhr

meZm\{0}
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[1£ll2,r = ‘/|fo|2 + 3 [m|fm® pour f e W2
meZ"\{0}

L’espace W2" est le reme espace de Sobolev du tore T™ ; il a une structure d’espace de
Hilbert donnée par le produit hermitien :

(f:9)r = foBo+ D  Im/* fmGmm-

mezZn\{0}

On a des inclusions naturelles :

c*(T)c---cwhttcwhrc...c w0

et
C®(TY C---c W H c W2 c... c W20 = L3(T").
La proposition suivante est facile & démontrer.

1.1. Proposition. Soit f =3 sn fmém une série (les fm sont des nombres complexes).
Alors les assertions i), ii) et iii) qui suivent sont équivalentes :
i) f est une fonction de classe C*™ ;

ii) pour tout r € N*| la série Z |m|?"| fm|? est convergente ;
mezr

iii) pour tout r € N*, la série Z |m|”| fm| est convergente.
mezZn
Pour tout r € N, les injections j; » : W+l < W™ et jp,. : W27+ < W2T sont

des opérateurs compacts.

Les trois premiers points de cette proposition disent : ﬂ wbhr = ﬂ W2T = C®°(T™).
reN reN

- 0
Soient X = Ki

dants sur T". Ils engendrent un sous-fibré intégrable du fibré tangent & T" et définissent
ainsi un feuilletage F sur T™ de dimension réelle 2. Considérons la structure presque
complexe le long des feuilles définie par Jz(X) = Y et Jx(Y') = —X ; F étant un feuilletage
orientable par surfaces, Jr est intégrable et confere & F une structure complere. Les fibrés
T F et TO' F sont engendrés respectivement par les champs :

1 . 1 0 0 . o o
Z_‘i(X_zY)"a{(K‘l'a—xT'i'+K‘n5:—rz)—’t(l/15m—l++un'a—x:>}

n
0 . Y
ety = E vj e deux champs de vecteurs linéaires et indépen-
x .
j=1 J

et

= 1 . 1 0 0 : 0 0
Z———2-(X+ZY)~§{(I€1%1-+"'+KH6—%)+'L(V1-6—x—1'+"'+1/n5$—n)}.



Ils forment une base (Z, Z) du complexifié TF ® C du fibré tangent au feuilletage. Soient
k' = (k- k) et vV = (v,---,1,) des vecteurs de R™ tels que :

(K6 =1 (K)=0 (kV)=0 e (y)=1

(Ici & = (K1, kn) €6 v = (1q,-++,1p).) Alors (Z,Z) admet pour base duale (w,)
ol w et @ sont les 1-formes feuilletées de types respectivement (1,0) et (0,1) et données
explicitement par :

w= (kidz1+ -+ Kl dz,) +i(¥idz1 + - -- + v, dzn)

et
O = (kidz1 + -+ + KL dz,) — i(VidTy + - - + U, dxy).

Le complexe de Dolbeault feuilleté s’écrit :
0 — 0%°(1") 22 (1) — 0

ol Popérateur 85 est donné par :

- 1 0
a}_f;.5{(51%+...+5n%_).{_i(ylgxil.i_...q_ynb—;f-)}@U.

avec G (™)
O,% rrvy (T six=0
Q' (T") = {C“(T”)@G si*=1.
On suppose que les k; (ainsi que les v;) sont Q-indépendants. Le feuilletage F est
alors & feuilles denses. Une partie de ce qu’on va définir se trouve dans [Sch].
1.2. Définition. Soient v,k € R™ deux vecteurs. On dira que :
e v est diophantien s’il existe 6 > 0 et T > 1 tels que :

)
|{v, m)| > Tm pour tout m € Z™ \ {0};
e le couple (v,k) est de Liouville s’il existe & tel que, pour toute suite strictement
croissante (i), dans N*, il existe une suite infinie (mg), dans Z™\ {0} vérifiant :

0

Jm |

I(V,l’ﬂk) +'i(l€,mk>| <

n

o

Un champ de vecteurs X = ZV’GT est dit diophantien si v = (vy,...,vy,) lest.
=1 j

Si X ouY est diophantien, on dira que F est un feuilletage diophantien. Si le couple
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n n
0 0 ...
de champs (X,Y) avec X = J§=1 uj-a—x; ety = jzzl ”55;; définissant F est tel que le couple
(v, k) est de Liouville, on dira que F est un feuilletage de Liouville.

e Un vecteur v = (vq,---,V,) dont les composantes sont des nombres algébriques
Q-linéairement indépendants est diophantien. En effet, aprés multiplication des com-
posantes par un dénominateur entier commun, on peut supposer que les v; sont des entiers
algébriques. Soient o;, pour 7 = 1,---,n, les différents plongements du corps de nombres
Qlv1, -+ ,vn] dans Q et G le groupe de Galois d*une extension algébrique de ce corps. Pour
tout n-uplet m d’entiers non nul, le produit H 0;({v,m)) est un entier algébrique non nul,

invariant par G, donc un entier relatif non nul. Ceci implique ‘Haj((u, m))‘ > 1, done

si 01 = Id :
1 C
(v, m)| > > —
| TT os((vsmy)| ~ ool
Jjz2
ou d est le degré de Q[vy, -+, v,] et C une constante réelle positive.

e Pour n = 3, on peut construire facilement des couples de vecteurs de Liouville
comme suit (pour n > 3 il suffit d’ajouter des composantes nulles) : on prend v = (1,0, @)
et k= (0,1,8) aveca =32 a,107% et B =3 0 b;107* o a5, bs € {1,2,---,9}. Alors
il existe des entiers A; et B, tels que |4, — 10%'a| < (10°)~% et |Bs — 10%'3] < (10%')~=.
On prend alors m, = (A,, B, —10%"). La suite (m,)sen+ confere alors au couple (v, ) la
propriété de Liouville. Il n’est pas difficile de voir qu’on peut méme choisir ainsi o et 3
algébriquement indépendants (la cloture algébrique de Q(a) est dénombrable, alors que le
nombre de choix possibles pour 3 est non dénombrable).

Ces deux constructions de vecteurs diophantiens et de couples de Liouville m’ont été
indiquées par Jean-Pierre Demailly ; je I’en remercie.

On définit une forme linéaire continue £ : C*°(T") — C par L(g) = go pour toute

fonction g = Z gmeém. On peut aussi interpréter £ comme un opérateur sur C*°(T")
mezn
qui 4 g associe la fonction £(g)1 ou 1 est la fonction constante égale & 1 ; c’est donc un

opérateur compact car de rang fini (son rang est 1). Son noyau N est fermé et tel que
C>®(T") = N @ C- 1. Notons P la premiére projection C®(T") =N & C-1 — N. Elle
vérifie P& L = I (ou I est 'identité de C°°(T™)). On a alors le :

1.3. Théoreme. Soit F le feuilletage linéaire sur le tore T™ défini comme précédemment.

i) Supposons que le feuilletage F est diophantien. Alors il existe un opérateur borné
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G : C®(T") — C®(T") tel que GOr = I — L. Il en découle que :

C siq=0
H%%Tﬂ):{«:@w sig=1
0 sig>2.

i) Supposons F de Liouville. Alors on a toujours H_g_-’o('ll‘") =C, ng’q(']I'") = 0 pour
g = 2 et l’espace vectoriel topologique Hg,-’l('ll‘") est de dimension infinie et est non séparé.
Mais ﬁ%l (T™) est isomorphe & C et est engendré par @.

Démonstration.

e Quelle que soit la nature arithmétique de F (diophantien ou de Liouville), on a
Hg_-’o(’ll‘") = C car les feuilles sont denses et Hg_-’q(T") = 0 pour ¢ > 2 car dimcF =1. 1l
n’y a en fait que le cas ¢ = 1 & examiner.

e Déterminons I’espace H 2_-’1 (T™) en cherchant une condition nécessaire et suffisante sur

gEC®(T"),g= z gmem pour qu’il existe une fonction f € C*(T"), f = Z fmeém
mezn mezn
vérifiant I’équation aux dérivées partielles :

1 of f\ . .(. Of 9fF\\ _
(111.1) 5 {(Vla—xl + +Vn6$n) +1 (Rl—a-;l- + - +Rnamn =g

En identifiant les coefficients de Fourier des deux membres de I'égalité (II1.1) on aura, pour
toutmeZ":

(Em) ir({v, m) + i(k, M) frn = gm

Pour m = 0, le premier membre de I’équation (Ey,) est nul. Une condition nécessaire
d’existence d’une solution est donc go = 0. On pose alors :

0 ' sim=20
fm - wiiu,rr:;-i-ﬁn,m;i si m € z \ {0}

Reste & montrer que la famille des fy, définit effectivement une fonction f € C*°(T").
Cela va dépendre de la “nature arithmétique” du feuilletage F.

i) F diophantien
(v, m)| + |{~, m)|
m((v,m)? + (K, m)?)

C
T mmy o

Pour m € Z"\{0}, on & |fm| <

|gm|. L’inégalité de Cauchy-
Schwarz donne :
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avec C =

W18l g -
T

ol < @,;:i—)zlml - \9mml

avec ¥ € {k,v} (¥ est celui des deux vecteurs v ou k qui est diophantien). Comme ¥ est
diophantien, il existe § > 0 et 7 > 0 tels que |(J, m}| > ]—x;f-‘-,—, pour tout m € Z"\{0}. On
a donc, pour tout s € N :

(IIL.2) Im|*| frn| < Blm|*1+27| gy |

c .- . < 1 .
avec 8 = 5 La série Z |m|®| fm| converge donc, c’est-a-dire que la fonction f est de
mezZ»
classe C*® sur T". L’image de l'opérateur 9 : Qg&o(T") — Qg,_il (T™) s’identifie donc au
sous-espace N ; en fait la restriction de 0 & N est un isomorphisme (algébrique continu)
sur N ; notons Gy son inverse : & g dans N on associe f unique solution dans A de
’équation Oz f = gw. On pose alors G = Gy P ; on vérifie facilement que Gor =1 — L.

L’inégalité (II1.2) montre que pour tout entier naturel s, opérateur :
Go:ge N CcWhet+2T L, qQu(g) = f € C®°(T") c Wh*

vérifie 'inégalité :
1Go(g)ll1,s < BUGl1 41427
11 est donc borné.

Comme on vient de le voir, 'image de 'opérateur 0 : C®(T") — C®(T") @ @ est
Pespace N ® W qui est de codimension 1, donc 1’espace vectoriel Hg_-’l(’ll‘") est de dimension
1 engendré par la (0, 1)-forme @.

ii) F de Liouville

Cela signifie que le couple (v, k) est de Liouville. Il existe donc § > 0 tel que pour

toute suite strictement croissante (7x)r dans N*, il existe une suite infinie (my), dans
Z" \ {0} vérifiant :
)
v,mg) + ik, mg)| < —r.
(v, my) (k,mg)| < |mk|’rk

On définit alors une fonction g a ’aide de ses coefficients de Fourier :

I S
gm____{|mk| z sim=my
0 sinon.
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11 est facile de vérifier, & ’aide de I’assertion iii) de la proposition 1.1, que g est de classe
C*. Mais :

_ —igm,
|| = n({v, my) + ik, my))

lmy|~#

 w{y, mg) + i{k, mg)|

1 -
> —|my|F.
- wélmkl

Les modules des coefficients fn, tendent vers +o0o ! De cette facon on peut fabriquer une

famille infinie libre de fonctions (97 )ren+ de classe C™ pour lesquelles 1’équation (IIL.1)
n’a pas de solution. Le conoyau de 'opérateur :

aF : QF°(T™) — Q%H(T™)

est donc de dimension infinie i.e. 'espace vectoriel ng’l('ll‘") est de dimension infinie.

Si g est un polyndme trigonométrique sans terme constant, ’équation (II1.1) a toujours
une solution : le probléme de la convergence ne se pose pas. Comme 1’adhérence du sous-
espace engendré algébriquement par ces polynémes est de codimension 1 (c’est 'orthogonal
de la fonction constante 1), I'image de 'opérateur 9 : Q%O(T“) — Q%1(T™) n’est pas
fermée, donc H_g-’l('ﬂ"”) n’est pas séparé. Ceci montre clairement que F‘}; (T")=Cw. ¢

1.4. Remarque et probléme

Tous les résultats du théoréme 1.3 restent vrais si on avait considéré le complexe
différentiel 0 — Q3°(T") 2, Q}_ll (T™) — 0. En particulier on aurait :

i) si F est diophantien, I’espace H ;_-’1(’11‘") est de dimension 1 engendré par la forme
feuilletée w ® @ qui est de type (1,1) ;

ii) si F est de Liouville, 'espace H 3151('11‘") est de dimension infinie non séparé. O

Si F est un feuilletage complexe sur une variété M, le fibré vectoriel 70F — M est
F-holomorphe. On peut donc considérer la cohomologie de Dolbeault feuilletée & valeurs
dans T'°F qu’on notera Hy:*(M, T1°F). Dans le cas ot M est compacte, I’espace vectoriel
H%' (M, T F) paramétre les déformations infinitésimales des structures complexes sur F
(les feuilles restent fixes) et Hg_-’z(M , T'0F) devrait contenir les obstructions & la réalisation
de ces déformations.

Dans le cas du feuilletage (T", F) qu’on vient d’étudier on a H2*(T", T0F) = 0
(quelle que soit la nature arithmétique de F) et :

HY (T, TYF)=Co® Z
lorsque F est diophantien.
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Probleme : On suppose F diophantien. Montrer que l’espace versel des déformations
des structures complezes sur F est un voisinage de 0 dans H%I(T",Tm]-' )~ C.

2. Une submersion en courbes elliptiques

Du point de vue différentiable, c’est un feuilletage produit d’une courbe elliptique par
un plan mais, du point de vue complexe, il n’est méme pas une fibration localement

triviale. Toutefois sa cohomologie de Dolbeault feuilletée est exactement celle d’un produit
complexe.

3.1. Construction du feuilletage

e Rappelons que le groupe Aut(C) des automorphismes de C est le produit semi-
direct C x C* ou le groupe multiplicatif C* agit par homothéties sur C. Un réseau dans
C est un sous-groupe de la forme IV = {mia; + maas : my,my € Z} ol o; et ag sont
des nombres complexes linéairement indépendants sur R. Le quotient TV = C/I" est une
courbe elliptique. Si ' = {mj + mow : my1,my € Z} avec w = %f, les deux courbes
elliptiques T' = C/I"” et T = C/T" sont isomorphes, 'isomorphisme T — T’ étant induit
par la multiplication z € C — a;z € C. Le groupe I' étant engendré sur Z par les
vecteurs 1 et w, on peut toujours choisir w dans H = {w € C : Imw > 0}. Dans ce cas
I' = Z & wZ sera noté I',, et T,, sera la courbe elliptique T = C/I',,. Il est bien connu
que les deux courbes elliptiques T,, et T, sont isomorphes si, et seulement si, il existe une
matrice A € SL(2,Z) telle que Aw = (. Les classes d’isomorphie des courbes elliptiques
sont donc paramétrées par la surface modulaire H/SL(2, Z).

e Le groupe Aut(C) contient les translations 7, : z — z + b avec b € C. Deux trans-
lation 7 et 7y (avec b,b’ € C*) sont toujours conjuguées : il suffit de prendre Phomothétie
h:z2€Cr—-az € Caveca= 5b7 et voir que A1 o1, 0 h = 7. Par conséquent les
sous-groupes 7, et Ty engendrés respectivement par 7 et 7y sont conjugués. Les quotients
C/Ty (avec b variant dans C) sont donc tous isomorphes a la méme surface de Riemann
C*.

e Soit p : C — C* I'application définie par p(z) = €*"%. Alors laction standard de
T, sur C (i.e. celle qui donne la courbe elliptique T,,) se projette par p en ’action ¥ de
Z sur C* donnée par ¥ : (k, z) € Z x C* — e%*™; ¢ C*. Les courbes elliptiques T, et
C, = C*/V¥ sont alors isomorphes.

e Soit M la variété complexe C* x H. Un point de M sera repéré par ses coordonnées
(z,w) ; on utilisera (w1,w2) € R x R% pour désigner la coordonnée w. On munit M du
feuilletage holomorphe F dont les feuilles sont les sous-variétés complexes {C* x {w}}wen-
Une fonction C et j-:-holomorphe est une fonction f : M — C de classe C® par
rapport au couple (z,w) et holomorphe en z. Une telle fonction admet un développement

46



de Laurent en z :
fzw) =) fp(w)?”
pEZ
ou les f, sont des fonctions C™ en w et telles que, pour tout compact K x C C C* x Het

tout entier naturel s la série de Laurent Z l| fpll5,2P converge uniformément par rapport

pEZ
aze Kou:

Zhe o).

Cette condition traduit la régularité “étre de classe C*™® et .F-holomorphe dans ’espace
Hz(M).

= max su
Il =, max {sup

o Soit p:rwr—w = % un biholomorphisme non trivial de H (ot (Z 2) est un
élément de SL(2,R)). L’application :

®:(p,(z,w) €EZXxC*x H— (e7P*Wz,w) e C* xH

est une action holomorphe, libre et propre de Z sur M. Elle préserve le feuilletage F (elle
préserve méme chaque feuille individuellement). L’espace quotient M = C* x H/® est alors
muni d’une structure de variété complexe de dimension 2. On note F le feuilletage sur M
induit par F ; il est de dimension 1 et ses feuilles sont toutes des courbes elliptiques T,, dont
la structure complexe varie en fonction de w € H. Deux feuilles T, et T¢ sont isomorphes
si, et seulement si, il existe une matrice B € SL(2,Z) telle que ¢(¢) = By(w). La classe
d’isomorphie d’une feuille est donc un ensemble dénombrable. Ce feuilletage complexe
n’est donc méme pas une fibration complexe localement triviale. Mais différentiablement,
F n’est rien d’autre qu'un produit.

2.2. Théoreme. L’espace vectoriel de cohomologie H_(.}’l(M ) est un module libre de rang 1
sur Uanneau C*°(H) des fonctions C*® sur H.

Démonstration. Comme le feuilletage F est un produit complexe de H par C* qui est un
ouvert de C (donc une variété de Stein), pour tout ¢ > 1, on a:

(I11.3) H91‘1((C* x H) = H*(C*) ® C*(H) = 0.

D’apres (I1.8) on a H'(M) = HY(Z,H» =M M)) ol Ha(M M) est vu comme Z-module via
Paction :

(. f) € Z x Hp(M) — f 0P € Hp(M)

ot Y(z,w) = (e”*¥“)z,w). Ce qui nous ameéne donc & résoudre I'équation cohomologique
discrete :

Etant donnée g € ’H;_:(M\ ) existe-t-il f € ’H?(J/V[\ ) telle que f — foy=g¢7?
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Pour ce faire, nous utiliserons les développements de Laurent respectivement de f et g :

[@0) =Y fo@)? et glzw) = gpw)e”.

pEL pEZ

Au niveau des coefficients f, et g,, 'équation f— f oy = g est alors équivalente au systéme
suivant :

(1- e—iW(“"))fp(w) = gp(w) pourp€Z.

Une condition nécessaire d’existence d’une solution est que la fonction gp soit identiquement

nulle. Nous allons montrer qu’elle est aussi suffisante. Supposons cette condition remplie.
On pose alors :
sip=0

0
ﬁp(w>={_1?§,é%m GhZo

Reste & montrer que la collection de fonctions (f,)pez définit bien une fonction f € H~(M).
On a |e”P¢W)| = ePv2 = el—cflifﬂ’. D’ou :

11— e—z‘P‘P(w)I > ll — elc:idlz > 0.
Par suite :
1 < 1
[1 - e—ipe(@)| = !1 _ e
On voit aussi facilement que :
lim 1 =0 et lim 1 =1
p—+too }]_-—eﬁ:%:%lr p——o0 l]_—elc_:%?i_lr ‘

Soit K x C un compact de C* x H. Alors comme la fonction :

1
— —paos T
|1 — glewtdl?

w

est en plus continue, il existe § > 0 tel que, pour tout p € Z* et tout w € C on ait

| fo(w)] < 8]gp(w)]. Il en résulte que la série Z fp(w) 2P converge uniformément sur K x C
pEZ*

car la série E gp(w) 2P y est uniformément convergente.
PEZ*

En utilisant le fait que g € H]/_:(J/VI\ ) et en suivant le méme type de raisonnement, on
montre facilement que, pour tout compact K x C C C* x H et tout entier naturel s la
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série Z | fpllc2? converge uniformément par rapport & z € K. Ce qui établit le fait que
pEZ

f € Hp(M).
L’image de opérateur f € 'HA(M yr— (f—fon) € ’HA(M ) est donc exactement
le noyau de 'application linéaire continue surJectwe g€ ’H}.(M ) — go € C°(H). Il en

résulte que V’espace Hy'(M) = HY(Z, ’HA(M )) est un module libre sur C*°(H) engendré
par la fonction constante égale & 1. ¢

3. Feuilletage complexe de Reeb sur S* x §!

C’est un feuilletage complexe de dimension 2 non kahlérien sur la variété de Hopf S* x St.
Du point de vue réel, c’est le feuilletage (de codimension 1) affine de Reeb.

3.1. Construction du feuilletage

On considére la variété M = (C2 x R)\{0} ; les coordonnées d’un point courant seront
notées (21,22,t). On la munit de son feuilletage complexe canonique qu’on notera F ie
celui défini par I’équation dt = 0 dont les feuilles sont toutes des C? sauf celle passant par
0 qui est un C? \ {0}. Soient A €]0,1[ et I le groupe engendré par le difféomorphisme
~ de M défini par v(21, 22,t) = (Az1, Az2, At) ; comme 7 est un automorphisme de F et
que l’action de I est libre et propre, F induit un feuilletage F complexe de dimension 2
sur la variété quotient M = M JT. 1l existe un difféomorphisme analytique réel (via les
coordonnées sphériques) ¢ : M —8§tx R tel que le diagramme suivant commute :

— —

M X M
6L 1o
S*xRy, —— S*xRy
ou o(w,t) = (w, At). Ceci montre que M est analytiquement difféomorphe a la variété de
Hopf S* x S!. Les feuilles de F sont toutes holomorphiquement équivalentes & C? sauf celle

qui provient de C2 \ {0} qui est équivalente & la surface de Hopf S3 x S! ; le feuilletage F
ne saurait donc étre kahlérien.

Pour avoir une idée de la structure géométrique de ce feuilletage, voici un dessin qui
donne un morceau de son analogue sur §? x S :




3.2. Les espaces Hg_:’* (M)

En degré =0

e Un élément de H%’O(H ) est une fonction f(z1,22,t) qui est C*° et holomorphe en
(21, 22) pour tout (z1, 22) tel que (21, 22,t) # (0,0,0). D’aprés le théordme de Hartogs (voir
[Hor] par exemple) et un raisonnement élémentaire utilisant la formule de Cauchy, f se

prolonge & C2 x R en une fonction C* et F-holomorphe. Donc H%’O(M ) = Hz(C? xR).
Une fonction f € Hx(C? x R) s’écrit :

fanz2t) = ) Gmum, ()27 25
mq EN
ma€N

ot les @m,m, sont des fonctions C™ telles que, pour tout compact K x C C C? x R et tout

8
. £ s a. . .
entier naturel s la série Y ——57:—;—712-(t)z¥“z§” converge uniformément sur le compact
mj €N
mo €N

K xC.

e On pose Uy = C x C x R* et, pour i = 1,2, on note U; Pouvert de M tel que
zi # 0 ; U = {Up,U;,Us} est un recouvrement ouvert de M. Les ouverts Uy et U, sont
respectivement égaux aC* x CxRet CxC*xR. Ona:

Usy = UgNU; = C*xCxR*, Uy =UpgNUy = CxC*xR*, U =U1NU; = C*xC*xR
et :
U012 =UO0U10U2=C* x C* x R*.

Les feuilletages .7?0, fi, f’z, .7?01, 5502, fm et .7?012 induits respectivement sur les ouverts
Uy, U1, Uy, Upr Uga, Ura et Upyo sont des produits de variétés de Stein par R ou par R*.

On a donc, pour * > 1 :
0,* — 0,* _— 0,* p—
H;O (Up) =0, I-IJ~r1 (U)=0 H;2 (U2) =0
et
0,* _ 0,* _ 0, — 91* =0.

H;Ol (Uol) — 07 Hfoz(Uoz) — 0, H;12 (U12) O, Ii--r‘:)12 (UO]_Z) 0
Le recouvrement U = {Uy, Uy, Uz} est alors de Leray ; il permet de calculer la cohomologie
H%*(M). Pour * = 0, les espaces H2°(Up), H2°(Uy), HX’(Uy), H2® (Up1), HZ® (Uoz),

F Fo F1 Fa Fo1 Foz

H%O (Ur2) et H%’O (Uo12) sont respectivement égaux aux suivants :
12 012

Hz (Up) = {fonctions F1-holomorphes sur Up} = Z Amym, (t)2] 252

my €N
mg &N
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)
7-15;_:1 (Uy) = {fonctions F;-holomorphes sur Ui} =« Z bmym, ()27 252

miEZ
\ m2€N

r

H;:Z(Ug) = {fonctions F,-holomorphes sur U} = { Z Cmymg (t)2]" 252

mjEN
\ ma€Z

)

-

Hz (Uo1) = {fonctions Fo1-holomorphes sur Up; } = Z Otmymg (8) 272 252

mi €L
ma €N J

( 3

Hz, (Uo2) = {fonctions Fy-holomorphes sur Uz} = j Z Brmyma (t)2]"1 2572 3

mjy €N
\ m2€Z J

( )

’H;w(Uu) = {fonctions F;5-holomorphes sur U;p} = 1 Z Ymymg (8) 2771252

my €L
mo€Z J

Hz (Uoiz) = {fonctions Foi2-holomorphes sur Upy2} = Z Ay (£) 27 22

my €L
mo€Z

Ol Gmymys Omymgs Bmaims €6 Amym, sont des fonctions C™° sur R* et by, my s Cmym, €6 Ymims
sont des fonctions C* sur R et les séries en question doivent converger uniformément sur
tout compact ainsi que toutes leurs dérivées par rapport & t. Comme le recouvrement
U = {Uo, U1, U2} est constitué de trois ouverts, on a U;, N---NU;, = 0 pour q > 4. Pour
k > 3, tous les k-cocycles sont donc nuls ; ce qui donne H;Jk (1\7 ) = 0 pour k > 3.

Endegré x=1

Un 1-cocycle sur le recouvrement U & valeurs dans le faisceau Hx est la donnée d’un
triplet (fi2, fo2, fo1) avec fiz € Hz (Ur2), foz € Hz (Un2) et for € Hz (Uo1) tel que
fi2 — fo2 + for = 0 sur Uppg ; il sera un cobord s’il existe un triplet (fo, f1,f2) avec
fo € H;O(Uo), fie 'H;l (Uy) et fo € Hfz(Uz) tel que :

Jfo—fi = fi2
(8) {fz — fo = fo2
f1— fo= foz-
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En remplagant chacune de ces fonctions par son développement en série entiére, ce systéme
se transforme en le suivant :

( 2 Cmyma (t)2]" 252 — Z bmym (£)21" 25" = Z Ymim, (121 23

m1 €N mi €Z mi€Z
mo€Z mg€EN mo€Z

(s . Z Cmyma(t)2] 12572 — Z Amym, ()27 252 = Z Bimymg (£) 27 20

mj €N mj €N m) €N
mgo€Z map€eN mo€Z

z bmyma (821 23" — Z Amymg (8)2] 125 = Z Cmym, ()27 125

my €L mj €N mi €L
mg &N mg €N mo €N

Les fonctions am,my, Bmym, €t Ym,m, vérifient (1a ol elles sont définies) la relation suivante
qui vient du fait que (f12, fo2, fo1) est un cocycle :

Ymymy — Bmyms + Cmym, =0  pour tous my,mg € Z.

-

Cette relation se simplifie suivant la position du couple (m;,m2) dans le réseau Z x Z.
Plus précisément, on aura ce qui suit :

i) Simy >0 et my >0, on & Ymymy — Bmyma + @myme = 0. Le systéme devient alors :
Cmymg — bm1m2 = Ymima
"
(8%) Cmymy — Gmymy = Bmymg
bmyma — Gmyms = Omym,
et a une solution particuliére am,m, = —Qm;mz; bmyms = 0 €t Cmymy = Ymima-

ii) Sim; > 0 et mg < 0 alors Gmym, = 0, Gmym, = 0 €t by, m, = 0 et I’équation se
réduit & Ym,m; — Bm,m; = 0. Ceci force alors la fonction Bpm,m, & étre C* sur R tout
entier (a priori elle ne I'était que sur R*). Le systéme devient alors :

cm1m2 = 7m1m2

cm1m2 = ﬁmymz
On a une solution (@m;mg,Omymas Cmyms) &VEC bmym, = Gmyms = 0 €t Cmyms = Ymim, =
ﬂm]_mg‘

iii) Simg < 0 et mg > 0 alors Bmym, = 0, Gmym, = 0 €t ¢mym, = 0 et ’équation se
réduit & Ym,m, + @m,;m, = 0. Ceci force alors la fonction ayn,m, & étre C* sur R tout
entier (a priori elle ne Pétait que sur R*). Le systéme devient alors :

{ _bm1m2 = ’lemz

bmym, = Qmymy
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On a une solution (@m,ms,bmymss Cmims) €0 POSANL bnym, = Xmyms = —Ymima-

iv) 8i m; < 0 et mg < 0, Amymy; = 0 €t Bmym, = 0 ; ’équation et le systéme (S*)
deviennent Ym,m, = 0. C’est la condition nécessaire et suffisante pour que le systéme
admette une solution (@m,m,, Om mas Cmyims)-

Conclusion
Le 1-cocycle (fiz, foz, fo1) Ot fiz = ) Ymymy (270252, for = D Brmym, (827252 et
m; €2 mi EN
mo€Z moEZ

for = Z Omym, (E)27 25 est un cobord si et seulement si Z Ymame (t)27 1252 = 0.

mq€Z mi <0
mgé&N mg <0
On en déduit alors HXY(M) = Ymyma (&) L les fonctions ont de
ors que H2 = mi,mz ( OU les fonctions Ym,m, son
mpene 21 %2
moEN*
1 o0 At Ymyms (t) : .
classe C* sur R et telles que la série —mr—s converge uniformément sur tout
mj EN* zl 22
mo EN®

compact ainsi que toutes les dérivées par rapport a ¢.

En degré * = 2

On se donne une 2-cochaine 012 c’est une fonction F-holomorphe sur 'ouvert U 012 —
s P
C*x C* xR* et qlll s’écrit donc sous la forme :

foi2(z21,22,t) = Z dmym, (£) 27 25

ez
oules dp,, m, sont des éléments de C°(R*) tels que la série en question et toutes ses dérivées
par rapport & ¢ convergent uniformément sur tout compact (de Up;2 bien siir). Comme le
recouvrement ne contient que trois ouverts, toute 4-intersection est vide et donc fo12 est
un cocycle. C’est un cobord s’il existe une 1-cochaine (fia, fo2, fo1) avec fiz2 € H;lz (U12),
foz € H}'M(Uoz) et fo1 € 'H;M(Um) telle que fi2 — fo2 + fo1 = fo12 sur Upi2. Rappelons
que :

f12(21,22,t) = z ’Ym1m2(t)z;nlz£n2

mi €L
moEZ

foa(z1, 22,%) = Z Brmymg (£)2]" 25"

mi €N
mo€Z

et
foi(21,22,t) = Z Cimyms (£)2] 23

m1 €L
mo€&N
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Ol Oy my €6 Brmym, sont des éléments de C (R*) et vy, m, €st un élément de C*°(R) et tels
que les séries en question et toutes leurs dérivées par rapport a ¢t convergent uniformément
sur tout compact (de ’ouvert ot elles sont définies). L’équation & résoudre fi2— fo2 + fo1 =
fo12 donne alors le systéme :

Ymims — ﬁmlmg T Omymy = dmlmz pour m;,mg € Z.

Examinons maintenant ce qui se passe suivant la position du point (m;, mg) dans le réseau
Z x Z. Cela va permettre de dire dans quelles conditions on peut résoudre ce systéme.

i) Si my > 0 et my > 0, Péquation reste la méme Ym,m, — Bmyms + Cmims = Gmyma-
Elle a une solution : B, m, quelconque, Ym,m, = Bmim; € Cmim, = dmim,-

iif) Si m; > 0 et mg < 0, Am,m, = 0 et I’équation devient Ym,m; — Bmim; = Gmyms-
Elle a une solution Ym,m; =0, Bmyms = —Gmyms-

iii) Si my < 0 et mg > 0, Bm,m, = 0 et Péquation devient Ym,m; + ¥mim; = dmyme-
Elle a une solution vm,m, =0, @m,my; = Gm;m,-

iv) Simi; < 0 et ma < 0, Amym, = 0 €t Bm,m, = 0 et I’équation se réduit a 1’égalité
Ymimg = Gmymg. COmme Y m, € C®(R) et dpm,m, € C(R*), ’équation n’a de solution
que si, et seulement si, la fonction dp,,m, s’étend en un élément de C°(R) i.e. dm,m, est
dans I'image de I’application restriction p : C*°(R) — C*°(R*) ; ceci n’est pas toujours le
cas. Mais cette exigence nous permettra de décrire d’abord I’espace H 2(1\7 , ’H;) nécessaire
& la description de H?(M,Hz). C'est ce que nous allons faire dans ce qui suit.

Considérons les espaces de Fréchet C*°(R) et C°(R*) des fonctions complexes de
classe C'™ respectivement sur R et son ouvert R*. L’application restriction :

p: f€C®R)— fir- € C(R")

est injective et permet d’identifier C*°(R) & un sous-espace de C*°(R*). Le difféomorphisme
o:t € R+— At € R préserve I'ouvert R*. Il permet de définir des actions de Z sur les

espaces C*°(R) et C°(R*) :
(k,f) € Zx C®(R) — foo* € C¥(R)
et
(k,f) € Z x C®°(R*) — f o o* € C®(R*)

qui deviennent donc des Z-modules. On note W l’espace quotient C*(R*)/C*(R) et
7 : C®(R*) — W la projection canonique. Comme C*°(R) n’est pas un idéal de I’anneau
C*(R*), W n’est malheureusement qu’un espace vectoriel et ne posséde pas de structure
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d’anneau induite par celle de C*°(R*). Comme l’action de Z sur C*°(R*) laisse stable

C*(R), elle induit une action sur W qui devient aussi un Z-module. On a une suite
exacte de Z-modules :

0 — C®(R) <> C®(R*) > W — 0.

On prend la cohomologie du groupe discret Z & valeurs dans chacun de ces Z-modules et
on obtient une suite exacte longue de cohomologie :

-0 (4]
0 — H%Z,C*(R)) 2= H(Z,C=(R*)) =5 HY(Z, W) -

%, HY(Z,C0°(R)) 25 H'(Z,C®(R*)) = HY(Z, W) — 0

ou c¢ est ’homomorphisme de connexion habituel. Cette suite s’arréte aux termes du
premier degré car la cohomologie de Z (& valeurs dans n’importe quel module) est toujours

nulle en degré supérieur ou égal & 2. Nous allons calculer explicitement les différents espaces
qui y interviennent.

e L'espace H%(Z,C*(R)) est constitué des fonctions f € C*°(R) invariantes par o
i.e. telles que f(At) = f(t) pour tout ¢ € R ; ce sont donc les constantes. Par suite
H%(Z,C*(R)) = C.

e L’espace H%(Z,C™(R*)) est constitué des fonctions f € C*®(R*) invariantes par
o i.e. telles que f(At) = f(t) pour tout ¢ € R*. Comme les actions de Z sur R} et
R? engendrées respectivement par t € R} —— At € R} et £ € RX —— At € RZ sont
conjuguées (via la fonction logarithme) & Paction de Z sur R engendrée par la translation
t € R+ t+1 € R, espace des fonctions o-invariantes sur R* s’identifie & la somme
directe de deux copies de ’espace des fonctions complexes C* et 1-périodiques sur R donc
& la somme directe de deux copies de l'espace C*°(S') des fonctions complexes C* sur
le cercle S* = R/Z. On le notera V ; on a ainsi V = C®(S') @ C°°(S'). On a une
application linéaire continue I : f € V +— [, ; f(t)dt € C. On notera Vp son noyau. D’ou
une décomposition en somme directe V = V5@ (C®1) ou 1 est la fonction constante égale
a 1 sur R*.

e On rappelle que, pour tout espace vectoriel E muni d’une action de Z engendrée par
un automorphisme ¢ : E — E, HY(Z,E) = E/(f —of) ot {f — o f) est le sous-espace de
E engendré par les éléments de la forme f — o f avec f parcourant E. Dans notre situation
HY(Z,C>*(R)) est le quotient de C®°(R) par le sous-espace engendré par les fonctions
g € C*(R) de la forme g = f — f o 0. Nous sommes donc amenés & résoudre 1’équation
fonctionnelle : étant donnée g € C®(R), existe-t-il f € C®(R) telle que g(t) = f(t)— f(At)
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pour tout ¢ € R. Une condition nécessaire est g(0) = 0. En fait, elle est suffisante ; la
solution est donnée par la série (convergente pour la topologie C*°) :

o0
&) =3 g(m)
n=0
Par suite le sous-espace (f — of) est exactement le noyau de la forme linéaire continue
g € C®(R) — g(0) € C et donc H*(Z,C>(R)) est isomorphe & C et est représenté par
les fonctions constantes.
e L’action de Z sur R* via o est libre et propre ; le quotient est la somme disjointe de
deux copies du cercle S'. Comme R* est acyclique (en cohomologie réelle), on a :

HY(Z,C>(R*)) = HY(Z, H*(R*,C=(R*))) = H}(R*/Z,C) =C & C

on C® (R*) est le faisceau des germes de fonctions complexes C*® sur R*. (La premiére

égalité découle de la dégénérescence au deuxieéme terme de la suite spectrale associée au
revétement Z — R* — R*/Z.)

Dans la suite exacte en cohomologie, les applications ;¢ et j1 sont données respective-
ment par j9(a) = a (fonction constante égale & a) et j1(b) = (b,b). L’application j! est
donc injective ; par suite ’homomorphisme de connexion ¢ est I’application nulle. La suite
exacte se partage donc en deux sous-suites exactes courtes :

jO 7‘,0
0 —-C>V->5W2—0
-1 ﬂ_l
0—CIcoCl HY(Z,W) — 0

(Ici W° est espace H°(Z,W) qui est constitué des invariants de W par 'action de Z
induite par 0.) De ces deux suites exactes on déduit que W = V/C ~ Vp et H(Z,W) ~ C.

¢ Soit ©* I'espace des fonctions C* et F-holomorphes sur 'ouvert Up 2 = C* xC* xR*
et qui s’écrivent :

f(z1,22,1) = Z l”;lmzng)

Zy1 " Z
mj,maEN* 1 2

Ol Ym,m, € C*(R*) avec les conditions de convergence C'*° habituelles. Il contient I'espace
© des fonctions C et F-holomorphes sur 'ouvert Uy 2 = C* x C* xR et qui s’écrivent sous
la méme forme mais cette fois-ci Ym,m, € C*(R) (avec aussi les conditions de convergence
C* habituelles). On a donc une injection @ «— ©* et le quotient ©* /O s’identifie & I’espace
vectoriel de cohomologie H? (M s H ;:). Ses éléments peuvent s’interpréter comme des séries

t
7—":,;{-‘-2,,-57) dont les coefficients sont dans le groupe W. %
2

my,maEN* 1 2
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Reprenons maintenant le difféomorphisme o : t — At € R qui définit comme nous
I’avons vu une action de Z sur I’espace de Fréchet C*°(R). Celle-ci induit une action (qu’on
notera encore o) de Z sur 'espace :

0,1/ 77\ TYmym (t)
Hz (M) = Eera
my EN* 2
mgEN*

. g At e ; 0,177
donnée par o(f)(21, 22,t) = /\mlr:;;:: §n1 z;m et qui fait donc de I’espace Hfl(M ) un

my EN*
moEN*

Z-module qu’on notera L (pour simplifier les notations dans les calculs qui vont suivre).

Posons A = H%(M, Hz) =©%/6. On a une action de Z sur A induite par I'automor-

phisme du feuilletage F : 7 : (21, 22,t) € M— (Az1,Az9, At) € M et ses restrictions aux
divers ouverts invariants :

[f] — Z Ymymg (t)

mi . M2 F_*’y[f]—_—

Z Ymyms (AE)
Amatms g o702

my ,M2€N" mi,maEN*

ou, pour f € ©*, [f] désigne sa classe d’équivalence dans A. On notera A7 le sous-espace
de A dont les éléments sont les y-invariants. Bien entendu, un élément de A” est représenté
. t
par une fonction f(z;,z22,t) = Z 7—’:—;—:—”—’"%2 aveC Ym,m, € C(R*) telle que vf — f
my,mgeNs 1 %2
représente la classe nulle dans A i.e., pour tout (mj,my) € N*2, la fonction Fpm,m, définie
par :

~ . t
o (t) = om0 (o)
est dans I'image de la restriction p : C*°(R*) — C°(R). On a finalement le :

3.3. Théoréme. On a :

r C si k=0
C tmitma
5% c ——Tr sik=1
0, mim
H}-*(M)= i my €N* ' 2z;n1z;n2
mg EN*
HY(Z,L)y® A §ix =2
\ 0 six >3
ot, pour tout (m1,my) € N* X N*, les ¢m,m, sont des constantes complezes telles que la
. Fmatma )
série Z cm1m2;’£n—1;-27n_2 converge uniformément sur tout compact de C* x C* x R.
my €N*
mg €N*
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Démonstration. Pour des raisons évidentes de degré, H?(M,Hx) = 0 pour g > 3. Reste &
calculer seulement HY(M,Hz) =0 pour 0 < ¢ < 2.

On a un revétement fevilleté 7 : M — M de groupe I' ~ Z engendré par ’automor-
phisme ~ du feuilletage F. Le faisceau H 7 des germes de fonctions F-holomorphes sur M
est le relevé par 7 du faisceau Hr des germes de fonctions F-holomorphes sur M. On a
alors une suite spectrale de terme :

EP? = HP(T, HY(M, )

et convergeant vers Hy*(M). Comme I' = Z, la différentielle dp : E5Y — E5T597" est
nulle et donc la suite stationne déja au terme E;. Ce qui nous donne, pour tout £ € N :

HY(M)= P EE°.
pHg=¢

De fagon plus précise :
HY°(M) = ES® = HY(T', H*(M, Hz)) = E° = {éléments de H;(M ) invariants par v}
Hy' (M) = B ® E}° = H°(T, H'(M, Hz)) ® H' (T, H*(M, Hz))

c’est-a-dire :

Hg_-’l(M) = {éléments de L invariants par o} & H(T, ’H;(M)).
De méme :

Hy*(M) = B @ E}* @ E3° = H°(T, H(M, ")) ® H'(T, H(M, 1))

Ici on a utilisé le fait que E2° = H2(T, H(M, Hz)) = 0 car le groupe I" est isomorphe &
Z. Mais H°(T', H*(M,H3)) n’est rien d’autre que I'espace des invariants de H*(M,Hzx)
par 'automorphisme induit par le difféomorphisme :

v:(21,22,t) € C* X C* x R* — (Az1, Az, At) € C* x C* x R*

que nous allons calculer de fagon précise.

En degré x =0

Rappelons qu’on a I’égalité H ;(]\7 y=H ;(C2 x R). Il est alors clair que toute fonction
feH ;((C2 xR) invariante par -y est constante ; d’out H%O(M } = C engendré par la fonction
constante égale a 1.
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En degré «s =1

Donner explicitement 1'espace H®' (M), revient & calculer H(Z, Hz=(C? x R)) et les

oz 0,1,7F . .

éléments de H2' (M) = E Im ,,ilm ’,,(Lz) invariants par o.
mj EN*
mop EN*

e L’espace H'(Z, H=(C? x R))

On sait qu’il s’identifie canoniquement au conoyau de 'opérateur linéaire (et continu)
6 : Hz(C? x R) — Hz=(C? x R) défini par §(f) = f — f o~. Cela revient & se donner
9 € Hz(C? x R) et & chercher f € H(C? x R) telle que, pour tout (1, 2,t) € C* xR, on
ait :
f(z1, 22,t) — f(Az1, Azg, At) = g(z1, 22, 1).

Une condition nécessaire pour que cette équation cohomologique ait une solution est que
9(0,0,0) = 0. On va la supposer remplie. On a alors une solution formelle :

f(z1,22,t) = Zg(Akzl, Nezg, AF).
k=0

La “dérivée” (formelle) d’ordre s € N* en t s’écrit :

L}

0 = 0*
at{(zlaz2’t) = E :’\ks_a't—g'(Akzl’AkzZ?)‘kt)'
k=0

Soient R > 0 et K la boule fermée de centre l’origine et de rayon R de C2 x R ; alors,
comme \** tend vers 0 quand k — 400, la famille 2 T 29 (Xk2y, Ak 25, AFt) y est bornée par
une constante C > 0 indépendante de k. On a donc :

o0 o0
as
E /\ksgtg()\kzl,/\kzg,)\kt) E )\ks e zi, AR 29, XFt) <C’E NEs < 4oo.
k=0 k=0 k=0
o0 68
Toutes les séries dérivées E /\ks-an()\kzl,)\kzz, XEt) convergent uniformément sur tout

k=0
compact ; comme la série elle-méme converge au point 0, elle converge finalement (au sens

de ce qu’il faut) vers une fonction f € Hx ((C2 x R) solution de 'équation f — foy =g.
L’image de 'opérateur 6 est donc le noyau de la fonctionnelle F- analytique :

g€ H;(C2 x R) — ¢(0) € C.

Ceci montre que I’espace vectoriel H(Z, ’H;((C2 x R)) est isomorphe & C et est engendré
par la fonction constante égale a 1.
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¢ Les invariants de H}_’l (M )

On doit chercher les éléments de Hg~__1 (M) = Z ¢",1,:1m 2,,22) qui sont invariants
mj EN*
mg €N*

par 'action de o donnée par :

(0 f)(21,22,t) = Bmyma (ML)

my+mg M1 M2 "
Amatma T 20

my EN*
mg EN*

De tels éléments doivent satisfaire la condition d’invariance :
Brmymy (AE) = A™FT ™26 me(t)  pour tout couple (mg,my) € N* x N*.

Posons k = m1 +mg et cherchons les fonctions complexes ¢ € C°(R) qui vérifient ¢(\t) =
AE@(t). De fagon évidente la fonction b(t) = t* vérifie la condition b(At) = A*b(t). Soit
¢ € C*°(R) une autre fonction vérifiant la méme condition ; alors, pour t # 0, la fonction
Y(t) = %(El vérifie 1(At) = 1(t). On doit avoir ¢(t) = ¥(t)t* avec 1) définie sur R* et telle
que P(At) = ¥(t). Soit € > 0 assez petit et développons ¢ en série de Taylor sur 'ouvert
U=]—e¢,+e:

Mt’“ 17 ¢(k)(0) k...

¢(t) = ¢(0) + &' (0)t +--- + (k—1)! k!

Comme la fonction %(f—) est bornée sur U* =] — ¢, +¢[\{0} (car coincide sur |0,¢[ avec ¢
qui est invariante par ’homothétie ¢ €]0, +oo[— At €]0, +ocf), on a forcément ¢(9(0) = 0
pour i = 0,1,---,k — 1. Par suite ¢(t) = t*+(t) sur U. La fonction ¢ est donc en fait
définie sur U ; comme elle vérifie 1¥(A\t) = 9(t) elle est constante. Par suite ¢ est un
multiple par une constante de la fonction b(¢) = t*. On en déduit que le sous-espace des

0.1, tmitme
invariants de H 3 (M) est Cmyma g (- Ce qui donne :
p N 1 %2
mo €N*
my-+me
0,1 13
H.F (M) C & Cmimg my M2
. 21 %
mq €N
mo EN”
Fmatme
ol les coefficients ¢, m, sont des constantes telles que la série E Cmyma —mr—my converge
myeN* 21 " 29
moEN*

uniformément sur tout compact.
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En degré « =2

Comme précédemment, EX' est I'espace H(Z,L) et qu’on ne sait pas déterminer
explicitement pour l'instant ! L’espace E3* = H°(Z, H?(M,H3)) n’est rien d’autre que
A" i.e. celui des éléments de A = H2(M, Hz) = ©*/O invariants par v et qu’on a déja
décrit.

Ceci termine la démonstration du théoréme et donc presque totalement le calcul de

la cohomologie de Dolbeault feuilletée pour le feuilletage complexe affine de Reeb sur la
variété de Hopf S* x S!. &
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CHAPITRE IV

FEUILLETAGE COMPLEXE SUR
LE TORE HYPERBOLIQUE

Cet exemple est extrémement intéressant par la richesse de sa dynamique. Une
grande partie du travail a consisté d’abord 3 dévisser sa structure géométrique
et analytique pour pouvoir ensuite s'attaquer a la résolution proprement dite du
probleme du O et la détermination des fonctionnelles F-analytiques.

1. Construction du feuilletage complexe

On va d’abord construire la variété homogene T’XH , son feuilletage complexe F et les divers
espaces fonctionnels qui serviront dans les calculs et & l'investigation de la cohomologie de
Dolbeault feuilletée Hy*(T™*!) ainsi que d’autres invariants rattachés & ce feuilletage
complexe.

1.1. La variété homogene T7*!

Soient n > 2 et A € SL(n, Z) une matrice diagonalisable sur R ayant toutes ses valeurs
propres Aj,- -+, A, positives et toutes différentes de 1 (on dit qu’elle est hyperbolique). On
note vs,---,vn des vecteurs propres unitaires associés respectivement & A1,---,An. (Les
composantes de v; seront notées (ki,---,k%).) Pour chaque ¢t € R, on peut calculer la
puissance t€M€ At de A ; on obtient une action :

(t,z) e R x R" —s Alz € R™

qui permet de construire le produit semi-direct G = R™ x4 R ; G est un groupe de Lie
1-connexe résoluble (non nilpotent) dans lequel I' = Z™ x4 Z est un réseau cocompact.
Le quotient G/T est une variété analytique réelle compacte notée 'I["X"l qu’on appelle tore

hyperbolique ; elle fibre sur le cercle S! avec fibre le tore T". On vérifie facilement que les
champs de vecteurs :

0 . 0 . 0
Y = e— s == t ;s == t [ PR (R
e et X;=Avi=X\ (nl o + Ry an>
avec ¢ = 1,---,n induisent des champs sur T}'H. Ils vérifient les relations de crochet :

[X’hXj] =0
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Soit X 1'un des champs X3, - -, X, (X; par exemple) de coordonnées (K1, - - -, k) associé &
A€ {M, -, An} ;onsuppose A < 1et donc v =InA < 0. Les champs X,Y engendrent un
sous-fibré intégrable du fibré tangent & ']1"};’1 et définissent donc un feuilletage . En fait,
F est aussi défini par le sous-groupe H de G, produit semi-direct de la direction propre
E) =RX par R agissant (sur E bien siir) par multiplication par A\* ; H est isomorphe au
groupe affine GA (groupe des transformations affines préservant P’orientation de la droite
réelle). L'une des propriétés remarquables du feuilletage F est qu’il est C*°-stable [EN].

On peut définir une structure presque complexe sur les feuilles de F en posant
Jr(X) =Y et Jr(Y) = —X. Comme leur dimension est 2, Jr est intégrable et confere
& F une structure compleze. On obtient donc un feuilletage complexe (T%!,F). Les
fibrés T'°F et TOLF sont respectivement engendrés par les champs Z = (X — iY) et
Z = (X +1iY’) qui sont donnés exactement par les formules :

1[,( 8 8\ 9]
2=g ¥ (g v ) -3

et

= 17 0 0 ]

7 ==X —_— ... — j—

5| ('“a:cl + +ﬂn8xn) +ig

Ces champs forment une base (Z, 7) du complexifié TF ®C du fibré tangent au feuilletage;

(Z,Z) admet pour base duale (w,®) ot w et @ sont les 1-formes feuilletées respectivement
de type (1,0) et de type (0,1) données explicitement par :

w = A"YKidzy + - + Kndzy) + idt

et
W= )\—t(fildil,‘l e I‘Lndil}n) — idt.

La (1,0)-forme w vérifie drw = —%w A dt et n’est donc pas F-holomorphe. Il n’y a en
fait aucune 1-forme F-holomorphe sur (TZH,}" ) comme nous le verrons plus loin. Le
complexe de Dolbeault feuilleté s’écrit :

0 — Q5°(17%+) 2% % (T3 — 0.
On a, de fagon plus précise :

0. g1y _ J CO(THH) si*x=0
7 (T4 )_{C”(T’A“)@w six=1

et Popérateur Or est défini par :

=, _1[..( of of Of | _
(Iv.1) ay:f—§ [)\ (nl—gz;;_}_..._*_/gnamn) —{-zat} RW.
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1.2. Une description hiérarchique

Pour simplifier, on pose G = R® x4 R, M = T" x R et M = T%*. Le groupe
I' = Z"™ x4 Z est une extension scindée :

0 —TITy=2" —>T —X=Z—0.

La variété M est le quotient de G par I'action du sous-groupe Iy (distingué dans I") & 'aide
des difféomorphismes 7; : (z1, -+, Tn,t) € G +— (21, *, Zi-1,Z; + 1, Tit1, -, Zn,t) €EG
pour ¢ =1,---,n. La variété M est obtenue comme quotient de M par Vaction de ¥ = Z
engendrée par le difféomorphisme o : (z,t) € T" x R — (Az,t+1) € T® x R.

Le feuilletage F sur G est un produit complexe : chaque feuille F de F est holomor-
phiquement équivalente au groupe affine muni de la structure complexe invariante donnée
par I'automorphisme Jr qu’on a défini précédemment. Les flots des champs Xa,---, X,
engendrent un sous-groupe 7" isomorphe 3 R* ! et ona G = F x T. Les difféomorphismes
T1,+ -, Tn sont en fait des éléments de Aut(G, F ) et o est un élément de Aut(]\//f , F ). Pour
chaque i =1,---,n, on pose :

Ci=Rx---xRxS!xRx---xR.
N N
(i — 1) fois (n — ©) fois

Alors le quotient de G par le sous-groupe engendré par 7; est une variété M; difféomorphe
a C; x R. Le feuilletage F est invariant par Paction de 7; et induit un feuilletage F
sur ]\7z qui est aussi un produit complexe : ses feuilles sont obtenues en multipliant par
le facteur R le flot linéaire en droites fermées de direction le champ X; et sont toutes
holomorphiquement équivalentes & GA. Aussi bien pour (G,f ) que pour les feuilletages
(J\E, Fi)ona:

0 si*x>1 — 0 six>1
0,* — —_ 01* i . - . -
Hz (G)—{H;(G) si % =0 et HZ (Mz)_{Hﬁ(Mi) six=0"

2. Les espaces de fonctions sur T%"!
La forme volume y =dz Adt =dzi A--- Adzy Adt sur G = R™ x4 R est invariante par
Paction de I' = Z™ x4 Z et induit donc une forme volume sur T’}{H.

2.1. Les fonctions

Une fonction sur 'H‘ZH est une fonction sur G = R™ X 4 R invariante par I' = Z™ x4 Z.
D’aprés ce qui précéde, une telle fonction est identifiée & une fonction n-périodique, de
période 1 en z1,- -+, Ty et invariante par o : (z,t) € T" X R— (Az,t+1) € T" x R i.e.
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f(Az,t+1) = f(z,t) pour tout (x,t) € T" x R. On dira que f est intégrable ou L si elle
est mesurable et si la quantité :

fmﬂ | fldp = /01 (fw If(x,t)ldm) dt

est finie. Dans ce cas, f admet un développement de Fourier :
Z fm(t)e%w(m,z)
mezn

ol les f,,, sont ses coefficients de Fourier donnés par les formules intégrales :
fmlt) = [ fl@ e mmlda,
T‘n
La condition d’invariance sur la fonction f se traduit au niveau des fm, par la relation :

(CT) fm(t +1) = me(t)

ol B est la matrice transposée de A. En particulier fo est une fonction périodique de
période 1 en t. Toute fonction L! sur 'JI";l+1 peut donc étre regardée comme une fonction :

f:(mt) €Z" xR+ fra(t) €C
ol les valeurs fm, (t) vérifient la condition (CI). Nous travaillerons de cette fagon dans tout
ce qui suit.
2.2. Les différentes normes

Pour chague R € N*, notons Cg le compact [—R, R]. La suite (Cr)ren- est croissante
et recouvre R. 1l est bien connu que, pour tout (r,s) € N2, tout R € N* et toute fonction
f € C(T™ x R), les quantités suivantes existent :

O N 1 - SR D T

mez~\{0}

R
|fm 8,00 = sup
teCpr

Alors || ||E, est une semi-norme sur C°(T™ x R) et la famille (|| ||%,) (indexée par r, s et

R) y définit la topologie C®. Pour tout £ € N, || ||F = Z Il ||, est une semi-norme

r+s8</t
sur C°(T™ x R).

Sur 'espace C°(T7*!), considéré comme le sous-espace des fonctions de C*(T" x R)
vérifiant la condition (CI), il suffit de considérer les normes :

(Iv.2) 1 fllr,s = |fols,c0 + Z lm|"| fmls,c0 €t || |le= Z Il {lrys

mezZn\{0} r+s<t
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@& fm

Ifmls,oo = Ssup
t€[0,1]

.

Pour chaque £ € N, on note W* le complété de (C™(T%™),|| ||¢). Il n’est pas difficile
d’établir les assertions qui suivent :

i) La suite {W*}gen est décroissante et chaque injection j, : W& — W ! est un
opérateur compact.

ii) On a ﬂ Wt = C*°(T%*). L’assertion ii) signifie qu’une fonction f : T3*! — C
£eN
est C™ si, et seulement si, pour tout (r,s) € N?ona:

E |m|"| fm|s,00 < +00.

mez™\{0}

La matrice B agit linéairement sur le réseau Z™. Soit A une partie de Z™ contenant
un et un seul représentant de chaque orbite de cette action. L’orbite de 0 est réduite a
{0}. 11 est clair qu’on a une partition :

zr= | J{B'm:jez}
meA

Pour tout m € A, soit Vi, le sous-espace de C® ('JI"XH) engendré par la famille de
fonctions {epim : j € Z} i.e. toutes les fonctions f € C® (Tﬁ"'l) qui s’écrivent :

f= Z fBime€Bim-
jEZ

L’espace Vj est constitué des fonctions qui ne dépendent que de la variable ¢ et périodiques
de période 1. Nous avons une décomposition en somme directe :

C(T3) = P V-
meA

3. Formulation du probléme du -
Dans notre situation précise, nous allons nous intéresser au complexe différentiel de Dol-
beault feuilleté pour p = 0.
3.1. L’opérateur 05

Comme le feuilletage F est de dimension (complexe) égale & 1, le complexe différentiel
en question s’écrit :

0 — 03T+ 25 Q%N (TE) — 0
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ot1 'opérateur 8 est donné de fagon exacte par la formule :

5 L[\, Of o5\ , o] . _
aff—-i[)\ (Rl-a?l-i'-'--ﬂingz-::)-%-zat]@w.

Le feuilletage F étant de dimension (complexe) 1, les espaces H 2—"1 (T%*?) sont triviaux
pour g > 2. Les feuilles étant denses, d’aprés la proposition 11.3.8, 'espace H(])_-’0 (T'j{"l)
est isomorphe & C. Le probléme se réduit uniquement & la détermination de HB._-’l('JI‘Z“)
et de son séparé associé Hy (T%). 11 consiste & se donner o = g ® @ € Q%' (T%H?) et &
trouver f dans V’espace :

Q3°(TZH) = (T3

telle que O7f = a, ce qui revient & résoudre 1’équation :

171., of of Of] _
(Iv.3) 2[)\ (N1-%I+---+Rn5x—;)+lat]—g
dans lespace C°(T7%H?).

Comme nous ’avons déja fait remarquer, les fonctions L! sur 'ﬂ"}{” peuvent étre
regardées comme des fonctions ¢ : (m,t) € Z" XR +—— ¢ (t) telles que ¢pm(t) = dm(t+1)
(c’est la condition (CI)). Par exemple la fonction suivante :

A(m7 t) = Am(t) = e-?;"i(m’v>>‘t

qui s’introduira naturellement par la suite, vérifie la condition (CI).
3.2. La quantité A(B'm,1)

Son comportement sur I'orbite {B7m : j € Z} d’un élément m € Z™ \ {0} nous sera
essentiel. Explicitons-le. Rappelons que 0 < A < 1 et que:

(B'm,v) = (m, Av) = (m, Mv) = X (m, v).

i) Cas (m.v) >0

La quantité (B’m, v) reste strictement positive pour tout j € Z. On a ainsi :

lim A(B'm,t)=+4+0c0 et lim A(B'm,t)=1.

j——00 J—+oo

i) Cas (m,v) <0

La quantité (B7m, v) reste strictement négative pour tout j € Z. On a ainsi :

lim A(B’m,t)=0 et lim A(B’m,t) = 1.

jo—o0 j—+oo
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4. Divers objets géométriques
4.1. Les fonctions F-holomorphes sur (M, F )
Rappelons que, via sa décomposition en série de Fourier, une fonction C* :

Ff=Y_ fmem

mezZn

sur M = T™ x R est une fonction f:(m,t) € Z™ x R — fiu(t) € C telle que, pour tout
R € N* et tout £ € N on ait || f||}} < +oo olr :

d;f:“@)} e NfIf= 2 (ot 3 ImflfmlPe

r+38<¢£ meZn\{0}

]fm 8,00 = Sup

On a alors, par continuité de I'opérateur 5; pour la topologie C* :
8 £) = & 2 Al if:
pf@t) =35 3 (2in(m0)X fm(t) +if(®) em(2).
mezr

Donc f est f—holomorphe si, et seulement si, on a :
2im(m, V)X f (t) +ifL, (1) =

pour tout m € Z" et tout t € R. Si m = 0, f{(t) = 0 pour tout ¢t € R et donc fo est une
constante. Si m # 0 alors :

fm() =Cnm e~ Fmo guec Cm constante pour tout m € Z".

Nous allons examiner les conditions que doivent satisfaire les constantes Cp,. Soit s € N
et posons B (t) = e~ ¥ ™)X Un calcul facile mais lourd & mener donne :

L0m (1) = P ((m, o), X )

ou P; est un polyndéme & deux indéterminées U et V de degré 2s s’écrivant :
8
Ps(U, V) = Z G,deUdVe
d,e=0

ou ag4¢ sont des constantes réelles. La condition qu’on doit avoir est que, pour tous entiers

naturels R, d, ¢ on ait Z |Crn| - |(m, v)|%pm (¢, R) < +00 ol :
meEZr

x A—ERe=Emu)XT g (m v) est négatif
/,R) = su {/\”e‘gv_m’”))‘t} = { = - ’
pm(t R) teC’}:; A~Re=FmuIA™" & (m, v) est positif.
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Par I'inégalité de Cauchy-Schawarz, on a |(m,v)| < |m| - |v| = |m| (v étant de norme 1) ;

on doit donc avoir finalement Z |Com| - Im|*pm (£, R) < +00. Ainsi :
mezZn

Ha(M) = {f(m,t) = > fmeJT""“’”)’\tem(x)}
mezn
ou les fy, sont des constantes complexes telles que :
(IV.4) Z [fm] - |m|dpm(£, R) < +o0
mezZn\{0}
pour tous £,d € N et tout R € N*,

4.2. Les 1-formes (.7? ou F)-holomorphes

Rappelons qu’on a deux formes w et @ respectivement de type (1,0) et de type (0,1)
et qui forment un coparallélisme sur les feuilles de . Elles sont données comme suit :

w=A"Yk1dzy + - + Kpdy) +idt et T = A"Y(kidzy + - + Kndxy) — idt.
Un calcul immédiat donne drw = TWAD.
o Sur (M, F)
Une 1-forme ﬁ-holomorphe sur M s’écrit o = hw avec 55_:05 = (. Mais 55_:01 a pour
expression Bf(hw) Ah ANw+ haAw c’est-a~dire :
—fa = (—-5%—\}7. + Z—h) wAw

ou 5%; est 'opérateur sur espace C*°(T" x R) défini par :

Oh Oh Oh
-— t —— —
Ao L (s ) 2]

La 1-forme o est donc F-holomorphe si, et seulement si, la fonction h verlﬁe Bj:h = Zh

i.e. h est une fonction propre associée & la valeur propre 4 de 'opérateur % 7. L’équation
différentielle associée est donc :

1of 0h, . oOhY) 8h] v,
9 " 5, o 5, 5t 4"

Cette équation est équivalente au systéme :

<27r(m, v)AE + %) hm(t) + h,,(t) =0 pour tout m € Z™.
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Pour chaque m € Z", on a une solution :

hm(t) = hme‘%’z(m’”)”'%t avec hy, constante pour tout m € Z".

Ainsi ’espace H}E(J/VI\ ) des 1-formes F-holomorphes s'écrit :
H_I;_:(l\/l\) = {h(m,t) = Z hme‘27"<m,v),\‘-—%"tem($)}
mezn

ou les hp, sont des constantes complexes. Comme pour le cas des fonctions F-holomorphes
les constantes fm, sont assujeties & une condition de convergence ; celle-ci s’écrit :

(Iv.2) > |hml-jm|?pm(6, R) < +oo
meZ\{0}

pour tous £,d € N et tout R € N*. Ici :

pm (¢, R) = sup l)\“e'%"(m’”w‘%‘
teCr

= sup {Aete‘gﬂm(m’“))‘t}.
teCr

o Sur (T%, F)

Une 1-forme F-holomorphe sur (T%+!, F) est une 1-forme F-holomorphe a = hw sur
(M, F) invariante par 'automorphisme o : (z,t) € T® x R — (Az,t+1) € T" x R (du
feuilletage F ). Mais comme w est déja o-invariante, h doit satisfaire la condition hoo = h.
Sic:

h(z,t) = Z hme—z"i(m’v)’\t—%tem(x)a
mezn

cette relation impose aux coefficients Ay (t) = hme~ F MmN =¥t do vérifier la condition
(CI) i.e. hp(t+ 1) = hpm(t) pour tout ¢ € R et tout m € Z™. Un calcul simple montre
alors que les constantes hy, doivent satisfaire :

hpm = e‘iT"hm pour tout m € Z".

On a forcément hg = 0. Sim # 0, on a |hgim| = |hm| pour tout j € Z. Si hyy # 0, la
condition de convergence (IV.4’) est alors mise en défaut. Il n’y a donc aucune 1-forme

F-holomorphe non nulle sur (T%", ) i.e. I'espace vectoriel H ]1_-’0 (T%+1) est nul. &
Rappelons qu’on a une partition Z" = {0} U U {B'm:je€Z}ou A, = A\ {0}
meEA.

qui est la partie de Z™ \ {0} constituée par un et un seul élément de chaque orbite de B

-

agissant sur Z" \ {0}. Pour tout m € A, on note Hy, le sous-espace de Hx(M) :

Hpy = h(z,t) = Z hpime™ 5 B RN ep,  (z)
jez

71



Le sous-espace Hg est réduit aux constantes, donc isomorphe & C. Chaque H,, est fermé
et on a une décomposition en somme directe :

Ha(M)=Ho® @ Hm.
meA.

L’opérateur é : H 5;(1\7 )—H ;(M\ ) défini par 6h = h—hoo ! respecte cette décomposition

et son noyau est exactement Hg. Sa restriction & chaque Hy, est une injection Hyy — H,,.

Enfin pour tout m € A, soit H_, ’espace des fonctions h = Z h Bjme‘zvz(BJm’”)’\te Bim(T)
=/

dans Hy, telles que hpgi, = 0 pour j < jo ou jo € Z ne dépend que de la fonction h.

5. Le théoréme principal

Pour m € A U{0} (o A} = {m € Z™: (m,v) > 0}), on définit les applications linéaires
Lm: ’H;(IT/I\ ) — C comme suit. Pour :

2z t
mezn

on pose :

1
Lmle) = gmm ot Lolo)= [ [ alat)dzdt = o.
jE€Z ™ Jo

On vérifie facilement que Ly, et Lo ainsi définies sont des fonctionnelles F -analytiques non
nulles et o-invariantes sur (J/V[\ ,F). On note Ny, lintersection de Hy, avec le noyau de Lpm,.
5.1. Théoreme. i) On a HY'(T5!) = HY(Z, Hx(M)). R

it) Si g € Hy avec m dans Ay U {0}, alors ’équation cohomologique F-analytique
g =h—hoo ! a une solution h € Hy, si, et seulement si, g € Nm ; ce qui implique
que H' (X, Hy,) est isomorphe ¢ C. Ainsi l’espace vectoriel Hg_-’l(']I‘Z'H) est de dimension
infinie.

iii) Pour tout g € H, avecm € A_ = {m € Z" : (m,v) < 0}, I’équation coho-
mologique g = h — hoo~! a une solution unique h € Hp,.

iv) L’espace des fonctionnelles F -analytiques o-invariantes sur (]/VI\ , F ) est engendré

par les fonctionnelles L1y avec m € A, U {0}.

La démonstration se fera en plusieurs étapes.

5.2. Etape 1

On a une extension de groupes : 0 — 'y = 2Z" — I — ¥ = Z — 0. Les
groupes I et Ty agissent sur Hg_v_’* (G) qui se réduit & 'espace H%O(G) =Hz(G) ; T agit
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sur H*(To, Hz(G)). La suite spectrale de Hochschild-Lyndon-Serre associée a I'extension
ci-dessus a pour terme :

E}" = HP(Z, HY(To, Hz(G)))

et converge vers H*(I', H=(G)) = H2*(T%+Y). 1 faut donc calculer tous les espaces et
morphismes qui interviennent dans cette suite spectrale. On peut déja remarquer que,
comme ¥ = Z, la différentielle da : E5Y — E%+#97! est nulle et donc la suite spectrale
converge au terme Fs ; d’ou :

HEH(TRH) = B9 @ E}° = HO(S, H'(To, Hx(G))) © H' (S, H(To, H(G))).
Mais :
HY(Z, H°(To, H(@))) = H'(Z, Hz(M)).
Nous allons montrer que I'espace vectoriel H'(T'o, Hz(G)) est trivial.
5.3. Etape 2 : calcul de H'(I'o, Hz(G))

L’espace H(G) est un I';-module. Comme les espaces vectoriels H%*(G) sont trivi-

aux pour * > 1, la suite spectrale (D,) associée au revétement 'y — G — M dégéneére
au terme D, et on a I’égalité :

D} = H;:*(A’Z) = H*(To, Hx(G)).

On peut écrire T'o =T} & --- @ '} ol pour tout i = 1,---,n, I'y est engendré par
Pautomorphisme 7; ; on pose alors T‘-f) =Ti®---®I'?. Bien sir —1"—(1) =Typ et '1'““3 =Ig. Ona
ainsi T‘_f) =T} 69_1'-‘?‘1 pour tout i = 1,---,n — 1. Chacun des I’} est une copie de Z et tous
les groupes [} et Ty (avec i = 1,---,n) agissent sur 'espace vectoriel H=(G). La formule

de Kiinneth en cohomologie des groupes discrets donne alors, en I'appliquant & la somme
directe Ty =T @ T

H(To, Hz(G)) = HO(Ty, Hz(G)) ® H'(T, Hx(G)) @ H' (T3, Hx(G)) ® HO(TS, H(G)) -

Mais :
HY(T}, H3(G)) = HE (M) =0
et donc :
=2
H'(To, Hx(G)) = H' (T, Hx(®)) @ H*(Tg, Hx(G)).

Le méme raisonnement appliqué a la somme directe T?, =TZ o fg donne :
=3
H'(To, Hx(G)) = H'(Ty, Hx(G)) ® HO(T3, Hz(G)) ® H'(Tg, Hz(G)).
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En répétant ce processus, on arrive finalement & la formule :
n-—1
. =T }
H'(To, Hx(@)) = H' Ty, Hz(G)) ® | Q HO(T), Hz(G))
Jj=1

Mais :
H'(Ty, Hz(Q)) = HY(T3, Hz(G)) = HE (M,) = 0
et par suite H'(I'o, Hz(G)) = 0. Ce qui donne :

HP(TH) = HY(Z, Hx(M)).

5.4. Etape 3

L’action du groupe ¥ sur l'espace Hy, s’écrit 0 : h € Hyy — hoo™! € Hy. On
note Cp, le sous-espace de Hy, engendré par les éléments de la forme h — hoo™! avec h

parcourant Hy,. On sait alors que H* (X, Hy,) = Hpy,/Cm. Le probléme se raméne donc &
résoudre 1’équation cohomologique :

Etant donnée g € Hp, existe-t-il h € Hy, telle que h —hoo™l =g ?

Une condition nécessaire pour que cette équation ait une solution est que (u,g) = 0 pour
toute fonctionnelle o-invariante y sur Hy,. Ecrivons h et g sous forme de séries :

hz,t) =Y hpime™ ¥ E ™ ep, () et g(z,8) = gpime™ ¥ BN ep;(2)
JjEZ JjEZ

ot les h,, et gm sont des constantes complexes devant satisfaire la condition de convergence
(condition (IV.4)) :

> " Ihgoml - 1B'm|*ppsim(£, R) < +oo

J€Z
et :

> 1955l - 1B/l ppsm (£, R) < +o00

JELZ
pour tous £,d € N et tout R € R*. On sait que les gn, satisfont la condition (IV.4) (c’est la
donnée du probleme) et toute solution formelle A qu’on trouvera doit aussi satisfaire cette

condition pour étre une vraie solution de ’équation cohomologique susmentionnée. Cette
équation est équivalente au systéme :

(IV.5) hp —hpp =gp pour p € {B’m:je€Z}.
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Si m = 0, go = 0 nécessairement ; ceci n’est rien d’autre que la condition Lo(g) = 0.
Ce qui donne H*(X, Hp) = ker {6 : Hp — Hp} =C.

Supposons m # 0. On a deux solutions formelles :

o0 o0
hp = ZgB,p et hp= _ZgB—jp.
Jj=1

=0

5.5. Etape 4 : point if)

Comme § est injectif, on doit avoir nécessairement Z gpip = 0 i.e. g doit vérifier
=
Lm(g) = 0 c’est-a-dire g doit étre un élément de 1’espace Nmm. Cette condition est donc
nécessaire et nous allons montrer qu’elle est suffisante.

e Pour ce faire, nous aurons besoin de choisir I’ensemble A C Z" bien adapté a notre
probléme. Il est donné par le :

Lemme [DE]. On peut choisir ’ensemble A de telle sorte que pour m € A\ {0}, les suites

(|B’ml|) et (|B~9ml|) (indezées par j > 0) soient strictement croissantes et que, pour tout
j E€Z, on ait:

(IV.6) Bim[? > (j] +1).

Démonstration. Soient 0 < A\; < -+ < Ay < 1 < A1 < -+ < Ay les valeurs propres
de B (ce sont les mémes que celles de A) et (e1,---,€q,€q41, -, €n) une base normale
propre. On note E_ et E, les sous-espaces vectoriels de R" engendrés respectivement
par les systémes de vecteurs propres {e;,---, e} et {€g41, -, €en}. Nous avons donc une
décomposition en somme directe R" = E_ @ E et tout vecteur u € R™ s’écrit :

q n
u= Zaiei + Z bje;.
=1 i=q+1
ou les a; et b; sont des réels. Pour tout k¥ € Z nous avons :
q n
Bk(u) = Z Afaiei -+ Z )\;?bjej.
i=1 j=q+1

Soit € > 0. On note E et EY les e-voisinages respectivement de E_ et E, . Il existe alors
ko € N tel que

k> ko= B*(u) € E et k< —ko= B*(u)ec E".
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Remarquons d’abord qu’aucun des éléments du réseau n’appartient & E_UE_, . Comme
toutes les valeurs propres A;,---, )\, de B sont strictement positives, on peut définir B?
(puissance t*M€ de B) pour tout t € R. Soit z un élément non nul dans R™. L’orbite
{B*(z) : k € Z} est contenue dans la courbe differentiable t € R s B*(z) € R®. Dans
la base propre (e1,---,en), le carré de sa norme admet pour paramétrage la fonction
différentiable p : ¢ € R +— |D¥|? = (D%(z), D%(z)) € R4 (D est la matrice des valeurs
propres). Cette fonction a pour dérivée seconde p’(t) = 4(((in D) - D*)(z), ((In D) - D*)(z))
(ot In D est la matrice diagonale dont les termes sont les logarithmes des valeurs propres
de A donc de B) ; c’est une fonction strictement positive. Donc sa dérivée p'(t) est une
fonction strictement croissante. Quand ¢ est proche de —oo, B¥(2) est voisin de E_ et
quand ¢ est proche de +o00, B? est voisin de E,. ; le point B*(z) passe par une position en
laquelle p(t) est minimale. En somme, la norme du vecteur B*(z) admet un minimum en
un certain o, elle est décroissante sur | — 0o, to[ et croissante sur ]tg, +oo[. Si on choisit un
élément z de Z™ \ {0}, on trouve un unique m dans l'orbite de z qui réalise le minimum
de la famille {|B¥(z)| : k € Z}. L’ensemble % sera alors constitué de ces m et de 0.

Soit m € ¥\ {0}. Alors les suites (|[B¥(m)|) et (|B~*(m)|) (indexées par k > 0)
sont strictement croissantes. Comme |B*(m)|? est un entier strictement positif pour tout
k : Z, on a forcément |B*(m)|? > (Jk| + 1) pour tout k € Z.

5.6. Etape 5 : les estimations

o0 ade o]
¢ Pour démontrer que les hp, = Z gpip OU hp = — Z 9Bip répondent & ce que nous
cherchons, il reste & vérifier la convergence de la série Z |hBim] - |B°m|%pp:m (£, R) pour
J€Z
tout R € N* et tous £,d € N. On a:
S=> |B'm|*ppim(é, R)|hpsm|
JEZ
=" |B'm|*0pim(£, R)hpiml + Y |B'm|*ppim(£, R)|hpsml.
j=0 j<o0
Posons :
Sy = |B'm|*ppim(L, R)|hpiml
jz20
et

S_ = |B'm|*ppim(£, R)|hpsm|-

Jj<o0
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[e o]
Z 9BU+x)m

Sy = Z |BYm|*pgim(¢, R)

>0 k=0
J
< Z (Z IBkmldekm(e, R)) IgBJ'mI'
>0 \k=0

Rappelons que jm|? < |Bm|? < ... < |B~Im|¢ < |Bim|? et que |B’m|? > j+1. D’autre
part :
)\ee—l;i(Bkm,v),\*

kam(ga R) = sup = Aee'—?;—:L(Bkm’v)A_R — Aee—zT")\k(m,v))\“R

teCr

et donc :
Pm(e, R) 2> PBm(e, R) > 2 PBa'm(e, R)
On obtient donc :
S+ < pm(t,R) D (G +1)|B'ml? - |gpsm|
j=0
< pm(6,R) D |B'm|?*? - |gp;y| (par 'inégalité (IV.6))
j=0
< +00.

La derniére inégalité vient du fait que la donnée g est dans ’H;(J/\J\ ). Nous avons donc
montré que la série S converge.

Pour démontrer la convergence de la série S_ = Z |Bm|%ppim(l, R)|hpim|, on
§<0
—_00
remplace cette fois-ci le terme hp;p, par 'expression hgyym = — Z gpi+km €t on procéde
k=—1

exactement par le méme type de majorations que pour la série S,.

On vient donc de montrer que I'image de I'opérateur § : h € Hy, —> (h—hoo) € Hy
est égale au noyau de la fonctionnelle £, : Hy, — C définie précédemment. On en
déduit que l'espace H (X, Hy,) est isomorphe & C (car la fonctionnelle Ly, est non nulle).
Comme linclusion naturelle H,, < H]/;(M\ ) induit une injection de H'(Z, Hy,) dans
HY(Z, H;(]I\J\)) = Hy'(T%+!), Pespace Hy' (T%+?!) “contient” tous les espaces H' (X, Hm)
(avec m € A, ) qui sont transverses 1'un 3 autre ; il est donc de dimension infinie.

5.7. Etape 6 : point iii)

Soit g une fonction dans H ; il existe jo € Z tel que g soit de la forme :

2% v t
g(x’t) = Z gBim€ * (B?m,v)A ijm(CL').
JZjo
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Les coeflicients hp;,, de la solution h = . thme_zT”Bjm'”)"tem(sc dans Hy, de
J€Z

Péquation cohomologique h — hoo~! = g sont donnés par la formule hgjp, = Z gBi+km-
keN

La quantité — E gBi+km D€ convient plus car la série en question n’est plus toujours con-
£<0

vergente (dii au comportement pour j — —oo de la quantité A(B7m,t) qui n’oblige plus
les coeflicients gpiy, & avoir la décroissance qu’il faut). Comme ce qu’on a fait & I’étape
5, on doit montrer que cette solution formelle est en fait une vraie solution i.e. on doit
établir la convergence de la série :

> |hpim! - |B'm|%ppim(£, R)
JEZ

pour tout R € N* et tous £,d € N. On a :

S= Z IBjmldPB-’im(ea R)lh’B-"mI

Jj€Z
=Y |B/m|*0psim (& R)|hpim| + Y |B'm|*ppsm (£ R)|hpiml-
j=0 j<0
Posons :
Sy =Y |B'm|*ppsm(¢, R)|hpim]
j=0
et
S. = Z lBijdeJm(e’ R)V"B-’ml'
<0
On a

oo
Sy = |B'm|*ppim(t, R) Y g56+0m
Jiz0 k=0

< Z (Z lBkm|dekm(ev R)) |9Bim|

>0 \k=0
J

<M (Z 'Bkmld) pBim (¢, R)|gpim
>0 \k=0

<Y G+ DIB'm|ppira (¢, R)|gBsml
j=0

S Z IBjm|d+2pBJm(€7 R)IgBJml
j=o

< 400.
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Occupons-nous maintenant de la somme S_. On supposera, pour la commodité de
I'écriture, que I’indice jg est strictement négatif (ceci ne fait perdre aucune généralité). On

a alors :
o0
E 9BG+E)m

k=0

S- =Y |B'm|%ppim (¢, R)

j<0

< Y | X |B'm|%pim(t R) | [984ml

Jo<k<-1 \j<k

+ Z IBjmldejm(E’ R) Z IgB"ml

i<0 k>0

Pour des raisons similaires & celles qui ont été évoquées précédemment, toutes les séries
du terme de droite convergent. Par suite la fonction h est bien dans Hp,.

5.8. Etape 7 : point iv)

Nous avons montré que I’espace Ny, intersection de Hy, avec le noyau de la fonction-
nelle analytique L, (pour m € A, U{0}) ainsi que I’espace H, (pour m € A_) sont dans
Vimage de I'opérateur & : h € Hp(M) — (h—hoo™') € Hz(M). Il n'est pas difficile de
montrer que le sous-espace qu’ils engendrent (algébriquement) a pour adhérence :

£ = ﬂ noyau(Lm).

m€A+U{0}

Ceci montre clairement que l’espace des fonctionnelles f—a.nalytiques c-invariantes sur
(M, F) (qui est le dual de Fg.il (T7*1)) est engendré par les L, avec m € AL U {0}. On
a par conséquent :

Hy (T3 = Hp(M)/E.

Ce qui termine la démonstration du théoréme. ¢
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Résumé

La cohomologie de Dolbeault feuilletée mesure I'obstruction a la résolution du probleme du
0 le long des feuilles d'un feuilletage complexe. Dans ce travail on étudie cette cohomologie
en utilisant (le plus souvent) des méthodes de cohomologie de groupes discrets sur certains
exemples assez significatifs : i) un feuilletage complexe linéaire de dimension 1 sur le tore T™ ; ii)
une submersion en courbes elliptiques ; iii) le feuilletage affine complexe (de Reeb) de dimension
2 sur la variété de Hopf S xS? ; iv) le feuilletage complexe sur le tore hyperbolique ']1"}{” obtenu
par une action localement libre du groupe affine réel (groupe de Lie des transformations affines
qui préservent |'orientation de la droite réelle) ol A € SL(n, Z) est hyperbolique diagonalisable
ayant toutes ses valeurs propres réelles positives.
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