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INTRODUCTION 

La naissance de la théorie des feuilletages (vers les années quarante) et son développement 

depuis lors a amené à se poser beaucoup de questions d'analyse et de géométrie réelle ou 

complexe, d'analyse globale ou autres, sous une version paramétrée par les transversales. 

Tout problème classique a son analogue le long des feuilles dès que celles-ci possèdent la 

structure géométrique qui permet de lui donner un sens. Par exemple le problème du a sur 

les variétés complexes dont on sait à quel point il a marqué le développement de l'analyse 

et la géométrie complexes. (On peut citer en passant le théorème de Mittag-Leffier qui 

a été central dans la théorie des fonctions d'une variable complexe.) Ce problème admet 

une version le long des feuilles d'un feuilletage complexe (i.e. les feuilles sont munies 

d'une structure complexe variant localement différentiablement). Le problème du a:;=, dit 

encore a le long des feuilles, peut s'interpréter comme une version paramétrée (par l'espace 

des feuilles M/:F) du problème du a usuel. Si la codimension (réelle) de :F n'est pas 

nulle, l'opérateur 8:F n'est plus elliptique contrairement au cas classique. La régularité des 

solutions (quand elles existent) n'est alors plus automatiquement acquise. Ces questions 

ont été un peu abordées dans [DO], [Ekl], [Ek2], [GT] et [Sli]. Le présent travail s'inscrit 

dans cette direction. 

Résoudre le a:;:: revient à montrer la trivialité de la cohomologie de Dolbeault feuil

letée H~* (M). Celle-ci est un invariant de la classe de conjugaison complexe du feuil

letage et mesure l'obstruction à la résolution de ce problème. Dans le cas classique, 

différentes méthodes ont été développées pour résoudre le a ou, de manière équivalente, 

pour déterminer la cohomologie de Dolbeault ; mais la plupart d'entre elles appliquées 

au cas feuilleté, ne donnent pas des solutions explicites qui permettent de contrôler la 

régularité des solutions par rapport au paramètre transverse. Toutefois, nous sommes 

arrivés à donner des réponses et des calculs explicites pour des exemples de feuilletages 

complexes, assez représentatifs de situations géométriques diverses. 

Dans notre démarche, nous avons utilisé des méthodes de cohomologie des groupes 

discrets à valeurs dans des espaces de Fréchet liés aux feuilletages considérés (fonctions ou 

formes différentielles holomorphes le long des feuilles). 

Le premier chapitre est consacré à des préliminaires sur les variétés différentiables et 

analytiques, les fibrés vectoriels, les faisceaux, la cohomologie à valeurs dans un faisceau, 

la cohomologie des groupes discrets et quelques autres outils. 
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Dans le second chapitre, on rappelle le problème du a classique et la cohomologie de 

Dolbeault. On y définit la notion de feuilletage complexe et on donne une formulation 

du problème du a le long des feuilles ainsi que la cohomologie de Dolbeault feuilletée. 

Certaines situations comme celles des revêtements feuilletés ramènent à l'utilisation des 

outils comme ceux de la cohomologie des groupes discrets et les suites spectrales. Nous 

montrons comment nous en usons. 

Les chapitres III et IV de ce mémoire de thèse sont dédiés à nos résultats proprement 

dits. Nous les avons divisés en deux. 

Dans le troisième chapitre, nous étudions le a;;: pour les trois feuilletages complexes 

suivants pour lesquels nous donnons explicitement tous les calculs. (Les deux premiers 

constituent le contenu de l'article [Sli].) 

1. Un flot linéaire complexe sur le tore. On note 1rn = IRn ;zn le tore de dimension n. 

Soient X et Y deux champs de vecteurs linéaires indépendants ; X et Y engendrent alors 

un feuilletage :F réel orientable de dimension 2. En posant J;;:(X) =Y et J;;:(Y) = -X, 

on définit sur le fibré tangent à :F une structure presque complexe intégrable qui fait de :F 

un feuilletage complexe de dimension (complexe) 1. 

2. Une submersion en courbes elliptiques. On note IHI le demi-plan supérieur {z E C: 

lm z > 0} et M la variété complexe C* x IHI qu'on munit du feuilletage holomorphe !ft dont 

les feuilles sont les facteurs C* x { w} avec w variant dans IHI. Ce feuilletage est invariant 

par le biholomorphisme : 

1: (z,w) E C* x IHI t---t (e-irp(w)z,w) E C* x IHI 

où r.p est un automorphisme de IHI. Il induit donc un feuilletage holomorphe (a fortiori com

plexe) :F de dimension 1 sur la variété quotient M = M jr où r est le groupe des automor

phismes de ( M, F) engendré par 1. La variété M et le feuilletage :F sont différentiablement 

le produit par JH[ d'une courbe elliptique :E. Mais du point de vue complexe :F est loin 

d'être un produit : deux feuilles Ew et :Eç sont holomorphiquement équivalentes si, et 

seulement si, il existe une matrice BE SL(2, Z) telle que cp(() = Br.p(w). 

3. Un feuilletage affine de Reeb en surfaces complexes. Soit M la variété ( C2 x IR)\ { 0} 

munie du feuilletage complexe j de dimension 2 défini par l'équation dt = 0 ((z1, z2, t) 

désignent les coordonnées sur Af). Ce feuilletage est invariant par le difféomorphisme : 

~ ~ 

1: (zb z2, t) E M t---t (>.z1, Àz2, >.t) E M 

10 



(où À E]O, 1[) et induit donc un feuilletage complexe F de dimension 2 sur la variété 

quotient M = M jr (où r est le groupe des automorphismes de j engendré par 'Y). 

Le quatrième chapitre est consacré aux feuilletages complexes homogènes définis par 

une action localement libre du groupe affine de la droite réelle sur une variété homogène 

compacte à groupe fondamental résoluble. Décrivons explicitement ces feuilletages. 

4. Feuilletage complexe sur le tore hyperbolique. Soit A E SL( n, Z) une matrice 

diagonalisable ayant toutes ses valeurs propres À1 , · · · , Àn réelles positives et différentes de 

1 (on dit que A est hyperbolique). On a une action du groupe IR sur Rn : 

qui permet de construire un groupe de Lie résoluble G =Rn ><lAIR ayant r =zn ><lAZ comme 

réseau cocompact. Le quotient Gjr est une variété compacte notée ~+1 et appelée tore 

hyperbolique de dimension n + 1. Soit v un vecteur propre associé à une valeur propre À de 

A dans JO, 1[. Les champs de vecteurs X= Àtv et Y= gt sont linéairement indépendants 

et induisent des champs sur la variété 'JI'~+l sur laquelle ils définissent un feuilletage F de 

dimension réelle 2. Il est muni d'une structure complexe définie à l'aide de la structure 

presque complexe intégrable J:F(X) =Y et J:F(Y) =-X. 

11 
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CHAPITRE 1 

, , , 
RAPPELS DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE 

Les feuilletages qu'on considère dans ce travail sont définis sur des variétés 

différentiables ou des variétés analytiques complexes. Il est donc naturel d'en 

rappeler les éléments de base et tous les objets qui leur sont rattachés : champ 

de vecteurs, formes différentielles, fibrés vectoriels, faisceaux, cohomologie etc. 

On aura aussi à utiliser la notion de cohomologie des groupes discrets ; on en 

introduira les ingrédients essentiels. 

Tout espace topologique M que l'on considérera sera supposé paracompact i.e. M est 
séparé et tel que tout recouvrement ouvert admet un recouvrement ouvert plus fin et lo

calement fini. Tout recouvrement que l'on prendra sera de ce type. Le mot "différentiable" 
signifiera toujours indéfiniment différentiable. 

1. Variétés différentiables et complexes 

Soit {Ui}iEJ un recouvrement ouvert de M tel que, pour tout i E I, il existe un homéomor
phisme <pi : Oi ----7 Ui où Oi est un ouvert de JRn. Si x E Ui, la paire (Ui, <pi) est appelée 

carte locale et (xb ... , Xn) = <pi1 (x) sont les coordonnées de x dans cette carte. Si (Ui, <pi) 

et (Uj, <pj) sont deux cartes locales telles que Ui nUi f= 0 alors un point xE Ui nUi sera 
repéré par ses coordonnées (x1, ... , Xn) dans Ui et ses coordonnées (x'1, ... , x' n) dans Uj. 

On doit avoir : 

(I.l) 

L'application <pj1 o<pi est appelée changement de coordonnées de la carte (Ui, <(Ji) à la carte 

(Uj, <pj)· La collection {Ui, I.(Jihei est appelée atlas sur M. 

1.1. Définition. On dira que M est une variété différentiable de dimension n si elle 

admet un atlas {Ui, I.(Jihei tel que, pour toute paire de cartes locales (Ui, <pi) et (U;, 'Pi) 
avec Ui n Uj f= 0, l'homéomorphisme de changement de coordonnées <pj1 o <(Ji soit un 

difféomorphisme (de classe C 00
). 

On dira que la variété M est orientable si elle peut être définie à l'aide d'un atlas 

{Ui, <pi} pour lequel les difféomorphismes <pj1 o <(Ji préservent l'orientation de lRn : pour 
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xE Ui n Uj, le déterminant de l'application linéaire d (c,oj1 o <t'i) (c,oi1 (x)) est strictement 
positif. Une variété différentiable est dite compacte, connexe etc. si l'espace topologique 
sous-jacent est compact, connexe etc. 

1.2. Définition. Soient M et N deux variétés différentiables de dimensions respectives 

n et p. On dira qu'une application f: M ~ N est différentiable au point x E M si, 

pour toute carte locale (U, cp) de M contenant x et toute carte locale (V, '1/J) deN contenant 
f(x) et tout voisinage ouvert W de x contenu dans U et tel que f(W) C V, l'application 
'lj;-1 of o <p : c,o-1 (W) C Rn ~ 'lj;-1 (V) C RP est différentiable. On dira que f est 

différentiable, si elle est différentiable en tout point de M. 

En particulier, on dira qu'une fonction f : M ~ Rest différentiable si, pour toute 
carte locale (U, cp), la fonction f o <p : c,o-1(U) c Rn ~ U ~ R est différentiable. 

La dérivée partielle -i!;(x) sera donc par définition ix{ (x) = a~;;:) (c,o- 1 (x)). Si f est 
différentiable, bijective et f- 1 est différentiable, on dira que f est un difféomorphisme de 

M sur N. Dans ce cas les variétés M et N ont nécessairement la même dimension. 

On notera C 00 (M, N) l'ensemble des applications différentiables de M dans N et 
simplement c= ( M) lorsque N = lK (JK = R ou C) ; ce dernier est une algèbre pour la 
multiplication des fonctions. L'ensemble des difféomorphismes d'une variété sur elle-même 

est un groupe (pour la composition des applications) noté Diff( M). 

1.3. Des exemples et comment on peut en construire 

Nous en donnerons très peu pour le moment ! Beaucoup apparaîtront dans ce texte 

par la suite. 

• Il est clair que le premier exemple est l'espace Rn (et n'importe lequel de ses ouverts) 

puisqu'il constitue le modèle local. 

• Soient M et N deux variétés différentiables de dimensions respectives n et q. Alors 

le produit cartésien Mx N est une variété différentiable de dimension n + q. De manière 

générale le produit cartésien d'un nombre fini de variétés différentiables est une variété 

différentiable de dimension la somme des dimensions. Par exemple le produit de n exem

plaires du cercle § 1 est une variété de dimension n appelée n-tore réel 1rn = § 1 x ... x § 1
. 

• Soient B, F et M trois variétés de dimensions respectives m, q et n = m + q et 
1r: M ~ B une submersion surjective. On dira que 1r est une fibration localement triviale 

de fibre F et de base B s'il existe un recouvement ouvert V= {VihEI deBet, pour chaque 

i E I, un difféomorphisme C,Oi : Vi x F ~ Ui = 1r-1 (Vi) tel que le diagramme qui suit 
commute: 

VixF 
cp, 
~ ui 

Pl l l1r 

Vi 
identité 

Vi ~ 
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où Pl est la première projection. On voit facilement que, pour chaque x E Vi n Yj, 
l'application '"'fij(x) :y E F ~----+ (cp't o 'Pi)(x,y) E Fest un difféomorphisme; en plus, 
les applications '"Y ii : Vi n Yj ----+ Diff( F) sont continues (le groupe Diff( F) étant muni de 
la topologie C0

) et vérifient '"Yik o '"'iii = '"Yik (lorsque bien sûr Ui nUi n Uk f 0). En fait, 
la donnée du recouvrement ouvert V = {Vihe1 de B et des '"'iii vérifiant cette condition 
caractérise la fibration 1r : M ----+ B. On dira que {Vi, '"Y ii} est un cocycle définissant cette 
fibration. 

Le produit M = B x F muni de la première projection p1 :(x, y) E M ~----+xE B est 
une fibration localement triviale ; c'est la fibration triviale de fibre F et de base B ! 

Nous verrons que les diverses fibrations qu'on utilise en géométrie s'obtiennent en met
tant une structure géométrique supplémentaire (vectorielle ou autre) surF et en imposant 
aux 'Yii de la respecter ! 

• Si la fibre est un groupe dénombrable r muni de la topologie discrète on dira que la 
fibration r ~ M----+ B est un revêtement de grouper. Dans ce cas, la base B et l'espace 
total ont les mêmes structures géométriques locales. 

1.4. Variétés complexes 

Elles se définissent de la même manière que les variétés différentiables : la notion de 
difféomorphisme entre ouverts de ~n sera remplacée par celle d'application biholomorphe 
entre ouverts de en. 

L'espace en sera identifié à IR2n à l'aide de l'application qui à (XI, YI. ... ' Xn, Yn) de 
IR2

n associe (xl+ iy1, ... , Xn + iyn) dans en. Soient U un ouvert de e et cp: U----+ e une 
fonction de classe C 1• Alors la différentielle de cp en un point z quelconque de U est une 
application IR-linéaire dcpz : R2 ----+ JR2 de matrice : 

( 
88'Xl (z) 

dcpz = 8<fx2 (z) 
a8~1 (z)) 
8/fy2 (z) 

où 'Pl et 'P2 sont les composantes (resp. réelle et imaginaire) de cp i.e. cp = 'Pl + icp2 et 
z =x +iy. 

On dira que cp est holomorphe enz si la différentielle dzcp est e-linéaire. On dira que 
cp est holomorphe sur U si elle est holomorphe en tout point de U. Si cp est holomorphe 

sur U, les coefficients de la matrice dzcp en tout point z E U vérifient les égalités (dites 
conditions de Cauchy-Riemann) : 8

8';;
1 (z) = 88~2 (z) et 88~1 (z) = - 8

8';;
2 (z). On peut aussi 

écrire: dzcp = ~dx +~dy= ~dz + ~az où les opérateurs gz et :Z sont donnés par: 

(I.2) et 
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Alors r.p est holomorphe sur U si, et seulement si, la dérivée partielle ~ y est identiquement 
nulle. 

Soit maintenant U un ouvert de en. Pour r.p : U --+ C de classe C 1 , on pose 

ôr.p = L:~=1 l;;dzk et 8r.p = L:~=1 tfk azk où 

{ 

8 - 1 (JL - i.L) lJZk - 2 8xk 8yk 

a _1(8 ·a) 
"lFzk - 2 axk + 2 8yk · 

Alors dr.p = ôr.p + Br.p où, pour tout point z E U, Ôzr.p et Bzr.p sont des 1-formes complexes 
~-linéaires sur en. La première est CC-linéaire et la deuxième est CC-antilinéaire. On dira 

que r.p est holomorphe si, pour tout point z EU c en, la 1-forme dzr.p est CC-linéaire i.e. si 
la partie antilinéaire Bzr.p est nulle. 

Si r.p = ( r.p11 ••• , 'Pm) est une fonction définie sur un ouvert U C en et à valeurs dans 

cm on dira que r.p est holomorphe sur U si chacune de ses composantes 1./)R., f = 1, ... , m 

est holomorphe en tant que fonction définie sur U et à valeurs dans e. 
Une application biholomorphe d'un ouvert U de en sur un ouvert V de cm est une 

application bijective r.p: U --+ V telle que r.p et son inverse r.p- 1 soient holomorphes. Dans 

ce cas, on a nécessairement n = m. On dira que les deux ouverts U et V de en sont 

holomorphiquement équivalents. 

On est maintenant en mesure de donner la notion de variété analytique complexe. Soit 
M une variété topologique de dimension 2n. 

On dira que M est une variété analytique complexe de dimension n si elle admet 

un atlas (Ui, 'Pi)iEI où, pour tout i E J, 'Pi est un homéomorphisme d'un ouvert de en 
sur Ui tel que si Ui n Ui -::/= 0 l'homéomorphisme de changement de coordonnées r.p j 1 

o 'Pi : 
r.pi1 (Ui nUi) c en--+ r.pj1 (Ui nUi) c en soit un biholomorphisme. 

Par définition même, toute variété analytique complexe est munie naturellement d'une 
structure de variété différentiable. Tout ouvert d'une variété analytique complexe (en 

particulier tout ouvert de en) est une variété analytique complexe de même dimension. 

1.5. Actions de groupes 

Soient M une variété différentiable (resp. complexe) de dimension net r un groupe 

discret (dénombrable). Une action différentiable (resp. holomorphe) der sur M est une - -application différentiable (resp. holomorphe) <l>: (ï, x) Er x M ~"/·xE M telle que : 

i) (ï''Y) ·x= "/1 
• (ï ·x) pour tous"/, 1' Er et tout xE M ; 

ii) e ·x= x pour tout xE M (e étant l'élément neutre der). 
On dira que l'action <I> est libre si 'Y ·x = x implique 'Y = e ; propre si, pour tout 

compact K CM, l'ensemble {'Y Er: (ï · K) n K-::/= 0} est fini. On a le résultat qui suit. 
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Soient M une variéte différentiable (resp. complexe) de dimension n et r un groupe 

discret agissant différentiablement (resp. holomorphiquement) sur M de façon propre et 

libre. Alors le quotient M = M ;r est muni canoniquement d'une structure de variété 

différentiable (resp. structure complexe) de dimension n et la projection canonique 1r 

M ~ M est un revêtement différentiable (resp. holomorphe) de grouper. 

2. Fibrés vectoriels 

Ils apparaissent très souvent en géométrie et en analyse globale. Des objets comme les 
fonctions, les formes différentielles etc. sont naturellement associés à des fibrés vectoriels. 
Dans toute la suite M sera une variété différentiable de dimension n. 

2.1. Définition. Un fibré vectoriel (réel ou complexe) de rang k est une fibration localement 

triviale 7r : E ~ M dans laquelle la fibre Ex = 1r-1 (x) en x E M est un OC-espace vectoriel 

(avec :OC = R ou C} de dimension k et définie par un cocycle { Ui, Iii} où U = { Ui} est un 

recouvrement ouvert de M et les fonctions de transition Iii (définies sur les Uij) sont à 

valeurs dans le groupe linéaire GL( k, :OC) de :OCk. 

Une section (continue, C00 etc.) de 1r: E ~ M est une application a : M ~ E 

(continue, C00 etc.) telle que, pour tout x E M, a(x) E Ex et 1r(a(x)) = x. L'ensemble 
C00 (E) des sections C 00 de E est un espace vectoriel; c'est même un module sur l'anneau 
C 00 (M) des fonctions coo sur M. Comme la restriction de E à chaque ouvert U du 

recouvrement U définit un fibré trivial i.e. ElU :::::: U x :OCk, sur U, une section a est 
une fonction (continue, différentiable etc.) a : U ~ :OCk donnée par ses coordonnées 

a( x) = ( a 1 (x), · · · , ak (x)) où les a 1 , · · · , ak sont des fonctions (continues, différentiables 
etc.). L'espace des sections (C00 par exemple) au-dessus de U s'identifie donc à l'espace 
C 00 

( U, JKk) des fonctions de classe C00 sur U à valeurs dans :OCk. 

2.2. Le fibré tangent 

Il est certainement le premier exemple de fibré vectoriel qui apparaît de façon naturelle 
dès qu'on considère une variété Met qu'on y fait de la géométrie différentielle. 

Supposons M définie par un atlas de cartes locales {Ui, 'Pihei· Pour tout k = 1, ... , n, 

on a un opérateur fxk qui à toute fonction différentiable f sur Ui associe la fonction %L . 
En chaque point x E Ui, les vecteurs /x

1 
(x), ... , 8~ .. (x) sont linéairement indépendants. 

Ils engendrent donc sur R un espace vectoriel de dimension n indépendant de la carte 

choisie (Ui, 'Pi). On appelle espace tangent à Men x, l'espace vectoriel TxM engendré par 

les 8~ 1 (x), ... , 8~ .. (x) à l'aide d'une carte quelconque (Ui, <pi)· 

Pour tout i E J, on note ni la réunion des TxM pour x variant dans Ui Alors 

l'application ci>i: Ui x Rn ~ni définie par ci>i(x,JI, ... ,fn) = (x,2.:~=1 fka~k(x)) 
est une bijection. On munit ni de l'unique topologie Ti pour laquelle l'application ci>i est 
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un homéomorphisme. De cette façon on définit une structure de variété topologique de 

dimension 2n sur l'ensemble TM= U TxM à l'aide de l'atlas {ni, <Pi}. (La topologie sur 
xEM 

TM est celle engendrée par les 7i.) En fait TM est une variété différentiable. On a une 

projection canonique 1r: TM--+ M définie par n(x,ux) =x. On appelle fibré tangent 

à M la variété TM et la projection 1r : TM --+ M. 

2.3. Opérateurs différentiels 

Sis= (s1, ···,sn) E Nn est un multi-indice, !si= s1 +···+sn sera sa longueur. Pour 

touts E Nn' on désigne par ax"r~~XBn l'opérateur différentiel C 00 (U)--+ C 00 (U) qui à f 
1 n 

. al si f ( ) associe a .1 a sn x . 
xl ... Xn 

Soient E et F deux fibrés vectoriels complexes de rangs respectifs k et 1! au-dessus 

de M. On appelle opérateur différentiel d'ordre m de E vers F toute application linéaire 

D: C00 (E) --+ C 00 (F) s'écrivant localement sous la forme : 

(1.3) 

où a8(x) = (a~i(x)) est une matrice à k colonnes et 1! lignes (dépendant de manière C 00 

de x) définissant une application linéaire Ex --+ Fx· À toute section a E C00 (E) on 

associe la section Da donnée localement de la façon suivante : si a = (a1, · · ·, ak) alors 

Da= ((Da)I, · · ·, (Da)l) où, pour tout i = 1, · · ·, f: 

On définit le symbole de D en x E M et ( 6, · · · , Çn) = Ç E T; M comme étant 1 'application 

linéaire a(D)(x,Ç): Ex-+ Fx donnée par: 

u(D)(x, Ç)(TJ) = L Ç~ 1 
• • · Ç~na8 (x)(TJ). 

lsl=m 

On dira que l'opérateur D est elliptique si u(D)(x, Ç) est un isomorphisme pour tout xE M 
et tout covecteur Ç E T; M non nul. Ceci implique en particulier que les fibrés E et F ont 

même rang i.e. k = 1!. Voici deux propriétés importantes d'un opérateur elliptique: 

• Si l'équation Da = {3 a une solution, alors a a exactement la régularité de {3, en 

particulier a est coo si {3 l'est (c'est la propriété de régularite). 

• Si M est compacte, le noyau N de D et son conoyau C = C00 (F)/ImD sont de 

dimension finie. 
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On appelle complexe différentiel sur M la donnée d'une suite de fibrés vectoriels 
(Eq)q'?.O et d'opérateurs différentiels d'ordre 1 : 

tels que Dq+l o Dq = 0 pour tout q ~ 0 {on dira aussi que la suite est semi-exacte). 
Le noyau Z(Eq) de Dq : C 00 (Eq) ---+ C 00 (Eq+l) contient donc l'image B(Eq) de Dq_ 1 : 

C 00 (Eq- 1 ) ---+ C00 (Eq) ; le quotient Hq(E*) = Z(Eq)/ B(Eq) est le qème espace vectoriel 

de cohomologie du complexe différentiel ( E*, D *). 

Pour tout xE Met tout covecteur Ç E T;M, notons O"q le symbole o-(Dq)(x,Ç). On 
a alors une suite semi-exacte : 

On dira que le complexe est elliptique si cette suite est exacte pour tout x E M et tout 
covecteur Ç non nul. On a le théorème suivant qui est un résultat marquant de la théorie 
de Hodge. 

Théorème. La cohomologie d'un complexe elliptique sur une variété compacte est de di

mension finie. 

3. Faisceaux et préfaisceaux 

Tout ce que nous allons raconter dans cette section peut se faire sur un espace topologique 
(ayant un minimum de propriétés) ; mais nous allons nous restreindre au cas d'une variété 

différentiable. Nous ne donnerons que l'essentiel, le lecteur désireux d'en savoir plus pour
rait consulter [Gom]. 

3.1. Définition. Un faisceau vectoriel sur M est la donnée d'un espace topologique E et 

d'une projection continue 1r : E ---+ M telle que : 

i) 1r est un homéomorphisme local i.e. tout point z E E admet un voisinage ouvert 

U tel que la restriction de 1r à U soit un homéomorphisme sur un voisinage ouvert de 

x=1r(z); 

ii) pour tout x E M, 1r-1(x) = Ex est un OC-espace vectoriel; on dira que Ex est la 

fibre de E au point x ; 

iii) pour tout x E M, les applications ( u, v) E Ex x Ex ~ u + v E Ex et ()., u) E 

lK x Ex ~ >..u E Ex sont continues. 

Dans toute la suite le mot "faisceau" désignera un faisceau vectoriel. Le plus élémen
taire des exemples est celui obtenu en prenantE= Mx lK où lK est muni de la topologie 

discrète et 1r : E ---+ M la première projection. On l'appelle faisceau constant de fibre JK. 
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Soient 1r : t: ----+ M un faisceau et U un ouvert de M. Une section de t: au-dessus 
de U est une application continue a : U ----+ t: telle que 1r o a = idu. Donc, pour tout 

x E U, a(x) E &x. Une section au-dessus de M est dite globale. L'espace des sections 
au-dessus de Usera noté t:(U) ; c'est un :OC-espace vectoriel. Observons que, comme 1r est 
un homéomorphisme local, deux sections qui coïncident en un point, coïncident sur tout 
un voisinage de ce point. Par exemple, les sections au-dessus de U du faisceau constant 
M x :OC sont les fonctions localement constantes U ----+ :OC. 

Soient 1r1 : &1 ----+ M et 1r2 : &2 ----+ M deux faisceaux sur M. Un morphisme de &1 

vers &2 est une application continue 4> : &1 ----+ &2 telle que 1r1 = 1r2 o 4> et, pour tout 

x E M, l'application induite sur les fibres 4>x : t:; ----+ t:; est linéaire. On dira que 4> est 
un isomorphisme si 4> est un homéomorphisme ; dans ce cas, toutes les applications 4>x 

linéaires sont des isomorphismes. 

Une suite de faisceaux et de morphismes ... ----+ ei-1 ~ t;i ~ t;i+1 ----+ ... est 

dite exacte si, pour tout x E M, la suite d'espaces vectoriels et d'applications linéaires 
. ~i-l . ~· . 

. . . ----+ e;-1 --'=-l. t:; ~ t:;+1 ----+ ... est exacte. 

Soient 1r1 : &1 ----+ M et 1r2 : &2 ----+ M deux faisceaux et 4> : &1 ----+ &2 un morphisme. 
Alors, pour tout ouvert U de M, <I> induit une application linéaire <I>u : &1 (U) ----+ t:2 (U) 

définie par <I>u(a)(x) = <I>x(a(x)) ; si <I> est un isomorphisme, il en est de même pour <I>u. 
En particulier, on a une application linéaire <I>* : t:1 (M) ----+ &2 (M) au niveau des sections 
globales. 

• Le support d'un morphisme <I> : e ----+ t: est l'adhérence de l'ensemble des points 
xE M pour lesquels <I>x =f: O. On le note supp(<I>). 

• Une partition de l'unité de t: subordonnée à un recouvrement ouvert {Ui} est la 
donnée d'une collection de morphismes <I>i : t: ----+ e tels que su pp( <I>i) c ui et Li q,i est 
le morphisme identité. On dira quet: est fin si tout recouvrement ouvert (localement fini) 

{Ui} possède une partition de l'unité. 

Toute suite exacte 0 ----+ &0 ~ &1 ~ &2 ----+ 0 induit une suite exacte au niveau 

des sections globales 0----+ t:0 (M) _!L ê 1 (M) _!1 &2 (M). En général la dernière flèche 

n'est pas surjective ; elle l'est lorsque le faisceau &0 vérifie une certaine propriété. 

3.2. Définition. Un préfaisceau t: d'espaces vectoriels sur M est la donnée pour chaque 

ouvert U de M d'un espace vectoriel t: ( U) et, pour chaque paire d'ouverts U C V, d'une 

application linéaire Ruv : t:(V) ----+ t:(U) telle que si U C V C W on ait Ruw = 

Ruv o Rvw. Un élément a de ê(U) est appelé section de e au-dessus de U; l'image de 

f3 E f(V) par Ruv est la restriction de (3 à U. 

Le préfaisceau ê est dit complet si, pour toute famille d'ouverts {Uj}jEJ et U la 

réunion des Uj, il vérifie en plus les deux propriétés qui suivent : 
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i) pour toute famille aiE &(Uj) telle que Ru,jui(ai) = Ruijuj(aj), il existe a E &(U) 

telle que ai = Ruju(a) pour tout jE J (ici UiJ = Ui nUi) ; 

ii) si a, {3 E &(U) sont telles que Ruju(a) = Ruju(f3) pour tout j E J, alors a= {3. 

Soient &1 et &2 deux péfaisceaux sur M. Un morphisme cp : &1 ~ &2 est la donnée, 
pour chaque recouvrement ouvert U, d'une application linéaire cpu : &1 (U) ~ &2 (U) telle 
que, pour toute paire d'ouverts U CV, le diagramme qui suit commute: 

~ &2(V) 

l R~v 
<Pu &2(U). 

On dira que cp est un isomorphisme de préfaisceaux si, pour tout ouvert U, cpu est un 
isomorphisme. 

Tout faisceau E ~ M donne lieu à un préfaisceau. Il suffit d'associer à chaque 
ouvert U de M l'espace vectoriel &(U) des sections de & au-dessus de U et, pour toute 
paire d'ouverts U CV, définir Ruv: &(V)~ &(U) par Ruv(a) =restriction de a à U. 

De même, à tout préfaisceau & on peut associer canoniquement un faisceau. Par le procédé 
qui précède, il redonnera le préfaisceau & si celui-ci est complet. Il y a une correspondance 
biunivoque canonique entre les faisceaux et les préfaisceaux complets. Nous confondrons 

les deux notions dans toute la suite. 

Comme pour les espaces vectoriels, on peut définir la notion de noyau et d'image d'un 
morphisme cp : &1 ~ &2 de préfaisceaux. Ce sont les préfaisceaux N et R définis sur un 
ouvert U par : 

• N(U) = ker{cpu: &1(U) ~ &2 (U)} ; 

• R(U) = Im{cpu: &1 (U) ~ &2 (U)}. 

Si &1 et &2 sont des faisceaux, N est aussi un faisceau ; par contre R n'en est pas 
toujours un (cf. (For] page 120). 

La construction et les justifications de tout ce qu'on vient d'exposer demandent un 

peu de travail, nous renvoyons le lecteur à l'une des références [Gom] ou (War]. 

Soient M, M' deux variétés, f : M ~ M' une application continue et & un faisceau 
sur M. Pour tout ouvert U' cM', on pose &'(U') = &(f-1 (U')). On définit ainsi un 
faisceau&' sur M'qu'on appelle image directe de & par f. On le note habituellement f*&. 

3.3. Exemples 

• Pour tout ouvert U de M, on note 0 00 (U) l'espace des fonctions U ~ C de classe 
0 00 et, pour toute paire d'ouverts U cV, Ruv sera la restriction C00 (V) ~ C00 (U) i.e. 

à toute fonction différentiable f : V ~ C, on associe sa restriction Ru v(!) à U. Il est 
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facile de voir qu'on définit ainsi un faisceau eco sur M ; c'est le faisceau des germes de 

fonctions eco sur M. 

• Supposons que M est une variété analytique complexe. À tout ouvert U, on associe 

l'espace 1-l(U) des fonctions U ---t C holomorphes et pour toute paire d'ouverts U C V, 

Ruv sera la restriction 1-l(V) ---t 1-l(U) i.e. à toute fonction holomorphe f : V ---+ C, 
Ruv(f) associe sa restriction à U. De même que précédemment, il est facile de voir qu'on 
définit de cette façon un faisceau 1-l sur M ; c'est le faisceau des germes de fonctions 

holomorphes sur M. 

• À tout fibré vectoriel E---t M est associé le faisceau eco des germes de ses sections 
eco : pour tout ouvert U, eco(u, E) sera l'espace des sections eco de Eau-dessus de U. 
Pour la simplicité, l'espace des sections globales sera noté eco(E). 

Dans chacun des cas qui précèdent, la fibre est obtenue de la façon qui suit. (Faisons-le 
pour le préfaisceau des sections eco d'un fibré vectoriel E ---+ M. La même démarche 
fonctionne pour les sections continues, holomorphes ou autres.) Nous dirons que deux 

sections a 1 E ê(U1) et a 2 E ê(U2) ont même germe au point x, s'il existe un voisinage 
ouvert w c ul n u2 de x tel que Œl et Œ2 soient égales sur w. Une classe d'équivalence 
suivant cette relation est un germe en x de sections de E. L'ensemble des germes au point 

x est un OC-espace vectoriel ; c'est la fibre êx du faisceau ê. 

Ces exemples jouent un rôle essentiel en géométrie différentielle et complexe. Nous les 

utiliserons constamment dans ce travail. 

• On appelle résolution du faisceau ê la donnée d'une suite exacte de faisceaux et de 
morphismes : 

On dira que cette résolution est fine si tous les ên (pour n 2: 1) sont fins. Cette notion est 
capitale dans le calcul de la cohomologie comme on le verra. 

3.4. Cohomologie 

Soit ê un faisceau sur M. On se donne un recouvrement ouvert U = {UihEI (sup
posé comme toujours localement fini). Pour tout multi-indice (io, · · ·, iq), on note Uio···iq 

l'intersection Uio n · · · n Uiq et Eq l'ensemble de ces multi-indices pour lesquels Uio···iq =/= 0. 
Soit eq(U,ê) l'ensemble des collections Uio···iq)(io,···,iq)El:.q où fïo···iq est un élément de 
ê(Uio···iq) ; c'est un OC-espace vectoriel. Un élément f de eq(U, ê) est appelé q-cochaîne 

sur U à valeurs dans ê. On définit un opérateur 8 : eq (U, ê) ---+ eq+ 1 (U ,ê) en associant 

à toute q-cochaîne f = (fïo···iq)(io,-··,iq) la (q + 1)-cochaîne 8f définie par : 
q+l 

(1.5) (8f)io···iq+I = "(-l)j fj o . L- ~o···tr··tq+1 
j=O 
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où J! ~ . est la section f, ... ~ ....• restreinte à l'ouvert Uio···i +1 • Par exemple, si on 
~o···~r··~q+l •o •1 •q+l q 

prend q = 0, une 0-cochaîne est donnée par f = (fi) et 8f est la 1-cochaîne (fij) avec 

fïj = fJ- fi ; si q = 1 et f = (fij) alors 8f = (fijk) avec fijk = iJk- fik + fij· On vérifie 
(c'est facile mais un peu lourd) que 8 o 8: Cq(U, &) ---+ cq+2(U, é) est nul. On a donc un 

complexe différentiel (i.e. une suite semi-exacte) : 

Le noyau zq (U, é) de 8 : Cq (U, é) ---+ cq+l (U, é) contient donc l'image Bq (U, é) de 

8 : cq-l (U, é) ---+ Cq (U, é) ; le quotient Hq (U, é) = zq (U, é) /Bq (U, é) est le qème 

espace de cohomologie de u à coefficients dans le faisceau e. 
Rappelons qu'un recouvrement U' = {Uj}JeJ est dit plus fin que U si, pour tout j E J, 

il existe i E I tel que Uj CUi. Pour un tel recouvrement, on a un morphisme de restriction 
rq: Cq(U,ê)---+ cq+1(U',E) dont il n'est pas difficile de voir qu'il commute à l'opérateur 
8 i.e. le diagramme qui suit est commutatif : 

Cq(U, &) 
Tq 1 

Cq(U',E) 

~ cq+1 (U,E) 
1 Tq+l 

~ cq+1(U',E). 

Il induit donc un morphisme en cohomologie r~ : Hq (U, &) ---+ Hq (U', &) . La limite 
inductive obtenue sur les recouvrements de plus en plus fins donne un espace vectoriel 
noté Hq ( M, &) qui est par définition la cohomologie en degré q de M à valeurs dans le 
faisceau e. On a les propriétés qui suivent. 

• H 0 (M, &) n'est rien d'autre que l'espace E(M) des sections globales de&. 
• Soient M et M' deux variétés, f : M ---+ M' une applicationn continue, E un 

faisceau sur M et &' son image directe par f. Alors, pour tout entier q ~ 0, f induit un 

morphisme f* : Hq(M', &') ---+ Hq(M, &). SiM" est une troisième variété, g: M' ---+ M" 
une application continue et&" l'image directe de é' par g, alors (go f)* = f* o g*. D'autre 
part si M =M' et f = identité de M alors !*=identité de Hq(M, &). 

• Tout morphisme q> : E ---+ E' de faisceaux au-dessus de M induit, pour chaque q, 

un morphisme q>*: Hq(M,&)---+ Hq(M,E') de telle sorte que (q>' o q>)* = q>~ o q>*. Si q> 

est un isomorphisme, il en est de même pour q>*. 

• Toute suite exacte courte de faisceaux 0 ---+ ê' ---+ E ---+ &" ---+ 0 induit une suite 
exacte longue de cohomologie : 
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• Un recouvrement ouvert U = {Ui} de M est dit acyclique si, pour toute intersection 
finie Uio n · · · n Uiq on a Hq (Uio n · · · n Uiq, &) = 0 pour q ;::: 1. Pour un tel recouvrement, 
on a toujours Hq(M,&) = Hq(U,&) pour tout q;::: O. C'est le théorème de Leray; dans 
certaines situations il permet de calculer aisément les espaces Hq(M, &). 

• Soient & un faisceau sur Met (Eq)q=O,···,m une famille finie de fibrés vectoriels. Pour 
tout q = 0, · · ·, m, notons cco(Eq) le faisceau des germes de sections eco de Eq ; l'espace 
eco(Eq) des sections globales du fibré Eq est exactement l'espace des sections globales du 
faisceau C00 (Eq). On se donne des opérateurs différentiels Dq : C00 (Eq) ----> C00 (Eq+1) 

pour q = 0, 1, · · ·, m (avec Dm = 0) ; chacun des Dq induit un morphisme de faisceaux 
Dq : C00 (Eq) ----> C00 (Eq+l ). On rappelle que, comme il existe une partition de l'unité 
eco subordonnée à n'importe quel recouvrement ouvert localement fini de M, chacun des 
faisceaux C00 

( Eq) est fin. On a alors le théorème qui suit connu comme étant le théorème 
abstrait de de· Rham. 

Théorème. Si 0----> & ~ C00 (E0 ) Do cco(E1) ... cco(Em-1) D~l cco(Em)----> 0 est 

une résolution de E (i.e. la suite est exacte), la cohomologie H* ( M, &) est exactement celle 

du complexe différentiel : 

0 ~ cco(Eo) Do coo(E1) ~ ... D~2 coo(Em-1) D_~.:"/ cco(Em) ~ 0 

i.e. H 0 (M, &) est le noyau de Do et, pour chaque q = 1, · · ·, m, Hq(M, E) est le quotient 

du noyau de l'opérateurCco(Eq) ~ C00 (Eq+l) par l'image de C00 (Eq-1) ~ cco(Eq). 

Ce théorème permet de recourir à l'outil analytique pour calculer la cohomologie d'une 
variété à valeurs dans un faisceau. Nous aurons l'occasion de voir cela dans notre travail. 

4. Cohomologie des groupes discrets 

C'est une notion dont les méthodes seront souvent présentes dans notre travail. Il est donc 

nécessaire d'en donner les éléments de base. Soit r un groupe discret (dénombrable pour 

simplifier) agissant sur un espace vectoriel E. L'action d'un élément 1Er sur un élément 
u E E sera notée 1 · u. 

4.1. Définition 

Pour tout k E N, soit ek(r, E) l'ensemble des fonctions de rk dans E qu'on appelle 
k-cochaînes inhomogènes sur r à valeurs dans E. On définit l'application linéaire d : 
Ck(r, E) ~ ck+1(r, E) par: 

(1.6) 

(de) ('y1, ... , rk+ 1) = 11 · c(r2, · .. , rk+l) 
k 

+ 2::< -1)ic(11, ... , ri-b lili+1, li+2, ... , rk+1) 
~=1 
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L'opérateur d satisfait d2 = 0 ; l'image Bk(r, E) de d: ck-1(r, E) ----+ Ck(r, E) est donc 

un sous-espace vectoriel du noyau zk(r, E) de d: Ck(r, E) ----+ Ck+1(r, E). Les quotients 

Hk (r, E) = zk (r, E) /Bk (r, E) pour k E N sont appelés les espaces de cohomologie de r 

à valeurs dans le r-module E. 

4.2. Exemples 

Supposons, pour simplifier, que l'action der surE est triviale. Une autre manière de 

définir la cohomologie H* (r, E) est la suivante. Il existe un espace topologique connexe 

noté K (r, 1) (ou Br) appelé classifiant de r, défini à homotopie près par les conditions : 

11'i(K(r, 1)) = { r s~ i = 1 
0 smon 

Par définition la cohomologie de r à coefficients dans E sera la cohomologie singulière à 
coefficients dansE de l'espace K(r, 1) (cf. [BT]). 

Par exemple, sir agit librement et proprement sur un espace contractile M, K(r, 1) = 

Mjr et la cohomologie du grouper s'identifie canoniquement à celle de l'espace quotient 

Mfr. 
• r =zn ; alors K(zn, 1) est (à homotopie près) le tore 'li'n et donc : 

H*(zn,E) = E0~ 

' C*- n! 
OU n - *!(n-*)!. 

• rest le groupe engendré par 'Yb ... , 'Yn, 0"1, ••• , o-9 (avec g 2:: 2) vérifiant la relation 

/lO"l'Y}1o-}1 ... 'Yn0"n'Y91o-;1 = 1. Alors K(r, 1) est la surface compacte orientable de genre 
g. Dans ce cas la cohomologie der est donnée par : 

{ 

E si*= 0, 2 
H*(r,E) = E 2Y si*= 1 

0 sinon. 

4.3. Cas de r = Z 

Supposons que r est le groupe infini cyclique Z et que son action sur E est engendrée 

par un élément 'Y· Alors un calcul facile montre que : 

{

E"Y SÎ*=O 
H*(r,E) = Ej(x- 'YX) si*= 1 

0 si * 2:: 2 
(!.7) 

où (x- 'YX) est le sous-espace vectoriel de E constitué des éléments de la forme x- 'YX 

avec x variant dansE. Le calcul de H 1 (r, E) se ramène donc à la résolution de l'équation 

cohomologique : 

Étant donné y E E, existe-t-il xE Etel que y= x- 'YX ? 
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CHAPITRE Il 

LE a POUR LES FEUILLETAGES COMPLEXES 

On introduit dans ce chapitre la notion de feuilletage complexe et le problème du 

a:F proprement dit. Mais avant on fera quelques rappels sur le problème du a 
classique et la cohomologie de Dolbeault. Le lecteur désireux de plus de détails 

peut se référer à [Deml], [For], [Hor] ou [War]. 

1. Le problème du a 
On se donne une variété différentiable M. Une structure presque complexe sur M est 

une section J de classe coo du fibré End(T M) vérifiant J 2 = -id. Le couple (M, J) 

est dit variété presque complexe. Il s'agit donc de la donnée d'une famille {J(x)} de 
structures complexes linéaires sur les espaces vectoriels TxM variant de manière coo par 
rapport à x. Remarquons que dans ce cas M est de dimension réelle paire. En effet, 

pour tout point x E M, l'espace TxM tangent à M en x, admet une base de la forme 
(Xll···,Xm,JXll···,JXm)· La variété M hérite ainsi d'une orientation naturelle. Ces 
deux conditions (la dimension paire et l'orientation) sont nécessaires mais non suffisantes. 

Soit (M, J) une variété presque complexe. Le complexifié TMc de l'espace tangent 

réel TM à M se décompose en somme directe TMc = TM®C = T 1•0 MœT0•1 M où T 1
•
0 M 

et T 0•1 M désignent les sous-fibrés propres associés respectivement aux valeurs propres i 
et -i de J. Ceci donne lieu à une décomposition de l'espace des r-formes différentielles 
en somme directe nr(M) = E9 QP•q(M) où QP,q(M) est l'espace des sections du fibré 

p+q=r 
AP(T1•0)* ® Aq(T0 •1 )*. L'opérateur de différentiation extérieure d se décompose en une 

somme d = d(l,o) + d(o,l) + d(2,-1) +de -l,2). L'opérateur : 

(II.l) 

est appelé opérateur de Cauchy-Riemann et est noté a. 
On note X1•0 (M) (respectivement X0·1 (M)) l'espace des sections coo du fibré T1

•0 M 

(respectivement T0•1 M). On considère l'application (} : X1•0 (M) x X1•0 (M) --+ X0·1 (M) 
qui à X, Y E X1 •0 (M) associe la composante de type (0, 1) de [X, Y] ; on l'appelle torsion 

de la structure presque complexe J. Le problème d'intégrabilité consiste à trouver une 

condition nécessaire et suffisante pour que la torsion d'une structure presque complexe soit 
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identiquement nulle, c'est-à-dire pour que X1•0 (M) soit une sous-algèbre de X(M). À cet 

effet on a le résultat suivant : 

La structure presque complexe J est intégrable si, et seulement si, l'une des assertions 

équivalentes suivantes est vérifiée : 

(i) le tenseur N(X, Y) = 2{ [J X, JY] - [X, Y] - J[J X, Y] - J[X, JY]} de Nijenhuis 
associé à J est identiquement nul ; 

(iiJ d = d(l,o) +a ; 
-2 - -

(iii) a = a o a = o. 
Conséquence : Toute structure presque complexe J sur une variété différentiable de 

dimension 2 est intégrable. 

On a aussi le théorème de Newlander-Nirenberg : toute structure presque complexe 

intégrable est définie par une structure analytique complexe unique. 

1.1. Formes de type (p, q) 

Soit M une variété analytique complexe de dimension m. Soit (z1 , · · ·, zm) un système 

de coordonnées locales de M. Pour tout j E {1, · · ·, m}, on a Zj = Xj + iYi· Ainsi 

dzi = dxi + idyj, àzi = dxi- idyi et : 

et --- -+z-a 1(a .a) 
Ozj - 2 axj ayj 

Toute forme w E OP,q(M) s'écrit localement : 

W = L WIJ(Zb .•• , Zm) dz1 1\ àzJ 
lll=p,!Jj=q 

où la somme porte sur tous les multi-indices I - ( i1, · · · , ip) et J 

1 :S i 1 < · · · < ip ::; m et 1 :S j 1 < · · · < jq :S m et : 

Rappelons que a désigne l'opérateur de Cauchy-Riemann sur M. 

1.2. Cohomologie de Dolbeault 

Pour toute forme w de type (p, q) comme on vient de se la donner, la (p, q + 1)-forme 

aw s'écrit : 

(II.2) 
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On sait déjà que l'opérateur a vérifie la relation a o a= O. Donc, pour tout p fixé dans 

{0, ... , m}, on a un complexe différentiel: 

dit complexe de Dolbeault de M. On note ZP,q(M) (respectivement BP,q(M)) l'espace des 

formes de type {p, q) sur Ma-fermées (resp. 8-exactes) c'est-à-dire : 

et 
Bp,q ( M) = Image{ np,q-l ( M) ~ np,q ( M)}. 

La cohomologie de Dolbeault de M est définie par HP•*(M) = ZP•*(M)/BP•*(M). Elle 

mesure l'obstruction à la résolution du : 

Problème du 8. Soient q 2:: 1 et /3 E ZP,q(M). Existe-t-il une forme w E np,q-1 (M) 

vérifiant 'liw = /3 ? 

Localement, ce problème admet toujours une solution ; plus précisément, on a le lemme 

qui suit (qui est l'équivalent du lemme de Poincaré pour la cohomologie de de Rham). 

Lemme de Dolbeault-Grothendieck. Tout point x de M admet un voisinage ouvert U 

tel que, pour tout p = 0, · · ·, m, HP,q(U) = 0, pour tout q 2:: 1. 

Une forme w sur M est dite holomorphe si elle est de type (p, 0) et vérifie 'liw = O. 

Ces formes donnent lieu à un faisceau noté 1i.P et appelé faisceau des germes de p-formes 

holomorphes sur M. Si fip,q(M) est le faisceau des germes de formes de type (p, q) de 

classe c= sur M, on a le théorème qui suit dû à P. Dolbeault (cf. [Dem1], [Hor] ou [Wel]). 

Théorème Pour tout p = 0, 1, · · ·, m, la suite : 

est une résolution fine et elliptique du faisceau ftP. Ainsi Hq ( M, '}{P) = HP,q ( M) d'après le 

théorème abstrait de de Rham. Si en plus M est compacte, les espaces vectoriels Hq ( M, ftP) 
sont de dimension finie. 

1.3. Quelques exemples 

• Pour tout ouvert M de C (cf. [Hor]), on a HP,q(M) = 0 pour p = 0,1 et q = 1. (On 
a bien sûr Hp,q ( M) = 0 lorsque q 2:: 2 pour des raisons immédiates de dimension.) 

• Pour toute surface de Riemann M non compacte, on a toujours Hp,q ( M) = 0 pour 

p = 0, 1 et q 2:: 1 (cf. [For] pour la démonstration). 
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• Soit Mun ouvert de cm. On dira que M est un domaine d'holomorphie s'il n'existe 
pas d'ouverts non vides M1 et M 2 de cm tels que: 

i) M1 c M2 nM; 
ii) M 2 est connexe non contenu dans M ; 

iii) pour toute fonction holomorphe f : M ___,. C, il existe une fonction holomorphe 

h: M2 ___,. C telle que f = h sur M1. 

Pour un tel domaine (cf. [Hor]), on a : 

Hp,q(M)=O pourtout p=O,···,m ettout q=l,···,m. 

• Soit M une variété complexe de dimension m (dénombrable à l'infini). On dira que 
A1 est une variété de Stein, si : 

i) M est holomorphiquement convexe, i.e. pour tout compact K CM, l'ensemble: 

K = {z E M: lf(z)l ::.; sup lf(w)l pour toute fonction holomorphe f sur M} 
wEK 

est un compact de M ; 

ii) si z11 z2 sont deux points distincts de M, il existe f : M ___,. C holomorphe telle 

que f(zi) :/= f(z2) ; 
iii) pour tout z E M, il existe m fonctions holomorphes JI,···, fm sur un voisinage 

de z qui forment un système de coordonnées. 
Pour une telle variété, il existe toujours un plongement holomorphe M ___,. CN pour 

un certain entier N. L'espace cm lui-même est une variété de Stein ; un ouvert de cm 
est de Stein si, et seulement si, il est d'holomorphie. Tout ouvert de C est de Stein. Le 
produit de deux variétés de Stein est une variété de Stein ; par contre un fibré dont la base 
et la fibre sont de Stein n'est pas toujours de Stein (cf. [Dem2], [CL], [Sko]). Pour une 
variété de Stein M, on a toujours : 

Hp,q(M) = 0 pour tout p = 0, · · · ,m et tout q = 1, ···,m. 

• Voici un exemple où la cohomologie est non nulle. On se contentera de signaler le 
calcul de H 01 (M). Soit M l'ouvert C2 \ {0} de C2 . Considérons le recouvrement ouvert 
ul = {(zl!Z2) E M: Zl :/= 0} ~CC* xc et u2 = {(zl,Z2) E M: Z2 :/= 0} ~cc x CC*. Alors 
U1 n U2 ::=. C* x C*. Comme chacun des ouverts U1 , U2 et U1 n U2 est une variété de Stein, 
le recouvrement {U1 , U2 } est acyclique. Les calculs (qu'on trouvera dans [MK]) montrent 
que H 01 ( M) est engendré par les séries uniformément convergentes sur tout compact de 
CC* xC* : 
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2. Feuilletages complexes 

Cette section sera consacrée aux définitions et aux ingrédients qui serviront à formuler le 
problème du 8 le long des feuilles. Tout ce matériel se trouve exposé en détail dans [Ekl]. 

Un feuilletage :F de dimension m sur une variété différentiable M est une relation 
d'équivalence ouverte sur M dont les classes d'équivalence sont des sous-variétés connexes, 
de dimension m, immergées dans M et appelées feuilles de (M, :F). De façon précise : 

Soit M une variété (connexe) de dimension m + n. Un feuilletage :F de codimen
sion n (ou de dimension m) sur M est la donnée d'un recouvrement ouvert U = {Ui}iEI 
et pour tout i, d'un difféomorphisme 'Pi : Rm+n ----+ Ui tel que, sur toute intersection 

non vide Ui n Ui, le difféomorphisme de changement de coordonnées c.p j 1 o 'Pi : (x, y) E 

'Pi1 (Ui n Uj) ---+ (x', y') E c.pj1 (Ui n Uj) soit de la forme x'= 'Pii(x, y) and y'= "fii(y). 

-1 
'Pi 

\ 

r 

-

/" 
/ 

/ 

/ 

7 

?} 
7 7 

~ 

-? 
3 'Pj 1 

'Pjl~ 
, -

Fig.l 

Les systèmes de coordonnées (Ui, 'Pi) satisfaisant les conditions de la définition qu'on 
vient de donner sont dits distingués pour le feuilletage. Soit M une variété différentiable 
munie d'un feuilletage :F de dimension réelle 2m. On notera T:F le fibré tangent à :F. 

2.1. Définition. On dira que :F est complexe s'il peut être défini par un recouvrement 

ouvert {Ui} de M et des difféomorphismes 'Pi : ni x Oi ----+ Ui (où ni est un ouvert de 

cm et Oi un ouvert de Rn) tels que les changements de coordonnées : 

soient de la forme (z', t')= (cp}i(z, t), 'Pti(t)) avec cp}i(·, t) holomorphe enz pour t fixé. 

On peut aussi donner une autre définition en termes de géométrie différentielle. Une 

structure presque complexe sur :Fest la donnée d'un endomorphisme J:F : T:F ---+ T:F 
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tel que J} = -idr.r· En particulier, chaque feuille est munie d'une structure presque 
complexe. 

On suppose dans la suite que la variété feuilletée (M, :F) est munie d'une structure 

presque complexe le long des feuilles J .r. Considérons le complexifié T :F ® C du fibré T :F 

et notons respectivement T 10 :F et T 01 :F les sous-fibrés propres associés respectivement aux 

valeurs propres i et-ide l'automorphisme J.r. On a une décomposition en somme directe: 

T:F ® C = T 10 :F EB ro1 :F. 

On note: 

a) X.r(M) l'espace des sections du fibré T:F ® C i.e. les champs de vecteurs sur M 

tangents au feuilletage :F ; 

b) pour tout rE N, nF(M) l'espace des sections coo du fibré ArT:F* ® C ; en fixant 

un supplémentaire du fibré T:F dans TM, on peut voir les éléments de nF(M) comme des 

formes différentielles feuilletées sur (M, :F) (à coefficients complexes). On a un opérateur 

de différentiation extérieure le long des feuilles d:F: nF(M) ----t nJ:.+I(M) défini par : 

r+l 
d.ra(Xb···,Xr+l) = L)-1)iXi ·a(Xl,···,Xi,···,Xr+l) 

i=l 

+ La([Xi,Xi],Xl, ···,Xi,··· ,Xi,··· ,Xr+l)· 
i<j 

Pour tout r E { 0, · · · , 2m}, on a une décomposition en somme directe : 

nF(M) = E9 n:fq(M). 
p+q=r 

Un élément a E n:fq(M) est appelé forme feuilletée de type (p, q). La différentielle 

extérieure le long des feuilles d.r se décompose en une somme d'opérateurs : 

(II.4) 

respectivement de types (1,0), (0,1), (2,-1) et (-1,2). L'opérateur: 

est dit opérateur de Cauchy-Riemann le long des feuilles de (M, :F). On définit le tenseur 

de Nijenhuis N.r : X.r(M) x X.r(M) ----t X:F(M) associé à J.r par : 
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Proposition. Soit J:F une structure presque complexe le long des feuilles de :F. Les asser

tions suivantes sont équivalentes. 

(i) Le tenseur de Nijenhuis N:F associé à J:F est identiquement nul. 

(ii} d:F = a:F + a:F i.e. les opérateurs J}..'-l) et d<;"1·2) sont nuls. 

Si l'une de ces assertions est vérifiée on dira que J :F est intégrable. 

2.2. Définition. Un feuilletage :F sur M est dit complexe s'il existe sur son fibré tangent 

T :F une structure presque complexe intégrable. 

Conséquence immédiate : toute structure presque complexe le long des feuilles d'un 

feuilletage orientable par surfaces est intégrable. Le problème se pose évidemment si la 

dimension (réelle) des feuilles est au moins 4. Par exemple, le seul feuilletage complexe 

de dimension supérieure ou égale à 2 sur une sphère impaire § 2n+l connu à ce jour a été 

construit sur § 5 par L. Meersseman et A. Verjovsky (cf. [MV]) suite à une question posée 

dans la version préliminaire de [Ek1]. 

Ainsi, si :F est un feuilletage complexe sur M les feuilles de ( M, :F) sont des variétés 

complexes. Localement, la structure complexe sur les feuilles varie différentiablement par 

rapport au paramètre transverse. 

Soient ( M, :F) et (M', :F') deux feuilletages complexes. On appelle morphisme de 

(M, :F) vers (M', :F') toute application f : M ---t M' de classe C00 et telle que l'image de 

toute feuille F de :Fest contenue dans une feuille F' de :F' et l'application f : F ---t F' 
est holomorphe. On dira qu'un morphisme f: (M,:F) ---t (M',:F') est un isomorphisme 

de feuilletages complexes si c'est un difféomorphisme qui est un biholomorphisme sur les 

feuilles. Lorsque M =M' et :F = :F' on parlera simplement d'automorphisme de (M, :F). 
On notera Aut(M, :F) l'ensemble des automorphismes de (M, :F) qui est un groupe pour 

la composition des applications. 

3. Le problème du a le long des feuilles 

Soit M une variété munie d'un feuilletage complexe :F de dimension m. Lorsqu'on tra

vaillera en coordonnées locales, on les notera toujours (z, t) = (z1, · · ·, Zm, t1. · · ·, tn) où 

n est la codimension réelle de :F. Pour chaque j = 1, · · ·, m, Zj = Xj + iYi· Ainsi, pour 

j= 1,···,m: 

De même: 

(II.5) et a 1(a .a) --- -+z-
ÔZj - 2 axj ayj · 
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Pour tous multi-indices I = (i1, ... ,ip) et J = (j11 ... ,jq) dans {1, ... ,m}, on adoptera 
les notations suivantes pour l'écriture des formes différentielles le long des feuilles : 

Une forme différentielle de degré r = p + q s'écrivant localement comme combinaison 
linéaire (à coefficients des fonctions différentiables) de telles formes est dite feuilletée de 

type (p, q). Soit a E S1~q(M) s'écrivant localement : 

a= L aiJ(z, t) dz1 1\ àZJ 
III=p,JJI=q 

où la somme porte sur tous les multi-indices I = (ill···, ip) et J = (j1, · · · ,jq) avec 

1 ~ i1 < · · · < ip ~ m et 1 ~ j1 < · · · < jq ~ m. L'opérateur de Cauchy-Riemann le long 
des feuilles a pour expression locale : 

(II.6) 

Il vérifie 8.r o 8.r = 0 ; pour tout p fixé dans {0, ... , m}, on obtient donc un complexe 
différentiel : 

appelé complexe de Dolbeault feuilleté (ou complexe du 8.r) de F. On pose : 

et 
Bj;q(M) = image{S1j:q-1 (M) B:;: Oj:q(M)}. 

La cohomologie de ce complexe Hj;*(M) = Z~*(M)/Bj;*(M) est appelée 8,r-cohomologie 

ou cohomologie de Dolbeault feuilletée. 

L'espace vectoriel topologique H~q(M) (les espaces de formes feuilletées de type (p, q) 
sont munis de la topologie C00

) peut ne pas être séparé ! On appelle alors cohomologie 
de Dolbeault feuilletée réduite le quotient Ifjq ( M) = Z~q ( M) / Bj;q ( M) où Bj;q ( M) est 
l'adhérence de Bj;q ( M). 

3.1. Problème du 8,r. Étant donnée une forme feuilletée {3 E Z~q(M), existe-t-il une 

forme feuilletée a E S1j:q-l ( M) telle que 8 ,ra = {3 ? 
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La cohomologie de Dolbeault feuilletée mesure donc l'obstruction à l'existence des 

solutions pour le problème du a:F. Localement, ce problème admet toujours une solution; 

plus précisément, on a une version feuilletée du Lemme de Dolbeault-Grothendieck qui est 

l'équivalent du lemme de Poincaré pour la cohomologie de de Rham. La démonstration 

consiste à adapter au cas paramétré celle du cas classique bien connue. 

3.2. lemme de Dolbeault-Grothendieck feuilleté. Tout point de M admet un voisinage 

ouvert U distingué pour :F tel que, pour tout p = 0, ... , m, on ait lfj;q (U) = 0 pour q ~ 1. 

On peut aussi décrire H~* (M) à l'aide d'un faisceau qui joue un rôle analogue au 

faisceau des germes de formes holomorphes sur une variété analytique complexe. 

3.3. Définition. Une p-forme a est dite :F-holomorphe, si elle est feuilletée de type (p, 0) 

et Vérifie a :FŒ = 0. 

Localement, une p-forme :F-holomorphe s'écrit a= 2.:: Œj1 ... iv (z, t)dz)ll\ · · ·1\dziv avec 

ah ... iv holomorphe en z. 

Soient 1t~ le faisceau des germes de p-formes :F-holomorphes sur Met Qj_!q celui des 

germes de formes différentielles de type (p, q) sur :F; ce dernier est un faisceau fin sur M. 
Le lemme 3.2 implique la : 

3.4. Proposition. La suite 0 ~ 1t~ L-+ Qj_!0 a~ · · · a~ Oj_!m ~ 0 est une résolution 

fine de 1t~. On a alors Hq(M, 1t~) = H~q(M), pour tous p,q = 0, 1, ... ,m. 

Si n ~ 1, cette résolution n'est pas elliptique ; elle l'est seulement le long des feuilles. 

La cohomologie H*(M, 1t~) n'est donc pas toujours de dimension finie même si M est 
compacte. 

Pour p = 0, on notera 1t:F le faisceau ?t} ; ses sections sont les fonctions C00 qui 

sont :F-holomorphes. Pour tout ouvert U cM, l'espace H 0(U, 1t:F) est constitué par les 

fonctions C00 et F-holomorphes sur U. On le notera 1t:F(U) et simplement 1t(U) si :Fest 

de codimension 0 i.e. M est complexe et est la seule feuille de :F. 

3.5. Remarque 

Soit M = F x B le produit d'une variété analytique complexe F et d'une variété 

différentiable B muni du feuilletage :F dont les feuilles sont les copies de F : F x {b}, 
bE B, ayant la même structure complexe. On a alors (cf. [Ek2]), pour tous p = 0, 1, · · ·, m 

et q = 0, 1, · · ·, m : 
H~q(M) = HP·q(F) ® C00 (B) 

où C 00 (B) est l'espace des fonctions C 00 sur B. En particulier, si F est une variété de 

Stein, alors : 

35 



où 1fP(F) est l'espace des p-formes holomorphes surF. 

3.6. Fonctionnelles .1"-analytiques invariantes 

L'espace 1i:F(M) des fonctions .1"-holomorphes est un sous-espace de l'espace C00 (M); 

il y est fermé pour la topologie C00
• La topologie induite sur 1i:F(M) est celle de la 

convergence uniforme sur les compacts des dérivées par rapport au paramètre transverse 

(il n'est pas nécessaire de dériver le long des feuilles). Une fonctionnelle :F -analytique sur 
(M, :F) est une forme linéaire continue ( : h E 1-i:F(M) ~ ((, h) E C. Elle généralise la 

notion classique de fonctionnelle analytique de Martineau [Ma]. 

Soit r un groupe d'automorphismes du feuilletage complexe (M, F) : chaque élément 

'Y E r est un difféomorphisme 'Y : M ---+ M tel que, pour toute feuille F E .1", 'Y est un 

biholomorphisme de F sur la feuille F' = '"Y(F). Alors r agit sur l'espace 1i:F(M) : 

('"Y, h) Er x 1-i:F(M) ---+ ho 1 - 1 E 1-i:F(M). 

C'est une action continue ; par transposition, elle induit une action continue sur l'espace 

'HF(M) des fonctionnelles :F-analytiques (dual topologique de 1-i:F(M)). Un point fixe (de 
cette action est appelé fonctionnelle .1"-analytique r -invariante. Il suffit en fait que cette 

propriété soit vérifiée sur un système générateur du groupe ; ce qui simplifie le calcul dans 
le cas des groupes finiment engendrés. 

Supposons r isomorphe à Z engendré par un élément 'Y E Aut(M, :F). Dans cette 

situation on a un opérateur 8 : h E 1t:F(M) ~ (h- ho 'Y) E 1t:F(M). Son conoyau est 

fondamental dans la détermination de l'espace 1ty,r(M) des fonctionnelles :F-analytiques 
r-invariantes. En effet, une fonctionnelle .1"-analytique r-invariante est nulle sur l'image 
de 8 qui n'est rien d'autre que l'espace C engendré par les éléments de la forme h- ho '"Y 
avec h variant dans 1i:F(M) ; elle induit donc une forme linéaire continue sur le quotient 

1t:F(M)/C qui est exactement le premier groupe de cohomologie H 1 (Z, 1t:F(M)) à valeurs 

dans leZ-module 1t:F(M). Son calcul se ramème à la résolution du problème qui se formule 
comme suit : Étant donnée g E 1t:F(M), existe-t-ilh E 1t:F(M) telle que h- ho "f = g ? 

Pour cette raison, cette équation sera appelée équation cohomologique F-analytique. Pour 

g donnée dans 1t:F(M), une condition nécessaire pour que l'équation h-ho"f = g admette 

une solution h dans 1i:F(111) est que ((, g) = 0 pour toute fonctionnelle :F-analytique 

'Y-invariante sur (M,F). 

3. 7. Un outil de calcul 

On se donne un feuilletage complexe F de dimension m sur une variété M et r un 
groupe dénombrable opérant librement et proprement sur M par automorphismes de F 

(en tant que feuilletage complexe). Alors la variété quotient M = M ;r est munie du 

feuilletage induit :F qui est complexe de dimension m. Notons 1r : M ---+ M la projection 
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de revêtement ; c'est un morphisme de (M,F) sur (M,:F). L'image directe 7r.('H.:;) du 

faisceau 1-l:; n'est rien d'autre que le faisceau 1-l:F. Il existe alors une suite spectrale Er 
dont le terme E2 est donné par : 

(II.7) 

et convergeant vers H*(M, 1-l:F). Les espaces vectoriels H.e(M, 1-l:;) sont vus comme des 
r-modules via l'action induite sur H.e(M, 1-l:;) par celle der sur 1-l3=(M) : 

('y, f) E r x 1-l3=(M) f---+ f o 'Y-l E 1-l3=(M). 

(Cette suite spectrale résulte de la théorie des foncteurs dérivés de Grothendieck [Gro]. 
On peut en trouver un exposé dans [Bro].) SiM est acyclique i.e. 

H.e(M, 1-l:;) = { 'H.
0 

3=(M) si f = 0 
sif2::1 

la suite Er converge au terme E2 et on a : 

(II.8) k k -H (M, 1-l:F) = H (r, 1-l3=(M)). 

Lorsque le groupe r est isomorphe à Z et est engendré par un élément 'Y, tous 

les groupes de cohomologie Hk (r, 1-l :;( M)) sont nuls pour k 2:: 2 et H 1 (r, 1-l :;( M)) = 

1-l :;( M) / C où C est le sous-espace de '}-{. :;( M) engendré par les éléments de la forme h- ho 'Y 

avec h E 'H.3=(M). Ce qui nous amènera souvent à résoudre l'équation cohomologique 

discrète f- f o 'Y= g dans l'espace 1-l3=(M). 

Terminons cette section par la proposition qui suit. Elle donne une condition suffisante 
pour qu'une fonction continue et F-holomorphe soit constante. 

3.8. Proposition. Supposons M compacte et que toutes les feuilles sont denses. Alors 

toute fonction M - C continue et :F -holomorphe est constante. 

Démonstration. Soit f: M-C une fonction F-holomorphe. Comme M est une variété 
compacte, f admet un maximum en un point z ; soit Lz la feuille passant par z. Alors 
la restriction de f à la variété complexe Lz est une fonction holomorphe qui atteint son 
maximum en z ; elle est donc constante ; comme L z est dense dans M, f est constante 
partout. L'espace Hc;0 (M) est donc isomorphe à C. 0 

La condition "M compacte" est substantielle: nous verrons un exemple (cf. IV.4.1) 
de feuilletage complexe F dont toutes les feuilles sont denses sur une variété non compacte 

pour lequel l'espace des fonctions c= et F-holomorphes est de dimension infinie. 

On pourrait penser qu'une fonction continue et F-holomorphe sur (M, F) avec M 
compacte est basique (i.e. constante sur les feuilles). Il n'en est rien de tout cela ! Dans 

[FZ] R. Feres et A. Zeghib ont construit un contre exemple à cet effet. 
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CHAPITRE Ill 

TROIS EXEMPLES DE BASE 

Le premier est un feuilletage de Lie et est défini en plus par une action libre 

du groupe de Lie complexe C. Le deuxième a des courbes elliptiques comme 

feuilles qui épuisent toutes les structures complexes possibles. Le troisième a une 

structure conforme tangentiellement et transversalement et n'est pas riemannien. 

1. Flots complexes linéaires sur le tore 

Soit n 2': 3 un entier; munissons l'espace vectoriel ~n de son produit scalaire habituel noté 
( , ) et de la norme associée 1 · 1· Le tore yn est obtenu comme le quotient de ~n par son 
réseau standard zn. Pour rn E zn, on note em la fonction em(x) = e2i1r(m,x). Une fonction 
sur yn n'est rien d'autre qu'une fonction f : ~n --+ C qui vérifie f(x +rn) = f(x) pour 

tous x E ~n et rn E zn. Si f est intégrable, elle peut être développée en série de Fourier : 

où les fm sont ses coefficients de Fourier donnés par les formules intégrales : 

fm= { f(x)e-2i1r(m,x)dx. 
}Tn 

Si en plus f est de carré intégrable, les coefficients fm vérifient la condition de convergence 

L lfml2 < +oo. 
mE Zn 

Pour tout r E N, on note W 1•r l'espace des fonctions f sur le tore yn données par 

leurs coefficients de Fourier Um)mEzn vérifiant la condition L lmrlfml < +oo. De 
mEZn\{0} 

même, W 2•r sera l'espace des fonctions f sur le tore yn données par leurs coefficients de 

Fourier Um)mEzn vérifiant la condition L lml 2rlfml 2 < +oo. Ce sont des espaces 

complets pour les normes : 

ll!lh,r = lfol + L lrnrlfml pour fE wl,r 
mEZn\{0} 
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et 

llfll2,r = lfol2 + L lml2rlfml2 pour fE W 2·r 
mezn\{0} 

L'espace W 2•r est le rème espace de Sobolev du tore 'lm ; il a une structure d'espace de 
Hilbert donnée par le produit hermitien : 

(f,g)r = fo9o + L lml 2r fmYm· 
meZn\{0} 

On a des inclusions naturelles : 

et 

La proposition suivante est facile à démontrer. 

1.1. Proposition. Soit f = l::mezn fmem une série (les fm sont des nombres complexes). 
Alors les assertions i), ii) et iii) qui suivent sont équivalentes : 

i) f est une fonction de classe C 00 
; 

ii) pour tout rE N*, la série L lml2rlfml 2 est convergente; 
me zn 

iii) pour tout rE N*, la série L lmr!fml est convergente. 
me zn 

Pour tout r E N, les injections i1,r : W1•r+l ~ W 1•r et i2,r : W2•r+1 <---t W 2·r sont 

des opérateurs compacts. 

Les trois premiers points de cette proposition disent : n W 1·r = n W 2·r = coo ('Jrn). 
rEN rEN 

Soient X = t r;,i aa. et Y = t vi aa . deux champs de vecteurs linéaires et indépen-
. 1 x~ . 1 xJ 
~= J= 

dants sur 'Jrn. Ils engendrent un sous-fibré intégrable du fibré tangent à 1rn et définissent 
ainsi un feuilletage :F sur 1rn de dimension réelle 2. Considérons la structure presque 

complexe le long des feuilles définie par J.r(X) =Y et J.r(Y) =-X; :F étant un feuilletage 
orientable par surfaces, J F est intégrable et confere à :F une structure complexe. Les fibrés 
T10 :F et rD1 :F sont engendrés respectivement par les champs : 

Z =-(X- zY) =- r;,1- + .. · + K.n- - z 111- + · · · + vn--1 . 1{( a a) ·( a a)} 
2 2 axl axn 8x1 axn 

et 

Z =-(X+ zY) =- r;,1- + · · · + r;,n-- + 'l 111- + · · · + vn-- . - 1 . 1{( a a) ·( a a)} 
2 2 axl axn axl 8xn 
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Ils forment une base (Z, Z) du complexifié T:F ® C du fibré tangent au feuilletage. Soient 

"'' = ("'~, · · ·, "'~) et v' = (v~,···, v~) des vecteurs de IRn tels que : 

("', "'') = 1 (v,"'') = 0 ("',v') = 0 et (v, v') = 1. 

(Ici"'= ("'b···,"'n) et v= (v1,···,vn).) Alors (Z,Z) admet pour base duale (w,w) 
où w et w sont les 1-formes feuilletées de types respectivement (1, 0) et (0, 1) et données 
explicitement par: 

et 

w = ("'~dx1 + · · · + "'~dxn)- i(v~dx1 + · · · + v~dxn)· 
Le complexe de Dolbeault feuilleté s'écrit : 

où l'opérateur a:F est donné par : 

8:FJ =- /'i,l- + · · · + K,n-- + Z v1- + · · · + Vn- ®W. - 1 { ( 8! 8! ) . ( 8! 8f ) } -
2 8x1 8xn 8x1 8xn 

avec 
nQ•*('JI'n) = { 0<'

0
('JI'n) Si * = 0 

:F C00 ('JI'n) ® w si * = 1. 

On suppose que les "'i (ainsi que les vi) sont Q-indépendants. Le feuilletage :F est 

alors à feuilles denses. Une partie de ce qu'on va définir se trouve dans [Sch]. 

1.2. Définition. Soient v,"' E IRn deux vecteurs. On dira que : 

• v est diophantien s'il existe 8 > 0 et r ~ 1 tels que : 

8 
l(v, m)l ~ lmiT pour tout rn E zn\ {0}; 

• le couple (v,"') est de Liouville s'il existe 8 tel que, pour toute suite strictement 

croissante ( Tk) k dans N*, il existe une suite infinie ( mk) k dans zn \ { 0} vérifiant : 

Un champ de vecteurs X= t Vj 
8
8

. est dit diophantien si v = (vb ... , vn) l'est. 
j=l XJ 

Si X ou Y est diophantien, on dira que :F est un feuilletage diophantien. Si le couple 
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n Ô n Ô 
de champs (X, Y) avec X= L Vj ôx. et Y= L "'i ôx. définissant :F est tel que le couple 

j=1 3 j=1 3 

(v,"') est de Liouville, on dira que :F est un feuilletage de Liouville. 

• Un vecteur v = (vb · · ·, vn) dont les composantes sont des nombres algébriques 
Q-linéairement indépendants est diophantien. En effet, après multiplication des com

posantes par un dénominateur entier commun, on peut supposer que les Vi sont des entiers 

algébriques. Soient O"ï, pour i = 1, · · ·, n, les différents plongements du corps de nombres 

Q[v1 , • · ·, vn] dans Q et G le groupe de Galois d'une extension algébrique de ce corps. Pour 

tout n-uplet m d'entiers non nul, le produit II O"j( (v, m)) est un entier algébrique non nul, 
j 

invariant par G, donc un entier relatif non nul. Ceci implique 1 II O"j ((v, m)) 1 ~ 1, donc 
j 

si u1 =Id: 

1 (v, m) 1 ~ .,.-----1 __ _,. > .,......_,c-:--:-
1 II O"j((v,m))J lmld-1 

j?:_2 

où d est le degré de Q[v1 , · · ·, vn] et C une constante réelle positive. 

• Pour n = 3, on peut construire facilement des couples de vecteurs de Liouville 

comme suit (pour n > 3 il suffit d'ajouter des composantes nulles) : on prend v= (1, 0, a) 
et "'= (0, 1, (3) avec a= :L::.1 asw-st et (3 = :L::.1 bs1o-st où as, bs E {1, 2, · · ·, 9}. Alors 
il existe des entiers As et Bs tels que lAs -10s1al < (lost)-s et lBs- 10s1(31 < (lost)-s. 

On prend alors ms = (As, B 8 , -108
'). La suite (ms)sEN* confere alors au couple (v, K) la 

propriété de Liouville. Il n'est pas difficile de voir qu'on peut même choisir ainsi a et (3 

algébriquement indépendants (la cloture algébrique de Q( a) est dénombrable, alors que le 

nombre de choix possibles pour (3 est non dénombrable). 

Ces deux constructions de vecteurs diophantiens et de couples de Liouville m'ont été 

indiquées par Jean-Pierre Demailly; je l'en remercie. 

On définit une forme linéaire continue .C : C00 (1I'n) --t C par .C(g) = g0 pour toute 

fonction g = L gmem. On peut aussi interpréter .C comme un opérateur sur C00 (1I'n) 
me zn 

qui à g associe la fonction .C(g)1 où 1 est la fonction constante égale à 1 ; c'est donc un 

opérateur compact car de rang fini (son rang est 1). Son noyau N est fermé et tel que 

C 00 ('ll'n) = N EB C · 1. Notons Pla première projection C00 (1I'n) = N EB C · 1 --t N. Elle 

vérifie P EB .C = I (où I est l'identité de C 00 (1I'n)). On a alors le : 

1.3. Théorème. Soit F le feuilletage linéaire sur le tore 'JI'n défini comme précédemment. 

i) Supposons que le feuilletage :F est diophantien. Alors il existe un opérateur borné 
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{

C siq=O 
~q ('JI'n) = C ® w si q = 1 

0 si q ~ 2. 

ii) Supposons :F de Liouville. Alors on a toujours H~0 ('JI'n) = C, H~q('JI'n) = 0 pour 

q ~ 2 et l'espace vectoriel topologique H~1 (1I'n) est de dimension infinie et est non séparé. 

Mais 11j? ('JI'n) est isomorphe à C et est engendré par w. 

Démonstration. 

• Quelle que soit la nature arithmétique de :F (diophantien ou de Liouville), on a 
H~0 ('JI'n) = C car les feuilles sont denses et H~q ('JI'n) = 0 pour q ~ 2 car dimc:F = 1. Il 
n'y a en fait que le cas q = 1 à examiner. 

• Déterminons l'espace H~1 ('JI'n) en cherchant une condition nécessaire et suffisante sur 

gE c=cr), g = L gmem pour qu'il existe une fonction fE C00 (1I'n), f = L fmem 
me zn me zn 

vérifiant l'équation aux dérivées partielles : 

(liLl) 

En identifiant les coefficients de Fourier des deux membres de l'égalité (III.l) on aura, pour 
tout rn E zn: 

i'll"{ (v, rn)+ i(K, rn) )fm= gm 

Pour rn = 0, le premier membre de l'équation (Em) est nul. Une condition nécessaire 
d'existence d'une solution est donc g0 =O. On pose alors : 

{
0 sirn=O 

fm= -igm • n 7r((v,m)+i(K,m)) SI rn E Jl \ {0}. 

Reste à montrer que la famille des fm définit effectivement une fonction f E c= ('JI'n). 
Cela va dépendre de la "nature arithmétique" du feuilletage :F. 

i) :F diophantien 

n l(v,rn)l + I(K,rn)l 
Pour rn E Z \ {0}, on a lfml ~ ( ( )2 ( ) 2 ) lgml· L'inégalité de Cauchy-

11" v,rn + K,rn 
Schwarz donne : 

c 
If ml ~ lrnl ((v, rn)2 + (K, rn) 2 ) loml 
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avec C = lvi + !KI. Ainsi : 
7r 

c 
If ml $ (iJ, rn)2 lmi·IYml 

avec fJ E { K, v} ( fJ est celui des deux vecteurs v ou K qui est diophantien). Comme fJ est 

diophantien, il existe 8 > 0 et T > 0 tels que 1 ( f)' rn) 1 ~ 1~1.,., pour tout rn E zn\ { 0}. On 
a donc, pour tout s E N : 

(III.2) 

avec f3 = ~. L~ série L lml 8 1/ml converge donc, c'est-à-dire que la fonction fest de 
me zn 

classe coo sur 'JI'n. L'image de l'opérateur 8 :F : 0~0 (~) ~ n~ 1 ('JI'n) s'identifie donc au 

sous-espace N ; en fait la restriction de a :F à N est un isomorphisme (algébrique continu) 

sur N ; notons Go son inverse : à g dans N on associe f unique solution dans N de 

l'équation Ëi:Ff = gw. On pose alors G = G0P; on vérifie facilement que G8:F = I- C. 

L'inégalité (III.2) montre que pour tout entier naturels, l'opérateur : 

Go :gE N c wl,s+1+2
T 1--+ Go(g) =fE C00 (r) c W 1'8 

vérifie l'inégalité : 

Il est donc borné. 

Comme on vient de le voir, l'image de l'opérateur a:F : C00 (1I'n) ---+ C00 (1I'n) 0 west 

l'espace N 0 w qui est de codimension 1, donc l'espace vectoriel HJ; 1 ('JI'n) est de dimension 

1 engendré par la (0, 1)-forme w. 

ii) F de Liouville 

Cela signifie que le couple (v, K) est de Liouville. Il existe donc 8 > 0 tel que pour 

toute suite strictement croissante ( Tk) k dans N*, il existe une suite infinie ( mk) k dans 

zn \ { 0} vérifiant : 

On définit alors une fonction g à l'aide de ses coefficients de Fourier : 
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Il est facile de vérifier, à l'aide de l'assertion iii) de la proposition 1.1, que g est de classe 
c=. Mais: 

7rl(v, mk) + i(K, mk)l 
1 ~ 

~ m51mkl · 

Les modules des coefficients fm tendent vers +oo ! De cette façon on peut fabriquer une 
famille infinie libre de fonctions (g7 )reN• de classe 0 00 pour lesquelles l'équation (liLl) 
n'a pas de solution. Le conoyau de l'opérateur: 

est donc de dimension infinie i.e. l'espace vectoriel H~1 ('JI'n) est de dimension infinie. 

Sig est un polynôme trigonométrique sans terme constant, l'équation (III.l) a toujours 
une solution : le problème de la convergence ne se pose pas. Comme l'adhérence du sous
espace engendré algébriquement par ces polynômes est de codimension 1 (c'est l'orthogonal 

de la fonction constante 1), l'image de l'opérateur BF : 0~0 ('JI'n) ---+ 0{1 ('JI'n) n'est pas 
fermée, donc H~1 ('JI'n) n'est pas séparé. Ceci montre clairement que If}; ('JI'n) = Cw. 0 
1.4. Remarque et problème 

Tous les résultats du théorème 1.3 restent vrais si on avait considéré le complexe 

différentiel 0 ---+ 0}0 ('JI'n) ~ n}1 ('JI'n) ---+ O. En particulier on aurait : 

i) si :Fest diophantien, l'espace H}1 (~) est de dimension 1 engendré par la forme 
feuilletée w ® w qui est de type (1, 1) ; 

ii) si :Fest de Liouville, l'espace H}1 ('JI'n) est de dimension infinie non séparé. 0 
Si :Fest un feuilletage complexe sur une variété M, le fibré vectoriel T 10 :F---+ M est 

:F-holomorphe. On peut donc considérer la cohomologie de Dolbeault feuilletée à valeurs 
dans T 10 :F qu'on notera Hc;*(M, T 10 :F). Dans le cas où M est compacte, l'espace vectoriel 

H~\M, T 10 :F) paramètre les déformations infinitésimales des structures complexes sur :F 
(les feuilles restent fixes) et H~2 

( M, T 10 :F) devrait contenir les obstructions à la réalisation 
de ces déformations. 

Dans le cas du feuilletage ('JI'n, F) qu'on vient d'étudier on a Hc;2 ('JI'n, T10 :F) = 0 

(quelle que soit la nature arithmétique de :F) et : 

lorsque Fest diophantien. 
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Problème : On suppose :F diophantien. Montrer que l'espace verseZ des déformations 

des structures complexes sur :F est un voisinage de 0 dans H~1 (']['n, T 10 :F) :::: C. 

2. Une submersion en courbes elliptiques 

Du point de vue différentiable, c'est un feuilletage produit d'une courbe elliptique par 
un plan mais, du point de vue complexe, il n'est même pas une fibration localement 

triviale. Toutefois sa cohomologie de Dolbeault feuilletée est exactement celle d'un produit 
complexe. 

3.1. Construction du feuilletage 

• Rappelons que le groupe Aut(C) des automorphismes de C est le produit semi
direct C ~ C* où le groupe multiplicatif C* agit par homothéties sur C. Un réseau dans 

C est un sous-groupe de la former' = {m1o:1 + m 2o:2 : m 11 m 2 E Z} où 0:1 et 0:2 sont 
des nombres complexes linéairement indépendants sur R Le quotient ']['' = C/f' est une 

courbe elliptique. Si r = { m1 + m2w : m1, m2 E Z} avec w = ~, les deux courbes 
elliptiques 'li'' = c;r' et']['= c;r sont isomorphes, l'isomorphisme'][' ----+ ']['' étant induit 

par la multiplication z E C ~-----+ o:1 z E C. Le groupe r étant engendré sur Z par les 
vecteurs 1 et w, on peut toujours choisir w dans lHI = {w E C : Imw > 0}. Dans ce cas 
r = Z EB w.Z sera noté r w et ']['w sera la courbe elliptique '][' = C/f w· li est bien connu 
que les deux courbes elliptiques ']['w et '1re sont isomorphes si, et seulement si, il existe une 
matrice A E SL(2, Z) telle que Aw = (. Les classes d'isomorphie des courbes elliptiques 
sont donc paramétrées par la surface modulaire IHI/SL(2, Z). 

• Le groupe Aut(C) contient les translations Tb : z----+ z + b avec bEC. Deux trans

lation Tb et Tb' (avec b, b' E C*) sont toujours conjuguées : il suffit de prendre l'homothétie 
h : z E C ~-----+ az E C avec a = f, et voir que h-1 o 7"b o h = Tb'· Par conséquent les 

sous-groupes 7b et 7b' engendrés respectivement par Tb et Tb' sont conjugués. Les quotients 
C/7b (avec b variant dans C) sont donc tous isomorphes à la même surface de Riemann 
C*. 

• Soit p : C ~ C* l'application définie par p( z) = e2i7r z. Alors 1' action standard de 

r w sur C (i.e. celle qui donne la courbe elliptique ']['w) se projette par pen l'action W de 
Z sur C* donnée par w: (k,z) E Z xC*~-----+ e2ik7rwz E C*. Les courbes elliptiques 'll'w et 

Cw = C* jw sont alors isomorphes. 

• Soit M la variété complexe C* x IHI. Un point de M sera repéré par ses coordonnées 
----( z, w) ; on utilisera ( w1 , w2 ) E lR x JR+ pour désigner la coordonnée w. On munit M du 

feuilletage holomorphe F dont les feuilles sont les sous-variétés complexes { C* x { w}} wEIHI. 

Une fonction c= et F-holomorphe est une fonction f : M ----+ c de classe c= par 

rapport au couple (z,w) et holomorphe enz. Une telle fonction admet un développement 
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de Laurent en z : 

f(z,w) = Lfp(w)zP 
pEZ 

où les fp sont des fonctions 0 00 en w et telles que, pour tout compact K xC CC* x lHI et 

tout entier naturels la série de Laurent L IIJPII~zP converge uniformément par rapport 
pEZ 

à z E K où: 

II!PIIk = max {sup 1 a ~:~ s2 (w)l} · 
B1+s2$B wEC wl w2 

Cette condition traduit la régularité "être de classe 0 00 et F-holomorphe" dans l'espace 

1-l;:(M). 

• Soit r..p : w f---+ w' = :;$~ un biholomorphisme non trivial de lHI (où ( ~ ~) est un 

élément de SL(2, JR) ). L'application : 

<P : (p, (z, w)) E Z x C* x lHI f---+ ( e-iprp(w) z, w) E C* x lHI 

est une action holomorphe, libre et propre de Z sur M. Elle préserve le feuilletage F (elle 
préserve même chaque feuille individuellement). L'espace quotient M = C* xlHI/<P est alors 

muni d'une structure de variété complexe de dimension 2. On note :F le feuilletage sur M 

induit par F ; il est de dimension 1 et ses feuilles sont toutes des courbes elliptiques 'Ir w dont 
la structure complexe varie en fonction de w E lHI. Deux feuilles 'll'w et 'Ir( sont isomorphes 
si, et seulement si, il existe une matrice B E SL(2, Z) telle que r..p(() = Br..p(w). La classe 

d'isomorphie d'une feuille est donc un ensemble dénombrable. Ce feuilletage complexe 
n'est donc même pas une fibration complexe localement triviale. Mais différentiablement, 
:F n'est rien d'autre qu'un produit. 

2.2. Théorème. L'espace vectoriel de cohomologie H~1 (M) est un module libre de rang 1 
sur l'anneau C00 (1HI) des fonctions 0 00 sur lHI. 

Démonstration. Comme le feuilletage F est un produit complexe de lHI par C* qui est un 
ouvert de C (donc une variété de Stein), pour tout q ;::: 1, on a : 

(III.3) 

D'après (II.8) on a H~1 (M) = H 1 (Z, 1-l;:(M)) où 'HJ(M) est vu comme Z-module via 
l'action : 

(p, f) E z x 1-l;:(M) f---+ f 0 'p E 1-l;:(M) 

où 1(z, w) = (e-irp(w) z, w). Ce qui nous amène donc à résoudre l'équation cohomologique 

discrète : 

Étant donnée gE 1-l;:(M) existe-t-il fE 1-l;:(M) telle que f- f o 1 = g? 
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Pour ce faire, nous utiliserons les développements de Laurent respectivement de f et g : 

f(z,w) = Lfp(w)zP 
pEZ 

et g(z,w) = L9p(w)zP. 
pEZ 

Au niveau des coefficients fp et gp, l'équation f- f O"f = g est alors équivalente au système 
suivant : 

(1- e-ip<p(w))fp(w) = gp(w) pour p E Z. 

Une condition nécessaire d'existence d'une solution est que la fonction g0 soit identiquement 
nulle. Nous allons montrer qu'elle est aussi suffisante. Supposons cette condition remplie. 
On pose alors : 

fp(w) = { O Yp(w) 
1-e ip<p(w) 

si p = 0 
si p #O. 

Reste à montrer que la collection de fonctions (fp)pEZ définit bien une fonction fE 1-l;:(M) . 
• 1 ~ 

On a le-tp<p(w) 1 = epw2 = e ~. D'où : 

Par suite: 
1 1 

Il- e-ip<p(w)l $1 ~ ~· 1- elcw+dl 

On voit aussi facilement que : 

1
. 1 
Iml ~-~=0 p-++oo 1-e~ 

et 
lim 1 ~~ =1. p-->-oo 1 - e lcw+dl 

Soit K x C un compact de C* x IHI. Alors comme la fonction : 

1 
w 1----t 1 ~, 1- elcw+dl 

est en plus continue, il existe c5 > 0 tel que, pour tout p E Z* et tout w E C on ait 

lfp(w)l $ c5lgp(w)l. Il en résulte que la série L fp(w) zP converge uniformément sur K xC 
pEZ* 

car la série L gp(w) zP y est uniformément convergente. 
pEZ* 

En utilisant le fait que g E 1i;:(M) et en suivant le même type de raisonnement, on 
montre facilement que, pour tout compact K x C c CC* x IHI et tout entier naturel s la 
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sérieL IIJPII~zP converge uniformément par rapport à z E K. Ce qui établit le fait que 
pEZ 

fE 7-l?(M). 
L'image de l'opérateur f E 7-f.?(M) ~ (f- f o 'Y) E 7-f.Ê(M) est donc exactement 

le noyau de l'application linéaire continue surjective g E 'H?(M) ~ 90 E C00 (IHI:). Il en 
résulte que l'espace HJ:;1 (M) = H 1 (Z, 1-l?(M)) est un module libre sur C 00 (1HJ:) engendré 
par la fonction constante égale à 1. ô 

3. Feuilletage complexe de Reeb sur § 4 x § 1 

C'est un feuilletage complexe de dimension 2 non kahlérien sur la variété de Hopf § 4 x § 1 . 

Du point de vue réel, c'est le feuilletage (de codimension 1) affine de Reeb. 

3.1. Construction du feuilletage 

On considère la variété M = ( C2 x lR) \ { 0} ; les coordonnées d'un point courant seront 
notées (z11 z2 , t). On la munit de son feuilletage complexe canonique qu'on notera F i.e. 
celui défini par l'équation dt= 0 dont les feuilles sont toutes des C2 sauf celle passant par 
0 qui est un C2 \ {0}. Soient >. E]O, 1[ et r le groupe engendré par le difféomorphisme 
'Y de M défini par ')'(z11 z2 , t) = (>.z1, >.z2 , >.t) ; comme 'Y est un automorphisme de F et 
que l'action de r est libre et propre, F induit un feuilletage F complexe de dimension 2 

sur la variété quotient M = M jr. Il existe un difféomorphisme analytique réel (via les 

coordonnées sphériques) <P : M ---+ § 4 x R+ tel que le diagramme suivant commute : 

CT 
---+ 

où a(w,t) = (w,>.t). Ceci montre que M est analytiquement difféomorphe à la variété de 

Hopf § 4 x § 1 . Les feuilles de F sont toutes holomorphiquement équivalentes à C2 sauf celle 
qui provient de C2 \ {0} qui est équivalente à la surface de Hopf § 3 x § 1 ; le feuilletage F 
ne saurait donc être kahlérien. 

Pour avoir une idée de la structure géométrique de ce feuilletage, voici un dessin qui 
donne un morceau de son analogue sur § 2 x § 1 : 

Fig. 2 
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3.2. Les espaces Hf!.:.*(M) 
:F 

En degré*= 0 

• Un élément de Hf!.:.0 (M) est une fonction l(z11 z2, t) qui est 0 00 et holomorphe en 
:F 

(zb z2) pour tout (zb z2) tel que (z1, z2, t) =f: (0, 0, 0). D'après le théorème de Hartogs (voir 

[Hor] par exemple) et un raisonnement élémentaire utilisant la formule de Cauchy, 1 se 

prolonge à C2 x :IR en une fonction 0 00 et F-holomorphe. Donc Hj0 (M) = 'HF(C2 x JR). 
Une fonction 1 E 'HF(C2 x JR) s'écrit : 

l(zb z2, t) = L am1 m 2 (t)z;n1 z;n2 

m1EN 
m2EN 

où les am1 m 2 sont des fonctions 0 00 telles que, pour tout compact K xC C C2 x :IR et tout 

entier naturel s la série L as~;m2 (t)z;n 1 z;n2 converge uniformément sur le compact 
.n1EN 
m2EN 

KxC. 

• On pose Uo = C xC x JR* et, pour i = 1, 2, on note Ui l'ouvert de M tel que 

Zï =f: 0 ; U = {Uo, U11 U2} est un recouvrement ouvert de M. Les ouverts U1 et U2 sont 

respectivement égaux à C* x C x lR et C x C* x R On a : 

et: 

Uo12 = Uo n U1 n U2 = C* x C* x R*. 

Les feuilletages :Fo, F 11 F 2, F 011 F 02 , F 12 et F 012 induits respectivement sur les ouverts 

Uo, U11 U2, Uo1 Uo2, U12 et Uo12 sont des produits de variétés de Stein par lR ou par R*. 
On a donc, pour * ;::: 1 : 

Hf!.:.*(Uo) = 0, 
:Fo 

et 

Hf!:.* (Uo12) =O. 
Fo12 

Le recouvrement U = {U0 , U1, U2} est alors de Leray; il permet de calculer la cohomologie 

Hf!.:.*(M). Pour * = 0, les espaces Hf!.:.0 (U0 ), Hf!.:.0 (U1 ), Hf!.:.0 (U2), Hf!.:.0 (U01), Hf!.:.0 (Uo2), .r Fo :F1 :F2 :Fo1 Fo2 

Hf!.:.0 (U12) et Hf!.:.0 (U012 ) sont respectivement égaux aux suivants : 
:F12 Fo12 

'HF
0
(Uo) ={fonctions F1-holomorphes sur Uo} = { L am1 m 2 (t)z;n1 z;n2

} 

m1EN 
m2EN 
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1tF
1
(Ul) ={fonctions }\-holomorphes sur U1} = { L bm1m2 (t)z~1 z~2 } 

m1EZ 
m2EN 

1tF2(U2) ={fonctions F2-holomorphes sur U2} = { L Cm1m2 (t)z~1 z~2 } 
m1EN 
m2EZ 

1tF01 (Uol) ={fonctions Fol-holomorphes sur Um} = { L Œm1m2 (t)z;:n 1 z~2 } 
m1EZ 
m2EN 

1t:F
02

(Uo2) ={fonctions Fo2-holomorphes sur Uo2} = { L .Bm1 m2 (t)z;:n 1 z~2 } 
m1EN 
m2EZ 

1tF12(U12) ={fonctions F12-holomorphes sur u12} = { L 'Ymlm2(t)z;:n1 z~2 } 
m1EZ 
>n2EZ 

1t:i012 (Uoi2) ={fonctions Fo12-holomorphes sur Uo12} = { L dm1m2 (t)z~1 Z~2 } 
""'lEZ 
m2EZ 

où am1m2, Œm1m2 , .Bm1m2 et dm1m2 sont des fonctions C 00 sur R* et bm1m2 , Cm1m2 et 'Ym1m2 
sont des fonctions C 00 sur R et les séries en question doivent converger uniformément sur 

tout compact ainsi que toutes leurs dérivées par rapport à t. Comme le recouvrement 

U = {Uo, U1, U2} est constitué de trois ouverts, on a Ui1 n · · · n Uiq = 0 pour q 2:: 4. Pour 
Ok~ 

k 2:: 3, tous les k-cocycles sont donc nuls ; ce qui donne H j (M) = 0 pour k 2:: 3. 

En degré*= 1 

Un 1-cocycle sur le recouvrement U à valeurs dans le faisceau 1-lF est la donnée d'un 

triplet (!12, /o2, /01) avec /12 E 1-l;;:: (UI2), /o2 E 1-l;;:: (Uo2) et /01 E 1-l;;:: (Uoi) tel que .r12 .ro2 .ro1 
/12 - !o2 + foi = 0 sur Uo12 ; il sera un cobord s'il existe un triplet (Jo, fi, h) avec 

fo E 1t:io (Uo), fi E 1t:F
1 

(U1) et h E 1tF2 (U2) tel que : 

(S) { 
h- fi= ii2 
h- fo = fo2 
II- fo = !01· 

51 



En remplaçant chacune de ces fonctions par son développement en série entière, ce système 
se transforme en le suivant : 

(S') L Cm1m2 (t)z~1 Z~2 - L am1m2 (t)z~1 Z~2 = L .Bm1m2 (t)z~1 Z~2 

m1EN m1EN m1EN 
m2 EZ "'2 EN m2 EZ 

Les fonctions Œm1 m 2 , .Bm1 m 2 et lm1 m 2 vérifient (là où elles sont définies) la relation suivante 
qui vient du fait que (!12, / 02 , / 01 ) est un cocycle : 

Cette relation se simplifie suivant la position du couple (mb m2) dans le réseau Z x Z. 
Plus précisément, on aura ce qui suit : 

(S") 

i) Si m1 2': 0 et m2 2': 0, on a /m1m 2 - .Bm1m 2 +am1m 2 =O. Le système devient alors: 

{ 

Cm1m2- bm1m2 = lm1m2 

Cm1 m2 - am1 m2 = .Bm1 m2 

bml m2 - am1 m2 = Œm1 m2 

et a une solution particulière am1 m 2 = -Œm1 m 2 , bm1 m 2 = 0 et Cm1 m 2 = /m1 m 2 · 

ii) Si m1 2': 0 et m2 < 0 alors Œm1m 2 = 0, am1m 2 = 0 et bm1m 2 = 0 et l'équation se 
réduit à lm1 m 2 - .Bm1 m 2 = O. Ceci force alors la fonction .Bm1 m 2 à être c= sur lR tout 
entier (a priori elle ne l'était que sur JR*). Le système devient alors : 

{ 
Cm1m2: lm1m2 

Cm1 m2 - .Bm1 m2 

On a une solution (am1m 2 ,bm1m 2 ,Cm1m 2 ) avec bm1m 2 = am1m 2 = 0 et Cm1m 2 = /m1m 2 -

.Bmlm2· 

iii) Si m1 < 0 et m2 2': 0 alors .Bm1m 2 = 0, am1m 2 = 0 et Cm1m 2 = 0 et l'équation se 

réduit à lmlm2 + Œmlm2 = o. Ceci force alors la fonction Œmlm2 à être c= sur lR tout 
entier (a priori elle ne l'était que sur JR*). Le système devient alors : 
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On a une solution (amlm2,bmlm2,Cmlm2) en posant bmlm2 = Omlm2 = -')'mlffi2" 

iv) .Si m1 < 0 et m2 < 0, Om1 m 2 = 0 et f3m 1 m 2 = 0 ; l'équation et le système (S") 
deviennent '"Ym1 m 2 = O. C'est la condition nécessaire et suffisante pour que le système 

admette une solution (am1 m 21 bm1 m 2 , Cm1m 2 ). 

Conclusion 

Le 1-cocycle (!12,fo2,fm) où !12 = L '"Ym 1m2 (t)z;n1 Z~2 , fo2 = L f3m1m2 (t)z;n1 Z~2 et 
m1EZ m1EN 
mzEZ =zEZ 

fm= L Om1m2 (t)z;n1 z~2 est un cobord si et seulement si L '"Ym1m2 (t)z;n1 z~2 =O. 
m1EZ Tnl<O 
m2EN m2<0 

On en déduit alors que Hj1(M) = { L '?!;n;i!)} où les fonctions 'Ym1 m 2 sont de 
""lEN* 1 2 
m2EN* 

classe 0 00 sur 1R et telles que la série ~ ~~ m~ t) converge uniformément sur tout L- z lz 2 
mlEN* 1 2 
m2EN* 

compact ainsi que toutes les dérivées par rapport à t. 

En degré*= 2 

On se donne une 2-cochaîne fo12; c'est une fonction F-holomorphe sur l'ouvert Uo12 = 
C* xC* x JR* et qui s'écrit donc sous la forme : 

fo12(z1, z2, t) = L dm1 m2 (t)z;n1 Z~2 

m1EZ 
m2EZ 

où les dm1 m2 sont des éléments de 0 00 (JR*) tels que la série en question et toutes ses dérivées 

par rapport à t convergent uniformément sur tout compact (de U012 bien sûr). Comme le 

recouvrement ne contient que trois ouverts, toute 4-intersection est vide et donc f 012 est 

un cocycle. C'est un cobord s'il existe une 1-cochaîne U12, fo2, fm) avec !12 E ?t;;: (U12), 
.r12 

fo2 E ?t;;: (Uo2) et fm E ?t;;: (Um) telle que !I2 - fo2 +fm = fo12 sur Uo12· Rappelons 
.ro2 .ro1 

que: 

et 

f12(z1, z2, t) = L lm1 m 2 (t)z;n1 z~2 

m1EZ 
m2EZ 

fo2(z1, z2, t) = L f3m 1 m 2 (t)z;n1 Z~2 

m1EN 
1n2EZ 

fo1(z~,z2,t) = L Œm1m2 (t)z;n 1 z~2 

m1EZ 
m2EN 

53 



où Œm1 m 2 et /3m1 m 2 sont des éléments de C 00 (R*) et "fm1 m 2 est un élément de C 00 (R) et tels 

que les séries en question et toutes leurs dérivées par rapport à t convergent uniformément 

sur tout compact (de l'ouvert où elles sont définies). L'équation à résoudre !12- fo2+ fo1 = 

!012 donne alors le système: 

pour m1, m2 E Z. 

Examinons maintenant ce qui se passe suivant la position du point (m1, m2) dans le réseau 

Z x Z. Cela va permettre de dire dans quelles conditions on peut résoudre ce système. 

i) Si m1 2:: 0 et m2 2:: 0, l'équation reste la même 'Ym1 m 2 - /3m1 m 2 + Œm1 m 2 = dm1 m2· 

Elle a une solution : /3m1 m 2 quelconque, 'Ym1 m 2 = f3m 1 m 2 et Œm1 m 2 = dm1 m 2 • 

ii) Si m1 2:: 0 et m2 < 0, Œm1 m 2 = 0 et l'équation devient 'Ym1 m 2 - f3m 1 m 2 = dm1 m 2 • 

Elle a une solution "fm1m 2 = 0, /3m 1 m 2 = -dm1 m 2 • 

iii) Si m1 < 0 et m2 2:: 0, f3m 1 m 2 = 0 et l'équation devient 'Ym1 m 2 + Œm1 m 2 = dm1 m 2 • 

Elle a une solution 'Ym1 m 2 = 0, Œm1 m 2 = dm1 m 2 • 

iv) Si m1 < 0 et m2 < 0, Œm1 m 2 = 0 et f3m1 m 2 = 0 et l'équation se réduit à l'égalité 

'Ym1 m 2 = dm1m 2 • Comme 'Ym1 m 2 E C00 (1R) et dm1 m 2 E C00 (IR*), l'équation n'a de solution 

que si, et seulement si, la fonction dm1 m 2 s'étend en un élément de C00 (IR) i.e. dm1 m 2 est 

dans l'image de l'application restriction p: C 00 (IR) ----> C00 (IR*) ; ceci n'est pas toujours le 

cas. Mais cette exigence nous permettra de décrire d'abord l'espace H 2 (M, 'HF) nécessaire 

à la description de H 2(M, 'HF)· C'est ce que nous allons faire dans ce qui suit. 

Considérons les espaces de Fréchet C 00 (IR) et C 00 (IR*) des fonctions complexes de 

classe 0 00 respectivement sur IR et son ouvert IR*. L'application restriction : 

est injective et permet d'identifier C00 (R) à un sous-espace de G00 (IR*). Le difféomorphisme 

a : t E IR ~------+ >..t E IR préserve l'ouvert IR*. Il permet de définir des actions de Z sur les 

espaces C00 (IR) et G00 (IR*) : 

et 

qui deviennent donc des Z-modules. On note vV l'espace quotient C 00 (IR*)/C00 (R) et 

1r: C 00 (IR*) ------+ W la projection canonique. Comme C 00 (IR) n'est pas un idéal de l'anneau 

C00 (IR*), W n'est malheureusement qu'un espace vectoriel et ne possède pas de structure 
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d'anneau induite par celle de C00 (IR*). Comme l'action de Z sur C00 (lR*) laisse stable 

000 (1~.), elle induit une action sur W qui devient aussi un Z-module. On a une suite 
exacte de Z-modules : 

On prend la cohomologie du groupe discret Z à valeurs dans chacun de ces Z-modules et 
on obtient une suite exacte longue de cohomologie : 

·0 0 

0---+ H0('Z, C00 (JR)) ~ H0 (Z, C00 (l~*)) ~ H0 (Z, W) ~ 

·1 1 

~ H 1 (Z,C00 (JR)) ~ H 1 (Z,C00 (1R*)) ~ H 1 (Z, W)---+ o 

où c est l'homomorphisme de connexion habituel. Cette suite s'arrête aux termes du 
premier degré car la cohomologie de Z (à valeurs dans n'importe quel module) est toujours 
nulle en degré supérieur ou égal à 2. Nous allons calculer explicitement les différents espaces 
qui y interviennent. 

• L'espace H 0 (Z, C00 (IR)) est constitué des fonctions f E C 00 (IR) invariantes par a 
i.e. telles que f(>.t) = f(t) pour tout t E IR ; ce sont donc les constantes. Par suite 

H0 (Z, C00 (IR)) = C. 

• L'espace H 0 (Z,C00 (IR*)) est constitué des fonctions f E C00 (IR*) invariantes par 
a i.e. telles que f(>.t) = f(t) pour tout t E IR*. Comme les actions de Z sur IR+ et 

IR~ engendrées respectivement par t E IR+ ~-----+ >.t E IR+ et t E IR~ J---? >.t E IR~ sont 
conjuguées (via la fonction logarithme) à l'action de Z sur IR engendrée par la translation 

t E IR J---? t + 1 E IR, l'espace des fonctions a-invariantes sur IR* s'identifie à la somme 
directe de deux copies de l'espace des fonctions complexes C 00 et 1-périodiques sur IR donc 

à la somme directe de deux copies de l'espace C00 (§1 ) des fonctions complexes C00 sur 
le cercle § 1 = IR/Z. On le notera V ; on a ainsi V = C 00 (§1) EB C00 (§1 ). On a une 
application linéaire continue I: fE V J---? J; f(t)dt E C. On notera Vo son noyau. D'où 
une décomposition en somme directe V = V0 EB ( C 01) où 1 est la fonction constante égale 
à 1 sur IR*. 

• On rappelle que, pour tout espace vectoriel E muni d'une action de Z engendrée par 
un automorphisme a: E---+ E, H1 (Z, E) = Ej(f- af) où(!- af) est le sous-espace de 
E engendré par les éléments de la forme f-a f avec f parcourant E. Dans notre situation 
H 1 (Z, C 00 (IR)) est le quotient de C 00 (IR) par le sous-espace engendré par les fonctions 
gE C 00 (IR) de la forme g = f- f o a. Nous sommes donc amenés à résoudre l'équation 

fonctionnelle: étant donnée gE C00 (IR), existe-t-il fE C00 (IR.) telle que g(t) = f(t)- f(>.t) 
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pour tout t E R Une condition nécessaire est g(O) = O. En fait, elle est suffisante ; la 

solution est donnée par la série (convergente pour la topologie 0 00
) : 

00 

f(t) = L g()..nt). 
n=O 

Par suite le sous-espace (! - u f) est exactement le noyau de la forme linéaire continue 

g E C 00 (:IR) ~----+ g(O) E Cet donc H 1 (Z, C00 (:1R)) est isomorphe à C et est représenté par 

les fonctions constantes. 

• L'action de Z sur JR* viau est libre et propre; le quotient est la somme disjointe de 

deux copies du cercle § 1 . Comme JR* est acyclique (en cohomologie réelle), on a: 

où C00 (lR*) est le faisceau des germes de fonctions complexes 0 00 sur JR*. (La première 

égalité découle de la dégénérescence au deuxième terme de la suite spectrale associée au 
revêtement Z ___.... JR* ___.... JR* jZ.) 

Dans la suite exacte en cohomologie, les applications j~ et jz sont données respective

ment par j~(a) = a (fonction constante égale à a) et jz(b) = (b, b). L'application jz est 

donc injective; par suite l'homomorphisme de connexion c est l'application nulle. La suite 

exacte se partage donc en deux sous-suites exactes courtes : 

·0 0 

0 ----)> c ~ v ~ wu ----)> 0 

(Ici wu est l'espace H 0 (Z, W) qui est constitué des invariants de W par l'action de Z 

induite par a.) De ces deux suites exactes on déduit que wu = V/C::: V0 et H 1 (Z, W)::: C. 

• Soit 8* l'espace des fonctions 0 00 et F-holomorphes sur l'ouvert Uo12 = C* xC* xlR* 

et qui s'écrivent : 

j(z1, z2, t) = L 
m1,m2EN* 

où 'Ym1m 2 E C 00 (lR*) avec les conditions de convergence 0 00 habituelles. Il contient l'espace 

8 des fonctions coo et F-holomorphes sur l'ouvert U012 = C* xC* x lR et qui s'écrivent sous 

la même forme mais cette fois-ci 'Ym1 m 2 E 0 00 (JR) (avec aussi les conditions de convergence 

coo habituelles). On a donc une injection e <-tE>* et le quotientE>* /E> s'identifie à l'espace 

vectoriel de cohomologie H 2 (M, 1-f.;). Ses éléments peuvent s'interpréter comme des séries 

L 'Ym1 m 2 ( t) dont les coefficients sont dans le groupe W. 0 
zrlz~2 

m1,m2EN* 
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Reprenons maintenant le difféomorphisme a : t ~-----+ Àt E R qui définit comme nous 

l'avons vu une action de Z sur l'espace de Fréchet C00 (R). Celle-ci induit une action (qu'on 

notera encore a) de Z sur l'espace : 

donnée par a(!) ( Zt, z2, t) = 
m1EN* 
m2EN* 

Z-module qu'on notera L (pour simplifier les notations dans les calculs qui vont suivre). 

Posons Â = H 2 (M, 1t;) = 9* /9. On a une action de Z sur Â induite par l'automor
phisme du feuilletage F: 1: (zt, z2, t) E M ~-----+ (Àz1 , Àz2, Àt) EMet ses restrictions aux 
divers ouverts invariants : 

où, pour f E 9*, [/] désigne sa classe d'équivalence dans Â. On notera Â 'Y le sous-espace 

de Â dont les éléments sont les 'Y-invariants. Bien entendu, un élément de Â 'Y est représenté 

par une fonction f(zl,Z2,t) = L '~;n~~) avec 'Ymlm2 E c=(JR*) telle que If- f 
m1,m2EN* zl z2 

représente la classe nulle dans Â i.e., pour tout (m1,m2) E N*2
, la fonction ::Ym1m2 définie 

par: 
- () 'Ym1m2(t) () 
'Ym1m2 t = Àm1+m2 - 'Ym1m2 t 

est dans l'image de la restriction p: C00 (R*) ---t C00 (R). On a finalement le : 

3.3. Théorème. On a : 

HJ;*(M) = 

où, pour tout (m1, m2) E N* x N*, les Cm1 m 2 sont des constantes complexes telles que la 
tm1+m2 

série """ Cm1m2 m1 m
2 

converge uniformément sur tout compact de C* xC* x R. 
~ z z2 m1 EN* 1 

m2EN* 
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Démonstmtion. Pour des raisons évidentes de degré, Hq(M, 'H:F) = 0 pour q? 3. Reste à 
calculer seulement Hq(M, 'H:F) = 0 pour 0:::; q:::; 2. 

On a un revêtement feuilleté 1r: M---t M de grouper~ Z engendré par l'automor-- - ~ 

phisme "Y du feuilletage :F. Le faisceau ri; des germes de fonctions .F-holomorphes sur M 

est le relevé par 1r du faisceau 'H:F des germes de fonctions .F-holomorphes sur M. On a 
alors une suite spectrale de terme : 

et convergeant vers HJ;.*(M). Commer = Z, la différentielle d2 : E~q ---t E~+2,q-l est 

nulle et donc la suite stationne déjà au terme E2 . Ce qui nous donne, pour tout i EN : 

HJ;.t ( M) = E9 E~q. 
p+q=l 

De façon plus précise : 

HJ;.0 (M) =Ego= H0 (f,H0 (M, 'H;)) =Eu= {éléments de 'H;(M) invariants par "Y} 

HJ;.1 (M) = Eg1 EB Ei0 = H 0 (f, H 1 (M, 'H;)) EB H 1 (r, H 0 (M, 'H;)) 

c'est-à-dire : 

HJ;. 1 (M) ={éléments deL invariants paru} EB H 1 (r, 'H;(M)). 

De même: 

Ici on a utilisé le fait que E~0 = H 2 (r, H 0 (M, 'li;)) = 0 car le grouper est isomorphe à 
z. Mais H 0(f, H 2 (M, 1-l;)) n'est rien d'autre que l'espace des invariants de H 2(M, 1-l;) 
par l'automorphisme induit par le difféomorphisme : 

que nous allons calculer de façon précise. 

En degré*= 0 

Rappelons qu'on a l'égalité 'H;(M) = 7i;(C2 x IR). Il est alors clair que toute fonction 
f E 1i ;( C2 x lR) invariante par "Y est constante ; d'où HJ;.0 

( M) = C engendré par la fonction 

constante égale à 1. 
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En degré*= 1 

Donner explicitement l'espace Hc;,1 (M), revient à calculer H 1 (Z, 1t;(C2 x R)) et les 

éléments de H?.:-1 (M) = { " 'Y~m2~t)} invariants par CJ. 
~ ~ z lz 2 

m 1 eN* 1 2 
m2EN* 

• L'espace H 1 (Z, 1t;(C2 x R)) 

On sait qu'il s'identifie canoniquement au conoyau de l'opérateur linéaire (et continu) 

8 : 1t;(C2 x R) -- 1t;(C2 x~) défini par 8(!) = f- f o 'Y· Cela revient à se donner 

g E 1t;(C2 x R) et à chercher f E 1t;(C2 x~) telle que, pour tout (z17 z2 , t) E C2 x R, on 
ait: 

Une condition nécessaire pour que cette équation cohomologique ait une solution est que 

g(O, 0, 0) = O. On va la supposer remplie. On a alors une solution formelle : 

00 

j(ZI,Z2,t) = Lg(ÀkZl,ÀkZ2,Àkt). 
k=O 

La "dérivée" (formelle) d'ordres E .N* en t s'écrit : 

Soient R > 0 et K la boule fermée de centre l'origine et de rayon R de C2 x R ; alors, 

comme Àks tend vers 0 quand k ~ +oo, la famille ~(Àkz1 ,Àkz2 ,Àkt) y est bornée par 

une constante C > 0 indépendante de k. On a donc: 

Toutes les séries dérivées f Àks:: (Àk z17 Àk z2 , À kt) convergent uniformément sur tout 
k=O 

compact; comme la série elle-même converge au point 0, elle converge finalement (au sens 

de ce qu'il faut) vers une fonction f E 1t;(C2 x R) solution d~ l'équation f- f o 'Y= g. 

L'image de l'opérateur 8 est donc le noyau de la fonctionnelle F-analytique: 

Ceci montre que l'espace vectoriel H 1 (Z, 1t:;(C2 x R)) est isomorphe à Cet est engendré 

par la fonction constante égale à 1. 
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• Les invariants de Hf!.} ( M) 
:F 

On doit chercher les éléments de H3J ( M) = { L <Pz~::~:) } qui sont invariants 
mlEN* 1 2 
m2EN* 

par l'action de a donnée par : 

De tels éléments doivent satisfaire la condition d'invariance : 

Posons k = m1 +m2 et cherchons les fonctions complexes 4> E C00 (1R) qui vérifient </>(>..t) = 
>..k<f>(t). De façon évidente la fonction b(t) = tk vérifie la condition b(>..t) = >..kb(t). Soit 

</> E C00 (lR) une autre fonction vérifiant la même condition ; alors, pour t =/= 0, la fonction 

1/J(t) = ~~) vérifie 1/J(>..t) = 1/J(t). On doit avoir <f>(t) = 1/J(t)tk avec 1/J définie sur JR* et telle 

que 1/J(>..t) = '1/J(t). Soit ê > 0 assez petit et développons 4> en série de Taylor sur l'ouvert 

U=] -ê,+ê[: 

..t.(k-1) (0) ..t.(k) (0) 
</>(t) = 4>(0) + 4>'(0)t + ... + '+' tk-l + '+' tk + ... 

(k- 1)! k! 

Comme la fonction q,t~) est bornée sur U* =] - ê, +ê [\ { 0} (car coïncide sur ] 0, ê [ avec '1/J 
qui est invariante par l'homothétie t E]O, +oo[~ >..t E]O, +oo[), on a forcément <f>Ci)(O) = 0 

pour i = 0, 1, · · ·, k- 1. Par suite <f>(t) = tk'lj;(t) sur U. La fonction 1/J est donc en fait 

définie sur U ; comme elle vérifie 1/J(>..t) = 1/J(t) elle est constante. Par suite 4> est un 

multiple par une constante de la fonction b( t) = tk. On en déduit que le sous-espace des 

. . 0 1 ~ { ~ tm1 +m2 } . 
mvanants de H j (M) est ~ Cm1 m 2 zm 1 zm2 • Ce qm donne : 

mlEN* 1 2 
m2EN* 

tm1+m2 
où les coefficients Cm1 m 2 sont des constantes telles que la série ~ Cm1 m 2 m m converge 

~ zl lz2 2 

uniformément sur tout compact. 
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En degré*= 2 

Comme précédemment, Ei1 est l'espace H 1 (7l, L) et qu'on ne sait pas déterminer 
explicitement pour l'instant ! L'espace E~2 = H 0 (7l, H 2 (M, 'HF)) n'est rien d'autre que 
fl."Y i.e. celui des éléments de À= H2(M, 'HF) = 8* /8 invariants par "Y et qu'on a déjà 
décrit. 

Ceci termine la démonstration du théorème et donc presque totalement le calcul de 
la cohomologie de Dolbeault feuilletée pour le feuilletage complexe affine de Reeb sur la 
variété de Hopf § 4 x § 1 . <> 
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CHAPITRE IV 

FEUILLETAGE COMPLEXE SUR 
LE TORE HYPERBOLIQUE 

Cet exemple est extrêmement intéressant par la richesse de sa dynamique. Une 

grande partie du travail a consisté d'abord à dévisser sa structure géométrique 

et analytique pour pouvoir ensuite s'attaquer à la résolution proprement dite du 

problème du a:F et la détermination des fonctionnelles F-analytiques. 

1. Construction du feuilletage complexe 

On va d'abord construire la variété homogène ']I'~+l, son feuilletage complexe F et les divers 

espaces fonctionnels qui serviront dans les calculs et à 1 'investigation de la cohomologie de 
Dolbeault feuilletée H~* (':JI'~+l) ainsi que d'autres invariants rattachés à ce feuilletage 
complexe. 

1.1. La variété homogène ']I'~+l 

Soient n ;:::: 2 et A E SL( n, Z) une matrice diagonalisable sur lR ayant toutes ses valeurs 

propres ..\11 • · ·, Àn positives et toutes différentes de 1 (on dit qu'elle est hyperbolique). On 
note v1, · · · , Vn des vecteurs propres unitaires associés respectivement à À1, · · · , Àn. (Les 
composantes de Vi seront notées (Ki,···, K~).) Pour chaque t E JR, on peut calculer la 
puissance tème At de A ; on obtient une action : 

qui permet de construire le produit semi-direct G = JRn ~A lR ; G est un groupe de Lie 
1-connexe résoluble (non nilpotent) dans lequel f = zn ~A Z est un réseau cocompact. 
Le quotient G/f est une variété analytique réelle compacte notée 'JI'~+l qu'on appelle tore 

hyperbolique ; elle fibre sur le cercle § 1 avec fibre le tore 'JI'n. On vérifie facilement que les 
champs de vecteurs : 

Y=~ at et t t(.a .a) X·= À·V· =À· K~l- + ... +K~ --
~ ~ ~ ~ a na 

X1 Xn 

avec i = 1, · · ·, n induisent des champs sur 'JI'~+ 1 . Ils vérifient les relations de crochet : 
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Soit X l'un des champs X1, · • ·, Xn (X1 par exemple) de coordonnées (Kb · · ·, Kn) associé à 
À E { À1, · · · , Àn} ; on suppose À < 1 et donc v = ln À < O. Les champs X, Y engendrent un 
sous-fibré intégrable du fibré tangent à 'lf'~+l et définissent donc un feuilletage :F. En fait, 
:Fest aussi défini par le sous-groupe H de G, produit semi-direct de la direction propre 
E>.. = IRX par IR agissant (surE>.. bien sûr) par multiplication par Àt ; H est isomorphe au 

groupe affine GA (groupe des transformations affines préservant l'orientation de la droite 
réelle). L'une des propriétés remarquables du feuilletage :Fest qu'il est C00-stable [EN). 

On peut définir une structure presque complexe sur les feuilles de :F en posant 
J:F(X) =Y et J.r(Y) = -X. Comme leur dimension est 2, J.r est intégrable et confere 
à :F une structure complexe. On obtient donc un feuilletage complexe (']['~+1, :F). Les 
fibrés T 10 :F et T 01 :F sont respectivement engendrés par les champs Z = ~ (X - iY) et 
Z = ~ (X + iY) qui sont donnés exactement par les formules : 

Z=- À KI-+···+Kn-- -z-1[t( ô ô) .ô] 
2 ÔX1 ÔXn Ôt 

et 

Z=- À KI-+···+Kn-- +z-- 1[t( ô ô) .ô] 
2 ÔX1 ÔXn ôt 

Ces champs forment une base (Z, Z) du complexifié T:F®IC du fibré tangent au feuilletage; 

(Z, Z) admet pour base duale (w,w) où w et w sont les 1-formes feuilletées respectivement 
de type (1, 0) et de type (0, 1) données explicitement par : 

w = À-t(K1dx1 + · · · + Kndxn) + idt 

et 
W = À-t(K1dx1 + · · · + KndXn)- idt. 

La (1, 0)-forme w vérifie B.rw = - i~ w 1\ dt et n'est donc pas :F-holomorphe. Il n'y a en 

fait aucune 1-forme :F-holomorphe sur ('lf'~+l, :F) comme nous le verrons plus loin. Le 
complexe de Dolbeault feuilleté s'écrit : 

On a, de façon plus précise : 

no,*(']['n+l) = {C00 (1f'~+l) 
.r A c=('lf'~+l) ® w 

et l'opérateur B.r est défini par : 

(IV.1) - 1 [ t ( ôf ôf ) .ôf] -ô.rf=- À KI-+···+Kn- +z- ®w. 
2 ôx1 ÔXn ôt 
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1.2. Une description hiérarchique 

Pour simplifier, on pose G = Rn ><lA IR, M = 'lF x IR et M = 1':4+1
. Le groupe 

r = zn ><1 A Z est une extension scindée : 

La variété M est le quotient de G par l'action du sous-groupe ro (distingué dans r) à l'aide 

des difféomorphismes 'Ti : (xb · · ·, Xn, t) E G ~ (xb · · ·, Xi-1, Xi+ 1, Xi+b · · ·, Xn, t) E G 
pour i = 1, · · · , n. La variété M est obtenue comme quotient de M par l'action de 2: = Z 
engendrée par le difféomorphisme u: (x, t) E 1'n x IR---+ (Ax, t + 1) E 1'n x IR. 

- - -Le feuilletage :F sur G est un produit complexe : chaque feuille F de :F est holomor-
phiquement équivalente au groupe affine muni de la structure complexe invariante donnée 

par l'automorphisme JF qu'on a défini précédemment. Les flots des champs X2, · · ·, Xn 
engendrent un sous-groupe T isomorphe à JRn-l et on aG= F x T. Les difféomorphismes 

'TI,···, 'Tn sont en fait des éléments de Aut(G,F) et u est un élément de Aut(M,F). Pour 
chaque i = 1, · · · , n, on pose : 

G- =IR x··· x R x§1 x IR x··· x IR. ~ .__,_., .__,_., 
(i- 1) fois (n-i) fois 

Alors le quotient de G par le sous-groupe engendré par 'Ti est une variété M difféomorphe 
à ci x R Le feuilletage j est invariant par l'action de Ti et induit un feuilletage j?i 

sur "f:L qui est aussi un produit complexe : ses feuilles sont obtenues en multipliant par 

le facteur JR+ le flot linéaire en droites fermées de direction le champ xi et sont toutes 
holomorphiquement équivalentes à GA. Aussi bien pour ( G, F) que pour les feuilletages 
("};L, Fi) on a : 

Hj*(G) = { ~;:(G) et 

2. Les espaces de fonctions sur 1I'Â+1 

La forme volume J1 = dx A dt = dx1 A · · · A dxn A dt sur G = Rn ><1 A lR est invariante par 
l'action der= zn ><lAZ et induit donc une forme volume sur 1'Â+1

. 

2 .1. Les fonctions 

Une fonction sur 1I''A+l est une fonction sur G = Rn ><1 A lR invariante par r = zn ><1 A z. 
D'après ce qui précède, une telle fonction est identifiée à une fonction n-périodique, de 

période 1 en x1 , · · ·, Xn et invariante paru: (x, t) E 1I'n x IR~ (Ax, t + 1) E 1I'n x IR. i.e. 
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f(Ax, t + 1) = f(x, t) pour tout (x, t) E '.Irn x IR. On dira que fest intégrable ou L1 si elle 
est mesurable et si la quantité : 

{ lfldt-t = {
1 

( { If( x, t)ldx) dt 
JT';.+I Jo }yn 

est finie. Dans ce cas, f admet un développement de Fourier : 

L fm(t)e2i7r(m,x) 
me zn 

où les fm sont ses coefficients de Fourier donnés par les formules intégrales : 

fm(t) = { f(x, t)e-2i1r(m,x) dx. 
J.rn 

La condition d'invariance sur la fonction f se traduit au niveau des fm par la relation: 

(CI) fm(t + 1) = fBm(t) 

où B est la matrice transposée de A. En particulier fo est une fonction périodique de 
période 1 en t. Toute fonction L 1 sur 1I'A.+1 peut donc être regardée comme une fonction : 

f : (rn, t) E zn x lR t---t fm(t) E C 

où les valeurs fm(t) vérifient la condition (CI). Nous travaillerons de cette façon dans tout 
ce qui suit. 

2.2. Les différentes normes 

Pour chaque R E N*, notons CR le compact [-R, R]. La suite ( CR)REN* est croissante 

et recouvre JR. Il est bien connu que, pour tout (r, s) E N2 , tout RE N* et toute fonction 
f E C00 ('.Irn x JR), les quantités suivantes existent : 

et llfll~s = lfol~oo + L lmnfml~oo· 
mEZn\{0} 

Alors Il ll~s est une semi-norme sur C00 ('.Irn x JR) et la famille (Il ll~s) (indexée parr, set 
R) y définit la topologie c=. Pour tout .e EN, Il llf = L Il ll~s est une semi-norme 

sur C00 ('.Irn x JR). 
Sur 1 'espace c= (1I'A.+ 1), considéré comme le sous-espace des fonctions de c= (1I'n x lR) 

vérifiant la condition (CI), il suffit de considérer les normes : 

(IV.2) llflfr,s = lfols,oo + L lmr!fmls,oo et Il lit= L Il llr,s 

66 



où: 

l
d

8

fm 1 lfmls,co = SUp -dtB (t) • 
tE(O,l) 

Pour chaque f E N, on note we le complété de (eco("r~+1 ), Il Ile). Il n'est pas difficile 
d'établir les assertions qui suivent : 

i) La suite {We}eeN est décroissante et chaque injection je : we <--+ we-l est un 
opérateur compact. 

ii) On a n we = eco ('f~+l ). L'assertion ii) signifie qu'une fonction f : 'f~+l ----+ C 
fEN 

est eco si, et seulement si, pour tout ( r, s) E N2 on a : 

L lmnfmls,co < +oo. 
mezn\{0} 

La matrice B agit linéairement sur le réseau zn. Soit A une partie de zn contenant 

un et un seul représentant de chaque orbite de cette action. L'orbite de 0 est réduite à 
{0}. Il est clair qu'on a une partition : 

zn= U {Bjm: jE Z}. 
mE A 

Pour tout m E A, soit Vm le sous-espace de eco('f~+l) engendré par la famille de 

fonctions {eBim: jE Z} i.e. toutes les fonctions fE eco('fA+1) qui s'écrivent: 

f = LfBimeBim· 
jEZ 

L'espace V0 est constitué des fonctions qui ne dépendent que de la variable tet périodiques 

de période 1. Nous avons une décomposition en somme directe: 

eco('f~+l) = EB Vm. 
mE A 

3. Formulation du problème du B:r: 

Dans notre situation précise, nous allons nous intéresser au complexe différentiel de Dol

beault feuilleté pour p = O. 

3.1. L'opérateur B:r: 
Comme le feuilletage :Fest de dimension (complexe) égale à 1, le complexe différentiel 

en question s'écrit : 
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où l'opérateur 8:;: est donné de façon exacte par la formule : 

:;:/=- >. Kl-+···+Kn- +z- ®w. -ô 1 [ t ( âf âf ) .âf] -
2 âx1 ÔXn ât 

Le feuilletage :F étant de dimension (complexe) 1, les espaces H~q('lr~/1 ) sont triviaux 

pour q ;::: 2. Les feuilles étant denses, d'après la proposition 11.3.8, l'espace H~0 (1r'A+1 ) 
est isomorphe à C. Le problème se réduit uniquement à la détermination de H~1 (1r'A+ 1 ) 
et de son séparé associé Et; 1 

('lr'A+ 1 ). Il consiste à se donner a = g ® w E n~ 1 (TA+ 1 ) et à 
trouver f dans l'espace: 

n~o ('lr'A+l) = coo ('lr'AH) 

telle que 8:;:/ =a, ce qui revient à résoudre l'équation: 

(IV.3) 1 [ t ( âf âf ) .âf] - >. K1- + ··· +Kn-- +z- = g 
2 âx1 ÔXn ât 

dans l'espace C00 (1r'A+1
). 

Comme nous l'avons déjà fait remarquer, les fonctions L 1 sur 1r'A+1 peuvent être 

regardées comme des fonctions Q> : ( m, t) E zn X JR 1---+ QJm ( t) telles que Q> Bm ( t) = QJm ( t + 1) 
(c'est la condition (CI)). Par exemple la fonction suivante : 

qui s'introduira naturellement par la suite, vérifie la condition (CI). 

3.2. La quantité 6.(Bim, t) 

Son comportement sur l'orbite {Bim: j E Z} d'un élément mE zn\ {0} nous sera 

essentiel. Explicitons-le. Rappelons que 0 < >. < 1 et que: 

i) Cas (m,v) > 0 

La quantité (Bim, v) reste strictement positive pour tout j E Z. On a ainsi : 

.lim 6.(Bim, t) = +oo et _lim 6.(Bim, t) = 1. 
J~-oo J-+oo 

ii) Cas (m, v) < 0 

La quantité (Bim, v) reste strictement négative pour tout j E Z. On a ainsi : 

_lim b.(Bim, t) = 0 et _lim b.(Bim, t) = 1. 
J--oo J-+oo 
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4. Divers objets géométriques 

4.1. Les fonctions ft-holomorphes sur (M, F) 
Rappelons que, via sa décomposition en série de Fourier, une fonction coo : 

--sur M = ']['n x IR est une fonction f: (m, t) E zn x lR ~-------+ fm(t) E C telle que, pour tout 

RE N* et tout fEN on ait llfllf < +oo où: 

lfml~oo = sup 1 d~{r; (t)l 
tE Ca 

et llfllf = L (lfol~oo + L lmnfml~oo) · 
r+s~l mezn\{0} 

On a alors, par continuité de l'opérateur fJ; pour la topologie coo : 

EJ;f(x,t) = ~ L (2i7r(m,v)>.tfm(t) +if:O(t)) em(x). 
mEZ" 

Donc fest ft-holomorphe si, et seulement si, on a: 

2i7r(m, v)>.t fm(t) + if:O (t) = 0 

pour tout mE zn et tout tE IR. Sim= 0, !Mt) = 0 pour tout t E IR et donc fo est une 
constante. Si m =f:. 0 alors : 

fm(t) = Cme-
2
;(m,v)Àt avec Cm constante pour tout mE zn. 

Nous allons examiner les conditions que doivent satisfaire les constantes Cm. Soit s EN 
et posons !3m(t) = e- 2;(m,v)Àt. Un calcul facile mais lourd à mener donne: 

d;::r; (t) = Ps( (rn, v), >.t)e- 2, .. (m,v)Àt 

où P8 est un polynôme à deux indéterminées U et V de degré 2s s'écrivant: 

8 

Ps(U, V) = L adludvt 
d,l=O 

où adl sont des constantes réelles. La condition qu'on doit avoir est que, pour tous entiers 

naturels R,d,f on ait L ICml·!(m,v)ldPm(f,R) < +oo où: 
mezn 
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Par l'inégalité de Cauchy-Schawarz, on a l(m, v)l ~ lml·lvl = lml (v étant de norme 1) ; 
on doit donc avoir finalement L ICml·lmldPm(.e, R) < +oo. Ainsi: 

mEZ" 

où les fm sont des constantes complexes telles que : 

(IV.4) L lfml·lmldPm(.e,R) < +oo 
mEZ"\{0} 

pour tous .e, d E N et tout R E N*. 

4.2. Les 1-formes (F ou F)-holomorphes 

Rappelons qu'on a deux formes w et w respectivement de type (1, 0) et de type (0, 1) 
et qui forment un coparallélisme sur les feuilles de :F. Elles sont données comme suit : 

Un calcul immédiat donne a:;:w = iw 1\ w. 
• Sur (M,F) 
Une 1-forme F-holomorphe sur iii s'écrit a = hw avec aFa = o. Mais aFa a pour 

expression aF(hw) = aj?h 1\ w + haj:W, c'est-à-dire: 

où '83: est l'opérateur sur l'espace C00 ('JI'n x JR) défini par : 

..,() 1 [ t ( âh âh ) . âh] 
ÔJh = 2 À Kl ÔXl + ... + Kn ÔXn + Z ât . 

La 1-forme a est donc F-holomorphe si, et seulement si, la fonction h vérifie ai:h = ih 
i.e. h est une fonction propre associée à la valeur propre i de l'opérateur eJ:. L'équation 
différentielle associée est donc : 

-À KI-+· .. +Kn- +z- =-h. 1 [ t ( âh âh ) . âh] 1/ 

2 âx1 ÔXn ât 4 

Cette équation est équivalente au système : 

(2n(m,v)Àt + i;) hm(t) + h~(t) = 0 pour tout rn E zn. 
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Pour chaque rn E zn, on a une solution : 

hm(t) = hme-
2
;(m,v).>.t-ift avec hm constante pour tout mE zn. 

Ainsi l'espace 1i}(M) des 1-formes ft-holomorphes s'écrit : 

1i}(M) = {h(x,t) = L hme-
2
;(m,v).>.t-!ftem(x)} 

mEZ" 

où les hm sont des constantes complexes. Comme pour le cas des fonctions ft-holomorphes 

les constantes fm sont assujeties à une condition de convergence ; celle-ci s'écrit : 

(IV.4') L lhml·lmldPm(.e,R) < +oo 
mEZ"\{0} 

pour tous .e, d E N et tout R E N*. Ici : 

Pm(.e,R) = sup l.xue-~(m,v).>.t-iftl = sup { _xlte-2;(m,v).>.t}. 
tECR tECR 

• Sur (~+1 , :F) 

Une 1-forme :F-holomorphe sur ('H':4_+1
, :F) est une 1-forme ft-holomorphe a= hw sur 

(M,ft) invariante par l'automorphisme u: (x,t) E 'rn x R t----t (Ax,t + 1) E 'rn x R (du 

feuilletage ft). Mais comme west déjà cr-invariante, h doit satisfaire la condition hou= h. 
Si: 

cette relation impose aux coefficients hm(t) = hme- 2: (m,v).>.t- i;t de vérifier la condition 

(CI) i.e. hm(t + 1) = hBm(t) pour tout t ER et tout m E zn. Un calcul simple montre 

alors que les constantes hm doivent satisfaire : 

hBm = e-if hm pour tout mE zn. 

On a forcément ho =O. Sim=/:. 0, on a lhBiml = lhml pour tout j E Z. Si hm=/:. 0, la 
condition de convergence (IV.4') est alors mise en défaut. Il n'y a donc aucune 1-forme 

:F-holomorphe non nulle sur ('H'Â+ 1, :F) i.e. 1 'espace vectoriel H } 0 ('H'Â+ 1) est nul. 0 
Rappelons qu'on a une partition zn = {0} U U {Bjm: jE Z} où A* = A\ {0} 

mE A. 
qui est la partie de zn\ {0} constituée par un et un seul élément de chaque orbite de B 

agissant sur zn\ {0}. Pour tout mE A, on note Hm le sous-espace de 1iF(M) : 

Hm= {h(x, t) = L hBime-1;J-(Bim,v)>.t eB3 m(x)}. 
jEZ 
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Le sous-espace Ho est réduit aux constantes, donc isomorphe à C. Chaque Hm est fermé 
et on a une décomposition en somme directe : 

1-l;AM) = Ho EB E9 Hm. 
mE A. 

L'opérateur o: H;:(M) --t H;:(M) défini par oh= h-hou-1 respecte cette décomposition 
et son noyau est exactement H0 . Sa restriction à chaque Hm est une injection Hm --t Hm. 
Enfin pour tout rn E A, soit H;;.l'espace des fonctions h = L hBime-

2
: (Bim,v)>.t eBim(x) 

jEZ 
dans Hm telles que hBim = 0 pour j <jo ou jo E Z ne dépend que de la fonction h. 

5. Le théorème principal 

Pour rn E A+ U {0} (où A+= {rn E zn : (rn, v) > 0} ), on définit les applications linéaires 

Cm: 1-l;:(M) --tC comme suit. Pour: 

on pose: 

g(x,t) = L gme-
2
;(m,v)>.tem(x) 

me zn 

Cm(g) = LgBim 
jEZ 

et Co(g) = f {
1 

g(x, t)dxdt =go. 
frn Jo 

On vérifie facilement que Cm et Co ainsi définies sont des fonctionnelles F-analytiques non 

nulles et a-invariantes sur (M, F). On note Nm l'intersection de Hm avec le noyau de Cm· 

5.1. Théorème. i) On a H~1 ('lr:4+ 1 ) = H1 (~, 'Hj:(M)). ~ 
ii) Sig E Hm avec rn dans A+ U {0}, alors l'équation cohomologique :F-analytique 

g = h- ho u-1 a une solution h E Hm si, et seulement si, g E Nm ; ce qui implique 

que H 1 (~,Hm) est isomorphe à C. Ainsi l'espace vectoriel H~1 ('lr:4+1
) est de dimension 

infinie. 

iii) Pour tout g E H;;. avec rn E A_ = {rn E zn : (rn, v) < 0}, l'équation coho

mologique g = h- ho a-1 a une solution unique hE Hm. 

iv) L 'espace des fonctionnelles F -analytiques a -invariantes sur (M, F) est engendré 

par les fonctionnelles Cm avec rn E A+ U { 0}. 

La démonstration se fera en plusieurs étapes. 

5.2. Étape 1 

On a une extension de groupes : 0 --t fo = zn --t r --t ~ = Z --t O. Les 

groupes ret fo agissent sur H?:.*(G) qui se réduit à l'espace H?:.0 (G) = 1-l~(G); ~agit 
:F :F J 
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sur H*(ro, 1tF(G)). La suite spectrale de Hochschild-Lyndon-Serre associée à l'extension 
ci-dessus a pour terme : 

E~q = HP(E, Hq(ro, 1tF(G))) 

et converge vers H*(r, 1tF(G)) = H~*('ll."~+ 1 ). Il faut donc calculer tous les espaces et 
morphismes qui interviennent dans cette suite spectrale. On peut déjà remarquer que, 
comme "E = Z, la différentielle d2 : E~q --+ ~+2,q-l est nulle et donc la suite spectrale 

converge au terme E2 ; d'où: 

Mais: 

H 1 ("E, H 0(r0 , 1tF(G))) = H 1 ("E, 1t;:(M)). 

Nous allons montrer que l'espace vectoriel H 1(r0 , 1tF(G)) est trivial. 

5.3. Étape 2 : calcul de H 1(r0 , 7-lF(G)) 

L'espace 1tF(G) est un ro-module. Comme les espaces vectoriels lf!:.*(G) sont trivi-
:F --

aux pour* 2:: 1, la suite spectrale (Dr) associée au revêtement ro--+ G--+ M dégénère 
au terme D2 et on a l'égalité: 

On peut écrire ro = rij EB · · · EB ra où, pour tout i = 1, · · ·, n, rt est engendré par 
l'automorphisme Ti ; on pose alors~ = rt EB ... EB ra. Bien sûr r~ = ro et r;; = ra. On a 
ainsi~= rt EB ~+1 

pour tout i = 1, · · ·, n -1. Chacun des rt est une copie de Z et tous 
les groupes rb et~ (avec i = 1, · · ·, n) agissent sur l'espace vectoriel 7-lF(G). La formule 
de Künneth en cohomologie des groupes discrets donne alors, en l'appliquant à la somme 

. 1 -2 
directe r o = r 0 EB r 0 : 

Mais: 

et donc: 

H 1 (ro, 7-l;(G)) = H1 (Ï'~, 1t;(G)) 0 H 0 (r6, 1-l;(G)). 

Le même raisonnement appliqué à la somme directe r~ = r~ EB r~ donne : 

H 1(ro, 7-l;(G)) = H1 (r~, 7-lF(G)) 0 H 0 (r6, 1-lF(G)) 0 H 0 (ra, 7-lF(G)). 
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En répétant ce processus, on arrive finalement à la formule : 

Mais: 

H 1(r;;, 'HF(G)) = H 1(r0, 'HF(G)) = H~(Mn) = 0 

et par suite H1(r0 , 'HF(G)) =O. Ce qui donne: 

5.4. Étape 3 

L'action du groupe E sur l'espace Hm s'écrit u : h E Hm ~------+ h o u-1 E Hm. On 

note Cm le sous-espace de Hm engendré par les éléments de la forme h- ho u-1 avec h 

parcourant Hm. On sait alors que H 1(E, Hm)= Hm/Cm. Le problème se ramène donc à 
résoudre l'équation cohomologique : 

Étant donnée gE Hm, existe-t-ilh E Hm telle que h- ho u-1 = g? 

Une condition nécessaire pour que cette équation ait une solution est que (J-L, g) = 0 pour 

toute fonctionnelle u-invariante J-L sur Hm· Écrivons h et g sous forme de séries : 

où les hm et Ym sont des constantes complexes devant satisfaire la condition de convergence 

(condition (IV .4)) : 

et: 

L !hB,m!·!Bjm!dPBim(C, R) < +oo 
jEZ 

L !YBiml· !Bjm!dPBim(C, R) < +oo 
jEZ 

pour tous C, dEN et tout RE :IR*. On sait que les Ym satisfont la condition (IV.4) (c'est la 

donnée du problème) et toute solution formelle h qu'on trouvera doit aussi satisfaire cette 

condition pour être une vraie solution de l'équation cohomologique susmentionnée. Cette 

équation est équivalente au système : 

(IV.5) hp- hEp= gp pour p E {BJm: jE Z}. 
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Sim= 0, go = 0 nécessairement ; ceci n'est rien d'autre que la condition .Co(g) =O. 
Ce qui donne H 1 ('E, Ho)= ker {8: Ho----t Ho}= C. 

Supposons m =1- O. On a deux solutions formelles: 

5.5. Étape 4 : point ii) 

00 

et hp=- LYB-;p· 
j=l 

Comme o est injectif, on doit avoir nécessairement L gB;p = 0 i.e. g doit vérifier 
jEZ 

.Cm(g) = 0 c'est-à-dire g doit être un élément de l'espace Nm. Cette condition est donc 
nécessaire et nous allons montrer qu'elle est suffisante. 

• Pour ce faire, nous aurons besoin de choisir l'ensemble Ac zn bien adapté à notre 
problème. Il est donné par le : 

Lemme [DE]. On peut choisir l'ensemble A de telle sorte que pour mE A\ {0}, les suites 

(IBiml) et (IB-iml) {indexées par j;?: 0) soient strictement croissantes et que, pour tout 
jE Z, on ait: 

(IV.6) 

Démonstration. Soient 0 < >.1 :::; • · · :::; Àq < 1 < Àq+l :::; · · · :::; Àn les valeurs propres 
de B (ce sont les mêmes que celles de A) et ( e1 , · · · , eq, eq+ 1 , · · · , en) une base normale 
propre. On note E_ et E+ les sous-espaces vectoriels de Rn engendrés respectivement 

par les systèmes de vecteurs propres { eb · · ·, eq} et { eq+b ···,en}· Nous avons donc une 
décomposition en somme directe Rn= E_ EB E+ et tout vecteur u E Rn s'écrit : 

q n 

u = Laiei + L biei. 
i=l j=q+l 

où les ai et bj sont des réels. Pour tout k E Z nous avons : 

q n 

Bk(u) = LÀfaiei + L >.jbiei. 
i=l j=q+l 

Soit ë >O. On noteE:._ etE+ les ë-voisinages respectivement de E_ etE+. Il existe alors 
ko EN tel que 
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Remarquons d'abord qu'aucun des éléments du réseau n'appartient à E_UE+· Comme 

toutes les valeurs propres ,\1 , · · · , Àn de B sont strictement positives, on peut définir Bt 
(puissance ème de B) pour tout t E 1R. Soit z un élément non nul dans ]Rn. L'orbite 

{Bk ( z) : k E Z} est contenue dans la courbe differentiable t E lR ~-----+- Bt ( z) E ]Rn. Dans 

la base propre (el!···, en), le carré de sa norme admet pour paramétrage la fonction 
différentiable p : t E lR ~-----+- IDtl2 = (Dt(z), Dt(z)) E JR+ (D est la matrice des valeurs 
propres). Cette fonction a pour dérivée seconde p"(t) = 4(((lnD) · Dt)(z), ((lnD) · Dt)(z)) 

(où ln D est la matrice diagonale dont les termes sont les logarithmes des valeurs propres 

de A donc de B) ; c'est une fonction strictement positive. Donc sa dérivée p'(t) est une 

fonction strictement croissante. Quand t est proche de -oo, Bt(z) est voisin de E_ et 

quand test proche de +oo, Bt est voisin de E+ ; le point Bt(z) passe par une position en 

laquelle p(t) est minimale. En somme, la norme du vecteur Bt(z) admet un minimum en 

un certain t 0 , elle est décroissante sur]- oo, t0 [ et croissante sur )t0 , +oo[. Si on choisit un 
élément z de zn\ {0}, on trouve un unique m dans l'orbite de z qui réalise le minimum 
de la famille {IBk(z)l : k E Z}. L'ensemble :E sera alors constitué de ces rn et de O. 

Soit m E :E \ {0}. Alors les suites (IBk(m)l) et (IB-k(m)l) (indexées par k ;::: 0) 
sont strictement croissantes. Comme IBk(m)l 2 est un entier strictement positif pour tout 

k __: Z, on a forcément IBk(m)l 2 ;::: (lkl + 1) pour tout k E Z. 

5.6. Étape 5 : les estimations 
00 -00 

• Pour démontrer que les hp= L9Bip ou hp=- L 9Bip répondent à ce que nous 
j=O j=-1 

cherchons, il reste à vérifier la convergence de la sérieL ihBimi·IBjmldPBJm(f, R) pour 
jEZ 

tout RE N* et tous f, dEN. On a: 

Posons: 

et 

S = L IBjmldPBim(f, R)lhBJml 
jEZ 

= L IBjmldPBJm(f, R)ihBiml + L IBjmldPBim(f, R)lhBJml· 
j~O j<O 
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On a: 
00 

s+ = L IBimldPBim(f,R) LYB(i+k)m 
j~O k=O 

:5 ~ (~IBkmldPB•m(l,R)) IYB'ml· 

Rappelons que lmld :::; IBmld :::; · · · :::; jBi-1mld :::; IBjmld et que IBjml2 2:: j + 1. D'autre 
part: 

PBkm(.e, R) = sup IÀle-2: (Bkm,v)>..t 1 = Àle-2: (Bkm,v)>..-R = Àle-2: Àk(m,v)À-R 
tE CR 

et donc: 

Pm(f, R) 2:: PBm(f, R) 2:: · · · 2:: PBim(f, R). 

On obtient donc : 

S+ :$ Pm(f,R) L(j + l)jBimjd ·IYBiml 
j~O 

:$ Pm(f, R) L 1Bimjd+2 ·IYBipl (par l'inégalité (IV.6)) 
j~O 

< +oo. 

La dernière inégalité vient du fait que la donnée g est dans 1-l?(M). Nous avons donc 
montré que la série S+ converge. 

Pour démontrer la convergence de la série s_ = L IBimldPBim(.e, R)lhBiml, on 
j<O 

-= 
remplace cette fois-ci le terme hBim par l'expression hBJm =- L YBHkm et on procède 

k=-1 
exactement par le même type de majorations que pour la séries+. 

On vient donc de montrer que l'image de l'opérateur 8 : h E Hm --+ ( h- hou) E Hm 
est égale au noyau de la fonctionnelle Lm : Hm --+ C définie précédemment. On en 

déduit que l'espace H 1 (r.,Hm) est isomorphe à C (car la fonctionnelle Lm est non nulle). 

Comme l'inclusion naturelle Hm ~ 1-l?(M) induit une injection de H 1 (r., Hm) dans 
H 1(r., 1-l?(M)) = H~1 (~+1 ), l'espace H~1 ('ll':4+1) "contient" tous les espaces H 1 (r.,Hm) 
(avec mE A+) qui sont transverses l'un à l'autre ; il est donc de dimension infinie. 

5.7. Étape 6 : point iii) 

Soit g une fonction dans H~ ; il existe j 0 E Z tel que g soit de la forme : 

g(x, t) = L 9Bime_2;: (BJm,v)>..t €Bim(x). 
j~jo 
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Les coefficients hBJm de la solution h = EjezhBJme-
2
:<BJm,v)>.tem(x) dans Hm de 

l'équation cohomologique h- ho u-1 = g sont donnés par la formule hBim = L 9BHkm· 
kEN 

La quantité- L 9BHkm ne convient plus car la série en question n'est plus toujours con-
k<O 

vergente (dû au comportement pour j-+ -oo de la quantité ~(Bjm, t) qui n'oblige plus 

les coefficients 9Bim à avoir la décroissance qu'il faut). Comme ce qu'on a fait à l'étape 
5, on doit montrer que cette solution formelle est en fait une vraie solution i.e. on doit 
établir la convergence de la série : 

L JhBim1·1Bjm1dPBim(l, R) 
jEZ 

pour tout RE N* et tous f,d EN. On a: 

Posons: 

et 

On a: 

s_ = L 1Bjm1dPBJm(R, R)lhBJml· 
j<O 

00 

s+ = L 1Bjm1dPBim(l,R) L9B(i+k)m 
j~O k=O 

~ ~ (t.IBkmi•Ps•m(l, R)) IYBiml 

~ ~ (t.1B•m1•) PBim(l, R)IYs,ml 

~ L(j + l)JBimJdPBJm(f, R)JgBJml 
j~O 

"'"' . d+2 ~ L-1B3 m1 PBJm(f, R)19BJm1 
j~O 

< +oo. 
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Occupons-nous maintenant de la sommeS_. On supposera, pour la commodité de 

l'écriture, que l'indice jo est strictement négatif (ceci ne fait perdre aucune généralité). On 
a alors: 

00 

s_ = 2: IBimidPBirn(.e,R) L9B(i+k)m 
j<O k=O 

:::; ;,~~-l (~IB;mldPB;m(f,R)) IYB•ml 

+ (2: IBimidPBim(f, R)) (L iBBkml) · 
j~O k~O 

Pour des raisons similaires à celles qui ont été évoquées précédemment, toutes les séries 

du terme de droite convergent. Par suite la fonction h est bien dans Hm. 

5.8. Étape 7 : point iv) 

Nous avons montré que l'espace Nm intersection de Hm avec le noyau de la fonction
nelle analytique Cm (pour m E A+ U { 0}) ainsi que 1' espace H;;,. (pour m E A_) sont dans 
l'image de l'opérateur 8 : h E 1-l;:(M) ~ (h- ho 0'-l) E 1-l;:(M). Il n'est pas difficile de 

montrer que le sous-espace qu'ils engendrent (algébriquement) a pour adhérence : 

ê= n noyau( Cm)· 

Ceci montre clairement que l'espace des fonctionnelles ft-analytiques 0'-invariantes sur 
(M,F) (qui est le dual de Hj.1

('FA_+l)) est engendré par les Cm avec mE A+ U {0}. On 
a par conséquent : 

Ce qui termine la démonstration du théorème. 
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Résumé 

La cohomologie de Dolbeault feuilletée mesure l'obstruction à la résolution du problème du 

& le long des feuilles d'un feuilletage complexe. Dans ce travail on étudie cette cohomologie 

en utilisant (le plus souvent) des méthodes de cohomologie de groupes discrets sur certains 
exemples assez significatifs : i) un feuilletage complexe linéaire de dimension 1 sur le tore 'JI'n ; ii) 

une submersion en courbes elliptiques; iii) le feuilletage affine complexe (de Reeb) de dimension 

2 sur la variété de Hopf§4 x§1 ; iv) le feuilletage complexe sur le tore hyperbolique ']'~+1 obtenu 

par une action localement libre du groupe affine réel (groupe de Lie des transformations affines 

qui préservent l'orientation de la droite réelle) où A E SL(n, Z) est hyperbolique diagonalisable 

ayant toutès ses valeurs propres réelles positives. 
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