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Nomenclature 

Nomenclature 

Acronymes 

MAC Moteur à allumage commandé 

C02 Dioxyde de carbone, 

co Monoxyde de Carbone, 

HC Hydrocarbures imbrûlés 

NOX Oxyde d'Azote 

AA Avance à l'allumage 

AC Allumage Commandé 

BF Basse Fréquence (Modèle) 

HF Haute Fréquence (Modèle) 

MIMO Plusieurs entrées et Plusieurs sorties (Modèle), (Multiple Inputs, Multiple Outputs) 

MISO Plusieurs entrées et une seule sortie (Modèle), (Multiple Input, Single Output) 

SISO Monovariable (Single Input, Single Output) 

PMH Point Mort haut 

PMB Point Mort Bas 

EGR Recirculation externe des gaz d'échappement (Exhaust Gaz Recirculation) 

GES Gaz à effet de Serre 

PID Proportionnel, Intégral, Dérivée 

VCT Déphaseurs d'arbre à cames (Variable Camshaft Timing) 

PM Particules (Particulate Matter) 

AOA Avance à l'Ouverture d'Admission 

RFA Retard à la Fermeture d'Admission 

AOE Avance à l'Ouverture d'Echappement 

RFE Retard à la Fermeture d'Echappement 

FAP Filtre à Particules 

SCR Réduction Catalytique Sélective 

HCCI Combustion Homogène Diesel (Homogeneous Combustion Compression Ignition 

TWC Pot Catalytique ou convertisseur catalytique 3 voies (Three W ay Catalytic converter 
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Nomenclature 

Indices 

air Air frais 

amb ambiant 

rn moteur 

comb combustion 

frot frottement 

bi el bielle 

cyl cylindre 

i Indiqué (e) ou i-éme cylindre 

pist piston 

inj injecteur 

adm admission 

ech échappement 

pap papillon ( throtle) 

sa Soupape d'admission 

se Soupape d'échappement 

pc Pot catalytique 

Symboles 

flbm [-] Rapport Bielle- Manivelle 

flcd [-] Rapport course diamètre 

flmb [-] Rapport Manivelle Bielle 

D [rn] Diamètre de l'alésage 

L [rn] Course du piston 

l [rn] Longueur de la bielle 

ney, [-] Nombre des cylindres 

r [rn] Rayon Vilebrequin 

re [-] Rapport de compression volumétrique 

s [mz] Surface 

v [ m3] Volume 

~ [m3] Cylindrée totale 

vd [m3] Volume déplacé (ou cylindrée unitaire) 

vm [m3] Volume mort 
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Nomenclature 

v; [ m3] Volume total de la chambre de combustion 

OJ [radis] Vitesse angulaire 

8 [rad] Position angulaire 

t [ s,-] Temps [continu, discret] 

J [ kg.m2
] Moment d'Inertie 

m [kg] Masse 

N. [ tr/rrin] Régime du moteur 

p [R:t] Pression 

T [K] Température 

CD;. [-] Coefficient du décharge du débit à l'admission 

CDexh [-] Coefficient du décharge du débit à l'échappement 

A, [ mz] Aire de référence 

Dpap [Kg/s] Débit massique d'air traversant le papillon 

Dey/ [Kg/s] Débit massique d'air entrant dans le cylindre 

Dexh [Kg/s] Débit massique d'air sortant de cylindre 

Dpc [Kg/s] Débit massique au niveau du pot catalytique 

17 [-] Rendement global du moteur 

Tl vol [-] Rendement volumétrique 

PME [R:t] Pression Moyenne effective 

R [JimiK] Constante Universelle des gaz 

r [J/(kg.K)] Constante massique du gaz 

Âs [-] Rapport air essence stœchiométrique 

Â .. h [-] Richesse à l'échappement 

F., [-] Fraction d'air au niveau du pipe d'échappement 

Fexh [-] Fraction d'air globale à l'échappement 

cp [J/(kg.K)] Chaleur massique à pression constante 

cv [J/(kg.K)] Chaleur massique à volume constant 

r [-] Rapport des chaleurs spécifiques 
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Introduction Générale 

Introduction Générale 

Les enJeux énergétiques et environnementaux sont aujourd'hui des préoccupations 

majeures au niveau international, en particulier dans le domaine du transport. En effet, des 

contraintes de plus en plus importantes imposées aux constructeurs automobiles au travers de 

normes antipollution traduisent cette volonté de rendre plus « économes » en terme de 

consommation de carburant et plus « propres » les véhicules. 

Cet objectif peut être réalisé en passant par une meilleure gestion des moteurs 

thermiques qui restent la principale source de propulsion des véhicules actuels et à venir. 

Jusqu'à présent, les lois de commande développées dans l'industrie automobile restent 

majoritairement basées sur des cartographies ou au mieux sur des modèles moyens qui 

représentent le comportement statique ou moyen du moteur. 

La volonté persistante de diminuer les polluants et d'augmenter les performances du 

moteur a suscité la recherche de techniques de contrôle et de combustion de plus en plus 

sophistiquées. Il faut pouvoir maîtriser le comportement au niveau des cylindres pour 

améliorer les performances. 

De nos jours, les stratégies de régulation même évoluées supposent que les 

comportements des cylindres sont identiques alors que leur contribution au mélange n'est pas 

forcément équivalente. Une gestion indépendante de chaque cylindre, puisqu'au moins un 

actionneur par cylindre est disponible, serait plus judicieuse. 

Notre ambition, au travers cette thèse, est de proposer un début de réponse à cette 

problématique. Des outils théoriques sont nécessaires pour mettre en œuvre des lois de 

commandes qui permettent de détecter et de traiter les disparités qui existent entre les 

différents cylindres dans le but de les équilibrer. 

Pour pouvoir prendre en compte ces phénomènes rapides, il est nécessaire de 

s'intéresser à une modélisation à l'échelle du cycle moteur. En effet, les moteurs thermiques 

ont un comportement cyclique qui est dû à la séquence des évènements dans et entre les 

cylindres. Cette périodicité s'avère être un point clé pour développer des commandes 

performantes. Seuls quelques travaux ont, jusqu'à présent, exploité cette particularité. 

Pourtant, bien qu'elle complique un peu le cadre théorique de la commande des systèmes, la 
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périodicité apporte de nouvelles issues à un certain nombre de problèmes réputés difficiles ou 

insolubles sous 1 'hypothèse classique de stationnarité. Ce paradigme est connu depuis déjà 

quelques décennies dans le domaine de l'aérospatiale, de l'aéronautique et des 

télécommunications [Bittanti & Colaneri 09]. 

De plus, le moteur thermique à allumage commandé représente un système complexe 

à modéliser et à contrôler. En effet, les modèles associés font intervenir plusieurs phénomènes 

tels que la mécanique, la thermodynamique, la chimie, etc ... dont les dynamiques sont non 

linéaires, non stationnaires, à multiples entrées et multiples sorties (MIMO), à retards 

variables ... Un formalisme non linéaire doit être adopté pour considérer ces modèles. 

Un aspect original de la thèse est d'utiliser une classe de modèles non linéaires 

périodiques discrets en fonction d'une variable angulaire au lieu de la variable temporelle. 

Dans ce contexte, la base des modèles est une représentation floue discrète de type 

Takagi-Sugeno (TS) [Takagi & Sugeno 85}. Elle permet d'obtenir une représentation exacte 

d'un modèle non linéaire et fournit des outils systématiques pour réaliser son analyse et sa 

synthèse. 

Pour répondre à la problématique posée, la thèse est divisée en trois parties : 

• Partie I: Moteur à allumage commandé, problèmes de contrôle et outils théoriques 

• Partie II: Les modèles Tak:agi-Sugeno; réduction de conservatisme et périodicité 

• Partie III : Estimation et contrôle cylindre à cylindre d'un MAC. 

La première partie propose un état de l'art des différents sujets traités dans ce travail 

sous la forme de deux chapitres. L'un est dédié à la description du moteur à allumage 

commandé, ces différents modèles et aux problématiques de contrôle, et l'autre concerne les 

modèles flous discrets de type Takagi-Sugeno (commande, observation, robustesse, ... ). 

La deuxième partie présente les outils théoriques qui ont été développés dans le cadre 

de cette thèse. En premier lieu, le chapitre 3 propose une réduction du conservatisme des 

résultats existants dans la littérature en proposant une nouvelle fonction de Lyapunov pour les 

modèles TS discret. Puis, dans le chapitre 4, une extension de la commande et de 

l'observation des outils classiques pour les modèles TS discrets a été proposée dans le cas de 

coefficients périodiques. 
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La dernière partie concerne 1' application pour la gestion du moteur thermique à 

allumage commandé. Le chapitre cinq montre l'utilisation des outils théoriques développés 

sur un des bancs d'essais moteur du LAMIH. En particulier, des estimateurs des débits 

instantanés des gaz entrants et sortants ainsi que de la richesse au niveau de chaque cylindre 

sont développés. Le dernier chapitre propose des perspectives sur le problème d'observation 

du couple moteur produit par chaque cylindre et sur 1 'utilisation des estimateurs obtenus 

précédemment dans le cadre de l'équilibrage des cylindres en couple et en richesse. 
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Enjeux et Motivations 

Le domaine du transport constitue une des préoccupations maJeures au mveau 

international. La raison principale est que ce domaine est largement dépendant du pétrole et 

représente une demande fortement croissante. En effet, d'après l'Agence Internationale pour 

l'Energie (AIE) [www.iea.org], en 2006, le domaine du transport mondial dépend à 95% du 

pétrole, représente 55% de la consommation totale de pétrole, 28% de la consommation 

d'énergie totale et suit une croissance annuelle moyenne d'environ 2% par an. 

--- To 

OCl){ P.cifiq ~.; .••. .••.••... 

oc:IX [ ....... .•..•. 

OCŒ 

Figure 1.1 : Activités de Transport des personnes par région, [www. wbcsd.org] 

En plus de cette forte dépendance au pétrole, la demande en transport est fortement 

croissante. Une étude prévisionnelle réalisée par le projet de mobilité durable en juillet 2004 

[Sustainable Mobility Project, www. wbcsd.org] présente les évolutions en fonction du temps, 

dans les différents secteurs mondiaux, de la demande en transport des passagers et des 

marchandises. D'après cette étude, figure 1.1, la demande en transport des passagers va suivre 

une croissance de 64% d'ici 2030, essentiellement dans des régions du monde comme la 

Chine, l'Inde et l'Amérique de Nord. Cette demande pourrait atteindre 131% d'ici 2050. 
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t 

10 

0 ~-----r----~----~~-----T----~ 
1000 

Figure 1.2 : Activités de transport routier et ferroviaire des marchandises par région, [www. wbcsd. org] 

Comme le montre la figure 1.2, la prévision de la demande en transport des 

marchandises quant à elle, pourrait doubler d'ici 2030 et tripler d'ici 2050. Prenant en compte 

ces prévisions, la consommation en carburant et les émissions de gaz à effet de serre vont 

suivre des évolutions similaires. 

s (1er') 

Figure 1.3 : consommation mondiale des carburants dans le secteur du transport, Pour tout types de transport, 
[www. wbcsd.org] 
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Figure 1.4: Projection WTW des émissions de C02 par type de véhicule de 2000 à 2050, Modèle de référence 

(WTW: Well To Wheels, Emissions produite de Puits aux roues) [www.wbcsd.org} 

L'augmentation prévue des émissions de gaz à effet de serre (figures 1.3 et 1.4) est 

estimée à 64% d'ici 2030, et à 125% d'ici 2050. 

Ces études font apparaître les enjeux liés au secteur des transports qui peuvent être 

répartis en 3 catégories : 

• 

• 

• 

Diversification énergétique (biocarburant, électricité, hydrogène) . 

Réduction des émissions de gaz à effet de serre et en particulier du C02 • 

Réduction des émissions et des nuisances (HC, CO, NOx, particules, bruit, 

encombrement). 

Des progrès notables ont été réalisés par les constructeurs et les laboratoires de 

recherche pour répondre à ces enjeux. Ces efforts se basent essentiellement sur des avancées 

technologiques [IFP]. 

- Diversification énergétique (Biocarburant, électricité, hydrogène). 

Le fait d'être dépendant d'une seule source d'énergie, présente bien sûr, un élément de 

fragilité très important. Afm d'y remédier, il faut assurer une diversité énergétique utilisant 

par exemple les biocarburants, l' électricité ou l'hydrogène. Des applications ont commencé à 
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voir le jour utilisant ces types de source d'énergie, quelques exemples sont donnés dans les 

paragraphes suivants. 

Parmi les véhicules fonctionnant au biocarburant comme le gaz naturel ou l'éthanol, 

on peut citer : la Ford Focus BioFlex, la SAAB 9/5 Berline 2.01 T BioPower et la Volvo 

Flexi30. Cette solution peut faire gagner jusqu'à 25 à 30% d'émission de C02 [Hassan 03], 

[Jankowski & al 03], son principal inconvénient reste un réseau de distribution insuffisant. 

Les véhicules électriques à batterie ou à pile à combustible, où les motorisations 

utilisées sont dites« zéro Emission» du fait qu'ils ne génèrent pas, au moins de façon directe, 

d'émissions de C02 , apparaissent comme d'excellentes solutions par rapport aux enjeux 

environnementaux. Peu de véhicules électriques sont commercialisés même si l'offre va 

fortement augmenter dans les années à venir, on peut tout de même citer, la Chevrolet Volt de 

General Motors et la Renault ZE. Cette technologie présente l'avantage que l'électricité est un 

vecteur d'énergie et non pas une source d'énergie, et donc il est possible de la produire à 

l'aide de différentes sources d'énergies favorisant ainsi la diversification énergétique. 

L'inconvénient majeur est que la fabrication en série des véhicules électriques risque d'être 

limitée pour des raisons de coût et de poids des batteries. 

Pour les véhicules piles à combustible, on peut citer la Honda FCX [Honda], la Toyota 

Highlander FCHV [Toyota] et la Daimler Chrysler Class A F-Cell [AFH2], ce type de 

véhicules, présente un objectif à plus long terme. En effet, même si l'hydrogène n'est pas 

disponible à l'état naturel, il s'agit d'un vecteur énergétique qui peut être produit à partir de 

différentes sources d'énergies (dont les énergies renouvelables), y compris de 1' électricité, ce 

qui offre des perspectives d'avenir intéressantes [Conte & al. 01]. 

- Réduction des émissions de gaz à effet de serre (GES) et en particulier de C02 • 

Le rejet de GES dans l'atmosphère semble être, en partie, à l'origine du réchauffement 

de la planète et de certains bouleversements climatiques qui en découlent. Parmi les GES se 

trouve en particulier le co2. D'après les experts du GIEC1
' pour limiter l'augmentation de la 

température moyenne de la planète à deux degrés, il faut diviser par deux nos émissions de 

C02 par rapport à 1990 [www.ipcc.ch]. Dans ce cadre, l'Association des Constructeurs 

Européens d'Automobiles (ACEA) s'est engagée vis-à-vis de la commission européenne à 

1 GIEC: Groupe d'experts intergouvernemental sur l'évolution du climat. 
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réduire le taux d'émission de co2 des véhicules automobiles en 2012 à 120 g/km et à 95 

g/Km en 2020 soit une division par deux des émissions par rapport à 1990. 

Pour atteindre ces objectifs, les moyens d'action sont: 

- pour les moteurs à essence: le "downsizing" 2
, les systèmes à distribution variable 3

, la 

suralimentation4
, l'hybridation5

, l'injection directé. 

- pour les moteurs diesel : 1 'hybridation et la réduction de la cylindrée du moteur, 

- l'utilisation de carburants alternatifs : gaz naturel, biocarburant, etc ... 

Dans ce contexte, l'hybridation présente une solution intéressante pour le court et le moyen 

terme. 

En attendant la validation des nouveaux types de motorisations, les industriels 

comptent sur les motorisations et les carburants conventionnels en tentant de réduire encore 

leurs émissions polluantes. 

- Réduction des émissions et des nuisances (HC, CO, NOx, particules, bruit). 

Outre le dioxyde de carbone, des normes ont été mises en place pour essayer de limiter 

la pollution due aux automobiles. Les normes anti-pollution traitent de trois types de 

polluants: les oxydes d'azote (NOx ), les hydrocarbures ( HC) et le monoxyde de carbone 

(CO) pour les deux types de motorisations (Essence ou Diesel). 

NOx (gfkm,) 
~· ~--------~======~ 
C.6 
C.4 
ro.3 
r0.2 
0.1 

0 
2000 2006 2009 2013 

EURO 3 EURO 4 EURO 5 RO 6 

Figure 1.5 : Réglementation des polluants NOx : Diesel & essence. 

2 Downsizing: la réduction de la cylindrée 
3 Système permettant le contrôle des instants d'ouverture et de fermeture des soupapes 
4 Utilisation du Turbocompresseur 
5 Utilisation de deux sources d'énergie, notamment thermique et électrique 
6 Système permettant l ' injection de carburant de façon directe à l'intérieur du cylindre 
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Particules (g/km) 
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Figure 1.6 : Réglementation des particules: Diesel & essence. 

CO /k m ) 
2. 5 

2 

.. s 

a 
.2:»00 z~ 2001 201' 

EU 0 3 El. 0 EURO 5 ~:JRO 

Figure 1.7 : Réglementation des polluants CO : Diesel & essence. 

L'objectif global, outre la réduction des polluants, comme le montrent les figures 1.5 à 

1. 7, est que les futures normes vont se traduire par une convergence entre les émissions des 

moteurs diesel et essence. Pour réduire ces trois polluants, les industriels ont plusieurs 

moyens d'action qui peuvent se résumer en trois points: 

);;>- La combustion : 

Pour les moteurs diesel, les constructeurs comptent sur les nouveaux procédés de combustion 

dits« HCCI 7 »avec un fort taux d 'EGR8 refroidi et une suralimentation. 

Pour les moteurs à essence : les catalyseurs 3 voies9
, et l'amorçage du catalyseur à froid. 

);;>- Le post-traitement : 

Les technologies les plus envisagées sont les filtres à particules 10 qui doivent être généralisés 

à tout le parc automobile d'ici 2013. Deux technologies sont en cours de développement : les 

pièges à NOx 11 et la catalysation SCR12
. 

7 Combustion homogène contrôlée 
8 Recirculation des gaz d'échappement 
9 Système de dépollution 
10 Système de dépollution 
11 Système de dépollution 
12 Système de dépollution 
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» Amélioration du contrôle électronique 

Le contrôle électronique prend de plus en plus d'importance, par exemple le contrôle 

bouclé de la combustion, l'utilisation de modèles embarqués, le contrôle cylindre à cylindre, 

etc ... 

La présence du déséquilibre cylindre à cylindre et cycle par cycle a des effets 

considérables sur la performance du moteur et sur les taux d'émission des trois polluantsHC, 

CO et NOx [Moraal & al 94, Sher & al 02, Bienvenuti & al 03, Chauvin & al 04]. La détection, la 

modélisation et la résolution de ce problème font l'objet de la dernière partie de ce rapport. 
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Présentation de la Partie 1 

Cette première partie présente une étude bibliographique de chacun des sujets traités 

dans ce mémoire. 

Le premier chapitre est dédié à l'état de l'art sur les moteurs thermiques. Tout d'abord, 

le principe de fonctionnement du moteur 4 temps à allumage commandé à injection indirecte 

multipoint est présenté, puis les différents modèles existants dans la littérature pour prendre 

en compte les dynamiques des variables clés du moteur sont décrits. La dernière partie 

s'intéresse aux architectures classiques de « contrôle moteur » utilisées dans le but 

d'augmenter les performances du moteur et de réduire les polluants générés par le phénomène 

de combustion. 

Le deuxième chapitre concerne une classe particulière de modèles non linéaires sous 

forme quasi-LPV appelés modèles flous de type Takagi-Sugeno. Ces modèles peuvent 

s'interpréter comme une collection de modèles linéaires interconnectés par des fonctions non 

linéaires. Les fonctions non linéaires sont dépendantes des variables dites de prémisses. 

L'espace de ces dernières représente l'espace dans lequel le modèle non linéaire est 

partitionné. Il ne s'agit pas ici de faire une linéarisation autour d'un point de fonctionnement, 

mais bien au contraire de décrire exactement un Il,lOdèle non linéaire. L'approche utilisée dans 

notre cas nécessite donc 1' existence d'un modèle du procédé. 
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Chapitre I. Moteur à allumage commandé : Généralités, Modèles 
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Chapitre I : Moteur à allumage commandé 

I.l. Introduction 

La commande des moteurs à allumage commandé (MAC) à base de modèles 

embarqués est aujourd'hui une étape déterminante afin de maîtriser la combustion et de 

respecter les réglementations relatives aux émissions polluantes de plus en plus contraignantes 

[Jeffrey & al 06}. 

En effet, le moteur à combustion interne est un système dont la plupart des 

dynamiques présentent de fortes non linéarités, son étude fait intervenir plusieurs domaines de 

l'ingénierie tels que la thermodynamique, la chimie, l'électronique, la mécanique ... De plus, 

c'est un système à plusieurs entrées et sorties, avec un nombre important de variables non 

mesurées et dont le nombre d'actionneurs augmente en parallèle des évolutions 

technologiques et des besoins en terme de performances (consommation et pollution). 

Les commandes développées jusqu'alors dans l'industrie reposent principalement sur 

l'utilisation de cartographies représentant le comportement du moteur en des points de 

fonctionnement statiques. L'utilisation de ces cartographies présente plusieurs inconvénients. 

Le premier est que leur développement nécessite de nombreuses heures de mise au point sur 

des bancs d'essais moteur, ce qui rend les étapes de calibration très coûteuses pour les 

industriels. Le deuxième est que les performances obtenues se dégradent dans les phases 

transitoires du moteur puisque les cartographies ne sont représentatives que des points de 

fonctionnement sur lesquels elles ont été établies. Enfin, à cause de la dispersion de 

fabrication entre les moteurs d'une même série, leur validité est parfois relative. 

L'objectif est de proposer une alternative au "tout" cartographie et de faire la synthèse 

des lois de commande robustes permettant d'augmenter les performances des moteurs tout en 

réduisant les temps de développement et en assurant l'applicabilité à tous les moteurs d'une 

même série. Afin de répondre à ce défi, la commande à base de modèles semble être une 

réponse adaptée et dans ce cadre, les techniques de modélisation, de contrôle et d'estimation 

mises en œuvre s'avèrent d'une importance capitale [Jeffrey & al 06, Shenton 08}. 

Ce premier chapitre présente un état de l'art de la modélisation et du contrôle des 

MAC. Une première partie est dédiée à la présentation générale du fonctionnement d'un 

MAC orientée vers la problématique qui nous intéresse. Des informations complémentaires 

sur les moteurs sont fournies dans l'annexe A. La deuxième partie présente un état de l'art des 

principaux travaux sur la gestion des moteurs thermiques. 

- 25-



Chapitre 1 : Moteur à allumage commandé 

Du fait qu 'ils représentent le cadre de notre travail, une attention particulière est 

donnée aux structures de contrôle basées sur des modèles cylindre à cylindre formulées dans 

le domaine angulaire discret. 

I.2. Moteur à allumage commandé: MAC 

1.2.1. MAC : Principe et généralités 

1.2.1.1. Architecture globale 

L'architecture classique du MAC se présente comme sur la figure 2.1. L'ensemble est 

composé de plusieurs cylindres (où l'énergie chimique est transformée en énergie mécanique), 

de plusieurs auxiliaires et d'un calculateur électronique permettant de gérer le fonctionnement 

du MAC à partir de différents capteurs et actionneurs. 

Réservoir 
de carburant 

t 

Rai l 
d "ali mentation 

Régu lateur 
de pression 

du carburant 

Batterie 

Figure 2.1 : Architecture globale Moteur [Tl2] 

Les capteurs disponibles de série assurent des mesures de pressions, de températures, 

du débit d'air entrant dans le moteur, de la position du papillon, de l'angle vilebrequin, du 

régime moteur, de la richesse du mélange, etc ... Les actionneurs principaux permettent de 

piloter la position du papillon, les injecteurs et les bobines d'allumages. 
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L'énergie mécanique est fournie par le cylindre dans lequel se déplace un piston par 

l'intermédiaire d'une bielle reliant le piston au vilebrequin. La chambre de combustion est 

délimitée par les parois du cylindre, le piston et la culasse (figure 2.2). 

Bougie 

~=~-Chambre 

cie combustion 

Vilebrequin 

Figure 2.2: Cylindre Moteur [Til} 

La culasse est mume d'au moins deux soupapes qui permettent de connecter la 

chambre de combustion avec respectivement le collecteur d'admission pour l'introduction du 

mélange air-essence et le collecteur d ' échappement pour le refoulement des gaz brûlées. 

L'injection se fait dans la pipe d'admission par l'intermédiaire d'un injecteur (figure 2.1). La 

combustion du mélange air-essence est initiée par une étincelle électrique produite par la 

bougie d' allumage au cœur de la chambre de combustion. 

En outre, le MAC dispose d'un système de dépollution, généralement il s'agit d'un pot 

catalytique placé à la sortie du moteur permettant de réduire le rejet des polluants nocifs dans 

1' atmosphère. 

12.1.2. Le cycle à 4 Temps 

Le fonctionnement théorique d'un MAC à 4 temps est basé sur le cycle de «Beau de 

Rochas » (voir section suivante 12.1.3). La figure 2.3 montre qu'il comporte quatre phases et 

permet d'obtenir un travail mécanique à partir de deux sources une chaude et une froide 

[Heywood 88}. Ce cycle se déroule sur 720° Vilebrequin (oV), c'est-à-dire sur deux tours. Les 

quatre temps correspondent à quatre courses du piston dans le cylindre, entre les deux limites 

extrêmes du mouvement appelées respectivement point mort haut (PMH) et point mort bas 

(PMB). A chaque course est attribué un rôle bien précis dans le fonctionnement qui 

chronologiquement correspond à l ' admission, la compression, la combustion-détente et 

l ' échappement qui sont décrits ci-dessous. 
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Soupape 
admission 
Gaz venant
du carburateur 

PMH-

(j) admission des gaz 
(le piston descend) 

® compression 
He piston remonte) 

G B : gaz brùles 
G F : gaz frais 

@ combustion et détente 
(le piston descend) 

Figure 2.3: Cycle à 4 Temps [TI2] 

rr temps: Admission (OoV <0<180oJi) 

@ échappement des gaz brûlés 
fie piston remonte! 

Le cycle commence quand le piston est à son point le plus élevé PMH. Pendant ce 

premier temps où le piston descend du PMH au PMB, la soupape d' admission est ouverte, et 

permet l' aspiration du mélange air carburant. Le remplissage est alors le résultat d 'une 

dépression dans le cylindre. Les différentes pertes de charge sur le circuit d'admission 

(papillon, soupapes ... ) empêchent le remplissage théorique des cylindres de se réaliser 

complètement. 

2éme temps : Compression-allumage (180 °V <0<360 °V,) 

Pendant cette phase, la soupape d'admission se ferme puis le piston remonte du PMB 

au PMH et comprime le mélange air carburant. La pression dans le cylindre croît et, sans 

combustion, elle atteindrait 10 à 20 bars au PMH, selon le rapport volumétrique. Le mélange 

air-carburant est enflammé, habituellement par une bougie d'allumage, aux environs du PMH 

(quelques instants avant (10 à 40 oV)), afin de prendre en compte le délai nécessaire au 

développement de la combustion. 

3éme temps : Combustion-détente (360 °V <(}<540 °V,) 

Une fois le mélange enflammé, la combustion se développe et la pressiOn croît 

rapidement pour arriver normalement à son maximum une dizaine de degrés après le PMH, 

atteignant des valeurs supérieures à 90 bars à pleine charge. Les gaz sont alors très chauds 
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(2000 à 3000 °K) et les transferts thermiques vers les parois intenses. L'expansion des gaz 

portés à haute température force alors le piston à descendre du PMH au PMB pour le 

troisième temps. Ce mouvement est le seul temps moteur, là où l' énergie mécanique produite 

est transmise à l'arbre moteur via le piston et le système bielle manivelle. 

4éme temps :Echappement (540 °V <8<720 °V) 

Lors du quatrième et dernier temps, la soupape d'échappement s'ouvre lorsque le 

piston atteint le PMB, les gaz brûlés de combustion s'évacuent, au début sous l'effet de leur 

propre pression, puis sous la poussée du piston qui remonte. 

!.2.1.3. Diagramme où Epure de distribution 

Afin d'optimiser l'entrée et la sortie des gaz au cours du cycle moteur, il est nécessaire 

de fixer très précisément les instants angulaires d'ouverture et de fermeture des soupapes 

d ' admission et d'échappement. 

Échappement 

Sens de rotation 

Croisement 
des soupapes 

Admission 

AOA avanœ ouverture admission 
AOE avance ouverture échappement 

RFA retard fermeture admission 
RFE retard fermeture éhappement 

Figure 2.4: Diagramme de distribution [T/2] 

Ceux-ci doivent être ajustés pour diminuer la proportion de gaz brûlés résiduels et 

maximiser la masse de gaz frais admis dans le cylindre. D'autres contraintes sont prises en 

compte, comme la nécessité de minimiser les effets d'inertie des soupapes et les phénomènes 

acoustiques dans les veines gazeuses lors des transvasements 13
. Les valeurs angulaires sont 

calculées pour chaque moteur et sont représentées dans l'épure de distribution (figure 2.4). 

L'avance à l'ouverture de l'admission (AOA) s'effectue avant le PMH, afm de tenir 

compte de l'inertie des gaz frais dans les conduites d'aspiration et d'offrir une section de 

13 Phases d'admission et d 'échappement 
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passage suffisante lorsque le piston débute sa phase d'aspiration. Le retard à la fermeture de 

l'admission (RFA) se termine après le PMB, pour profiter de l'inertie des gaz frais et 

optimiser le remplissage. A régime moyen, la valeur du RF A est fixée de manière à coïncider 

avec l'équilibre des pressions dans les conduites et dans le cylindre. Lors de la détente, 

l'avance à l'ouverture de l'échappement (AOE) est anticipée avant le PMB, de sorte que la 

pression résiduelle dans le cylindre soit mise à profit pour chasser les gaz brûlés vers 

l'extérieur. Finalement, le retard à la fermeture à l'échappement (FRE) profite de l'arrivée de 

l'air frais lorsque 'la soupape d'admission est déjà ouverte, afin de permettre de balayer le 

restant des gaz brûlés à 1' extérieur du cylindre. 

1.2.1.4. Ordre d'allumage dans les cylindres 

Pour un moteur à quatre temps et ney, cylindres, il y a n cyt combustions par cycles. Les 

critères qui permettent de choisir l'ordre d'allumage dans les cylindres dépendent des 

sollicitations induites dans le vilebrequin et de la répartition des flux d'admission dans les 

collecteurs. En général, le numéro 1 est attribué au cylindre le plus proche de la courroie de 

distribution. Alors l'ordre d'allumage retenu pour un moteur à quatre cylindres est 1-3-4-2. 

Mais les combinaisons 1-2-4-3 ou 1-2-3-4 sont également possibles. 

Tableau 1: ordre d'allumage 1342 

Cylindre 1 Admission Compression Combustion Echappement 

Cylindre 2 Compression Combustion Echappement Admission 

Cylindre 3 Echappement Admission Compression Combustion 

Cylindre 4 Combustion Echappement Admission Compression 

Les phases de combustion sont décalées et se produisent dans l'ordre imposé par la structure 

du vilebrequin. Les cylindres changent de phases tous les 180 °V de rotation vilebrequin 

(figure 2.5). 

Admission Compression Combustion Echappement 

Figure 2.5: Moteur 4 cylindre en ligne 
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1.2.1.5. Formation des polluants 

La pollution du moteur thermique à combustion interne provient d'une combustion 

imparfaite. En effet, si la combustion était parfaite, les gaz d'échappement ne contiendraient 

que de la vapeur d'eau, du gaz carbonique et de l'azote. La qualité de la combustion est 

souvent caractérisée par la richesse du mélange de combustible. D'autres paramètres peuvent 

intervenir, comme les caractéristiques physiques et chimiques du carburant et 1 'homogénéité 

du mélange. La richesse du mélange définit le rapport entre les masses de carburant et d'air de 

la combustion réelle par rapport à celles de la combustion stœchiométrique. 

fjJ = ( ;,a~h J/( ;,arh ) = ( ;,a~h ) . PCQ 
arr azr stoe azr 

Le pouvoir comburivore (PCO) est le rapport entre la masse d'air et celle de carburant pour 

brûler un mélange dans les conditions stœchiométriques. Pour un hydrocarbure, le pouvoir 

comburivore est de l'ordre de 14,5 grammes d'air par gramme de carburant. Lorsque la 

quantité de carburant dans le mélange est inférieure à la quantité contenue dans les conditions 

stœchiométriques, le mélange est appelé mélange pauvre. A l'inverse, un mélange contenant 

davantage de carburant que dans les conditions stœchiométriques définit un mélange riche. 

Lors de la combustion, les hydrocarbures sont oxydés selon la formule chimique suivante : 

HxCy +a·(02 +bN2 ) ---tc·H20+d·C02 +e·CO+ f·HC+ g· NOx +h·N2 +i·02 

Monoxyde de carbone CO: la présence de monoxyde de carbone dans les gaz d'échappement 

est due essentiellement à une combustion se déroulant globalement ou localement en mélange 

riche. Dans ces conditions, le mélange présente un excès de carburant, celui-ci est 

incomplètement oxydé. Le taux de monoxyde de carbone est sensiblement proportionnel à 

1' excès de carburant. 

Oxydes d'azote NOx : Le processus principal de formation de NO fait intervenir l'azote et 

l'oxygène de l'air, réagissant l'un et l'autre sous forme atomique et moléculaire, dans la zone 

des gaz brûlés, en aval du front de flamme. Si le mélange présente un excès d'air (mélange 

pauvre), la totalité des hydrocarbures et du CO est oxydée en H20 et en C02, mais à haute 

température l'oxygène en excès a pour effet d'oxyder l'azote et de ce fait, les gaz comportent 

une teneur en NOx sensiblement proportionnelle à l'excès d'air. Si l'excès d'air est important, 

la baisse de température de combustion qui en résulte a pour effet de réduire la production 

d'oxyde d'azote. Par conséquent, la vitesse de formation de NO augmente avec la température 
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de combustion et dépendra également de la concentration en oxygène, atomique et 

moléculaire. Ceci explique que les émissions de NO passent toujours par un maximum en 

mélange légèrement pauvre ( rp ;;:::, 0,90-0,95) et varient beaucoup en fonction des paramètres 

agissant sur les températures locales (charge du moteur, dilution, avance à l'allumage ou à 

l'injection ... ). 

Hydrocarbures (HC) : ces polluants sont le plus souvent désignés par l'expression 

"hydrocarbures imbrûlés". Il s'agit de l'ensemble des produits hydrocarbonés retrouvés dans 

les gaz d'échappement et constitués à la fois des composants du carburant lui-même, non 

transformés lors du processus de combustion (mélange riche), et de produits obtenus par 

diverses réactions complexes entre hydrocarbures (craquage, cyclisations, .. . ). 

La formation de gaz toxiques d'un moteur à allumage commandé en fonction du dosage du 

carburant est représentée sur la figure 2.6. 

Formation de polluants : 
CO, HC, NOX 

i i 
1 1 

1 ; 
1 1 
1 : 1 

: ..... : 
1' 

, .. 1 

... 1 

' }' ' ' 
,, 1 ... 

, 1 1 .. 
\ 1 1 ... 
' 1 1 ! 1 .. 1 

Zone 4 Zone 3 Zone 2 Zone 1 
Air en excès Stœchiométrie Carburant en excès 

Figure 2.6: Formation des gaz toxiques en fonction du dosage de carburant [TB] 

Dans la zone 1, le CO et les HC augmentent avec l'excès de carburant tandis que la 

raréfaction de 1' oxygène diminue le niveau de NO x. 

Dans la zone 2, le mélange est stœchiométrique, mais son hétérogénéité a pour effet que la 

combustion produit aussi bien des composés trop oxydés (NOx) provenant des zones où le 

mélange est pauvre, que des composés incomplètement oxydés (CO et HC) provenant des 

zones de mélange riche. 

Dans la zone 3, l' excès d ' air a pour effet de réduire la teneur en composés non oxydés (CO et 

HC) et d'augmenter le niveau d'oxydes d'azote. 
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Dans la zone 4, l'augmentation de l'excès d'air a pour effet, d'une part, d'approcher de la 

limite d'inflammabilité du mélange ce qui provoque l'augmentation du niveau 

d'hydrocarbures imbrûlés et, d'autre part, d'abaisser la température de combustion ce qui 

provoque la diminution du niveau d'oxydes d'azote. 

12.1.6. Variabilité cyclique: cylindre à cylindre et cycle à cycle 

De nombreux facteurs font que le processus de combustion ne se réalise pas de 

manière identique dans chacun des cylindres du moteur, ni d'un cycle moteur à un autre dans 

un même cylindre. Ce phénomène, très complexe à gérer, a été largement étudié et commenté 

dans la littérature. 

Conséquence du phénomène 

Ces différences ont une influence directe sur le rendement énergétique du moteur ainsi que 

sur la consommation de carburant [Li & al 09]. Plus de 10% de la consommation de carburant 

est perdue à cause de ce phénomène [Vance & al 06]. En outre, le déséquilibre entre les 

cylindres cause des rejets supplémentaires d'émissions polluantes. Il a été montré dans [!noue 

& al93] que 30% de ces émissions pourraient être réduites si les cylindres étaient équilibrés. 

Les facteurs et/ou les raisons 

)- Les caractéristiques ainsi que le comportement de chaque injecteur sont différents ; ce 

qui engendre des mélanges différents dans les cylindres et par conséquent, des 

richesses différentes. 

)- Le caractère asymétrique du système d'admission fait que la répartition en air n'est 

pas uniforme sur tous les cylindres, et par suite, le couple produit par chacun des 

cylindres n'est pas le même. 

)- Le couple produit dépend de la pression maximale à l'intérieur des cylindres. C'est la 

plus grande pression maximale de tous les cylindres qui définit le niveau de 

ravitaillement de tous les cylindres, un moteur équilibré produit donc un couple plus 

élevé en sortie du moteur, qu'un moteur déséquilibré [Nieuwstadt & al 99]. Les 

émissions pour une vitesse donnée et une charge donnée sont réduites pour la même 

raison. 

)ô- Le déséquilibre des cylindres engendre aussi des problèmes de nature vibratoire, ces 

effets peuvent être ressentis par le conducteur en particulier à bas régime et peuvent 

endommager la chaîne de transmission ou créer des ratés d'allumage [Li & al 07]. 
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Les indicateurs 

Plusieurs paramètres du moteur sont affectés par ces phénomènes, comme par exemple, 

la pression dans les cylindres, la position angulaire du vilebrequin, ou la mesure de la pression 

dans le collecteur d'échappement et par conséquent ces variables sont des candidates pour la 

détection des déséquilibres entre les cylindres [Galloni & al 09]. 

I.2.2. MAC : modélisation 

La modélisation des moteurs à combustion interne s'est largement développée au cours 

des dernières années. Dans le cadre de ce travail, nous nous limitons à 1 'étude des techniques 

de modélisation adaptées à la synthèse de lois de commande pour le contrôle moteur. 

Différentes approches existent pour modéliser les composants et le comportement du moteur. 

Ces approches varient suivant l'architecture de contrôle adoptée, le type de problème à 

résoudre, les contraintes de développement ... 

Dans un premier temps on peut distinguer deux grandes familles de modèles : des 

modèles empiriques, basés sur des cartographies réalisées à l'aide de mesures sur bancs 

d'essais moteur; des modèles dits analytiques, basés sur des lois physiques ou des modèles 

dynamiques "boîte noire" permettant d'accéder aux phénomènes transitoires du moteur. On y 

retrouve les «modèles à valeurs moyennes» où l'évolution des paramètres du moteur est 

produite en terme de valeurs moyennes sur un intervalle temporel et les « modèles cylindre à 

cylindre» où les variations considérées sont de l'ordre du degré vilebrequin (0 V). Les 

modèles moyens restent les plus utilisés dans la littérature pour la conception des lois de 

commandes basées modèles. 

La modélisation peut également être effectuée suivant le domaine choisi : « domaine 

temporel )> où les équations différentielles ordinaires sont utilisées classiquement, ou 

« domaine angulaire ». Dans ce dernier cas, les modèles sont fonction de la position 

angulaire du vilebrequin. L'un des intérêts de ce domaine est une prise en compte « aisée » 

des phénomènes se produisant au niveau de chaque cylindre. 

Enfin, on peut également traiter le problème en utilisant des « modèles continus » ou, 

des << modèles discrets >> voire des « modèles hybrides » permettant de rendre compte 

d'éventuels évènements discrets. 

1.2.2.1. Modèles à valeurs moyennes 

Ce type de modèles est le plus utilisé dans la littérature. Le pas de calcul utilisé 

correspond approximativement à la durée d'un cycle moteur (720 °V). De part leur 
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«simplicité» relative, ces modèles présentent un intérêt majeur pour la synthèse de contrôle 

moteur [Kao & al 95, Jankovic & al 98]. Cependant, ils ne permettent pas d'atteindre des 

informations précises sur l'évolution des paramètres propres à chacun des cylindres. Ce 

dernier point nécessite d'adopter des «modèles cylindre à cylindre». 

12.2.2. Modélisation cylindre à cylindre 

Dans le but de caractériser la dynamique de chacun des cylindres et d'évaluer la 

variation cyclique inter et intra cylindres d'un MAC, une modélisation détaillée des 

dynamiques rapides des événements propres à chacun des cylindres est nécessaire. lls sont 

souvent définis dans le domaine angulaire [Kao & al 95]. Ces modèles se retrouvent par 

exemple en couplant le modèle thermodynamique des cylindres avec un modèle dynamique 

non linéaire d'ensemble piston bielle vilebrequin [Filipi & al 01, Zweiri & al 01}. Ils sont 

surtout utilisés pour 1' étude des variations de richesse et de couple entre les cylindres. A titre 

d'exemple, l'annulation de variations de richesse entre les cylindres se retrouve dans les 

travaux de [Grizzle & al91, Hasegawa & al 94, Fekete 95, Benvenuti & al 03, Chauvin & al 05, He 

& al 08, Suzuki & al 09], et concernant les variations de couple inter-cylindre [Jeremiasson & al 

98, Nieuwstadt & al 99, Chauvin & al 04, Li & al 08}. 

12.2.3. Représentation dans le domaine angulaire 

Le passage dans le domaine angulaire s'obtient en utilisant le changement de variable 

suivant: 

d dB d d 
-=-·-=OJ·-
dt dt dB dB 

Deux propriétés principales font qu'il est intéressant de considérer les modèles du 

moteur dans le domaine angulaire. D'une part, les dynamiques du moteur sont moins 

dépendantes de la vitesse de rotation [Chin & a/86, Kao & a/95]. ll a été montré que dans le 

domaine angulaire, il est possible d'augmenter la plage de fonctionnement du contrôleur, en 

particulier à haut régime où la sensibilité aux bruits est réduite par rapport au domaine 

temporel [Cook & al 88]. De plus, cette augmentation de la plage de fonctionnement n'a pas 

d'impact négatif sur les marges de stabilité et de robustesse du système [Osbum 03]. 

D'autre part sur un cycle moteur, les signaux périodiques sont corrélés au cycle moteur 

et ont une fréquence et/ou une période fondamentale généralement fixe par rapport à la vitesse 

de rotation vilebrequin [Heywood 88]. Donc dans le domaine angulaire, cette période est un 

nombre fiXe d'échantillons angulaires, ce qui n'est pas le cas avec un échantillonnage 
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temporel [Powell & all98, Chang & a/95}. Cette propriété est très intéressante pour la synthèse 

de contrôleur et pour le diagnostic cylindre à cylindre [Citron & al 89, Shim & al 96, Kim & al 

95}. 

L'utilisation du domaine angulaire est également avantageuse pour prendre en compte 

les différents retards dans les boucles de régulation du moteur, ainsi que les instants 

angulaires d'ouverture et de fermetures des soupapes d'admission et d'échappement qui sont 

des constantes dans ce domaine [Guzzella & al 04]. 

[Chin & al 86] ont fourni une analyse comparative entre les fonctions de tranfert 

continues dans le domaine angulaire et dans le domaine temporel. Les auteurs proposent une 

transformation entre les deux domaines, en faisant l'hypothèse que la vitesse est constante et 

en se basant sur la relation suivante : e = N · t où e est 1 'angle vilebrequin, N la vitesse de 

rotation et t le temps. Leur analyse est basée sur l'utilisation de modèles linéaire dans le 

domaine fréquentiel pour décrire la dynamique entre la position de papillon d'air et le couple 

transmis, la dynamique entre l'injection d'essence et le couple en sortie du moteur, la 

dynamique du vilebrequin, et la dynamique dans le collecteur d'échappement. Leur étude a 

montré que tous les modèles ainsi considérés varient plus lentement dans le domaine 

angulaire à l'exception de la fonction de transfert entre l'injection et la production qui 

présente un pôle singulier qui varie plus rapidement dans le domaine angulaire. De nombreux 

travaux traitent du problème de mise en œuvre des algorithmes de commande issus d'un 

développement préalable dans le domaine angulaire [Schmidt 92, Yurkovic & al 97, Grizzle & al 

94_1, G/ielmo & al 00}. Les travaux de [Osburn 03} montrent qu'il est préférable de synthétiser 

des lois de commandes dans le domaine angulaire et de les implémenter dans le domaine 

temporel via des contrôleurs équivalents. 

Malgré l'intérêt du domaine angulaire pour la modélisation et le contôle moteur, peu 

de travaux ont repris cette idée. 

D'autres approches se sont focalisés sur les aspects de traitement et filtrage des 

signaux moteur dans le domaine angulaire. Par exemple, dans [Hendricks & al 95}, une 

attention particulière est portée sur les fluctuations dues au phénomène de pompage du moteur 

au collecteur d'admission. Les auteurs concluent qu'un filtre anti-repliement dans le domaine 

angulaire avec une période angulaire maximale de 45°Vilebrequin permet d'éliminer ces 

fluctuations. Ce type de filtrage a été étendu à la vitesse de rotation du moteur dans [Schmidt & 

al99]. 
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12.2.4. Modèles discrets 

[Hazel & Flower 71] sont les premiers à avoir analysé les dynamiques du moteur 

comme des modèles échantillonnés dans le domaine angulaire. Leurs travaux se focalisent sur 

des applications du contrôle moteur à vitesse constante. La période angulaire des modèles à 

temps discret utilisés pour le contrôle moteur varie et la dynamique considérée aussi. Le pas 

élémentaire correspond à un cycle moteur 720° . Suivant les travaux, différents pas 

d'échantillonnage sont choisis, par exemple 45° dans [Grizzle & al 94_2] pour la dynamique 

d'air, et 180° pour la dynamique d'essence et d'allumage dans [Powell & al98, Chang & al95}. 

Par contre, lorsqu'il s'agit de traiter des problématiques cylindre à cylindre, le choix d'une 

période angulaire plus petite est nécessaire pour capter les dynamiques rapides. Par exemple, 

dans [Chauvin & al 06], une période angulaire de 6° a été considérée pour le problème 

d'estimation de la richesse cylindre à cylindre. 

1.2.2.5. Modèles hybrides 

Le moteur thermique est intrinsèquement un système hybride {Jeffrey & al 88]. 

L'injection de carburant et l'allumage du mélange air/carburant peuvent être considérés de 

façon discrète [Hazel & Flower 71}. Cependant, la dynamique de rotation et la dynamique des 

fluides sont des dynamiques continues par nature. Ce type de modèles est aussi utilisé pour 

modéliser les phénomènes cycliques du moteur [Balluchi & al 07]. 

12.2.6. Repérage des cylindres 

Généralement sur les véhicules conventionnels, le repérage angulaire du moteur se fait 

via une roue dentée fixée sur le vilebrequin et un capteur (effet Hall ou inductif) (figure 2.8). 

Le nombre de dents sur cette roue varie selon les applications (en particulier, en fonction du 

régime maximal du moteur et de la précision angulaire désirée). Classiquement, les roues ont 

60 dents (espacées de 6°) parmi lesquelles figurent une singularité (dent manquante et/ou dent 

plus longue). Cette singularité a pour objectif de donner un repère angulaire absolu pour le 

signal. Typiquement sur un moteur à 4 cylindres en ligne à 4 temps, cette singularité permet 

de repérer la position du PMH (point moteur haut) des cylindres. Un tel dispositif de repérage 

s'avère insuffisant pour récupérer la position relative de chacun des cylindres. En effet, pour 

un moteur à combustion interne à quatre temps, le vilebrequin exécute deux tours complet (ou 

720° d'angle), avant qu'un piston donné se retrouve dans la même position de fonctionnement 

dans le cycle moteur. Il en résulte que les cylindres 1-4 et 2-3 ayant la même position, il sera 

nécessaire d'avoir une information additionnelle pour différencier le cylindre en combustion 
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du cylindre en fin d'échappement. Pour résoudre cette indétermination, il existe plusieurs 

solutions: un capteur de position angulaire situé sur l'arbre à came (système qui tourne deux 

fois moins vite que le vilebrequin), ou des fonctionnalités logicielles embarquées dans le 

calculateur de contrôle moteur. L'arbre à cames est donc équipé d'une cible portant un repère 

qui est visible via un capteur fixe délivrant un signal fréquentiel valant « 1 » pendant la 

première moitié du cycle et« 0 »pendant la seconde. C'est la combinaison des signaux issus 

du capteur vilebrequin et du capteur arbres à cames qui permet de récupérer la position propre 

à chacun des cylindres. La figure 2.7 en donne un exemple. 

Un tour moteur = 60- 2 dents 

2 dents : : 

C.bl H 1 ! 
1 e sur l'arbre moteur : : , : : 

JUUUL.~ ..... ~ 

' i ~ ' Cible sur l'arbre à cames n · rL_ 

1 

' Cylindre en phase de compression 
1 3 4 2 

t~---t 
4 temps = 2 tours moteur = 1 tour arbre à cames 

Figure 2.7: Repérage angulaire du moteur : exemple. [TI3} 

Dans l'exemple présenté, le cylindre 1 est en phase de compression lorsque l'on a 

simultanément la présence des singularités sur l'arbre moteur et sur l'arbre à cames. Les 

positions angulaires des PMH sont repérées en nombre de dents par rapport à la singularité. 

Le séquencement des cycles se fait dans l'ordre 1, 3, 4, 2. La génération du signal indiquant la 

position propre à chacun des cylindres a une grande importance pour le phasage du système 

d'injection et d'allumage de chacun des cylindres. 

!.2.2.7. Phasage de l'injection et de l'allumage 

Le moteur considéré dans le cadre de ce travail comporte un système d'injection 

électronique multipoint séquentielle, et un système d'allumage à étincelle perdue. L'injection 

séquentielle consiste à injecter la quantité de carburant en actionnant successivement et dans 

un ordre donné les différents injecteurs. L'injection séquentielle est calée pour que la phase 

d'ouverture de chaque injecteur se termine avant l'ouverture de la soupape d'admission du 

cylindre correspondant (figure 2.8). L'expérience a montré que l'injection quand il y a une 
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soupape ouverte n'est pas souhaitable parce qu'elle entraîne une augmentation des émissions 

de polluants. Le temps de séjour du carburant dans la chapelle d'admission favorise son 

évaporation et le flux d' air à l'ouverture de la soupape favorise l'homogénéisation du mélange, 

réduisant ainsi la formation des hydrocarbures imbrûlés. 

1 1 1 1 1 Il 1 1 1 1 1 1 Il 1 1 1 11. 1 1 1 1 Il 1 1 1 1 Il 1 1 1 1 Il 1 1 1 1 1 

Phase 
l n j ect:ion d ' ' njection 

Commande 
d 'ouven:u e 

Commande 
de fermeture 

Fin d e l 'admission 

A phase d ' admission 
C phase de compressi o n 
0 phase de détente 
E phase d ' échappement 

Figure 2.8 Séquencement de l' injection [TI3} 

Le moment où se fait l'injection de carburant est repéré généralement par la position 

angulaire de la fermeture des injecteurs. Celle-ci est le résultat d 'une interpolation 

cartographique en fonction du régime et de la charge du moteur. 

Connaissant la vitesse de rotation du moteur Ne , l'instant d'allumage désiré B;gn 

(généralement quelques degrés avant le PMH correspondant à la phase de combustion 

associée) et le temps de mise en conduction de la bobine D wt , le calculateur de contrôle 

moteur détermine l'instant de début de mise en conduction de la bobine. La mise en 

conduction s'arrête pour déclencher l' étincelle à l'instant voulu (figure 2.9). Classiquement, 

ceci est fait par rapport à l'instant d ' avance optimale (} opt. Cette dernière est donnée par une 

cartographie réalisée à partir d'essais sur banc moteur en fonction du régime et de la charge. 

L __ 
M ise en 

conduction 
de l a !Jobj ne 

Figure 2.9: Phasage de l' allumage [Tl4} 
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1.2.2.8. Notion dephasage PMH 

Pour chaque angle du vilebrequin, la position du piston dans chaque cylindre 

conditionne le volume de gaz emprisonné. Cette dernière, est fonction du nombre de cylindres 

et de la cinématique du moteur. De ce fait, le type de cycle moteur (2 temps ou 4 temps) et 

l'ordre d'allumage définissent la relation entre la position du vilebrequin et du piston dans 

chaque cylindre. Le PMH de combustion correspond à l'instant où le piston est à sa position 

la plus haute dans le tour moteur durant lequel a lieu la combustion. Il est nécessaire de 

«caler le PMH », c'est-à-dire de faire coïncider l'angle 0 avec le volume minimal dans la 

chambre de combustion (piston au point mort haut). La conséquence de ce calage est 

importante pour synchroniser les contrôleurs par rapport à l'acquisition des signaux de 

mesure. Sur un système d'acquisition classique, ces signaux du moteur sont classiquement 

acquis en fonction du temps. Dans le cas où des contrôleurs définis dans le domaine angulaire 

sont considérés, une acquisition dans le domaine angulaire est nécessaire (voir Annexe A). 

I.3. MAC : Architectures et Modèles dynamiques orientés contrôle 

L'objectif du contrôle d'un moteur à allumage commandé est de fournir le couple 

demandé par l'utilisateur via la pédale d'accélération, tout en minimisant la consommation de 

carburant, les émissions polluantes, ainsi que le bruit. 

Le découpage de la structure de commande est alors réalisé en utilisant trois boucles 

de régulation. La première est la «boucle de contrôle en couple» qui permet à la fois, 

d'assurer une combustion stable et sans cliquetis (qui correspond à une auto inflammation non 

souhaité du mélange), de générer le couple demandé par le conducteur et d'assurer un 

compromis consommation 1 émissions polluantes. Le principal actionneur dans ce cas est la 

vanne papillon des gaz frais qui assure la boucle « lente » de contrôle sur toute la plage de 

variation du couple. Les bougies d'allumage sont utilisées pour assurer la boucle « rapide » de 

commande sur un domaine local. 

La deuxième est la (( boucle de contrôle de la richesse )) qui fournit la quantité de 

carburant à injecter afin d'optimiser le ratio air-carburant du mélange admis dans le cylindre. 

Dans ce cas, les actionneurs considérés sont les injecteurs d'essence. 

La dernière boucle est celle qui permet de suivre une consigne de vitesse en régime de 

ralenti tout en rejetant les perturbations externes appelée (( boucle de contrôle en régime )). Le 

pilotage de la position du papillon des gaz frais permet d'assurer la régulation de régime. 
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Domaine temporel 

Phi 

Phi allurrtpge 

N 

Contrôle de 
position de 
papillon d'air 

Contrôle de 
la richesse 

Rdesiré 

1 

r------------~---------- ----- _: 

nP.sirP. 

Domaine angulaire Phi Offset 

Phi allumage 

Figure 2.10: Architecture globale orientée contrôle 

Contrôle 
d'essence 

d,ontrôle de 
l'allumage 

1 

Evidemment suivant les technologies de MAC considérées, d'autres boucles de 

contrôle peuvent intervenir, telles que le contrôle des polluants au niveau du collecteur 

d'échappement, la boucle de recirculation des gaz brulés (EGR), etc. 

Pour réaliser les différentes boucles de régulation et déterminer l'état du moteur, 

plusieurs capteurs sont disponibles de série. Ces signaux sont mesurés par 1 'unité de 

commande électronique (ECM) qui calcule les actions à réaliser. De part les phénomènes mis 

en jeu, deux bases de calcul sont considérées, une liée au temps (domaine temporel), l'autre 

liée au degré vilebrequin (domaine angulaire) donc au régime du moteur (figure 2.10). 

- 41 -



Chapitre I : Moteur à allumage commandé 

Dans la suite, les principes permettant de mettre en œuvre ces boucles de régulation 

sont détaillés . 

1.3.1. Architecture du contrôle de la richesse 

Les émissions de polluants refoulées au collecteur d'échappement sont directement 

liées à la richesse dans le cylindre, du mélange air carburant entrant dans le moteur. La 

connaissance de ce paramètre est donc essentielle pour le contrôle moteur. Pour rappel, la 

définition classique de la richesse est traduite par le rapport des masses (ou des débits 

massiques en modèle moyen) du carburant et de l'air, normalisée par un coefficient Â.s qui 

traduit le cas d'une combustion complète d'un mélange stœchiométrique de carburant et 

d'air: 

1= mair 

As.mfuel 
(1.1) 

Les moteurs à allumage commandé disposent d'un système de dépollution qui a pour but de 

transformer les gaz nocifs résultant du processus de combustion en des gaz moins polluants 

par l'intermédiaire d'un catalyseur 3 voies. L'efficacité de ce dernier requiert une quantité 

d'oxygène suffisante dans les gaz d'échappement qui correspond à maintenir la valeur de la 

richesse autour de 1 à ±1% (figure 2.11). Le signal de richesse est classiquement fourni par 

une sonde lambda (UEGO) placée au niveau du collecteur d'échappement, elle délivre en 

sortie une tension qui représente l'image de la richesse [Ulrich & al 06]. 
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Figure 2.11 : Taux de conversion du catalyseur en fonction de la richesse du mélange 
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L'objectif est donc de réguler la richesse du mélange autour de 1 sur toute sa plage de 

fonctionnement, en régime stabilisé comme en transitoire, en agissant à la fois sur l'instant 

angulaire du début d'injection et sur la quantité d'essence à injecter. Pour atteindre cet 

objectif, plusieurs méthodes sont disponibles dans la littérature ; la plus répandue est donnée 

figure 2.12. 

Débit d'air 
au cylindre 

Débit Air 
Mesuré Capteur 

débit air 

N 

Figure 2.12 : Architecture orientée contrôle de la richesse 

Cette structure se décompose en trois parties pour lesquelles différents outils sont 

utilisables et présentés dans les sections suivantes. 

1.3.1.1. Compensation de la dynamique d'essence 

Sur un système d'injection indirecte (dans la pipe d'admission du cylindre), un 

phénomène important, dit« phénomène de mouillage» [Aquino 81], doit être pris en compte. 

En effet, La masse de carburant qui doit parvenir au moteur m f e est déterminée à partir de la 

masse d'air aspirée mair et du rapport air essence Â obJ objectif : 

1 
mtc =mair. T 

ob} 
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Lors de l'admission d'essence, une partie du carburant injecté se dépose sur les parois 

du collecteur d'admission en formant un film fluide, alors que l'autre partie de l'essence 

injectée arrive sous forme de vapeur. La quantité de carburant réellement injectée dans le 

cylindre dépend donc de l'évolution de chacune de ces deux quantités. Elles dépendent des 

conditions de pression et de température qui règnent dans le collecteur d'admission et de la 

vitesse de rotation du moteur. 

Le modèle qui décrit ce phénomène est présenté dans la section 13.4.2. La dynamique 

d'essence ainsi caractérisée sa régulation est explicitée ci-après. 

1.3.1.2. Action anticipative (feedforward) 

La richesse est pilotée par les injecteurs situés en entrée des cylindres. Sa mesure par 

la sonde de richesse est effectuée en sortie du collecteur d'échappement, un retard de transport 

apparaît donc dans la boucle de régulation. Ce temps de retard est évidemment variable en 

fonction du régime moteur. Pour limiter les effets de ce retard, une action anticipative sur la 

richesse est généralement introduite. En se basant sur l'estimation de la quantité d'air admise 

dans le cylindre et en utilisant l'équation(l.2), il est possible de calculer la quantité d'essence 

désirée, et d'anticiper les variations de richesse de masse d'air admise [Hendricks & al 93, 

Takahashi & al95, Guzzella 95}. Le problème est que la quantité d'air admise dans les cylindres 

d'un moteur est difficile à estimer. La méthode la plus utilisée dans la littérature se base sur la 

définition du rendement volumétrique [Heywood 88}. Dans la plupart des cas, ce rendement est 

défini par une cartographie statique qui dépend de la pression au collecteur d'admission et de 

la vitesse de rotation [Ericsson & al 02]. Cependant, il existe des approximations plus ou moins 

complexes de cette variable, basées sur des méthodes de régressions [Pieper & al 99, Hendricks 

92, Andersson & al 01] utilisant la pression au collecteur et la vitesse de rotation. Le principal 

inconvénient est le temps de calibration de ses méthodes qui nécessitent de nombreux essais 

sur banc. Pour éviter ce problème, les informations des différents capteurs disponibles à 

l'admission peuvent être utilisées pour réaliser des estimations en ligne. Par exemple, dans 

[Stefanopoulou & al 04}, la synthèse d'un estimateur adaptatif est réalisée à partir des mesures 

de pression et de température dans le collecteur d'admission combinées à la mesure de vitesse 

de rotation du moteur; [Grizzle & al 94_1, Stotsky & al 02] utilisent la mesure du débit d'air et 

la pression dans le collecteur d'admission; [Magner & al 02] couplent la mesure de l'angle de 

l'ouverture du papillon des gaz avec la mesure de la vitesse du moteur. La précision de ces 

différents procédés est tout à fait acceptable en régime stabilisé de fonctionnement du moteur, 
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mais elle est discutable lors des régimes transitoires pmsque des modèles moyens sont 

utilisés. 

En effet, pour estimer précisément la quantité d'air entrant le cylindre en phases 

transitoires, il est nécessaire de tenir compte de plusieurs facteurs qui se produisent au niveau 

des cylindres tels que : 

> Les contraintes inter-cylindres (séquence de passage d'un cylindre à un autre en 

fonctions des soupapes d'admission), 

> Les contraintes intra-cylindres (au niveau d'un même cylindre, moment où les deux 

soupapes d'admission et d'échappement sont ouvertes) 

> L'effet de la variation de la température au niveau du collecteur 

Ces phénomènes ont des effets significatifs sur la dynamique de remplissage et sur la 

valeur du débit d'air entrant dans les cylindres [Yuen & a/84, Taylor 94]. Dans [Kolmanovsky & 

al 00], le capteur de la pression au collecteur d'échappement est aussi pris en compte pour 

faciliter la prédiction de la dynamique du remplissage pendant les transitoires. De même, dans 

[Solliec & al 07] une méthode d'estimation du débit engendré par la variation du ratio de 

pression collecteur-échappement utilisant un filtre de Kalman a été proposée. [Diop & al 99] 

ont étudié l'influence de la variation de la température au collecteur d'admission. Enfin, pour 

remédier au décalage de calcul dû à l'instant d'exécution de l'injection, certains travaux 

proposent des algorithmes de prédiction [Takahashi 95, Li & al 99, Chevalier & al 00, Cristofaro 

& al 05}. 

Faute de tenir en compte de tous les phénomènes physiques présents, l'action 

anticipative introduite n'est pas suffisante et par conséquent une action de correction en 

boucle fermée doit être utilisée. 

1.3.1.3. Contrôle en boucle fermée (feedback) 

En complément de l'action anticipative, le contrôle de la richesse nécessite une 

régulation en boucle fermée. Cette dernière se base sur la mesure de la richesse donnée par 

une sonde lambda, généralement UEGO, placée au niveau du collecteur d'échappement. Ce 

problème a donné lieu à beaucoup de travaux utilisant des techniques variées : commande par 

retour d'état linéarisant [Guzzella & al 97, Alfieri & al 09], commande par mode glissant 

[Carnevale & al95, Won & a/98, Souder & al 04], commande adaptative [Turin & a194, Rupp & 

al 08, Yildiz & allO], commande LQ [Onder & a/93, Ohata & al 95], commande robuste [Vigild 

& al99, Mianzo & 01}, ou encore la commande prédictive [Muske & al 06]. 
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Le contrôle de la richesse doit de plus tenir compte du retard existant entre l'instant 

d'injection et la mesure, qui représente approximativement un cycle moteur complet. 

L'intégration de ce retard, se retrouve dans certains travaux [Nakagawa & al 02, Averina & al 05, 

Alfieri & al 07, Yildiz & al 08] qui se placent dans le cadre linéaire avec une valeur du retard 

connue. 

De manière générale, tous les travaux cités précédemment font l'hypothèse, d'une part, 

que la distribution en air est uniforme dans tous les cylindres, et d'autre part, que tous les 

injecteurs ont le même comportement indépendamment de leur placement et de leurs 

caractéristiques. Par conséquent, les problèmes de déséquilibre de richesse entre les cylindres 

ne peuvent pas être résolus par les approches citées. Pour y remédier, un contrôle de la 

richesse cylindre à cylindre avec le modèle associé doit être introduit. 

1.3.1.4. Contrôle de la richesse cylindre à cylindre 

Le fait de disposer d'un contrôle global de l'injection à partir de modèles moyen 

participe au phénomène de variations de richesse entre les cylindres. En effet, il peut y avoir 

des cylindres qui fonctionnent légèrement en mélange pauvre, alors que d'autres sont 

légèrement en mélange riche et pourtant la sortie globale est régulée autour de 1. Les 

principaux effets sont la surconsommation potentielle de carburant et la génération d'un 

surplus d'émissions polluantes [Shulman & a/80, Co/vin & a/82]. Afin de contrôler de manière 

plus précise l'injection individuelle des masses de carburant, une reconstruction de la richesse 

ou d'une grandeur caractéristique de la richesse dans chacun des cylindres est indispensable. 

L'implantation de sondes de richesse en sortie de chaque cylindre n'étant pas envisageable sur 

véhicule étant donné leur prix de revient, la mise en œuvre d'un estimateur fonctionnant à 

partir des mesures d'une seule sonde et des mesures disponibles doit être envisagée. Un 

contrôle moteur pourra ainsi, à partir des richesses reconstruites, adapter les masses de 

carburant injectées dans chacun des cylindres afin que les richesses soient équilibrées dans 

tous les cylindres. Plusieurs travaux se sont focalisés sur ce problème [Grizzle & al 91, 

Hasegaya & al94, Fekete 95, Yaojung & al 96, Carnevale & a/98, Fantini & al 03, Benvenuti & al 

03, He & al 08, Suzuki & al 09]. Par exemple, dans [Hasegaya & a/94, Fantini & al 03, Carnevale 

& al 98], l'estimation des richesses est uniquement conditionnée par les coefficients d'une 

matrice qui doivent être identifiés hors ligne grâce à un algorithme d'optimisation. De plus, à 

chaque point de fonctionnement (régime/charge) correspond un réglage différent de la matrice, 

et donc une nouvelle identification de ses paramètres. Dans ces travaux, la description 

physique du phénomène cyclique du mélange qui caractérise la dynamique au collecteur 
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d'échappement est négligée. Par contre, dans [Grizzle & al91, Benvenuti & al 03, Suzuki & al 09], 

la dynamique du collecteur d'échappement est modélisée par des modèles du premier ordre 

retardés intégrant la dynamique du mélange et la dynamique du capteur de richesse. Les 

richesses individuelles sont déduites du signal du capteur pris sur les intervalles de temps où 

le cylindre correspondant est activé. Ces travaux supposent que la quantité d'air admise dans 

les cylindres reste constante sur un cycle. Dans [Carnevale & al 98], le phénomène de 

mélange a été modélisé en se basant sur la géométrie du collecteur d'échappement, mettant en 

évidence que l'estimation des richesses individuelles varie en fonction de la géométrie du 

collecteur d'échappement (symétrique où asymétrique). Dans [Yaojung & al 96], les richesses 

individuelles sont estimées à partir des débits d'air et d'essence au niveau des pipes 

d'admission qui sont eux même estimés à partir des pressions cylindres. Un travail sort du lot 

[Chauvin & al 05] où un modèle physique représentant en temps réel 1' éjection des gaz de 

chacun des cylindres et leur parcours dans le circuit d'échappement est donné. Un observateur 

de Kalman cyclique est alors utilisé pour estimer les richesses individuelles. 

La littérature n'offre pas une méthodologie standard et satisfaisante pour régler la 

question des disparités de richesses entre les cylindres. 

Toutefois, la meilleure carburation ne suffit pas à garantir une combustion parfaite : il 

est aussi nécessaire d'adapter au mieux le point d'allumage par rapport à l'état de charge et au 

régime du moteur. 

1.3.2. Architecture du contrôle de l'allumage (détection du cliquetis) 

Il est en effet fondamental que l'allumage soit effectué à un moment bien précis, qui 

varie avec la charge et le régime du moteur. Si l'étincelle jaillit trop tôt, il y a risque de 

détonation, la température en fin de compression étant trop élevée. Si elle tarde, la combustion 

ne commence que quand le piston redescend, et le cycle est fortement tronqué. Dans les deux 

cas, le rendement et la puissance du moteur chutent. L'avance à l'allumage est caractérisée par 

l'angle que fait le vilebrequin par rapport à sa position au PMH. Une avance de 0° correspond 

à un allumage au PMH combustion du cylindre considéré. La consigne de 1 'instant 

d'allumage est générée en tenant compte de trois paramètres distincts (figure 2.10) : l'avance 

optimale phi_ opt, la borne maximale et la borne minimale d'avance qui sont fournis par des 

cartographies. L'avance optimale correspond à l'avance garantissant un couple maximal 

réalisable par rapport à un remplissage donné, il est déterminé par des essais sur banc moteur. 

Ses valeurs sont intégrées sous forme d'une cartographie dans le calculateur du contrôle 

moteur. La borne maximale de l'avance correspond à la limite du phénomène de cliquetis. Ce 
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dernier correspond, à une combustion anormale, destructrice pour le moteur, où tout ou une 

partie du mélange air/carburant atteint les conditions d'auto inflammation (conditions de 

pression et température supérieures à un seuil sur une durée excédant le délai d'auto 

inflammation du mélange) avant 1' arrivée du front de flamme. 

N Cartogranhie -Pcol Allutnage 
Av_opt 

+ + 

Ecart + Av 

Av 

Signal Cliquetis 

Figure 2.13: Architecture orientée contrôle de l'avance à l' allumage 

Ce phénomène est généralement détecté via un accéléromètre installé sur le bloc 

moteur, connu sous le nom de « capteur de cliquetis ». La borne minimale quand à elle, 

correspond à l'instant angulaire d'allumage garantissant l'inflammation du mélange (couple 

limite). 

Cette boucle à pour objectif d ' assurer les demandes de couple rapide sur une faible 

plage de variation tout en permettant une combustion stable et sans cliquetis. 

L'architecture globale est donnée sur la figure 2.13, la solution la plus répandue repose 

sur l 'utilisation d'une cartographie statique qui permet de générer l' instant d'allumage par 

rapport à une vitesse et une charge donnée. Des commandes plus élaborées existent, utilisant 

des signaux comme le courant d ' ionisation, ou le signal fourni par le capteur de cliquetis 

[Eriksson & al 97, Isao & al 97, Zhu & al 07]. Ce dernier envoie un signal de tension 

représentative des vibrations moteur au calculateur, qui agit alors sur la consigne d'avance à 

1' allumage. Enfin, certains travaux utilisent un modèle embarqué de processus combustion qui 

permet d'estimer l'instant angulaire où la pression est maximale à l'intérieur du cylindre et 

ainsi d'adapter l'avance à l'allumage [Yoon & al 00]. 
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1.3.3. Architecture du contrôle de la vitesse au ralenti 

La régulation de la vitesse de rotation du moteur en phase du ralenti est une des 

problématiques clés du contrôle moteur [Hrovat & al 98]. Elle consiste à suivre un régime 

donner malgré les perturbations de couple résistant dues à la mise en route ou à l'arrêt de 

certains auxiliaires. Les actionneurs généralement utilisés pour assurer cette régulation sont la 

commande du papillon des gaz et les avances à l'allumage de chaque cylindre. La première est 

plus lente puisqu'elle dépend du délai de remplissage ou de vidange du collecteur 

d'admission, alors que l'action sur l ' avance à l' allumage a un effet immédiat sur le cycle de 

combustion auquel elle est appliquée. Dans [Hrovat & al 97} une étude bibliographique 

détaillée des structures du contrôle de cette boucle a été proposée, et une étude comparative 

des différents architectures utilisant les même modèle et plateforme d'essais a été étudiée dans 

[Yurkovic & al 97, Thornhill & al 00}. Les principaux travaux sur ce sujet depuis 1997, jusqu'à 

aujourd'hui sont donnés dans [Hamilton & al97, Nicolao 99, Balluchi & al 02, Glielmo & al 00, Li 

& al 01 , Grizzle & al 01, Jankovic & al 09}. L'architecture typique pour traiter ce problème est 

donnée sur la figure 2.14. Les deux sous boucles de contrôle liées à chaque type d'actionneurs 

y sont représentées. 

Vitesse 

Vitesse Moteur 

.- . .. . 

·;,~_: Avance à · 
"S • - ' •• - ~ ' ... 

1 'ali umage ' 

Figure 2.14 : Architecture orientée contrôle de la vitesse de rotation au ralenti 

Le modèle correspondant à cette boucle fait intervenir la dynamique du vilebrequin. De ce 

fait, les algorithmes du contrôle associés doivent considérées à la fois le retard de 
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transmission du couple et l'entrée de perturbation non mesurable qui est le couple de charge. 

En effet, une perturbation sur le système d'air n'apparaît sur le signal de production de 

couple qu'après les trois phases d'admission, de compression et de combustion. Une première 

approximation de ce retard pour un moteur diesel a été donnée dans [Welbourn & al 59}, il 

vaut : 

120 
'rd=--

N ·ney, 
(1.3) 

avec N la vitesse de rotation du moteur en tr/min et ney1 le nombre des cylindres. Une étude 

dans le domaine fréquentiel revèle que cette approximation n'est valable qu'à basse fréquence 

[Hazel! & Flower 71}. Les auteurs affirment aussi que l'utilisation à la fois de l'approximation 

(1.3) et d'un modèle continu est adéquate seulement pour la syntése de contrôleur à faible 

bande passante. Dans [Hrovat & al 98], le retard est déterminé directement en terme de 

déplacement angulaire qui est donc supposé constant dans le domaine angulaire et qui vaut 

360°V . Dans [Gibson & al 06}, un retard de 450°V a été condideré afin de prendre en 

compte les limitations liées à l'unité de traitement électronique. 

Afin de pouvoir contrer la perturbation générée par le couple de charge, il faut avant 

tout l'estimer. Des méthodes d'estimation de ce paramètre utilisant principalement la mesure 

de vitesse de rotation ont été données dans [Azzoni & al99, Deur & al 04, Deur & al 07, Franco 

& al 08}. Ces travaux utilisent des modèles à valeurs moyennes pour la synthèse des filtres de 

Kalman adaptatifs, d'observateurs à entrée inconnu, ou encore d'observateurs à modes 

glissants. 

Trois temps moteur sont nécessaire afin qu'un changement de position du papillon 

d'air apparaisse sur le couple transmis alors qu'un changement de l'angle d'avance à 

1' allumage peut se réaliser à la fin de la phase de compression et juste avant la phase de 

combustion. Des travaux ont proposé une structure utilisant à la fois 1' avance à 1' allumage et 

la position papillon pour la régulation de vitesse [Morris & al 82, Glielmo & al 00, Alt & al 09]. 

Les travaux cités visent à diminuer les déviations de vitesse en présence de la 

perturbation due au couple de charge toute en compensant le retard de production de couple. 

Outre ces performances, des contraintes additionnelles peuvent être considérées comme par 

exemple le lissage du régime moteur au ralenti. Le principe est de réduire au maximum les 

fluctuations de vitesse dues à la différence du couple produit par chacun des cylindres. Il faut 

alors être capable d'ajuster le couple fourni par chacun des cylindres indépendamment en 

jouant sur leurs avances à l'allumage respectives. La litérature portant sur ce sujet indique que 
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cette problématique est souvent traité de façon indépendante de celui de la régulation de 

vitesse. 

1.3.3.1. Equilibrage des cylindres en couple 

L'équilibrage des cylindres passe par l'estimation de couple individuelle généré lors 

des phases de combustion des cylindres, cette problématique a été déjà traitée dans la 

littérature. La plupart des solutions proposées utilisent la transformée de fourrier directe où 

indirecte comme dans [Nieuwstadt & al 99, Jianqiu 02], ou utilisent la mesure de la vitesse de 

rotation comme dans [Rizzoni & al 95, Wang & al 97, Chauvin & al 04, Chauvin & al 07}. 

En présence d'un déséquilibre entre les différents couples produits par chacun des cylindres, 

la nature répétitive du cycle moteur donne lieu à des composantes périodiques sur le signal de 

vitesse de rotation dont la période fondamentale est toujours un cycle moteur quelles que 

soient la vitesse et la charge. Ce facteur a été exploité dans plusieurs travaux [Shim & al 95, 

Ribbens & al 97, Kim & Park 99, Chauvin & al 07]. 

Comme les déviations de vitesse interviennt au niveau du vilebrequin, la formulation 

de ce problème dans le domaine angulaire semble donc appropriée [Yurkovich & al 97]. Dans 

[Shim & al95], l'algorithme proposé détermine les valeurs d'avance à l'allumage pour chacun 

des cylindres en se basant sur la comparaison de l'amplitude maximale des fluctuations de 

vitesse dues à chacun des cylindres. Dans [Kim & Park 99], un réseau de neurone a été utilisé 

pour extraire les fonctions périodiques du signal de mesure de la vitesse de rotation à partir 

duquel sont déterminées les valeurs de 1' avance à 1' allumage sur chacun des cylindres. Les 

résultats des travaux cités. précédemment sont basés sur des simulations numériques utilisant 

un modèle non linéaire du moteur qui n'inclut ni perturbations transitoires ni bruits de mesures. 

Une étude expérimentale des résultats de [Shim & al 95], a été réalisée dans [Ribbens & al97], 

où les auteurs ont confirmé que la méthode est valide en régime stabilisé mais pas en phases 

transitoires. 

Le couple moteur obtenu en fonction de l'avance à l'allumage appliquée décrit une 

parabole. Cette parabole peut être normée par rapport au couple maximal (ou couple à 

l'avance optimale) et la notion de rendement de couple introduite comme étant le couple par 

rapport au couple à 1 'avance optimale. Cette variation peut être tracée en fonction de la 

dégradation d'avance qui correspond à l'avance optimale moins l'avance actuelle (figure 2.15). 

La parabole d'avance est alors unique pour chaque point de fonctionnement en régime. 
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--------- ----- -~---------~ 

Rendement de coup e = 
couple/couple à l'avance optimale 

1 

Limite 
de cliquetis 

Dégradation d'avance= avance optimale -avance 

Figure 2.15 : Parabole d'avance 

Après avoir présenté les différentes architectures et problématiques de commande sur 

un moteur à allumage commandé, la section suivante est dédiée à un état de l' art sur les 

modèles orientés contrôle qui sont utilisés dans les architectures précitées. 

13.4. Etat de l'art sur les modèles orientés« contrôle » 

La modélisation des moteurs à combustion interne s'est largement développée au cours 

de ces dernières années . Aujourd'hui, une multitude de codes industriels dédiés à la simulation 

des moteurs sont disponibles sur le marché (GT-Powerl, Wave2, Amesim3 , Virtual 4-

Stroke4, En-dyna, Simcar, etc.). Généralement, 1 'utilisation de ce type de logiciel présente un 

potentiel limité: l' accès au code source et à sa modification sont très limités pour des raisons 

évidentes de propriété intellectuelle et commerciale ; le paramétrage ce type de modèle 

nécessite la connaissance détaillée de la géométrie du moteur. ll est souhaitable de disposer 

d'un modèle facilement adaptable à différents moteurs et dans lequel certains sous modèles 

peuvent être remplacés pour les simplifier ou, au contraire, pour les affiner en fonction du 

degré de granularité désiré. Le problème posé se résume donc à choisir et à combiner des sous 

modèles adaptés à la modélisation des différents organes du moteur et des phénomènes 

physiques présents. Le choix des modèles est guidé par les objectifs de commande et le 

niveau de représentativité souhaité. Les modèles qui sont développés dans cette section 

répondent aux critères suivants : 

~ Simulation du cycle moteur complet (admission, compress10n, détente et 

échappement) et de l'évolution de la pression dans chaque cylindre 

~ Simulation cylindre à cylindre du MAC 
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~ Capacité à prédire les variables qui influencent l'évolution des gaz polluants (pression, 

température et richesse du mélange) 

~ Reproduction de la vitesse instantanée du vilebrequin et du couple 

~ Recours à un nombre minimum de paramètres empiriques 

~ Simulation sur toute la plage de fonctionnent du moteur 

~ Temps de calculs courts (simulation en temps réel, possibilité de simuler plusieurs 

minutes de fonctionnent du moteur) 

~ Simulation des dispersions cycliques entre les cylindres 

!.3.4.1. Modèle de l'admission d'air 

Sur un moteur à allumage commandé, l'air admis à travers un filtre traverse un corps 

de papillon avant d'arriver dans le collecteur d'admission puis entre dans la chambre de 

combustion via la soupape d 'admission (figure 2.16). L'écoulement est considéré comme 

unidirectionnel dans le sens de l' admission bien qu'un faible refoulement existe au niveau de 

la soupape d'admission à chacune de ses ouvertures et fermetures. 

Filtre à air 

Papillon 

Collecteur 

~ol 

4 Cvlindres moteur 

0 
0 

______. D ---.0 cyl 

0 

Figure 2.16 : Collecteur d'admission d'air 

La grandeur choisie pour représenter la dynamique de l'écoulement à l'admission est la 

pression dans le collecteur. Ce dernier est considéré comme un réservoir contenant un 

mélange gazeux supposé parfait et en utilisant le principe de la conservation de la masse 

[Bidan & al95, Bortolet & al98} , l'équation différentielle suivante [Hendricks & al 01, Andersson 

& al 05} est considérée: 
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dP,ot = RJ;,o, (D (t)-~ D (t)) 
dt V pap L... cyl, 

col •=1 

(1.4) 

où ~ot est le volume au collecteur d'admission en m 3
, ncy1 est le nombre de cylindre du 

moteur, R la constante molaire des gaz parfaits en j · mor1 ·oK , ~ot la température au 

collecteur d'admission en °K, Dpap (t) représente le débit d'air au niveau de la restriction de 

la vanne papillon en kg ·s-I , D cyt, ( t) représente le débit d'air entrant dans les cylindres 

kg· s-1
, }J,01 représente la pression au collecteur d'admission en Pa. 

L'équation ( 1.4) ne prend pas en compte d'éventuelles variations de la température dans le 

collecteur, certains modèles introduisent la température de la manière suivante [Van 

Nieuwstadt & al 00] : 

d}J,ol = RJ;,ol (D (t) _ ~ D (t)) + p . i::ot 
dt V pap L... cyl, col T 

col l=l col 

(1.5) 

Quel que soit le modèle utilisée (1.4 où 1.5), déterminer la dynamique de la pression au 

collecteur revient à déterminer les deux quantités d'air entrante et sortante du collecteur 

d'admission Dpap (t) et Dcy1 (t). 

Le modèle le plus répandu pour calculer le débit au niveau du papillon motorisé 

Dpap (t) utilise les équations de Barré Saint-Venant [Heywood 88]: 

(1.6) 

Avec Cd le coefficient de perte de charge, ~tm en Pa et ~tm en °K sont respectivement la 

pression et la température en amont de la vanne du papillon, r la constante massique des gaz 

parfaits en j · kg-1 
• K-1

, Apap ( ~;ap) représente la section d'ouverture de la vanne qui varie 

avec la position de la vanne ~ ;ap et d (~tm, P,o, ) une fonction non linéaire qui varie en onction 

du rapport entre la pression dans le collecteur d'admission et la pression en amont de la vanne 

du papillon P,. = ;ol comme suit : 
atm 
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( 
2 J;_l si P,. > --

y+l 

( 
2 J;_l si P,. ~ --

y+l 

(1.7) 
r+l ..fi ( 2/ r+ 1 )2(r-1) 

avec r le coefficient isentropique environ égal à 1,4. La variation du débit Dpap (t) par 

rapport à la position angulaire du papillon fj>;ap est donné par: 

( 
o ) H·d~ap [ cos(f/>;ap)J ( ') 

Apap f/Jpap = 4 1- COS ( f/J~) + Apap f/Jo (1.8) 

où f/J~ est l'angle d'ouverture minimal de la vanne papillon en degrés, dpap le diamètre de 

l'arbre de la vanne papillon en m. 

Le débit au niveau de la vanne papillon, ainsi que la position angulaire de cette 

dernière sont deux variables mesurés. Cependant, le débit d'air entrant dans le cylindre à 

travers la soupape D cyl ( t) est un paramètre difficile à mesurer directement. La solution est 

alors d'estimer la masse d'air admise dans les cylindres à chaque cycle de fonctionnement du 

moteur à partir des variables mesurées. L'estimation la plus répandue dans le cas des moteurs 

thermiques à allumage commandé est celle basée sur la définition du rendement volumétrique 

[Heywood 88]. Dans la plupart des cas, ce rendement est remplacé par une cartographie 

[Ericsson & al 02]. Cependant, il existe quelques approximations, plus ou moins complexes de 

cette variable. Par exemple, dans [Hendricks & al 92, Pieper & a/99], ce débit est décrit par la 

relation suivante : 

(1.9) 

avec Vd la cylindrée totale du moteur, Ne le régime moyen du moteur en tours/minutes et 

1Jvo1 ( ~ol, Ne) le rendement volumétrique. Deux méthodes existent pour calculer ce rendement. 

Le rendement volumétrique par définition est le rapport entre la masse d'air qui pénètre dans 

le cylindre et la masse d'air qui pourrait y pénétrer en théorie compte tenu des caractéristiques 

des gaz dans la conduite d'admission: 

masse d'air réelle 
1lvol = d 1 • h , . masse mr t eonque 

(1.10) 

Le plus souvent, la masse d'air théorique est calculée à partir de l'équation des gaz parfaits 

appliquée au collecteur d'admission [Andersson & al 01]: 
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p ·V 
masse d 1 air théorique ( ~ol' P,ol ) = col cyl 

r . r::ol 

(1.11) 

La masse d'air réelle est calculée en intégrant la valeur du débit mesuré au papillon 

d'admission. 

Une autre façon de faire est de déterminer le rendement volumétrique à partir des mesures de 

la vitesse de rotation Ne et de la pression au collecteur d'admission J>,01 

(1.12) 

Les a;, i = 0, 1, ... 3 sont des paramètres constants à estimer. 

La validation de ces différentes approximations est effectuée en régime statique. Pour prendre 

en compte d'éventuelles variations paramétriques, une incertitude 1177vol est rajoutée à 

l'expression du rendement [Andersson &al 01]: 

D ey/ (~of' Ne)= ( Vd.Ne J · ( 1lvot + d7lvol ) · J>,o/ 
l20.r.~01 

(1.13) 

Dans ce travail, un observateur est alors utilisé pour estimer les variations !1.77vol dans le cas 

du moteur avec suralimentation en air (turbocompresseur). 

1.3.4.2. Modèle d'injection de carburant 

Les modélisations les plus couramment utilisées dans la littérature de la dynamique 

d'essence prennent en compte le phénomène de mouillage (figure 2.17). 

Injecteur 

Essence 

Pipe 

d ' admission 

Vapeur d ' essence 

Film d ' essence 

Figure 2.17: Phénomène de mouillage 

Une représentation de ce phénomène est donnée dans [Aquino 89], qui consiste à décrire la 

dynamique de la fraction d' essence sous forme liquide par un modèle linéaire du premier 

ordre. Cette représentation est reformulée dans [Hendricks & al 92] telle que: 
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mff(t)= -lmff(t)+zmfl(t) r, 
mtv (t) = (1-z)mfi (t) 

m1 (t) = mtv (t)+_!_mff (t) 
r, 

(1.14) 

avec m, (t)' mff (t)' mfo (t)' mfi (t) en kg ·s-I' respectivement: le débit d'essence admis 

dans le cylindre, le débit relatif au film d'essence, le débit de vapeur d'essence et le débit des 

injecteurs, r1 la constante de temps de l'évaporation d'essence en s et z représente la 

fraction d'essence directement admise dans le cylindre. 

La relation entre la masse d'essence injectée et le temps d'injection est proportionnelle, ce qui 

s'exprime par le modèle suivant des injecteurs [Powell & al98, Kiencke & al 00]: 

mfi (t) = kinj. (t 1 _inj -to) (1.15) 

avec t0 le temps mort des injecteurs, t1 _inj le temps d'injection et kinj un paramètre constant à 

identifier. 

Des méthodes d'identification et/ou d'estimation en ligne des paramètres de ces modèles 

existent dans la littérature [Haluska & al 98, Arsie & al 03, Locatelli & al 06, Ahn & al 1 0]. Le 

modèle donné en (1.14) est généralement utilisée dans le contrôle d'un moteur dont le 

système d'injection ne nécessite pas la régulation de la pression au niveau de la rampe 

d'essence (Pression constante réglée à 3bars pour notre cas), pour plus d'informations sur le 

modèle d'injection de carburant utilisé dans le contrôle des moteurs diesel COMMON RAIL 

voir [Gauthier & al 07 _1, Gauthier & al 07 _2]. 

1.3.4.3. Modèle du processus de combustion 

La combustion est le phénomène clé dans les moteurs à allumage commandé. Elle 

conditionne la puissance fournie par le moteur, les transferts de chaleur aux parois et la 

formation des polluants. Vu les objectifs de contrôle envisagés, une modélisation à une seule 

zone dans le cylindre est adoptée. Dans ce cas, la pression, la température et la composition de 

la charge dans le cylindre sont considérées comme uniformes. Ce modèle ne distingue pas les 

gaz brûlés des gaz frais. Le modèle à une zone a pour avantage d'avoir une formulation plus 

simple des phénomènes de transfert de masse et de chaleur. Le modèle utilisé est celui tiré des 

travaux de [Grondin & al 04]. Les gaz contenus dans le cylindre respectent la loi des gaz 

parfaits: 
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P V =m ·r·T cyl, cyl, cyl, cyl, (1.16) 

Si on dérive l'équation de gaz parfaits dans la chambre de combustion, on obtient: 

1 dPcy1, 1 dVcyt, _ 1 dTcyt, 
---+-------
pey!, dt ~yt, dt Tcy1, dt 

(1.17) 

Le premier principe de la thermodynamique, sous sa forme différentielle pour un gaz parfait, 

en considérant les chaleurs spécifiques constantes s'écrit : 

C dTcy1, _ dQ p dVcy1, 
mey!,· v'~- dt- cyl,·~ (1.18) 

Où le terme dQ représente le flux de chaleur totale reçu par le système. Après division du 
dt 

terme de droite de ( 1.18) par m · r · T et du terme de gauche par P · V , pour faire apparaître le 

membre de droite de l'équation (1.17), il vient alors : 

1 dTcy1 ( 1 dQ 1 dVcy1 J 
Tcyt, ·~=(y-I)· Pcy

1
, ·Vey,,. dt- Vcy

1
, ·~ (1.19) 

En combinant les équations (1.18) et (1.19), l'équation de la pression dans le cylindre est 

obtenue: 

dPcy1, =_L_· dVcy1, P + y-1. dQ 
dt vey,, dt cyl, vey,, dt 

(1.20) 

La loi de conservation de 1' énergie fait que le flux de chaleur total reçu par le système est 

décomposé en quatre termes distincts (équation d'équilibre thermodynamique): 

dQ dQn dQcomb dQout dQP -=--+ ------
dt dt dt dt dt 

(1.21) 

avec dQn flux de chaleur relatif aux gaz admis, dQcomb énergie libérée par la combustion du 
~ ~ 

mélange air carburant, dQout flux de chaleur des gaz qui s'échappent des cylindres et dQP le 
~ ~ 

flux de chaleur perdu par transfert thermique. 

Le flux de chaleur relatif au gaz admis dans le cylindre est donné par l'équation (1.22), 

utilisant le débit d'air entrant le cylindre ma_cyl et le débit entrant dans le cylindre par la 

soupape d'échappement me_cyl : 

dQn C . T C . T --= pma cyl-· a+ pme cyf. · e dt - ' - ' 
(1.22) 
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Le flux de chaleur des gaz qui s'échappent des cylindres quant à lui est donné dans 1 'équation 

(1.23), en fonction des débit sortants de la soupape d'admission et de la soupape 

d'échappement qui sont respectivement mcyl_a et mcyl_e. 

dQout = C (m +rn )·T 
dt p cyl_ a, cyl_ e1 cyl, 

(1.23) 

En appliquant la loi de la conservation de la masse, les évolutions de la masse et de la 

pression dans le cylindre sont gouvernées par le système du premier ordre suivant : 

dPcyz y [( T . T . ) T ( ) p dVcyz ] --' =- r· ·m +r· ·m -r· · m +m - --' 
dt V a a_cy/1 e e_cyl1 cy/1 cyl_a; cyl_e1 cy/1 dt 

cyl, 

+ y-l.[dQcomb _ dQP] 
vcyz, dt dt 

(1.24) 

dm 
~=m +m +rn -m -rn dt /; a_cyl, e_cy/1 cy/1 _a cyl, _e (1.25) 

Le volume dans le cylindre ainsi que sa dérivée sont calculés comme suit : 

(1.26) 

Le taux de dégagement de chaleur relatif à 1' énergie libérée par la combustion du mélange est 

modélisé à l'aide d'une phase de Wiebe {Wiebe 67]. L'énergie apportée est fonction de la 

quantité de carburant brûlé : 

( )

/+1 

f -6 908· __.!!__ 

dQcomb = 6.908· Qcomb ·(J +l)·(_!!_J ·e . (Jœmb 

dt (}comb (}comb 
(1.27) 

L'énergie totale apportée par la combustion est donnée par la relation: 

Qcomb = mcarb ·PC/ ·1Jcomb (1.28) 

Les transferts thermiques sont modélisés par l'égalité [Woschni 67): 

d;; = Scy/ ·he · ( J;,yl - Tparois ) (1.29) 

Avec Scy1 =a·ff·:
2 

+7r·D~[Pbm+l-cos(B)~P~m-sin2 (B)] et le coefficient he est 

déterminé utilisant la formule de W ochni : 

h = 3 26 . po.8 . D-o.2 . T-o.s3 . o.8 
c • cyl; cyl; w (1.30) 
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Les modèles présentés permettent donc de simuler la pression dans chaque cylindre. A 

partir de ces pressions et du mouvement de translation qu'elles imposent à leur piston respectif, 

un mouvement de rotation est induit sur un arbre, appelé vilebrequin. Le paragraphe suivant 

présente les modèles de la dynamique de ce vilebrequin. 

1.3.4.4. Modèle de la dynamique bielle-vilebrequin 

Le schéma de la figure 2.18 représente l'ensemble piston 1 bielle 1 manivelle en 

mouvement dans chaque cylindre qui permet d'obtenir la rotation du vilebrequin à partir de la 

translation des pistons. Ces mouvements de translation proviennent de la combustion du 

mélange air/carburant mis sous pression dans les cylindres. 

PMH ... ········-··········· .:t 
1 ~ 

h : Déplacetnent du 

piston!PMH. 

1 : Longueur de la bielle. 

r : Rayon du tnaneton. 

B : Angle de rotation 

du vilebrequin. 

. ~h 

r--+----.1··~ 

' 
Figure 2.18 : Système bielle vilebrequin 

En utilisant le principe fondamental de la dynamique, 1 'équation classique obtenue pour les 

mouvements de rotation donne une relation entre le couple indiqué du moteur Cind et 

l'accélération angulaire du vilebrequin 8: 

(1.31) 

Cr représente le couple résistant du moteur (couple de charge plus le couple du frottement), et 

Jm le moment d'inertie de l'arbre moteur. Ce dernier est composé du moment d'inertie propre 

au vilebrequin Jvil auquel s'ajoute la contribution de la masse de la bielle. La bielle est 

assimilée à un axe sans masse portant à chacune de ses extrémités une masse ponctuelle 

relative à la position du centre de gravité : 

(1.32) 
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Avec mbielle la masse totale de la bielle et /1 la distance entre le centre de gravité de la bielle et 

son axe coté vilebrequin. 

Le couple indiqué Cind résulte de l'action des gaz sur le piston, il traduit le travail 

thermodynamique transmis au vilebrequin, il est relié à la pression dans le cylindre et à la 

position angulaire de la manière suivante : 

!!·De 
C. = (P -P )·-·g(B) md cyl atm 4 (1.33) 

avec g(B)=r·sin(B)·[l+ ~ ,cos(O~ ] 
flbm -sm ( 8) 

Le couple de frottement est déterminé par la formule suivante: 

C = Vd·PMF 
fr 4·Jr 

(1.34) 

avec P MF la pression moyenne de frottement calculée en fonction de la vitesse moyenne du 

piston: 

PMF =re -
4 

+0.45·10-3 
• N +3.75 ·10-3 ·v2 

14.5 p 
(1.35) 

L'expression du couple indiqué (1.33) peut s'écrire aussi en fonction de la vitesse de rotation, 

de la masse d'air admise dans le cylindre, de la richesse du mélange et de 1' instant d'allumage 

comme suit: 

(1.36) 

1"1 représente le retard de la production de couple, 1"2 représente le retard entre l'instant 

d'allumage et l'instant où le couple fournie est transmis au vilebrequin. L'influence de 

l'instant d'allumage lA pour un couple donné s'écrit en fonction de l'instant d'avance à 

l'allumage AA et de l'instant d'avance optimale rpopt de la manière suivante 

( )

2.875 

lA= cos( AA -rpopt) (1.37) 

La constante c1 peut être utilisé pour représenter le couple maximale. 

1.3.4.5. Modèle du collecteur d'échappement 

Sur un moteur à allumage commandé, les gaz d'échappement sortent des chambres de 

combustion par des tubulures individuelles qui se raccordent en un point de confluence vers 

un collecteur d'échappement (figure 2.19). 
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4 Cylindres Moteur 

0 
0 

0 

Pot catalytique 3 voies 

~ch ' T:ch ' F:ch 

Figure 2.19 : Collecteur d 'échappement 

La loi des gaz parfaits au niveau du collecteur d'échappement donne: 

p exh "lfexh = m exh R T exh (1.38) 

Le modèle moyen exprimant la dynamique de la pression au collecteur d' échappement est: 

(1.39) 

Une autre variable importante à prendre en compte est la fraction d'air globale Fech au 

collecteur d 'échappement, sa dynamique peut s'écrire: 

· ( ) R · Y:ch ( f) . ( ) ( ( ) ( )) Fech t = mer t . F'.r t - Fech t 
P.ch. vech 

(1.40) 

Avec mer ( t) et F.r ( t) représentent le débit et la fraction d'air au niveau des sorties des 

cylindres. Une façon de prendre en compte la variation de température dans le collecteur 

d'échappement est d'écrire: 

(1.41) 

La fraction d'air moyenne en sortie des cylindres est donnée par : 

(1.42) 

Avec r 3 représente le retard entre l'instant où le mélange est injecté et l' instant où les gaz 

brûlés correspondant sont refoulés par la soupape d'échappement, m ey! et m ess représentent 

respectivement le débit d'air et d'essence admis dans le cylindre. 

L ' équation (1.42) peut s'écrire aussi en fonction de la richesse en sortie des cylindres ll.,r : 
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(1.43) 

Alors que, la fraction d'air globale au collecteur d'échappement est reliée à la valeur de la 

richesse globale par la formule : 

Â -1 F ( f) - ____,ex"'-h -

exh - Âexh"Âs + 1 

1.4. Conclusion 

(1.44) 

Ce premier chapitre a présenté une vue globale concernant le moteur à allumage 

commandé. En premier lieu, quelques généralités ont été définies, telles que, son principe de 

fonctionnement cyclique, son diagramme de distribution, l'ordre d'allumage des cylindres 

ainsi que leurs phasages, la formation des différents polluants résultats de son processus de 

combustion pour finir sur la problématique de cette thèse, la prise en compte des variations 

cylindre à cylindre et cycle à cycle d'un MAC. 

En second lieu, les différents types de modèles capables de rendre compte du 

comportement statique et/ou dynamique du moteur ont été définis, une attention particulière a 

été mise sur les modèles cylindre à cylindre, à temps discret, formulés dans le domaine 

angulaire. 

Enfin, un état de l'art portant sur les différentes architectures du contrôle moteur ainsi 

que les modèles correspondants a été proposé. Là aussi, une attention particulière a été donnée 

aux problèmes d'estimation et de contrôle cylindre à cylindre, telles que le problème 

d'estimation du débit d'air, de richesse et de couple individuels, mais aussi le contrôle de 

l'injection d'essence et l'avance à l'allumage cylindre à cylindre. 

Le contrôle cylindre à cylindre est un réel défi pour la communauté du contrôle 

moteur. Ce problème est réputé difficile de par le nombre limité de capteurs permettant de 

remonter à des paramètres propres à chacun des cylindres. Ces variables ainsi obtenues, 

permettent d'introduire de nouveaux degrés de liberté au système de contrôle moteur afin de 

mieux maîtriser le processus de combustion dans chacun des cylindres, et par conséquent les 

émissions polluantes générées en sortie du moteur. 

En plus du nombre limité de capteurs, le caractère non linéaire des différentes 

dynamiques qui caractérisent le fonctionnement du moteur complexifie son étude. Ces 

problématiques nécessitent le développement et l'utilisation d'outils de contrôles avancés 

permettant de gérer ces non linéarités. De plus, la propriété de périodicité du moteur dans le 

domaine angulaire joue un rôle primordial qui peut être exploité. 
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Il est alors possible de considérer une représentation du comportement de chacun des 

cylindres dans un intervalle angulaire donné d'un cycle moteur. La périodicité du moteur peut 

être préservée et les problèmes de contrôle cylindre à cylindre peuvent se reformuler en 

utilisant une représentation non linéaire à coefficients périodiques. 

Pour prendre en compte les non linéarités des modèles à coefficients périodiques 

étudiées, la représentation floue de type Takagi-Sugeno est utilisée dans les développements 

proposés dans nos travaux. Le chapitre suivant présente une étude bibliographique sur cette 

famille de modèles. 
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Chapitre II : Modèles flous discrets de type Takagi-Sugeno 

ILl. Introduction 

Ce deuxième chapitre présente un état de l'art des résultats disponibles concernant les 

modèles de type Takagi-Sugeno à temps discret [Takagi & Sugeno 85}. La première partie 

concerne leur définition ainsi que leur construction à partir d'un modèle non linéaire. La 

seconde partie est dédiée à l'analyse de la stabilité ainsi qu'à la synthèse des lois de 

commande pour les modèles TS discrets. Le formalisme des inégalités matricielles linéaires 

(LMD [Boyd & al 94] et les propriétés matricielles utilisées pour cette analyse sont rappelés. 

Un overview, spécifiquement dédié aux modèles TS discrets, des méthodes présentées et des 

résultats obtenus peut être trouvé dans [Guerra et al. 09]. Enfin, les limites de l'approche 

présentée et les résultats actuellement disponibles dans la littérature sont discutées. 

11.2. Définition et problématique 

1!.2.1. Définition des modèles Takagi-Sugeno 

Les modèles Takagi-Sugeno (TS) sont composés d'un ensemble de modèles linéaires 

interconnectés par des fonctions non linéaires vérifiant la propriété de somme convexe (2.2) 

[Takagi & Sugeno 85]. Ils peuvent s'écrire sous la forme suivante: 

r 

x ( t + 1) = L hi ( z ( t)) (A; x ( t} + Biu ( t)) 
i=] 

(2.1) 
r 

y ( t) = L hi ( z ( t)) Ci x ( t) 
i=1 

r 

Vi E { 1, ... , r} , hi ( z ( t)) ;?: 0 , L hi ( z ( t)) = 1 (2.2) 
i=] 

x(t)e IR.n représente le vecteur d'état du modèle, u(t)e IR.m le vecteur des entrées, et 

y ( t) E IR. p le vecteur des sorties. Les matrices Ai E IR. nxn ' Bi E lR nxm ' ci E lR pxn ' i E { 1, ... 'r} 

représente un ensemble de r modèles linéaires. Les fonctions d'appartenance hi(.) ont la 

propriété de somme convexe (2.2) et sont des fonctions d'un vecteur z(t)e :IR.z appelé vecteur 

des prémisses. Ce dernier peut dépendre linéairement ou non du vecteur d'état. Plusieurs 

méthodes permettent d'obtenir un modèle TS à partir d'un modèle non linéaire, soit par 

linéarisation autour de points de fonctionnement, soit par un découpage en secteur non 

linéaire [Tanaka & Wang 01]. Cette dernière méthode permet d'obtenir un représentant de type 

TS d'un modèle non linéaire qui est identique au modèle non linéaire dans un compact de 

1' espace des variables de prémisses. 
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De manière générale, il est possible de transformer un modèle affine en la commande (2.3), 

où f (.) , g (.) et h (.) sont des fonctions non linéaires en un modèle TS de la forme (2.1 ). 

{
x(t+l) = /(z(t)}x(t)+ g(z(t)}u(t) 

y(t) = h( z(t) )x(t) 
(2.3) 

Le représentant TS (2.1) d'un modèle non linéaire (2.3) n'est pas unique [Taniguchi & al 01] et 

le nombre de sous-modèles linéaires qu'il contient augmente exponentiellement avec le 

nombre k de fonctions non linéaires distinctes du modèle (2.3) pour atteindre 2k . Cette 

notion de non unicité pose la question du choix du bon représentant au sens du respect des 

contraintes imposées pour la synthèse d'une loi de commande (robustesse/performances) 

[Ohtake & al 09]. 

Notations: 

Soient~, i e { 1, ... , r} , des matrices de dimensions appropriées, et h; (.) des fonctions scalaires 

ayant la propriété de somme convexe, les notations suivantes sont utilisées : 

r 

~ = L hi ( z ( r)) ~ (2.4) 
i=l 

r 

~+ = Lh; (z(t+ 1))~ (2.5) 
i=l 

r 

~- = L hi ( z ( r -1)) ~ (2.6) 
i=l 

r r 

~z = LLh; (z(t)}h1 (z(t)} Yy (2.7) 
i=l j=l 

Quand il n'y a pas d'ambiguïtés possibles, le terme ( *) dans une inégalité matricielle indique 

la quantité transposée, par exemple: [ ~ ~]<0 est équivalent à [ ~ ~]<0 , 

G +A+ ( *) < 0 est équivalent à G +A+ Ar < 0 . 

II.2.2. Approche par secteur non linéaire 

Considérons le modèle non linéaire (2.3), en supposant qu'il existe un compact des 

variables de prémisses z (t) E Cc JRz sur lequel les non linéarités du modèle sont bornées. 
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Soient ni; (.) E [ nli' ni; J, i E { 1, ... , r} ces non linéarités, il est alors possible d'écrire sur 

{w~ ( ·) = (ni; - ni; ( ·)) 1 ( nl; - nf; ) 

w; ( ·) = (ni; ( ·) - ni; ) 1 (ni; - nl; ) 
(2.8) 

Notons que de façon immédiate on a w~ 0 ~ 0, w; 0 ~ 0 et w~ 0 + wf (-) = 1. Les fonctions 

non linéaires h; ( z ( t)) , i E { 1, ... , r} du modèle TS (2.1) se construisent alors directement à 

partir de la formule : 

(2.9) 

Les fonctions d'appartenance sont donc dans ce cas une combinaison de fonctions non 

linéaire présentes dans le modèle (2.3). La propriété de somme convexe (2.2) se déduit 

directement. 

Exemple : Soit le modèle suivant avec a ( t) E [ (! ( t) , ii ( t) J : 

( ) [ 
1 sin ( x1 ( t) )] ( ) [sin ( x1 ( t) )] ( ) x t+1 = x t + u t 

a(t) -1 2 
(2.10) 

Un représentant TS s'obtient de la façon suivante en considérant comme vecteur des 

prémisses zT ( t) = [ x1 ( t) a ( t) J . Les deux non linéarités s'écrivent alors : 

1 ( ( ) ) = 1-sin ( ~ ( t)) w0 x1 t 
2 

1 ( ( )) = 1 +sin ( x1 ( t)) , w1 x1 t 
2 

w2 (a(t))= ii(t)-a(t) 
0 ii(t)-(!(t) 

, w~(a(t))=1-w;(a(t)) 

En utilisant (2.9), on obtient: h1 (z)=w~(x1 )·w;(a), h2 (z)=w:(x1)·w;(a), 

h3 (z)=w~(x1 )·w~(a) et h4 (z)=w:(x1 )·w;(a). UnreprésentantTS de(2.10) s'écrit alors: 

4 

x( t+ 1) = Lh; (z(t) )( A;x(t) + B;u (t)), où les modèles linéaires sont donnés : 
i=l 
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11.2.3. Problème à base de contraintes LMI 

Les conditions de stabilité et/ou de stabilisation sont généralement mises sous la forme 

de problème d'inégalités matricielles linéaires LMI (Linear Matrix Inequality) [Boyd et al. 94]. 

La description des contraintes LMI et une méthode permettant de résoudre les problèmes qui 

leurs sont associés sont présentés dans cette section. Différents lemmes permettant de 

manipuler les inégalités matricielles afin de les rendre linéaires dans leurs inconnues sont 

présentés en deuxième partie. 

• Utilisation du Formalisme LM/: 

Les contraintes LMI (Linear Matrix Inequality) s'écrivent sous la forme: 

m 

F(x} é: F0 + :Lx;F; < 0 (2.11) 
i=l 

Avec: 

~ x= [ ~, ... ,xm] est un vecteur de m variables de décisions, qui sont dans notre cas, 

des matrices à rechercher. 

~ F; = F;r e lR n><n , i e { 1, ... , m} sont des matrices symétriques connues. 

~ F (x) est une fonction qui doit être affine par rapport aux variables de décisions 

X; , i e { 1, ... , m} pour que le problème soit de type LMI. 

Un problème de faisabilité LMI s'écrit: 

Trouver X; , i e { 1, ... , m} , tels que F (x) < 0 (2.12) 

Le domaine de solutions D = {xe lR m, F (x) < 0} qui désigne 1' ensemble des variables x 

satisfaisant l'inégalité matricielle (2.11) étant convexe [Scherer & al 04], le problème de 

faisabilité (2.12) entre dans la classe des problèmes d'optimisation convexes. L'avantage 

majeur de ce type de problème d'optimisation est qu'il existe des algorithmes de résolutions 

très efficaces permettant de calculer un optimum global au problème. Nous citons par 

exemple, les algorithmes basés sur les méthodes du point intérieur et les solveurs associés 

(SeDumi, LMILab, SDPT3, SDPA) [Boyd & a/94]. Différentes boites à outils existent pour 

assurer l'interface de ces solveurs avec Matlab. Dans toute la suite, nous utiliserons la boite 

à outils «LM! Toolbox » de Mat/ab pour résoudre les problèmes sous contraintes LM!. 
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Dans le cas où la fonction F (x) est une fonction non linéaire par rapport aux 

variables de décisions, il n'y a pas d'algorithme générique de résolution possible. Un cas 

classique dans le domaine de la commande ou l'observation des systèmes est de se retrouver 

face à des problèmes BMI (Bi-Linear Matrix Inequality). Dans certains cas il est possible de 

reformuler le problème de manière LMI en utilisant diverses propriétés matricielles. 

• Propriétés : 

Lemme (congruence): Soient deux matrices P et Q, si P est définie positive et si Q est de 

rang plein en colonne, alors la quantité QPQr est définie positive. 

Lemme (Complément de Schur) : Soient A, <I>, P et Q des matrices de taille appropriée. 

Les propriétés suivantes sont équivalentes: 

(2.13) 

[
-Q ArP] 2. <0 
PA -P 

(2.14) 

[ 
-Q AT<l> ] 

3. ::J<l>, T T < 0, p > 0 
<I> A -<I> - <I> + p 

(2.15) 

Remarque: L'équivalence entre (2.13) et (2.14) est classiquement appelée complément de 

Schur. La propriété (2.15) qui représente une généralisation introduisant une variable 

supplémentaire se retrouve dans [Oliveira & a/99]. Notons que si <I> = P, on retrouve (2.14). 

Lemme de Finsler [De Oliveira & Skelton 01]: Soit un vecteur xe JR.n, et des matrices 

Q = QT E lR. nxn et R E lR. mxn telle que rang ( R) < n . Les deux expressions suivantes sont 

équivalentes : 

1. xr Qx < 0 \ix :t: 0 tels que Rx = 0 

2. ::JS E lR. nxm telle que Q +SR+ RT sr < 0 

(2.16) 

(2.17) 

Dû à la nature polytopique des modèles considérés, la plupart des problèmes de 

stabilité et de stabilisation rencontrés dans la suite se mettent sous la forme d'une simple 

r r r 

somme: Lh; (z(t))Y; < 0, d'une double somme: LL~(z(t))hAz(t))Y!i <0, ou de multiples 
i=l i=l j=l 

sommes. Les différentes méthodes pour assurer le caractère négatif de ces inégalités sont 

présentées dans la partie suivante. 
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11.2.4. Relaxations 

Dans toute cette partie, nous supposons que la seule connaissance disponible sur les h; 

est la propriété de somme convexe. Dans le cas d'une simple somme, avec 1; des matrices de 

taille appropriée, il s'agit de trouver des conditions suffisantes assurant: 

r 

Lh; (z(t))1; < 0 (2.18) 
i=l 

Ce résultat est défini sous forme de lemme suivant. 

Lemme 1 : Soit 1; des matrices de taille appropriée, (2.18) est vérifiée si : 

1; < 0 \ti E { 1, ... , r} (2.19) 

Dans le cas d'une double somme avec 1 iJ des matrices de taille appropriée : 

r r 

LLh; ( z(t) )hj ( z(t) )Iii< 0 (2.20) 
i=l j=l 

Dans ce cas de double somme plusieurs résultats sont proposés dans la littérature, deux 

exemples significatifs sont présentés lemmes 2 et 3. 

Lemme 2 {Tanaka et al. 98] : Soient 1 iJ des matrices de taille appropriée, (2.20) est vérifiée 

si : 

\ti E { 1, ... , r} 

1!i + 1ji < 0 V(i,j)E {1, ... ,r}2 
i < j 

Lemme 3 [Tuan et aL 01] : Soient 1 ii des matrices de taille appropriée est vérifiée si : 

lu< 0, ViE {l, ... ,r} 

.2_
1 
rii + 1 ij + 1ji < o, V(i,J)E {1, .. . ,rr,; * 1 

r-

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

Remarque : Le domaine des solutions satisfaisant les conditions du lemme 3 inclut le domaine 

des solutions du lemme 2. 
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Certains problèmes traités dans la suite de ce mémoire sont sous la forme d'une triple 

somme avec h1 (.) et gk (.)des fonctions positives scalaires ayant la propriété de somme 

convexe et ~~ des matrices de tailles appropriées. Ils s'écrivent: 

r r r 

rghh = :L:L:Lgk (.)h; (.)hj (.)r~ < o (2.25) 
k=J i=l j=l 

Les fonctions h1 (.) et gk (.) étant indépendantes, il s'agit donc d'une application directe du 

lemme 1 pour gk (.) conjointement avec les lemmes 2 ou 3 suivant la version. On se ramène 

donc aux cas précédents en utilisant : 

r r 

i khh = LLh; (.)hj (.) i~ < 0 VkE {1, ... ,r} (2.26) 
i=] j=l 

Lemme 4 : Soient i~ des matrices et h; ( i, j' k) E { 1, ... ' r r des fonctions positives scalaires 

ayant la propriété de somme convexe, si les conditions (2.27) et (2.28) sont vérifiées alors 

(2.25) est vraie : 

r: < 0 'V(i,k)E {l, ... ,r}2 
(2.27) 

_2_
1 
~~ + ~~ + ~~~ < 0, V(i,j,k)E {l, ... ,rf, i t= j 

r-
(2.28) 

II.3. Stabilité et stabilisation des modèles TS discrets 

1!.3.1. Seconde Méthode de Lyapunov 

L'analyse de la stabilité des modèles Takagi-Sugeno s'effectue principalement en 

utilisant la méthode directe de Lyapunov [Lyapunov 1892]. Cette méthode s'intéresse à la 

convergence de l'état du système vers des points ou états d'équilibre. Par la suite, il est 

supposé que le point d'équilibre est unique et localisé à l'origine de l'espace d'état (x= 0). 

La seconde méthode de Lyapunov est basée sur la constatation suivante: si l'énergie 

du système se dissipe au cours de temps, alors le système tend vers un état d'équilibre. Elle 

implique le choix d'une fonction candidate dite fonction de Lyapunov. La définition de cette 

méthode ainsi que les conditions qui doivent être vérifiées par la fonction de Lyapunov sont 

formulées dans le théorème suivant. 
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Théorème 1 : (Seconde méthode Lyapunov) 

L'état d'équilibre x= 0 est globalement asymptotiquement stable s'il existe une fonction 

scalaire V (x ( t)) telle que : 

V(O)=O 

V(x(t))>O, V'x(t):#:O 

limV(x(t)) = 0, V'x(O)e ]Rn 
t--->~ 

V(x(t+l))-V(x(t))<O, Vx(t):#:O 

(2.29) 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

Une fonction vérifiant les conditions (2.29), (2.30), (2.31) et (2.32) est appelée fonction 

candidate de Lyapunov, elle permet de prouver la stabilité asymptotique globale du système si 

la condition (2.32) est vérifiée. 

La fonction candidate de Lyapunov la plus couramment utilisée est quadratique, définie par: 

v(x(t))=x(t)T Px(t),P=PT >0 (2.33) 

L'étude de la stabilité avec ce type de fonction de Lyapunov est dite stabilité quadratique. 

Le fait d'imposer une classe ou une structure particulière de fonction de Lyapunov conduit à 

n'obtenir (quand il s'agit de l'étude de stabilité des modèles flous de type TS) que des 

conditions suffisantes et non pas des conditions nécessaires et suffisantes comme dans le cas 

des modèles L Tl. Ce premier point représente la première source de conservatisme des 

résultats obtenus. 

11.3.2. Stabilité quadratique des modèles Takagi-Sugeno 

Soit le modèle Takagi-Sugeno discret en régime libre suivant : 

r 

x ( t + 1) = L h; ( z ( t)) ~x ( t) 
i~I 

(2.34) 

La stabilité quadratique s'étudie en calculant la variation de la fonction de Lyapunov (2.33): 

AV(x(t)) =V( x(t+l)) -V (x(t)) = x(t+ 1( Px(t+ 1) -x(t)r Px(t) (2.35) 

En calculant (2.35) le long des trajectoires du modèle (2.34), on obtient: 

(2.36) 

Ou encore, en utilisant la notation (2.4) : 

AV(x(t)) = x(t( (A~ PAz- P)x(t) < 0 (2.37) 
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Prouver la stabilité quadratique du modèle discret revient à résoudre le problème suivant : 

Trouver une matrice P > 0 telle que A; PAz- P < 0 , \iz(t)E IRz . En utilisant le 

complémentent de Schur sur A;PP-1PAz -P, (2.37) est équivalente à: 

[
-P (*)]<0 
PAZ -P 

(2.38) 

Théorème 2: Le modèle TS discret (2.34) est Globalement Asymptotiquement Stable (GAS) 

Sl: 

::lP>O,[-P (*)]<0 'ifiE{l, ... ,r} 
p~ -P 

(2.39) 

La condition de stabilité obtenue est seulement une condition suffisante puisqu' aucune 

information sur les hi n'est prise en compte. 

Une façon «élégante» d'arriver au même résultat est l'utilisation du Lemme de Finsler. En 

effet, en utilisant l'état augmenté [x(t~l)lle modèle (2.34) peut s'écrire sous la forme 

d'une contrainte égalité de la manière suivante: 

[ 
x(t) l 

[Az -/] x(t+l) =0 (2.40) 

et la fonction de Lyapunov (2.35) devient: 

x(t) -P 0 x(t) 
[ ]

T [ ] 
x(t+l) [ 0 P] x(t+l) <O 

(2.41) 

L'application du lemme de Finsler (2.16) permet d'obtenir: 

3S, [ -: ;]+s[A, -Il+[ ~]s' <O (2.42) 

En choisissant S = [;] , on retrouve directement la condition (2.39). Cette façon de prendre 

en compte les problèmes est très générique et permet de nombreuses généralisations 

[Kruszewski 06, Guerra et al. 09]. 
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Les preuves de stabilité rencontrées par la suite seront données en utilisant de Lemme de 

Finsler quand c'est nécessaire. 

II.3.3. Stabilisation quadratique des modèles Takagi-Sugeno 

Soit le modèle TS discret suivant : 

{
x(t+l) = Azx(t)+Bzu(t) 

y(t) = Czx(t) 
(2.43) 

Le problème de stabilisation du modèle (2.43) consiste à chercher la loi de commande u ( t) 

qui permet d'assurer un certain niveau de performances souhaitées de la boucle fermée. La loi 

de commande la plus utilisée dans le cadre TS est appelée PDC (Parallel Distributed 

Compensation) [Wang & al. 96]. Cette dernière correspond à un retour d'état non linéaire qui 

prend en compte les mêmes fonctions positives hi que celle du modèle sous la forme : 

r 

u(t) =-Lhi ( z(t ))F;x(t) = -F:x(t) 
i=l 

En utilisant la loi de commande (2.44 ), la boucle fermée devient : 

{
x(t+l) = (Az -BzF: }x(t) 

y(t) = Czx(t) 

La variation de la fonction candidate de Lyapunov (2.33) est négative si : 

En utilisant le complément de Schur le problème suivant est obtenu : 

(2.44) 

(2.45) 

(2.46) 

Trouver une matrice P définie positive et des matrices F; ,ie {l, ... ,r} telles que l'inégalité 

suivante soit satisfaite : 

(2.47) 

En appliquant la propriété de congruence avec[! ; J = [P;' ;, ] sur (2.47), on obtient: 

(2.48) 

En utilisant le changement de variable bijectif Mi= F;X, il vient: 

(2.49) 
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Smt 1 .. = . [ -)( (*)] 
lJ A;Jr- BiMj -Jr 

(2.50) 

Théorème 3: Soient un modèle TS discret, la loi de commande PDC et les 1 if définis en 

(2.50), s'il existe une matrice X définie positive et des matrices M; , i E { 1, ... , r} telles que 

les conditions (2.23) et (2.24) soient vérifiées, alors la boucle fermée (2.45) est GAS. De plus 

si le problème a une solution, les gains de la PDC sont donnés par : F; = M;Jr-1
• 

La loi de commande (2.44) nécessite la mesure de toutes les composantes du vecteur d'état, 

Cependant lorsque ces derniers ne sont pas accessibles, l'emploi d'un observateur flou de 

Type TS peut être associé à la commande. L'analyse de ce dernier est donnée dans la section 

suivante. 

II.3.4. Stabilisation par observateur des modèles Takagi-Sugeno 

Soit le modèle (2.43) et l'observateur d'état correspondant définit en (2.51) [Tanaka & al96], 

où il est supposé que le vecteur des prémisses z ( t) est mesuré, i.e. z ( t) = z ( t) . 

{
x(t+ 1) = Azx(t) + Bzu(t) + Kz (y (t)- y (t)) 
y(t) = Czx(t) 

La dynamique de 1' erreur de reconstruction x ( t) = x ( t)- x ( t) est donnée par : 

(2.51) 

(2.52) 

La variation de la fonction de L yapunov quadratique V (x ( t)) = x (tf Px ( t) , P = pT > 0 est 

négative si : 

(2.53) 

équivalente à : 

(2.54) 

Soit la quantité suivante : 

(2.55) 

- 76-



Chapitre II: Modèles flous discrets de type Takagi-Sugeno 

Théorème 4: Soient un modèle TS discret (2.43), l'observateur d'état (2.51) et les Î ii définis 

en (2.55), s'il existe une matrice P définie positive et des matrices N; ,ie {l, ... ,r} telles que 

les conditions (2.23) et (2.24) soient vérifiées, alors le modèle dynamique de l'erreur de 

reconstruction (2.52) est GAS. De plus si le problème a une solution, les gains d'observation 

sont donnés par : K; = p-l Ni . 

L'application théorème 3 prouve la stabilité de la boucle fermée par l'état (2.45), alors que 

l'application du théorème 4 prouve la convergence asymptotique de l'erreur de reconstruction 

d'état (2.52). Les conditions des 2 théorèmes vérifiées pour un même modèle TS ne permet 

pas, a priori, de garantir la stabilité du retour de sortie. Effectivement, dans ce cas on 

considère la loi de commande suivante (rappelons que le vecteur des prémisses est mesurable, 

i.e. z(t) = z(t)): 

r 

u(t) =-Lhi (z(t) )F;x(t) = -Fz(r)x(t) (2.56) 
i=l 

La dynamique du système bouclé s'écrit alors : 

(2.57) 

Vue la structure particulière de la dynamique de la boucle fermée (2.57), un principe de 

séparation existe. La démonstration peut être énoncée de plusieurs façons, en utilisant le 

principe de comparaison vectorielle [Ma &al. 98] ou en utilisant des manipulations 

matricielles [Yoneyama & al. 00}. 

Théorème 5: Soient un modèle TS discret (2.43), la loi de commande PDC (2.56), 

1' observateur d'état à prémisses mesurables (2.51 ), les l'ii définis en (2.50) et les Î if définis en 

(2.55), s'ils existent une matrice X >0 et des matrices MpiE {l, ... ,r} telles que les 

conditions (2.23) et (2.24) soient vérifiées pour les l'ii, et s'il existent une matrice P et des 

matrices Ni ,iE {l, ... ,r} telles que les conditions (2.23) et (2.24) soient vérifiées pour les Îii 

alors la boucle fermée (2.57) est GAS. De plus si le problème a une solution, les gains de la 

PDC sont données par F; = MiX-1 
, alors que les gains d'observation sont donnés 

par K; = P-1N;. 
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Dans les cas où le vecteur de prémisses z ( t) n'est pas mesurable, le principe de séparation 

n'est plus valable et il devient très difficile d'obtenir des conditions LMI sur la boucle fermée 

globale. Un certain nombre de résultats existent au prix d'un conservatisme accru [Guerra et al. 

06, Ichalal et al. 08} et sont en dehors des problématiques de ce mémoire. 

En plus des problématiques de commande et d'observation, de nombreux travaux 

traitent des aspects de performances et de robustesse reliés aux modèles flous de TS. En effet, 

les modèles physiques sont souvent sujet à des incertitudes qui peuvent être paramétriques ou 

liées à des perturbations (bruits de mesures, frottements, ... ). 

Pour traiter les incertitudes de modélisation, le modèle classiquement utilisé s'écrit 

comme suit en considérant des incertitudes bornées en norme (2.59): 

{
x(t +1) = (Az +Mz )x(t) +(Bz +MJz )u(t) 

y(t) = ( Cz +~Cz )x(t) 
(2.58) 

(2.59) 

En utilisant le modèle incertain (2.58) associée une loi de commande de type (2.44), il est 

possible d'obtenir des conditions LMI au moyen de quelques transformations matricielles 

[Tanaka et Wang 01]. D'autres travaux proposent d'introduire les incertitudes de 

modélisation on considérant des fonctions d'appartenance incertaine au lieu des matrices du 

modèle [kerkeni & al 09, Lam & Narimani 09]. 

Afin de pouvoir traiter les différentes perturbations qui peuvent affecter un système 

physique et de synthétiser des lois de commande garantissant ou optimisant un ou plusieurs 

critères de performances, le modèle suivant est considéré : 

{

X (t + 1) = Azx(t) + Bwz w(t) + Buzu(t), X { 0) = 0 
r ( t) = Czx { t) + D wz W ( t) + D uzu { t) 

(2.60) 

où w( t) E L2 est une perturbation. Le transfert ainsi défini entre 1' entrée de perturbation w( t) 

et le vecteur de sortie contrôlée r(t) doit permettre d'analyser les performances du système 

de commande en terme de norme H 2 et H~. Dans ce dernier cas il s'agit de caractériser le 
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pire cas pour une collection de signaux w ( t) E L2 • La nonne H ~ correspond à un gain 

L, --> L,, i.e. trouver la borne supérieure r= ~ ~~~:~:~~~ du rapport signal de sortie sur 
w(t)o'O 2 

signal de perturbation. Cela revient à minimiser le critère suivant avec r> 0 : 

~]r(t)Jiz < rfJJw(t)JJ2 (2.61) 
t~o r~o 

Il est donc possible d'écrire les conditions LMI qui permettent de résoudre ce problème. Sans 

aller plus loin, de nombreux résultats existent et sont basés sur ce type de technique [Tuan & 

al. 01]. 

Pour garantir une vitesse de convergence désirée, une contrainte sur la variation de la fonction 

de Lyapunov appelée Decay rate [Tanaka & al 01] peut être introduite telle que 

LlV(x(t))+2aV(x(t)) < 0 avec a> 0. De façon plus générale, cela correspond à une région 

LMI (demi-plan à gauche de -a) et peut se généraliser à des régions définies par contraintes 

LMI. Cela permet par exemple de placer les pôles de la boucle fermée de chaque sous modèle 

dans un domaine donné, on parle de D-stabilité [Boyd et al. 1994]. 

II.4. Discussion sur le conservatisme des résultats obtenus 

Les conditions de stabilité ou de stabilisation données pour un modèle TS ne sont que 

suffisantes. Le conservatisme des résultats provient de plusieurs sources :du choix du modèle, 

du choix de la fonction candidate de Lyapunov, de la façon d'obtenir une mise sous forme 

linéaire des conditions de stabilité et enfin de la non prise en compte des fonctions h; dans 

l'analyse de stabilité. Pour réduire ce conservatisme, plusieurs travaux ont été développés 

selon deux catégories principales. 

La première catégorie concerne le choix de la relaxation, c'est-à-dire chercher une 

façon d'assurer que l'inégalité (2.62) est négative : 

r r 

'L:Lhihjrij <o (2.62) 
j;] j;] 

Nous avons déjà cité les travaux de [Tuan & al 01], où des conditions de stabilité relâchées de 

[Tanaka & al. 96] sont proposées. D'autres méthodes [De Oliveira & al 99, Teixeira & al 03, Liu 

& al 03} proposent des relaxations des conditions basiques au prix de l'introduction de 

variables supplémentaires permettant de fournir de nouveaux degrés de liberté au problème. 
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Dans le même cadre aussi, des travaux comme ceux de [Sala & al 07, Bernai & al 09] 

introduisent des propriétés reliées aux fonctions d'appartenances et les utilisent afm de 

relâcher le problème. Dans [De/motte & al 08], pour des problèmes de «grande taille», les 

auteurs se servent du lemme d'élimination afin de réduire à la fois le nombre des conditions 

LMI ainsi que les nombres de variables recherchées. 

Quelle que soit la méthode de relaxation utilisée, les résultats obtenus sont fortement 

dépendants du choix de la fonction de Lyapunov sur laquelle se base l'analyse de stabilité 

[Daafouz & Bernussou 01, Lam & Narimani 09}. Ce choix fait l'objet de la deuxième catégorie 

de travaux. Pour sortir du cadre de la stabilité quadratique, [Johansson & al 99] ont proposé 

une fonction de Lyapunov définie par morceaux utilisant des régions de l'espace d'état. 

D'autres travaux basés sur le même type de fonctions de Lyapunov [Feng & al 03] ont permis 

d'obtenir des résultats satisfaisants. Néanmoins, l'efficacité de l'approche dépend de la 

structure du modèle, par exemple, elle n'apporte pas d'améliorations sur des modèles TS issus 

de 1' approche par secteur non linéaire. 

Une autre famille de fonctions de Lyapunov permettant de réduire le conservatisme est 

basée sur l'utilisation de fonctions non quadratiques. Les premiers travaux dans ce sujet ont 

été menés dans [Blanco 01, Guerra & al 04]. Ces fonctions prennent en compte la même 

partition de 1' espace des prémisses que celle du modèle TS : 

v(x(t))= x(t)' ( ~h, (z(t))P, r x(t), ~1•1 > 0 (2.63) 

Evidemment, l'utilisation d'une telle fonction de Lyapunov inclut le cas quadratique, il suffit 

de prendre P; = P, M; , i E { 1, ... , r} . La fonction de Lyapunov a été mise sous une forme plus 

générale dans [Guerra & al 04] comme suit: 

V( x(t)) = x(t)r P( z(t) )x(t), P(z(t)) = G~~~(t)G~~) > 0 (2.64) 

Dans [Ding & al 06} une extension de ces derniers résultats a été proposée utilisant une 

fonction de Lyapunov du type : 

v( x(t)) = x(t )' ( ~t.h, (z(t)) h1 ( z (t) )P, }(t) (2.65) 

Quelle que soit la fonction de Lyapunov choisie, un moyen d'améliorer le domaine de stabilité 

est d'utiliser une variation non pas sur un seul pas (entre deux instants), mais sur k pas 

[Kruszewski 07] : 

AkV(x(t))=V(x(t+k))-v(x(t))<O, Vx(t)=;t:O avec k>l (2.66) 
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Une preuve met en évidence le fait que plus le nombre de pas k est important, moins les 

résultats obtenus sont conservatifs. Basés sur cet outil dans {Guerra & al 09} les résultats 

existants dans la littérature sont améliorés de façons significatives. Cependant, toutes ces 

améliorations se font au «prix » d'une augmentation de complexité des problèmes LMI 

traités qui dépendent du nombre de variables, du nombre d'échantillons et de la taille du 

modèle TS utilisé. 

Parmi tous ces résultats, les développements concernant les fonctions de Lyapunov 

non quadratiques dans [Guerra & al 04} restent à ce jour un tournant dans l'étude de la stabilité 

des modèles TS discrets. Les principaux résultats associés sont présentés dans la section 

suivante. 

II.4.1. Stabilisation non quadratique des modèles Takagi-Sugeno discrets 

En considérant la fonction de Lyapunov non quadratique suivante [Guerra & al 04}: 

Avec la loi de commande non PDC : 

La boucle fermée s'écrit : 

La variation de la fonction de Lyapunov (2.67) le long de trajectoire du modèle (2.43): 

( Az(t)- Bz(t)F:(t)G:C~) )r G:C~+I)~(t+I)G:C~+I) ( Az(t)- Bz(t)~(t)G~~) )- ~(t) < 0 

Multipliant à gauche par G~1) et à droite parGz(t), (2.70) est vérifiée si: 

( Az(t)Gz(t)- Bz(t)~(t)G~~) t G;(~+I)~(t+I)G;(~+I) ( Az(t)Gz(r)- Bz(t)~(t))- ~(t) < 0 

Puis, l'utilisation de la propriété (2.15) du lemme 3, avec <1> = Gz(t+I) donne: 

Soit la quantité suivante : 

- 81-

(2.67) 

(2.68) 

(2.69) 

(2.70) 

(2.71) 

(2.72) 



Chapitre II : Modèles flous discrets de type Takagi-Sugeno 

Théorème 6: Soient un modèle TS discret (2.43), la loi de commande non-PDC (2.68) et les 

Y~ définis en (2.72), s'il existe des matrices P; définies positives, des matrices Gi et F;, 

iE {l, ... ,r} telles que les conditions (2.27) et (2.28) soient vérifiées alors la boucle fermée 

(2.69) est GAS. 

Des résultats similaires peuvent se déduire lorsqu'il s'agit d'un problème 

d'observation en utilisant la forme suivante d'observateur: 

{

x(t+l) = Azx(t)+Bzu(t)+S;1Kz(y(t)- y(t)) 

y(t) = Czx(t) 

Utilisant (2.73), la dynamique de l'erreur d'estimation x(t) = x(t)- x(t) s'écrit alors : 

La fonction de Lyapunov choisie et de même fonne que (2.67) : 

V (x ( t)) = x (tf ~x ( t) , fi; = f{ > 0 

La variation de la fonction de Lyapunov (2.75) s'écrit: 

( Az(t)- S~~)Kz(t)Cz(t) t ~(t+l) ( Az(t)- S~~)Kz(t)Cz(t))- ~(1) < 0 

L'utilisation de la propriété (2.15) du lemme 3 avec «1> = Sz(t) donne : 

( *) ] - <0 
-Sz(t) - Sz(t) + ~(t+IJ 

Soit: 

(2.73) 

(2.74) 

(2.75) 

(2.76) 

(2.77) 

(2.78) 

Théorème 7: Soient un modèle TS discret (2.43), l'observateur flou (2.73) et les Y~ définis 

en (2.78), s'il existe des matrices P; définies positives, des matrices Si et Ki, iE {l, ... ,r} 

telles que les conditions (2.27) et (2.28) soient vérifiées alors la boucle fermée (2.74) est 

GAS. 

Discussion : 

L'utilisation de nouvelles fonctions de Lyapunov non quadratiques ainsi que des lois de 

commande plus complexes augmentent d'une part le nombre de variables recherchées et 
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d'autre part, le nombre de conditions LMI. La capacité des solveurs actuels est mise à mal 

lorsque le nombre de variables à rechercher dépasse quelques centaines. Un facteur important 

à prendre en compte est le fait que le temps de calcul augmente linéairement par rapport à la 

taille des conditions, alors qu'il augmente de manière cubique par rapport aux nombres de 

variables recherchées. A titre d'exemple, le tableau 1 montre la complexité des différentes 

approches citées auparavant dans le cas d'un problème de stabilisation. Le modèle (2.43) est 

considéré ainsi que la relaxation définie dans le Lemme 3. r représente le nombre de modèles 

linéaires, n la dimension de l'état etm le nombre d'entrées. 

Cas d'un problème de stabilisation : 

Tableau 2 
Fonction de 

Loi de commande Nombres de variables Taille du problème LMI 
Lyapunov 

Quadratique (2.33) PDC(2.44) n(n+l)/2+nxmxr rz 

Non Quadratique 
PDC(2.44) n(n + l)/2xr +nxmxr r2 

(2.63) 

Non Quadratique 
PDC étendu (2.68) n(n+ 1)/2xr2 +nxmxr+n2 xr r3 

(2.64) 

Non Quadratique 
PDC étendue (2.68) n(n + l)j2xr+nxmxr+ n2xr r3 

(2.65) 

A titre d'exemple aussi, le tableau 2 montre la complexité des différentes approches citées 

auparavant dans le cas d'un problème d'observation. Le modèle (2.43) est considéré ainsi que 

la relaxation définie dans le Lemme 3. r représente le nombre de modèles linéaires, n la 

dimension de 1' état et p le nombre des sorties. 

Cas d'un problème d'observation : 

Tableau3 

Fonction de Lyapunov Observateur Nombres de variables Taille du problème LMI 

Quadratique (2.33) Observateur (2.51) n(n+l)/2+nxpxr r2 

Non Quadratique 
Observateur (2.51) n(n+l)j2xr+nxpxr r2 

(2.63) 
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Non Quadratique Observateur étendu 
n(n+l)/2xr+nxpxr+n2 xr r3 

(2.64) (2.73) 

Non Quadratique Observateur étendu 
n(n +1)/2xr+nxpxr+n2

Xr r3 
(2.65) (2.73) 

Remarque: La prise en compte d'une fonction de Lyapunov variant sur k échantillons 

~kV(x(t)) (2.66) sur ces types d'approches augmente le nombre de conditions du problème 

LMI sans modifier le nombre de variables recherchées [Kruszewski 06]. 

II.5. Conclusion 

Ce deuxième chapitre a permis de faire un tour d'horizon rapide sur les modèles TS 

discrets. TI en ressort que le conservatisme des résultats est dû principalement aux conditions 

obtenues qui ne sont que suffisantes. Les différentes approches de la littérature permettant de 

réduire ce conservatisme ont été présentées et discutées. Dans le chapitre 3, une nouvelle 

méthode permettant de réduire le conservatisme dans le cas discret est proposée. 

L'intérêt des modèles TS dans le cas de notre application est de permettre de prendre 

en compte les non linéarités du modèle. Pour considérer la problématique du contrôle moteur 

cylindre à cylindre dans sa globalité, il reste à pouvoir considérer le comportement cyclique 

de ce dernier. 
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Présentation de la Partie II 

Dans cette partie, les outils théoriques qui ont été développés dans le cadre de cette 

thèse sont présentés. Les principaux résultats concernent d'une part, les modèles de type TS à 

temps discret «classiques», et d'autre part, les modèles TS à temps discret à coefficients 

périodiques. 

Dans un premier temps, le troisième chapitre est dédié à la diminution du 

conservatisme des résultats existants [Guerra & al 04] pour les modèles TS discrets via 

l'introduction de nouvelles fonctions de Lyapunov non quadratiques "retardées". Ces 

nouvelles fonctions permettent de développer des lois de commande et des observateurs plus 

performants que ceux existants classiquement. Des simulations numériques et des discussions 

sur l'apport et les limitations des approches développées sont introduites pour montrer l'utilité 

de l'approche et son domaine de validité. 

Dans un second temps et dans le but de pouvoir résoudre les problématiques liées au 

contrôle et à l'estimation cylindre à cylindre d'un moteur à allumage commandé, le quatrième 

chapitre s'attache à l'analyse et la synthèse des modèles non linéaires périodiques pour une 

classe particulière des modèles de type TS à coefficients périodiques. Des outils théoriques 

pour la commande et l'observation de ces derniers y sont développés. Diverses simulations 

permettent d'apprécier l'intérêt des approches proposées. 
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III. 1. Introduction 

Dans le chapitre 2, il a été rappelé que les conditions de stabilité et de stabilisation 

obtenues dans le cadre de la synthèse d'un contrôleur ou d'un observateur ne sont que 

suffisantes. Ce conservatisme provient de plusieurs sources; l'une des principales étant liée 

au choix de la fonction candidate de Lyapunov. D'autres sources proviennent de la mise sous 

forme de contraintes LMI (Inégalités Linéaires Matricielles) des conditions de stabilité ou du 

choix des relaxations utilisées pour leur résolution. 

Dans ce chapitre, la démarche qui a été adoptée pour améliorer les résultats existants 

dans la littérature est de proposer une nouvelle fonction de Lyapunov non quadratique. Cette 

dernière permet de construire des lois de commande et des observateurs dont la construction 

est impossible autrement - en termes de problèmes LMI associés. Enfin, une généralisation de 

ces travaux est proposée en utilisant une variation sur k échantillons de la fonction de 

Lyapunov choisie. 

Pour simplifier les démonstrations qui suivent, les notations suivantes sont utilisées quand il 

n'y a pas d'ambiguïté possible. 

r 

~(r-1) = z); (z(t -1) )Y; (3.1) 
i=l 

(3.2) 

Dans la section de généralisation, l'introduction d'un nombre fini d'échantillons k > 1 amène 

à considérer l'ensemble des échantillons entre t et t + k . Il nous faut alors étendre les 

notations vues au chapitre 2 à cet ensemble d'échantillons. Cela se fait par extension directe. 

Par exemple avec .Y;
0
;
1 
.•. ;k, (i0 , • .. ,ik) E {1, .. . ,rt+1 

des matrices de taille appropriée: 

r r 

Y() ( l) ( k) = "··-''' h. (z(t)) ... h. (z(t+k)'lv . . Z t Z t+ . .. z t+ L...J L...J lo 'k-I r ioll. ··'k-1 (3.3) 
io=l ik=l 

y ~ 
z(t-l),z(t), ... ,z(t+k-l),z(t), ... ,z(t+k-1) 

(3.4) 
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Finalement, les conditions de stabilité dépendent de la négativité des multiples sommes, par 

exemple: 

y <0 z(t-!),z(t), ... ,z(t+k-!),z(t), ... ,z(t+k-1) (3.5) 

Plusieurs manières existent pour obtenir des conditions vérifiant que l'inégalité (3.5). La 

relaxation que nous avons utilisée dans notre travail est donnée dans le lemme suivant. 

Lemme 5 : Pour k = 2, soit r;; 
1
. 
1
. des matrices de taille appropriée la condition (3 .5) est 

l 2' 1 2 

vérifiée si les conditions suivantes sont vérifiées pour (ipi2 }E {l, ... ,rr et (Jpj2 }E {l, ... ,r}
2 

(3.6) 

Preuve: 

A partir de (3.4), il est possible d'obtenir facilement l'égalité suivante : 

(3.7) 

Avec cette re formulation, le Lemme 5 permet de donner des conditions suffisantes permettant 

de vérifier que l'expression Yz(t-l),z(t),z(t+l),z(t),z(t+!) < 0. 

Remarque 1 :le lemme 5 est facilement généralisable pour toute condition de la forme (3.5) 

pour k >2. 

Dans le cas particulier, d'une somme de la forme: 

~(r-I),z(t),z(t) = thk ( z(t -1) { t~h; (z(t) )h1 (z(t)) )rt < 0 (3.8) 

Rappel du lemme 4 du chapitre 2 [Tuan et al. 01] : Soient 1~ des matrices et h; 

( i, j, k) E { 1, ... , r r des fonctions positives scalaires ayant la propriété de somme convexe, si 

les conditions (2.27) et (2.28) sont vérifiées alors (3.8) est vraie : 

1: <0, V(i,k)E {l, ... ,r}2 
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-2-r~ +Y~+ Y~;< 0, 'v'(i,j,k)E {l, ... ,r}3
, i :t j 

r-1 
(3.10) 

Remarque 2 :ce résultat s'étend facilement en fonction du nombre de sommes considérées et 

de la possibilité ou non de regrouper les fonctions d'appartenance deux à deux. 

Le modèle TS discret que nous considérons tout au long de chapitre est : 

(3.11) 

III.2. Nouvelles conditions de Stabilisation des Modèles TS discret 

Dans cette section, des conditions relâchées de stabilisation sont proposées utilisant 

une fonction de Lyapunov retardée. Afin d'introduire cette fonction candidate, la nouvelle loi 

de commande non quadratique s'écrit de la manière suivante [Kerkeni & allO]: 

U ( f) =-F:(t-1)z(t)H~~-1)z(t)X ( f) (3.12) 

Avec H iJ E ~ nxn , ( i, j) E { 1, ... , r} 
2 

• Pour la consistance des notations, on suppose également 

que z ( -1) = z ( 0) . Ainsi, la dynamique de la boucle fermée devient : 

x( t + 1) = ( Az(t) - Bz(t)Fz(t-1)z(t)H~~-1)z(t)) x( t) (3.13) 

La fonction candidate de Lyapunov non quadratique retardée proposée dans cette approche 

est donnée par : 

(3.14) 

La discussion de la validité de la fonction, notamment H~~-I)z(t)~(t-1)H~~-I)z(t) > 0 et 

l'existence de H~~-I)z(t) 'v't sera discutée plus loin. La variation de la fonction de Lyapunov 

(3.14) s'exprime sous la forme: 

x(t) x(t) 
[ ]

T [ ] L\ V (x, z) = x ( t + 1) TI x ( t + 1) < O (3.15) 

Avec TI =[-H~~-1)z(t)~(t-1)H;(~-1)z(t) 0 ] . 
0 H-T p H-1 

z(t)z(t+1) z(t) z(t)z(t+1) 

La boucle fermée (3.13) est réécrite sous forme d'une contrainte égalité comme suit: 

[ 
_1 J[ x(t) ] 

Az(t) -Bz(t)Fz(t-1)z(t)Hz(t-I)z(t) -1 x(t+1) =O (3.16) 
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L'utilisation du lemme de Finsler (cf. chapitre 2, Propriétés), ramène le problème de variation 

de la fonction de Lyapunov négative, i.e. 8V(x,z) < 0 le long des trajectoires de la boucle 

fermée (3.16) à un problème équivalent de recherche d'une matrice S telle que: 

[

-H-r p H-1 0 ] 
z(t-i)z(t) z(t-1) z(t-l)z(t) +S[A -B F H-1 -/]+(*)<0(3.17) 

0 H-T p H-1 z(t) z(t) z(t-l)z(t) z(t-l)z(t) 
z(t)z(t+l) z(t) z(t)z(t+l) 

L'intérêt est bien entendu de pouvoir rechercher les matrices de la fonction de Lyapunov (J; 

et H 1i' (i,j)E{l, ... ,r}2
) et celles de la loi de commande (F1;. (i,j)E{l, ... ,rt) dans le 

même problème. Le choix de la matrice S est donc capital pour obtenir un problème sous 

forme LMI sans perdre trop de solutions de (3.17). Un choix possible qui présente un bon 

compromis est S = [H_1° ] . D'où, (3.17) est vérifiée si : 
z(t)z(t+l) 

[ 

-H-T p H-1 
z(t-I)z(t) z(t-1) z{t-l)z(t) 

H-1 A -H-1 B F H-1 
0 ] 

-1 -T -T -l < 0(3.18) 
-Hz(t)z(t+i) - Hz(t)z(t+i) + Hz(t)z(t+i)P,(t)Hz(t)z(t+i) z(t)z(t+i) z(t) z(t)z(t+i) z(t) z(t-i)z(t) z{t-l)z(t) 

L'utilisation de la propriété de congruence avec la matrice de rang plein 

n = permet alors de trouver : 
[

Hz(t-l)z(t) 0 ] 

0 Hz(t)z(t+l) 

[ 

-P z(t-1) 

Az(t)Hz(t-l)z(t) - Bz(t)F:(t-l)z(t) 

(*) ] 
T <0 

-Hz(t)z(t+l) - Hz(t)z(t+I) + .P.(r) 

(3.19) 

Enfin, le théorème 10 peut être énoncé en définissant les quantités suivantes : 

(3.20) 

Théorème 8: Soient un modèle TS discret (3.11), la loi de commande Non-PDC (3.12) et les 

Y~ définis en (3.20), s'il existe des matrice P; > 0, Hif et FiJ, (i,J)E {l, ... ,r}
2

, telles que les 

conditions (3.21) et (3.22) soient vérifiées alors la boucle fermée (3.13) est GAS. 

Y~1 < 0' V(i,k,l)E {1, ... , rr 
" 

(3.21) 

2_
1 
Y~:+ Y~+ Y~< 0, V(i,j,k,l)E {l, ... ,rf, i-:!: j 

r-
(3.22) 
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Remarque3: 

De façon similaire aux travaux proposés dans [Guerra & al 04], il est nécessaire de vérifier 

l'existence de H;(~-l)z(t). Si les conditions du théorème 10 sont vérifiées, alors l'inégalité (3.19) 

est vérifiée et par conséquent à partir du dernier bloc diagonal de (3 .19) on peut écrire 

H HT >P >0 z(t-l)z(t) z(t-l)z(t) z(t) 

ce qui prouve l'existence de H~~-l)z(t). De plus, H~~-l)z(t) E ~nxn étant alors de rang plein on a 

alors : ~(t-l)> 0 :::::> H~~-l)z(t)P.(t-I)H~~-I)z(t) > 0 et la fonction de Lyapunov est donc valide. 

Exemple Numérique: 

Afin d'illustrer l'efficacité de l'approche, on considère la famille des modèles suivants: 

2 

x ( t + 1) = L hi ( z ( t)) (~x ( t) + Biu ( t)) avec : 
i=l 

[
-0.5 +a 2 ] [-0.1 1.5 ] [4.1] [3] 

Al= -1.1 0.5 '~ = -1.5 -1.2 et BI= 4.8 ,Bz = b . (3.23) 

a et b sont deux paramètres libres et hi des fonctions convexes ayant la propriété de somme 

convexe. Le but est de déterminer l'espace des modèles atteignable par la méthode proposée 

(DNQ) comparée à la méthode non quadratique classique (NQ) présentée dans le chapitre 2, 

en fonction des paramètres a et b . 

La figure 4.1 donne les domaines où la stabilité de la boucle fermée est prouvée en 

utilisant le théorème 6 (région définie par 'o '), et en utilisant le théorème 8 (région définie par 

'+ ') dans le plan (a, b) . 

L'intérêt de l'approche est donc confirmé, le domaine de solutions obtenu est 

augmenté de façon significative par la nouvelle approche. 
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Figure 4.1: Domaines des solutions où la stabilité est prouvé par le théorème 6 ( o) et le théorème 8 ( +) 

Par exemple, en considérant la simulation du modèle (3.23) pour a= 3 et b = 5, les 

conditions de stabilité basée sur le théorème 6 ne sont pas faisables, par contre, les matrices 

obtenues par l'application du théorème 8 sont: 

P.-[ 9,4829 -5,0215] p -[ 9,8173 -3,2585] G -[ 12,0807 -8,6003] 
1

- -5,0215 4,8280 ' 2
- -3,2585 10,4571 ' Il- -14,1454 17,9362 ' 

[ 
12,1623 -8,9647] [12,1083 -5,8830] [12,1551 -6,2340] 

G12 = -12,9657 17,0490 'G21 = -3,0816 5,4609 'G22 = -2,2436 4,8280 ' 

F,l =[-1,6583 3,6495], F,2 =[-1,2676 3,2606], F;l =[-3,1649 1,2072], 

et F22 = [ -3,2734 1,3562]. 

Les figures 4.2 et 4.3 montrent respectivement l'évolution des états du modèle ~ et 

x2 et 1' évolution du signal de commande u ( t) à partir de la condition initiale x ( 0) = [ 1 0 10] . 

Dans la simulation proposée, les fonctions d'appartenances suivantes ont été utilisées : 

h. ( X1 ( t ) ) = 1 - h2 ( X 1 ( t)) = ~ ( 1 + cos ( x1 ( t))) (3.24) 
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Figure 4.2: Evolution des variables du vecteur d'état x1 et x2 
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Figure 4.3: Evolution du signal de commande 

35 40 

La complexité des conditions des problèmes LMI doit aussi être discutée à cause des 

limitations dues aux capacités de résolution des solveurs LMI. Ces dernières dépendent 

essentiellement de la corrélation entre le nombre de variables recherchées et le nombre de 

contraintes LMI à considérer dans le problème. Ces nombres sont résumés dans les tableaux 

suivants. 
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Tableau 4 

Méthode Nombres de variables (a) Nombres de contraintes LMI (a) 

Théorème 6 n(n + 1)/2xr +nxmxr+n2 xr 

Théorème 8 

(a) si la relaxation donnée dans le Lemme 3 est utilisée 

A titre d'exemple, le tableau correspondant au modèle (3.23) n = 2, rn= 1, r = 2 proposé 

dans cette section est: 

Tableau 5 

Méthode Nombres de variables (a) Nombres de contraintes LMI (a) 

Théorème 6 

Théorème 8 

18 

30 

(a) si la relaxation donnée dans le Lemme 3 est utilisée 

8 

16 

Pour la nouvelle approche proposée dans le cas d'un problème de stabilisation, 

l'accroissement du domaine des solutions se fait au prix d'une augmentation du nombre des 

variables recherchées ainsi que du nombre de contraintes LMI. Donc pour des problèmes de 

grandes tailles (nombre d'état ou nombre de sommets conséquents), la méthode développée 

peut atteindre rapidement les limites de calcul des solveurs actuels. L'accroissement de 

complexité dans le cas d'un problème d'observation est moins important, comme il est montré 

dans la section suivante. 

III.3. Retour de sortie avec un observateur de modèles TS discrets 

Dans cette section, des conditions relâchées pour un problème d'observation sont 

proposées en utilisant une fonction de Lyapunov retardée [Kerkeni & allO]. Pour rappel, on 

suppose que les variables de prémisse sont mesurées, i.e. z ( t) = z ( t) . Dans ce cas, la 

structure de 1' observateur est choisie de la forme : 

{~(t + 1) = A:(r)x(t) + Bz(r)u ( t) + s:r~-l)z(r)Kz(r-l)z(r) (y(t)- y (t)) 
y(t) = cz(t)x(t) 

(3.25) 

Avec sij E IRnxn' (i,J)e {1, ... ,r}
2 

0 Notons que l'existence de s:r~-l)z(t) est prouvée pour les 

mêmes raisons que celles données pour la partie commande. La dynamique de 1' erreur de 

reconstruction e(t) = x(t) -x(t) s'écrit alors: 
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(3.26) 

La fonction de Lyapunov retardée choisie dans cette approche est: 

V( e,z) =er (t)( th; ( z(t -1) )f>; )e(t) =eT (t )~(t-I)e(t) (3.27) 

- -y 
avec ~(t-I) =~(t-I) > 0. 

De la même façon que la synthèse du problème de stabilisation, nous réécrivons la variation 

de la fonction de Lyapunov (3.27) comme suit: 

ilV(e,z)=[ e(t) ]r[-~(t-J) _o ][ e(t) ] 
e(t+l) 0 ~(t) e(t+1) 

Et l'erreur d'estimation (3.26) s'exprime comme la contrainte égalité suivante: 

[A -S-1 K C -IJ[ x(t) ]-o 
z(t) z(t-!)z(t) z(t-J)z(t) z(t) X ( f + 1) -

L'application du lemme de Finsler revient à chercher une matrice M telle que: 

z(t-1) -1 * 
[
-P 0] 

0 p + M [ Az(t) - sz(t-I)z(t)K z(t-I)z(t) cz(t) -1 J + ( ) < 0 
z(t) 

Dans le but d'obtenir des conditions LMI, M =[s 0 
] est choisie, ce qui donne: 

z(t-l)z(t) 

[ 
-P (*) ] z(t-1) O 

T - < 
Sz(r-l)z(r)Az(r)- Kz(t-l)z(t)Cz(r) -Sz(t-l)z(t)- Sz(r-J)z(t) + ~(t) 

Enfin, le théorème 11 peut être énoncé en définissant les quantités suivantes : 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 

Théorème 9: Soient un modèle TS discret (3.11), l'observateur flou associé (3.25) et les Y~ 

définis en (3.32), s'il existe des matrices P; > 0, Sii et Kii, (i,J)e {1, ... ,r}
2

, telles que les 

conditions (2.27) et (2.28) soient vérifiées alors la dynamique de l'erreur d'estimation (3.26) 

est GAS. 
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Exemple: 

Pour illustrer l'utilisation du théorème, le modèle TS à deux règles suivant est considéré, où a 

et b sont deux paramètres : 

[
2.5 1] [0.5 0] [ 

A1 = 0.5 2 '~ = 2.5 a ,C1 = b (3.33) 

La figure 4.4 montre les domaines des solutions dans le plan (a, b) , résultantes de 

l'application du théorème 7 (région définie par' o ') et du théorème 9 (région définie par'+') 

au modèle TS défini en (3.33). De toute évidence, l'approche proposée permet de réduire le 

conservatisme et de surpasser les résultats précédents. 

0.8 - - - - - +----- _,--- ' 
1 1 

0.6 

1 1 

t +--t • 1 i l'IIHI' jllil 
1 

, 1 Théorème 7 

Théorème 9 

1 

1 

1 1 1 1 

. ----,-----
1 

1 1 , t t ; t ·· ··· t El=EEE'EEBF±illll!t'llliHilJ!c r 1 + : 
1 
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1 

-'-·~ +·-+ + j 
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1 

1 1 1 1 1 1 ! + 
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1 

1 1 

Hl lill++++-'-
1 1 1 
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++-,f.; + 1 ill} llil 1 11!1:jllili:lf:':IEEEfJEHtEtlH)-ttiltFI!- ll:dlil·lii'H'-1- t: 
f 1 1 1 1 1 1 1 

-0.4 --:-: · 1-1 -rr:;n;.:IJTrfJ+Ei.H:l..tl:i':::Ul::':li:Ht=:FUHl ri!HI cie fTH"ml Ui.ri:HWI±H---'------' 
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Figure 4.4: Domaines des solutions où la stabilité est prouvée par le théorème 7 ( o) et le théorème 9 ( +) 

Par exemple, l'application du théorème 9 au modèle (3.33) avec a= 1 et b = 0.4, 

donne des solutions faisables au problème LMI où le théorème 7 ne permet pas d'aboutir à 

une solution. Les matrices solutions trouvées sont : 

R = [ 0, 7163 -0,3289] [ 7,9509 -4,9535] [1,4038 -2,0361] 
1 -0,3289 40,9677 'Pz= -4,9535 11,7333 'G11 = 2,9417 26,1648 ' 

[
2,8985 -2,3789] [ 5,8757 2,2541] [ 7, 7551 0,6699] 

G12 = 1,4300 26,3225 ' G21 = -5,1045 11,2489 ' G22 = -4,6010 11,9802 ' 

K 11 =[5,65 51,04f ,K12 =[3,41 48,58{ ,K21 =[8,85 25,19f ,K22 =[4,25 19,78{ 
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La figure 4.5 montre l'évolution de l'erreur d'estimation de l'état ~ (t) (ligne continu), ainsi 

que l'erreur d'estimation de l'état x2 (t) (ligne pointillée) à partir de la condition initiale 

Xo ( t) = [ 0.2 0 r pour le modèle et Xo ( t) = [ 0.1 0.1 t pour 1' observateur. Dans la 

1 
simulation proposée, les fonctions d'appartenance ~ (y(t}) = 1- h2 (y(t)) = 

2 
(1 + cos(y(t))) 

sont utilisées. 

0.15 ~-1--T--~-~,------r--T--Çr======:::;-1 1 

1 1 1 :

1 

1 e1(t) 1 

e2(t) 
L__ ___ -'--'--1 

---~----~-----L ____ L----~-----
1 ----+----~-----0.1 

1 1 

0.05 ___ ]! ____ ~ ... ~ ---i----~-----f----1----~----. 
1 1 1 1 1 1 1 
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Figure 4.5: Evolution des erreurs d'estimation des deux variables d'état 

La figure 4.6 représente la trajectoire de l'état et de son estimé, ainsi que les courbes 

d'équipotentielles de la fonction de Lyapunov non quadratique dans le plan de l'espace d'état. 

-0.5 

1.5 

Figure 4.6: Trajectoire de l'état et de son estimé avec les équipotentielles de Lyapunov 
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Sur la figure 4.6, on voit clairement le caractère non quadratique de la fonction de 

Lyapunov aboutissant à des équipotentielles non convexes. 

De façon similaire au problème de stabilisation présenté précédemment, le tableau 6 

compare le théorème 7 et le théorème 9 en termes de nombres de variables recherchées et de 

nombres de contraintes LMI dans le problème considérer. 

Tableau 6 
Méthode Nombres de variables (a) Nombres de contraintes LMI (a) 

Théorème 7 n( n+ 1)12xr+ nx pxr+ n2 xr 

Théorème9 n ( n+ l)12xr + nxpxr2 +n2 xr2 

(a) si la relaxation donnée dans le Lemme 3 est utilisée 

L'application des deux théorèmes au modèle (3.33) donne lieu au tableau suivant: 

Tableau 7 
Méthode 

Théorème 7 

Théorème9 

Nombres de variables (a) 

18 

27 

(a) si la relaxation donnée dans le Lemme 3 est utilisée 

Nombres de contraintes LMI (a) 

8 

8 

Remarque 4: Il est clair que, l'utilisation de la nouvelle fonction de Lyapunov retardée (3.27) 

augmente le nombre de variables recherchées mais conserve le même nombre de contraintes 

LMI. 

III.4. Discussion des résultats 

L'idée développée au long de ce chapitre de remplacer ~(t) par ~(t-l) (respectivement 

~(t) par ~(t-l)) dans les fonctions de Lyapunov (3.14) (resp. (3.27)) permet de proposer des 

structures de commande et d'observation qui n'ont pas d'équivalent dans le cas NQ classique: 

H:C~-l)z(t) et ~(t-!)z(t) remplacent G:C~) et ~(t) (resp. s;c~-l)z(t) et Kz(t-l)z(t) pour S:C~) de Kz(t) ). 

Ces nouvelles structures apportent des degrés de liberté qui ne peuvent pas être présents dans 

le cas NQ classique. Effectivement, il est important de comprendre que, théoriquement parlant, 

il est possible d'avoir H:C~+l)z(t) et Fz(t+l)z(t) dans (3.13) (resp. S:C~+l)z(r) et Kz(t+l)z(r) dans (3.25)), 

et d'avoir les contraintes LMI correspondantes permettant d'obtenir des résultats similaires. 

On aurait donc une sorte «d'équivalence» entre les deux approches en termes de problèmes 

- 98-



r4 
---------------------------------------------------- ~~]j Chapitre III : Réduction de conservatisme des Modèles TS à temps discret ~ 

LMI obtenus, mais pas en termes de lois de commande (resp. d'observateur) puisqu' 

évidemment le terme h; ( z ( t + 1)) ne peut pas être connu à l'instant t. 

D'autre part, on peut également noter que la dualité commande 1 observation vérifiée 

dans le cas quadratique n'est plus vraie dans ce contexte non quadratique. Cela est dû au fait 

de devoir introduire H~~- 1 )z(t) dans la fonction de Lyapunov de la commande pour pouvoir 

aboutir à des solutions LMI. L'introduction de l'instant t impose alors t + 1 dans la variation 

de la fonction de Lyapunov, i.e. par l'apparition de H;(~)z(t+ 1 ). Cet instant n'est pas présent 

dans la partie estimation ce qui permet d'expliquer les différences constatées, notamment dans 

le nombre de contraintes LMI. 

De manière générale, quelque soit le cas considéré, observation ou contrôle, cette 

«légère» modification de la fonction de Lyapunov est capable d'introduire des changements 

considérables dans les résultats obtenus. 

Enfin, une propriété intéressante que vérifie le retour de sortie issu de la commande et 

de l ' observateur proposés est que le principe de séparation reste valable. En effet, considérons 

l ' ensemble de la boucle fermée de l'équation (3.13) ou l' état x(t) est estimé par l' observateur 

défmi en (3.25), la dynamique du modèle global s'écrit: 

[ :~;: :i] = n[ :i;i] (3.34) 

[

A -B F H -1 

A 
n z(t) z(t) z(t-J)z(t) z(t-1)z(t) 

vec :~~ .. , = 
0 

B F H -
1 l z(t) z(t-1)z(t) z(t-1)z(t) 

A -S-1 K C z(t) z(t-1 )z(t) z(t-1)z(t) z(t) 

Corollaire: considérons le modèle flou discret TS (3.11), la loi de commande Non-PDC 

(3.12) et l'observateur flou associé (3.25). Supposons qu'il existe des matrices P; > 0, Hu et 

F;j, (i,j)e{1, ... , r}
2 

tellesque: 

(*) ] 
T <Ü 

-Hz(t)z(t+1) - H z(t)z(t+1) + JJ.(t) 

(3.35) 

etdesmatrices _P;>O, Su et Ku, (i ,j)e{1, ... ,rf tellesque : 

(*) l 
T - < 0 

-S -S +P z(t-1)z(t) z(t-1)z(t) z(t) 

(3 .36) 
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Alors la boucle fermée par retour de sortie (3.34) est GAS. 

Preuve: si (3.35) est vérifiée, en utilisant la propriété de congruence avec la matrice rang 

plein en lignes [ I ( Az(t)Hz(t-l)z(t)- Bz(t)~(t-I)z{t) t H~~)z{t+l) J il vient, si (3.35) est satisfaite 

alors: 

-~{t-1) + ( Az(t)Hz(t-I)z(t) - Bz(tJ~(t-1)z(tJ r H~~Jz(t+1J~(t)H~~)z{t+1) ( Az(t)Hz(r-1)z(r)- Bz(r)~(r-1Jz(rJ) < 0 

Ou de façon équivalente en utilisant la propriété de congruence avec la matrice de rang plein 

HT . 
z{t-!)z(t) • 

1 --H-T P H-1 + 
z(t-1)z(t)z(t+1) - z(t-1)z(t) z{t-1) z(t-1)z(t) 

( )
T ( ) A - B F HT H-T p H-1 A - B F HT < 0 

z(t) z(t) z(t-1)z(t) z(t-1)z(t) z(t)z(t+1) z(t) z(t)z(t+1) z(t) z(t) z(t-!)z(t) z(t-!)z(t) 

(3.37) 

(3.37) étant satisfaite, il existe toujours Q > 0 telle que: 

1 z(t-l)z(t)z(t+1) < -Q < 0 (3.38) 

De même si (3.36) est vérifiée, en utilisant la propriété de congruence avec la matrice rang 

plein en lignes [ I ( Az(t)- s~~-1)z(t)Kz(t-1)z(rPz(t) t] 
Î z(r-1)z(r) = -~(r-1) + ( Az(t)- S~~-1)z(t)Kz(t-I)z(t)Cz(t) r ~(1) ( Az(t)- S~~-1)z(t)Kz(t-I)z(t)Cz(t)) < 0 

(3.39) étant satisfaite, il existe toujours Q > 0 telle que : 

j' z(t-l)z(t) < -Q < 0 

(3.39) 

(3.40) 

A partir de (3.38) et (3.40) la preuve suit celle de [Yoneyama et al. 01]. On considère, la 

fonction candidate de Lyapunov avec P > 0, P > 0 et un scalaire r> 0 : 

(3.41) 

Sa variation le long des trajectoires de (3.34) donne: 

[
n-r P n-1 

gr z(t)z(t+1) ~1) z(t)z(t+1) 0 ] [H-r p H-
1 

_ Q _ z{t-l)z{t) z{t-1) z(t-1)z(t) 

r~(t) o 
0 ] - <0 

r~(t-1) 
(3.42) 

Après quelques manipulations, (3.42) s'écrit: 

z(t-l)z(t)z{t+l) z(t)z(t+l) z(t) z(t)z~t+l) z(t) z(t-I)z(t) z(t-l)z(t) < O 
[

1 n-r P n-1 B F n-1 
] 

(*} ~z(t-l)z(t) 
(3.43) 
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résultats de la partie « commande » (3.35) et de par sa nature polytopique est bornée en norme. 

En utilisant (3.38) et (3.40), (3.43) est satisfaite si : 

[ 
Q 'Po] 

T - >Ü 'Po rQ 

En utilisant le complément de Schur (3.44) est équivalente à: 

rQ > 'P(.)Q-1'1'0 

(3.44) 

(3.45) 

'1'0 étant bornée, il existe toujours r> 0 assez grand qui satisfasse (3.45), ce qui termine la 

preuve. 

L'approche proposée (sauf le principe de séparation) peut s'étendre à des modèles à 

retards, avec incertitudes, et des critères de robustesse ou de performances ( H~ et H2 ) 

peuvent être introduits. La section suivante est dédiée à la généralisation du problème 

d'observation. 

III.5. Généralisation 

Afin de généraliser l'utilisation de la fonction de Lyapunov non quadratique retardée, 

cette section propose d'étendre le théorème 11 en prenant en compte une variation sur k 

échantillons [Kruszewski & al 05}. Cette dernière approche propose de remplacer la variation 

classique entre deux échantillons de la fonction de Lyapunov il V = V (x ( t + 1))- V (x ( t)) par 

une variation prise sur nombre donné k d'échantillons : ilkV = V (x ( t + k))-V (x ( t)) . L'idée 

est que si un système est stable, il suffit d'attendre assez longtemps pour qu'il converge vers O. 

En d'autres termes, la décroissance à chaque instant n'est pas nécessaire. 

Considérer une variation sur k échantillons avec une fonction de Lyapunov donnée 

est équivalent à considérer une variation sur 1 seul échantillon utilisant un vecteur d'état 

étendu contenant les instants passés de 1' état [Kruszewski & al 07]. En prenant en compte cette 

propriété, les résultats du théorème 11 peuvent être étendus. 

Soit la fonction de Lyapunov (3.47) qui dépend du vecteur d'erreur d'estimation 

étendu suivant : 
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e( t) 

E = e(t+l) 
O ... k (3.46) 

e(t+k) 

V ( Eo ... k-1 'z) = E~ .. k-1 ( t) IIz(t-1) ... z(t+k-2)Eo ... k-1 ( t) (3.47) 

Où la matrice llz(r-1) ... z(t+k-2) est symétrique et définie positive. Plusieurs choix sont possibles 

pour cette dernière matrice et dans le but de réduire le nombre de variables additionnelles, 

nous choisissons la forme diagonale suivante : 

II = diag (P P · · P ) z(t-1) ... z(t+k-2) z(t-1) z(t) • z(t+k-2) (3.48) 

Notons que la généralisation de (3.48) à une matrice pleine est facile à introduire. La variation 

de la fonction de Lyapunov (3.47) s'écrit: 

t1V(E ,z) =Er (t)Q E (t) o ... k o ... k z(t-1) ... z(t+k-1) 0 .. . k 

[ 

Onxn Onxkn ] 

T ( ) oknxn IIz(t) ... z(t+k-1) ( ) 

= Eo ... k t [II 0 ] Eo ... k t 
_ z(t-1) ... z(t+k-2) knxn 

onxkn onxn 

(3.49) 

Afin d'utiliser le Lemme du Finsler, la dynamique de l'erreur d'estimation prise à différents 

instants est réécrite sous forme d'une contrainte égalité : 

Az(t-1)z(t) -1 0 0 e(t) 
0 Az(t)z(t+1) e(t+l) 

=0 (3.50) 
0 -1 0 

0 0 A z(t+k-2)z(t+k-1) -1 e(t+k) 

avec: Az(r-1),z(r) = Az(r)- G;(~-1),z(r)Kz(r-1),z(r)Cz(t). En considérant une matrice M quelconque, le 

problème de convergence de l'erreur d'estimation se ramène alors à: 

Az(t-1)z(t) -1 0 0 

0 Az(t)z(t+1) +(*) < 0 Q +Mx (3.51) z(t-I) ... z(t+k-1) 
0 -1 0 

0 0 A z(t+k-2)z(t+k-1) -1 
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Comme explicité plus avant, il est nécessaire de choisir M de manière à obtenir des 

contraintes sous forme LMI sans pour autant perdre trop de solutions de (3.51). Un choix 

répondant à ce compromis est donné par [Kruszewski & al 07] : 

0 0 0 

Gz(t-l)z(t) 

M = z(t-l), ... ,z(t+k-1) 
0 Gz(t)z(t+l) (3.52) 

0 

0 0 Gz(t+k-2)z(t+k-1) 

L'inégalité (3.51) devient alors: 

Qz(t-l) ... z(t+k-1) + 

0 (*) 0 0 

<1> z(t-l)z(t)z(t) 
-G -Gr 

z(H)z(t) z(t-l)z(t) (*) 

0 <J> z(t)z(t+l)z(t+l) 0 <0 

(*) 
0 0 <1> -G -Gr z( t+k-2)z( t+k-1 )z(t+k-1) z( t+k-2 )z(t+k-1) z( t+k-2 )z( t+k-1) 

(3.53) 

Où cp z(r-l).z(t),z(r) = Gz(t-l),z(r)Az(r) - Kz(r-l).z(rpz(t) . Le théorème suivant peut alors être formulé. 

Théorème 10: l'erreur d'estimation (3.26) est globalement asymptotiquement stable s'il 

existe des matrices Pm> 0, Gimjm, et Kimjm, me {O, ... ,k-1} et (i,j)e {l, ... ,r}2
, telles que la 

condition (3.6) est vérifiée pour les Y;
1 

•• .;t,k·.jt définies par : 

[

Onxn 
Y . ... = 

Il • .. lto]] .. ·h 0 
knxn 

Onxnk ] -[11/,k··A-1 
11. . 0 

li···h nxkn 

oknXn J 
onxn + 

0 (*) 0 0 

cp/ .. ,Jt ,ll 
-G -Gr 

/,ji /,ji (3.54) 

0 (*) 
cp. . . 

lk-2 ,Jk-1 ,fk-1 
-G .. -G~ . 

h-2 •lk-1 lk-2 •lk-1 
(*) 

0 0 <I>. . . 
lk-I •holk 

-G .. -Gr . 
h-I>h h-l•lk 

avec <I>1 .. = G1 .A. - K 1 .C.. 
,j,l ,) l ,) l 

Afin de montrer l'intérêt du théorème 10, on considère le modèle TS suivant où a et b sont 

deux paramètres : 
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[ 
1 

A-
1- -0.2 

-al [0.5 
1.5 ,A1 = 0.2 

-2] , C1 = [ -b 1], C2 = [ 1 
-0.1 

1] (3.55) 

La figure 4.7 montre les domaines des solutions correspondant aux deux théorèmes 9 et 10. 

Le caractère ( o ) indique 1 'existence des gains d'observations stabilisants prouvés par le 

théorème 11, qui consiste à la première extension, le caractère (x) indique 1' existence des 

gains d'observations stabilisants prouvés par le théorème 10 pour k = 2 , enfin, le caractère ( + ) 

indique l'existence des gains d'observations stabilisants prouvés par le théorème 10 

pourk = 3 . L'application du théorème 10 améliore donc de façon significative le domaine des 

solutions lorsque k croît. 

1.8 -t - t+ + ++-h- +-+++-+-+-+ +- ++ t-+ 
ttt flttt+-+-+++++tt-t+t 
-j t t t t t 1 j t +-1 + -j ll t t 1 1 t ttt tl-1 -tt++-++ ltt Ill -t-t : 

1.6 t - t++t+ -+++ ++ -t - 1-t- - t-t - t t-+--1 - t- tl - +-+ --
-tt+t+ l -++++-+++++++++++-+-+t-t+++++++ 
-+++-++ 1 ++++t+ +t+++t+++tt 1 t-t++-++++ 
+t-t+tt- +ttl tt+++ +tt+++-+t-++t+t+ 

1.4 +-+-+-t-+1 +-++t-1- t- - t- t-+- +-++-++- +-++-+--t -t - t-+ t---++t---

j::-1:: t1tt+t~-t+t:ttt:tt-l-lli-l-l~t~+tt 
· :t'1t ++t-tllttl1:i1~ 1 -jf ! t f 'ttt:t- 1 

.0 1.21 rt-i-j-+ ·r'- t +- t + !c--+-t---+--t---ëJ-ci-i - 1-t - ---- i - j-,-t-1-t 1- l+i --
- " '1" 1 1 1 1 1 1 l 1 1 1 1 i : l 1 -+ ·1 ~ 1 -t ! 1 1 ! : t : 
1 '1 : . -1 . 1 1 1 1 1 1 1 t : 1 1 --i 1 1 i 1 t 1 1 1 j t 1 t t t 

~
, t i ~ ~ = . _·rf -t t-t- ~ . , 1 1 

1
. 1 t ~ j- t , _J_ ~· 1 t j_ ~· : t 1 

1 _·- t -:- j --+ - --r- t t--- - +-+ 1- l 1- 1 - t- t - t _r:- 1 -+-- - - ·-t ' - IDEE_• --
r 1 t· 1 i t · - 1 1 - 1 1 i ! 1 t . + · til l±:l rn EB EB - EB œ œ EB rn 1 

lil -l 1 1 1 : ' 1 1 1 t + 1 EEEBEBE!HE ElHBEEEBEDEIHilEEfiJEBEBEBEEEEEE 1 

RLfmrnmœmœ m __ rnœœœœœœEBœrnEB œ_œ EBEBE!:l. EBf11EErnmœœrnmwEB_ : 
O. "";'fl E!l-BJ ID EÈ-ffi ffi-rn E!J-ITl ffi- ED-!IHil-ffi rn- BJ-H.l ffittlffi--!E E!HB -ill E-E-ftl 0-ill - E!J-Etl - -

wrnrnmrnrn mœœœœœœœœœœœœœœrnrnwrnrnœœrnœEBmœ 1 

- rnœœœœ œœrnœoarn œœœrnœœrnœœmœrnrnmœœœmrnœ 1 

,œrnœmœm œmrnœœœœœwœrnœmœœmmœrnrnœrnœ œ œ : 
O. Eil-illiDE!J-!ilrn-trnEB-fBfB-ffiiDE!Jffii-IHEIDEB-H.lE!HB --- -1--- - --1------ .. -----

rnm~rn@m~œœ 1 1 1 1 1 1 

1 rn 1 1 : 
1 1 

: : : 

1 1 1 1 

0 . 4 L---~----~----_L ____ _L ____ ~----~----i_----~--~ 
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 

a 

Figure 4.7: Domaines des solutions où la stabilité est prouvée par le théorème 9 (o), le théorème 10 (k = 2) 

(x) et le théorème 10 ( k = 3) ( +) 

Pour conclure sur la complexité des différentes approches proposées, le tableau 8 est présenté. 

Tableau 8 
Méthode Nombre de variables \3

J Nombres des contraintes LMI \3 J 

Théoréme 7 n( n+1) !2xr+nxmxr+n2 xr r3 

Théoréme 9 n( n+ 1) / 2xr+nxpxr2 +n2 xl r' 

Théoréme 10 n(n+1)!2xr +nxmxr2 +n2 xr (r(r+1) 12t r 

.. ' ., 
(a) stla relaxatiOn donnee dans le Lemme 3 est utthsee, et la relaxatiOn du lemme 5 pour la demtere methode 
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Dans l'exemple proposé, la complexité est résumée dans le tableau 9. 

Tableau 9 
Méthode Nombre des variables \•J Nombres des contraintes LMI \•J 

Théorème 7 18 8 

Théorème 9 30 8 

Théorème 10 30 18 (k = 2) 
.. ., 

(a) st la relaxatiOn donnée dans le Lemme 3 est utthsée, et la relaxation du lemme 5 pour la dermere methode 

Le choix entre les différentes approches proposées est relié au compromis entre le 

nombre de variables recherchées, le domaine des solutions obtenues (et leur qualité) et le 

nombre de conditions LMI considérés. Si on considère des modèles où il n'est pas possible de 

trouver une solution avec k = 1 , le théorème 10 peut ainsi être appliqué, et comme le montre 

le tableau 8, l'utilisation de la nouvelle approche n'introduit pas de variables additionnelles 

lorsque k augmente. Cependant, lorsque k devient suffisamment grand (supérieur à 8), les 

conditions d'observation d'un modèle TS à 2 règles et à 2 états deviennent impossible à 

résoudre avec des ordinateurs standards. 

111.6. Conclusion 

Ce chapitre a permis de développer à partir d'une fonction de Lyapunov non 

quadratique retardée, de nouveaux résultats de stabilisation et d'observation des modèles TS à 

temps discret. L'approche proposée permet de réduire le conservatisme des approches 

existantes développées dans la littérature. La réduction de conservatisme s'accompagne, dans 

notre cas, de l'accroissement du nombre de variables recherchées et/ou du nombre de 

conditions LMI. 

Beaucoup de travaux peuvent être associés à ceux présentés et en représenter des 

extensions naturelles : introduction de performances (D-stabilité par exemple), fonctions de 

Lyapunov polynomiales ... 
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IV.l. Introduction 

Pour prendre en compte la nature non linéaire et périodique des problèmes considérés 

dans les applications par la suite, ce chapitre est dédié à l'analyse et la synthèse de commande 

et d'observateur pour les modèles non linéaires discrets périodiques [Dans l'Annexe B, une 

étude bibliographique est fournie portant sur les systèmes périodiques linéaires]. En 

particulier, la représentation utilisée dans nos travaux pour modéliser un système non linéaire 

périodique se base sur l'utilisation de la représentation de type Takagi-Sugeno pour prendre 

en compte les non linéarités du modèle périodique. Puis, les méthodes d'analyse de stabilité et 

de stabilisation de ce type de modèles sont présentées. Enfin, une extension au cas de modèles 

périodiques à retard variable est donnée en s'appuyant sur une fonction de type Lyapunov

Krasovskii périodique. 

IV.2. Analyse des systèmes non linéaires à coefficient périodiques 

IV.2.1. Modélisation floue TS 

Une représentation possible d'un modèle flou à coefficients périodiques est donnée par 

(4.1): 

{

x(t+l) = A~(J)x(t)+B!(J)u(t) 

y(t) = C~(f)x(t) 
(4.1) 

r 

La notation A~(!) , extension de celle précédemment décrite, signifie: A;(/) = L h; ( z ( t)) 4( c) • 
i=l 

L'exposant (c) est utilisé pour exprimer la périodicité du modèle: c=tmodp (mod pour 

modulo), i.e. pour t = 1 , le modèle indicé 1 est considéré, pour t = 2, le modèle 2 et ainsi de 

suite jusqu'à t = p, où p représente la période du modèle, puis à nouveau le modèle 1. 

R 1 S 1 1 . A(c) B(c) C(c) ' . d" . 1 d'' emarque : eu es es matnces z(t)' z(r) et z(t) sont peno tques, m e vecteur etat 

x ( t) , ni le vecteur des prémisses z ( t) ne le sont. 

IV.2.2. Stabilité 

Soit le modèle p périodique en régime libre suivant : 

x(t + 1) = A;(J)x(t), c = tmod p 
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L'étude de la stabilité du modèle à coefficients périodiques ( 4.1) est basée sur une fonction de 

Lyapunov périodique : 

v; (x)= xr (t)P(I)x(t), p(l) = p(i+p) > 0, V/ e {0, .. . ,p -1} (4.3) 

De manière similaire aux systèmes linéaires, voir annexe 2, la condition de stabilité du 

modèle (4.2) exige la décroissance de la fonction de Lyapunov définie en (4.3) lors du 

passage d'un instant à un autre sur une période [Bolzern & a/88]. 

Théorème 11 : [Bolzern & Conaleri 88], Un modèle discret de période pest dit p -stable 

s'il existe p fonctions candidates de Lyapunov v; (x) , le { 0, ... , p-l} telles que : 

\ix ( t), V0 (x ( t)) > v; (x ( t + 1)) > ... > Vp-t (x ( t +p-l)) > fTo (x ( t + p)) (4.4) 

L'application du théorème 12 au modèle TS p -périodique (4.2) permet d'écrire le 

problème sous forme de contraintes LMI. Effectivement d'après la condition de stabilité (4.4), 

le système est stable si V/e {O, ... ,p-1} : 

v;modp+l (x(t+/+1))-v;modp (x(t+l)) < 0 

En remplaçant x(t+l + 1) par son expression (4.2), (4.5) devient: 

x(t + l)T (A(lmodp) p((l+!)modp) A(imodp) - p(lmodp) )x(t+ l) < 0 
z(r+lmodp) z(r+lmodp) 

Et par conséquent : 

A(imodp) p({l+l)modp) A(tmodp) _ p(/modp) < O 
z(t+lmodp) z(t+lmodp) 

Avec le complément de Schur on peut écrire : 

[ 

_p(lmodp) (*) ] 
p((l+l)modp) A(lmodp) _p((l+l)modp) < 0 

z(t+lmodp) 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

En utilisant le fait que les fonctions d'appartenance sont des fonctions scalaires positives, on 

définit alors les quantités suivantes V/ E { 0, ... , p -1} 

[ 

_p(lmodp) (*) ] 
Y= 

i p((l+l)modp) A;(lmodp) _p((l+l)modp) 
(4.9) 
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Théorème 12 : [Lemme périodique] (Formulation LMI), le modèle flou TS à coefficients 

périodique est stable s'il existe p matrices de Lyapunov pU) , lE { 0, ... , p -1}, telles que les 

Y;, iE {l, . . . ,r} définis en (4.9) soient négatifs et p (o) =P(P) . 

Remarque 2: L' analyse de stabilité du modèle (4.2) peut être aussi étudiée en utilisant une 

fonction candidate de Lyapunov périodique non quadratique V, (x) = xr ( t) ~Y}) x ( t) . Pour des 

raisons de réduction de complexité, toute 1' étude qui suit est donnée en utilisant des fonctions 

de Lyapunov quadratique. 

IV.3. Synthèse de lois de commande et d'observateurs pour les modèles TS 

périodiques 

Dans le cas d'un système périodique, différentes questions peuvent se poser pour 

déterminer une loi de commande adaptée : le correcteur doit-il nécessairement être de la 

même périodicité du modèle ? Comment réduire le nombre de paramètres à mémoriser ? 

Comment réduire le conservatisme des résultats de synthèse ? 

V(t) M 
-----t,.. \U) -

U(t) .. Modèle Périodique 
Y(t) 

Représentation TS 

) 

p 
X(t) 

,~ 

Loi de Commande 
Périodique 

Figure 5.1: Structure d'une Loi de commande périodique 

.. 

Dans cette section deux types de loi de commande sont présentés : la première, 

considère une loi de commande par retour d'état non linéaire dont les gains sont de même 

périodicité p que le modèle, alors que la deuxième, traite le cas où la période du modèle est 

beaucoup plus importante que la période d'échantillonnage de base. 
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IV.3.1. Stabilisation par retour d'état périodique 

Une loi de commande possible associée au modèle ( 4.1) est donnée dans ( 4.1 0). Cette 

dernière utilise les mêmes fonctions d'appartenance que le modèle, les gains de commande 

sont aussi p -périodiques, de même période que le modèle : 

(4.10) 

La dynamique de la boucle fermée s'écrit alors: 

x(t + 1) = (A(c) - B(c) p(c)dcf') x(t) = Ji(c) x(t) 
z(t) z(t) z(t) z(t) (4.11) 

En considèrent la fonction de Lyapunov périodique suivante V/ E {O, ... ,p-1} 

(4.12) 

L'application du Lemme périodique sur la boucle fermée (4.11) donne alors l'inégalité 

suivante: 

(4.13) 

La multiplication de (4.13) à gauche par G(lmodpf et à droite par d'modpfr donne: 

A(lmodp{ G((l+l)modprr p((l+l)modp)G((i+l)modpr' _A(tmodp) _ p(lmodp) < O 
z(t+lmodp) z(t+lmodp) (4.14) 

avec · _A(lmodp) = A(Zmodp) G(lmodp) - B(lmodp) F(lmodp) Le complément de Schur appliqué 
• z(t+lmodp) z(t+lmodp) z(t+lmodp) z(t+lmodp) • 

sur (4.14) permet d'obtenir l'inégalité équivalente: 

[ 

p(lmodp) 

=(lmodp) 
Az(t+lmodp) 

T -! > 0 (*) ] 
G((l+l)modp) p((i+l)modp) G((l+l)modp) 

En utilisant la propriété: 

(G-P( p-1 (G-P)>0Ç:::}GP-1GT >G+GT -P 

Sur le dernier bloc de ( 4.15), on obtient : 

[ 

p(lmodp) 

A(lmodp) G(imodp) _ B(lmodp) p(lmodp) 
z(t+lmodp) z(t+lmodp) z(t+lmodp) 

(*) ] 
T <0 

-G((l+l)modp) _ G({l+l)modp) + p((l+l)modp) 

V/ E {0, ... ,p-1} 
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On définit les quantités suivantes : 

[ 

_p(/modp) 

y~ = A{lmodp)G(lmodp) _ B~tmodp) F(tmodp) 
1 1 1 

(*) ] 
-G((t+i)modp) _ G{(l+l)modpl + p((l+l)modp) (4.18) 

V/e {O, ... ,p-1} 

Théorème 13 : Soit le modèle discret périodique ( 4.1) et la loi de commande périodique 

(4.10), s'il existe des matrices p(c) > 0, G(c) et ~(c), ce {O, ... ,p-1} et je {1, ... ,r} telles 

que les conditions (3 .9) et (3 .1 0) soient vérifiées pour tous les l'~ définis en ( 4.18), alors la 

dynamique de la boucle fermée (4.11) est GAS. 

IV.3.2. Stabilisation par retour d'état périodique structuré 

Pour des problèmes dont la périodicité est grande par rapport à la période 

d'échantillonnage choisie, le problème LMI associé à la stabilisation et/ou à l'observation du 

modèle périodique peut devenir très vite difficile à résoudre. En effet, les limites des solveurs 

LMI seront rapidement atteintes avec le nombre de variables inconnues et le nombre 

d'inégalités LMI allant croissant. Dans ce cadre, une solution intéressante est de figer les 

paramètres du correcteur à une valeur donnée pendant plusieurs instants d'échantillonnage ce 

qui permet de réduire le nombre de paramètres à mémoriser. 

Cette section traite le cas de modèles dont le comportement dynamique varie de façon 

périodique mais avec un multiple de la période d'échantillonnage T, . L'idée est alors 

d'utiliser une loi de commande qui utilise le même comportement périodique et donc de figer 

la structure de la loi sur plusieurs périodes d'échantillonnage. 

Pour ce type d'application, l'approche classique consiste à vérifier la condition pour tous les 

instants d'échantillonnage : 

V0 (x(t)) >···>v; (x(t+ i)) > v;+1 ( x(t+ i+ 1)) > ... > Vnxi+I ( x(t+ nxi + 1)) > ··· > V0 (x(t+ p )) 

(4.19) 

Comme la structure du modèle considéré est identique sur plusieurs périodes 

d'échantillonnages, une approche naturelle est de remplacer la vérification de la condition 

( 4.19), par deux conditions complémentaires. D'une part, la décroissance de la fonction de 
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Lyapunov tant que la structure du modèle est identique (condition 1) et d'autre part la 

décroissance de la fonction de Lyapunov lors de la transition entre deux structures (condition 

2). La figure 5.2 illustre ce phénomène. Si entre l'instant t et t + i la structure est la même, 

cela revient pour une fonction quadratique à choisir : p(t+ J) = p(t), Vj e { 1, ... , i} . 

······tf··· 
t~ 

DDD 
1 i . ??T 
~ ~ ~ Signe de passage d'un modèle TS à un autre 

D D D Signe de passage d'un instant d'échantillonnage à un autre 

Figure 5.2 : Séquencement des phases sur une période 

Afin de diminuer le nombre de paramètres à mémoriser, l'approche proposée ici est de 

découper le problème de stabilisation en deux phases. D'une part, considérer une même 

fonction de Lyapunov (avec une matrice symétrique définie positive p(m)) tant qu'il n'y a pas 

de changement de modèle ce qui donne des conditions de la forme ( 4.20) sur chacun de ces 

domaines indicés m . 

T <0 
(*) ] 

-Gjm+l) _ ( Gjm+l)) + p(m) 
(4.20) 

D'autre part, pour assurer la périodicité du modèle global, il faut vérifier la condition 

( 4.21) pour chaque transition, indicée l, de passage d'un modèle TS à un autre : 

T <0 
(*) ] 

-G)/+t) - ( Gt')) +pU+!) 
(4.21) 

D'où le corollaire suivant : 
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Corollaire 1 :Soit le modèle discret périodique (4.1) et la loi de commande périodique (4.10), 

s'il existe des matrices p(c) >0, G(c) et FY), cE {O, ... ,p-1} et jE {1, ... ,r} tels que les 

conditions (3.9) et (3.10) soient vérifiées pour tous les n; définis en (4.20) et les 1~ définis 

en ( 4.21 ), alors la boucle fermée ( 4.11) est GAS. 

NB : La preuve est triviale puisque une solution de ce corollaire est aussi une solution du 

théorème 13. 

IV.3.3. Observation des modèles TS périodiques 

Pour passer de la commande de retour d'état à une commande par retour de sortie, un 

observateur est rajouté. Pour rappel, on suppose que les variables de prémisse sont mesurées, 

i.e. z(t) = z(t). Dans ce cas, un observateur périodique pour le modèle (4.1) peut s'écrire de 

la manière suivante : 

(4.22) 

L'observateur ainsi défini, l'erreur d'estimation est donnée par: 

-( 1)- (A(c) s<cr'K(c) c<c)) -( ) - A-(c) -( ) 
X f + - z(t) - z(t) z(t) z(t) X f - z(t)X f (4.23) 

La variation de la fonction de Lyapunov périodique : v; (x) = ir ( t) P(l) x ( t) , 1 E { 0, ... , p -1} 

donne: 

A_(lmodp) p{(l+l)modp) A(lmodp) _ p(lmodp) < 0 
z(t+lmodp) z(t+lmodp) (4.24) 

En utilisant la même façon de faire que pour la commande l'inégalité (4.24) est vérifiée si: 

[ 

_p(imodp) 

s(lmodp) A(lmoctp) _ K(lmodp) c(lmodp) 
z(t+lmodp) z(t+lmodp) z(t+lmodp) z(t+lmodp) 

(*) ] 
-s(imodp) - s(lmodpt + p{(l+l)modp) < 0 

z(t+lmodp) z(t+lmodp) 
(4.25) 

VIE {O, ... ,p-1} 

Soient les quantités : 

[ 

_p(imodp) -, 
y!i = s(lmoctp) .&Umoctp) -K(lmoctp)c(lmoctp) 

1 .LL; 1 1 

(*) ] 
_8 (/moop) _ s<tmodp( + p({l+l)moctp) < O 

1 1 
(4.26) 

VIE {o, ... ,p-1} 
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Théorème 14: Soit le modèle discret périodique (4.1) et l'observateur correspondant (4.22), 

s'il existe des matrices _?(c) > 0, sj"l et K)c), cE { 0, .. . ,p -1} et jE {1, ... , r} telles que les 

conditions (3.9) et (3.10) soient vérifiées pour tous les i'~ définis en (4.26), alors la 

dynamique de 1 'erreur d'estimation ( 4.23) est GAS. 

Remarque: L'approche proposée de réduction de conservatisme dans le cas particulier de 

stabilisation des modèles dont la période est suffisamment importante par rapport à la période 

d'échantillonnage de base est valable aussi pour le cas de l'observation, le résultat est donné 

dans le corollaire suivant [Kerkeni & al 08}. 

Corollaire 2: Soient le modèle flou périodique (4.1), l'observateur flou périodique associé 

(4.22), la dynamique de l'erreur d'estimation (4.23) est globalement asymptotiquement stable 

s'il existe des matrices pU) >0, s: et IÇ, le{O, ... ,p-1}, ie{1, ... ,r} telles que les 

conditions (3.9) et (3.10) soient vérifiées pour les matrices n; définies en (4.27) pour chaque 

phase ( m indiquant un indice par phase) et les matrices Y~ définies en ( 4.28) pour chaque 

transition (l indiquant le dernier indice d'une phase) 

(4.27) 

T <0 (*) l 
-s;n _ ( s;n) + _?(1+1) 

(4.28) 

Exemple: 

On considère le problème d'observation d'un modèle TS 12 -périodique composé de 4 phases 

chacune durant 3 périodes d'échantillonnage et d'une seule non linéarité décrit dans l'espace 

d'état par les matrices suivantes : 

Première phase: Vke {1,2,3} 

A - A" - B - B - c - c - 1 1 k [2 0.5] k [0.4 1 ] k k [1] k k [ ] 
1 - 2 0.5 '''2 - 2 0.3 ' 1 - 2 - 1 ' 1 - 2 -
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Deuxième phase: Vk e { 4, 5, 6} 

A,' =[0~3 1:J.A; = [~ ~].s: =a;= [:J ~· = c; =[t t] 

Troisième phase: Vke {7,8,9} 

At =[0.2 1 J,~ =[1.1 2],B~k =B~ =[1], clk =c; =[1 o] 
0 1.2 0 1 1 

Quatrième phase: Vke {10,11,12} 

A = k [0.2 
1 0 

Les résultats obtenus avec l'observateur 12-périodique et l'application des conditions du 

corollaire 2 sont: 

Vke {1,2,3}: K1k = [ 4.72 -l.07],K; = [ 4.75 -1.09]. 

Vke{4,5,6}:K1k=[11.84 0.37],K;=[12.66 0.29). 

Vke{7,8,9}:K1k=[4.11 1.15],K;=[4.43 0.79]. 

Vke{10,11,12}:K1k =[2.19 -0.61],K; =[2.22 -0.65]. 

Les fonctions d'appartenance choisies sont ~ ( x1 (t)) = 1-~ ( x1 (t)) = ~(1 +cos( x1 (t))). 

401----,--,-----,---,--r-;:===:=::;"] 
: : : : : ~-x2(t) 

30 - -r ~- -- ~ ---~-- -~ ---~ '------_xes_t2(t_:_j)
1 

: ~ 1 1 1 1 1 

m -~L~---~---~---~---~---~---
1 1 1 1 1 1 
1' 1 1 1 1 1 1 

20 

- 10 
"' ., 
., 
> 0 

10 - 1 ~ -l: -~ ---~ ---~ ---~ ---~ ---
~ o U ~ -t-~~~- ~-~ r~f ~ i -~ ~ ---
~ 1 : : !1: : : 
> ·10 _j-- :-- - r - - - r- -1 +- r - - - r--- r - - -

-10 ~ ---~-------~---~---~---

1 1 1 1 
1 1 1 1 1 

-20 ~ ---~---~---r---r---r---r---
. l 1 1 1 1 1 

-30 
1; : : : : : 

-40 ---~---~---~---~---~---~---

-40 
0 10 15 20 25 30 35 

~'---~-~-~-~-~~'---~ 

0 10 15 20 25 30 35 
temps(s) temps(s) 

Figure 5.3: Evolution de x1 ( t) et x1_ est ( t) Figure 5.4: Evolution x2 ( t) et x2_est ( t) 

Avec pour conditions initiales Xo = [ 6 -10 r pour le système et Xo _obs = [ 0 0 r pour 

l'observateur, les figures 5.3 et 5.4 montrent la convergence des deux variables estimées vers 
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l'état du système. Une perturbation de type échelon est ajoutée sur l'état du modèle entre 

1' instant t = 15 s et t = 17 s . On remarque que 1' estimateur diverge pendant ces instants là, 

pour redevenir stable une fois que la perturbation disparait. De même pour les erreurs 

d'estimation respectives qui sont données sur les figures 5.5 et 5.6. 

" ., 
"' > 

15r---,----,~--,----,--~=c==~ 
: 1 ---xtilde1(t) 

10 - _:_j_ - - - _j--- - ..! -- -- _j_ - - - - f_---

! 
1 1 

i 1 

1 n: 
1 1 : 1 1 1 

---~----1-r-~r----r---5 - - :, , , r- , , 
: 1 1 J 1 

-- -1-i-1'-l-1 ~~~ ~~--- --,- ~--
' 1 1 1 1 

1 
1 

1 1 1 

~ --+1- ----1- ---~ ---- ~ ----!- ---

-10L-_ __L_ __ _L_ _ ___L __ _L_ ___ L_ _ _j 

0 10 15 20 25 30 
temps(s) 

Figure 5.5: Evolution de i 1 (t) 

" " o; 
> 

xtilde2(t) 
1 1 1 1 

20 - -1-. -'---- _l- - - - L -- - _l __ -- _l ___ _ 
1 1 1 1 1 

1 1 1 1 
15- _l ___ _l_ ____ L ____ I ____ _l ___ _ 

1 1 1 1 

1 

10 __ l ____ _l ____ L ____ I ____ j_ ___ _ 

1 1 1 
1 

-L-~----1----~---~----1 ___ _ 
1 1 1 : 1 : : 

0 -- 'r~~-- -~L_ -lT : ___ _ 
1 1 

1 1 1 1 1 
~ - -~----_l ____ L ___ ~ ____ _l ___ _ 

-10 
0 

1 1 1 1 1 

10 15 20 25 
temps(s) 

Figure 5.6: Evolution de i 2 (t) 

30 

La figure 5.7 montre l'évolution des fonctions de Lyapunov correspondantes à chaque phase 

du modèle. Ces dernières ne sont décroissantes que sur leurs phases respectives. 

~ 
~ 

2000 

l 1 
1 

--- V1(t) 1 

1500 1----i--
1000 -+----~-------~------

-1 1 1 
1 1 

500 --t- -~ -- ---,rt------
0 --· 0 10 20 30 

temps(s) 

6000~----~~==~====~ 
V?(t) 1 

~ 
~ 

8000 
V4(t) 1 

6000 -r ___ _! __ 

1 

4000 _l 
---~-------~------

1 1 

j_ 2000 1 ---------,------
1 

', J_r-JI 1 

0 L 

0 10 20 30 
temps(s) 

15000~----~~==~====~ 
--V10(t)l 

1 1 ----,-------r------~ 4000 
1 1 

------,-------r------ 10000 -
~ 

~ 2000 ______ ___! _____ _ ~ 5000 - _ ___ J _______ L _____ _ 

'--

QL---__ _l ______ _L ____ ~ 

0 10 20 30 
temps(s) temps(s) 

Figure 5.7: Evolution des fonctions de Lyapunov correspondante à chaque phase 

Par contre, la fonction de Lyapunov globale du modèle périodique qui est donnée sur la figure 

5.8, est globalement décroissante. 
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1800 ~--,-----r------,------,--;::::=r====~ 
: : : : 1 - Vg(t) 1 

1600 - - - - - - ~ - - - - - - + - - - - -- ~ - - - - -- -:- - - - - - -:- - - - - - -
1 1 

1 1 

1400 ------ ~------ +------ ~------ -:------ -:-------
1 1 1 ______ f _____________ ------~------ ------1200 
' 1 

1 1 1 1 

5 1000 
Q) 

1 1 1 1 
------,-------------~-------------

' 

------

1ii 1 1 1 1 

> 800 L- - - - -- l_--- - - - ~ -- - -c=-- -:- - - --- - -- -- ~ 

1 1 1 
1 1 1 1 1 1 

600 ------ ~------ t------ ~-- ~ -:- i- -:------ -:-------
1 1 1 1 

1 1 1 1 

400 --- --- - - - - -- ~-- - ---_j'-=-: - - ,- -',- - - --- -:-------
1 1 i 1 1 

1 1 1 1 1 

200 - - - - - - - - - - - - - ~ - - - - - - _j - - - - - l - 1 - - - - - - _,_ - - - - - -

• 1 1 1 1 1 1 

: 1 1 : ! -~ : 
0 i 

0 5 10 15 20 25 30 
temps(s) 

Figure 5.8 :Evolution de la fonction de Lyapunov globale du modèle 

Afin de montrer l'intérêt de cette approche, le théorème 14 et le corollaire 2 sont 

comparés en termes de nombres de variables recherchées ainsi qu'en temps CPU nécessaire 

pour obtenir une solution au problème LMI. Le tableau 10 permet de récapituler les 

performances des deux approches. 

Tableau 10 

Méthodes 
Nombre de Variables 

Temps d'exécution CPU 
recherchées 

Théorème 14 600 ~6h 

Corollaire 2 20 49.09s 

IV.3.4. Stabilisation des modèles TS périodiques par retour de sortie 

Toujours dans le cas des prémisses mesurées, .î ( t) = z ( t) , en considérant la 

dynamique de l'erreur d'estimation ( 4.23), la dynamique du retour de sortie avec observateur 

devient: 

[ ] lA(c) B(c) p(c)G(cr
1 

x(t+J) = z(t)- z(t) z(t) z(t) 

x(t+I) 0 
(4.29) 

Vu la structure particulière de la matrice dynamique du système bouclé, un pnnctpe de 

séparation peut être énoncé en s'inspirant de [Yoneyama & al 00]. 

Soient les quantités : 
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(*) ] 
-G({I+l)modp) _ G({l+l)modp{ + p((i+l)modp) (4.30) 

VIe {O, ... ,p-1} 

[ 

_p(lmodp) 
-1 1 

ij = S~lmodp) .J~zmodp) _ K~lmodp)dzmodp) 
J .L~ J l 

(*) ] 
-s~lmodp) - s~lmodP/ + p((i+l)modp) < 0 

J J 
( 4.31) 

VIe {O, ... ,p-1} 

Théorème 15 : Soient le modèle TS périodique ( 4.1 ), la loi de commande périodique ( 4.1 0), 

l'observateur à prémisses mesurables (4.22), les n~ définis en (4.30) et les 1~ définis en 

(4.31), s'il existe des matrices P1 >0, G1
, F/, ie{1, ... ,r},le{O, ... ,p-1} telles que les 

conditions (3.9) et (3.1 0) soient vérifiées pour les n~, et s'il existe des matrices F1 > 0, S{, 

K:, ie {1, ... , r},! e { 0, .. . ,p -1} telles que les conditions (3.9) et (3.10) soient vérifiées pour 

les Î~ , alors la boucle fermée (4.29) est GAS. 

Remarque 3: la preuve suit la même structure que celle de la section 4 du chapitre 3 (cf. 

section III.4 discussion des résultats), à partir d'une fonction candidate de Lyapunov avec 

(4.32) 

IV.4. Performances des modèles TS périodiques 

Soit le modèle TS périodique : 

x(t+ 1) = A!(!)x(t)+ B~}(t)w(t) + B~lt)u (t), x( 0) = 0 (4.33) 

llx(t)ll 
Le but est de trouver une borne supérieure au gain L2 ~ L2 : r= ~Jw(t)ll: du rapport 

signal de l'état sur signal de perturbation. Cela revient à minimiser le critère suivant avec 

r>o: 

(4.34) 

Si on considère la loi de commande suivante : 

(4.35) 
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La dynamique de la boucle fermée s'écrit : 

x(t+ 1} = (A(c) - B(c) F(c)o(cf
1

) x(t) + B(c) w(t) 
z(t) uz(t) z(t) wz(t) (4.36) 

la fonction de Lyapunov périodique 

~ (x ( t)) = xr (t) GurT pUlo(l)-I x (t) , d'rT pU)G(l)-l >o. (4.37) 

On considère la variation de cette fonction de Lyapunov qui intègre le critère H~ donné en 

(4.34): 

~~ ( x(t)) + XT (t )x(t)- TWT (t) w(t) :s; 0 

à partir de (4.38), on obtient: 

Tf 

L:( ~f'; ( x(t)) + XT (t) x(t)- TWT (t) w(t)) :s; Ü 
t=O 

et avec x ( 0) = 0 : 

Tf 

~ (x(t1 ))+ :L(xr (t)x(t)-rwr (t)w(t)) :s;o 
t=O 

comme ~ ( x(t1 ));;::: 0, ceci prouve la condition (4.34). 

La condition (4.38) peut être transformée comme suit: 

~ ~ (X ( f)) + Y -l · XT ( f) X ( f) - Y· WT ( f) W ( f) :s; 0 

Ce qui donne Vie {O, ... ,p-1} : 

[

(*f]G((l+l)modpfr p((l+l)modp)G((i+l)modpr
1 

[A(Imodp) -B(Iroodp) F(lmodp) G(lmodpt 
(*)T z(t+lmodp) uz(t+lmodp) z(t+lmodp) 

[

G(ImodprT p(lmodp)G(Imodpf
1 

- r-!1 0] 
- <0 

0 yi 

(4.38) 

(4.39) 

(4.40) 

(4.41) 

B(/modp) J 
wz(t+lmodp) 

(4.42) 

En utilisant la propriété de congruence avec [ G~' l ~] et la même propriété ( 4 .16) que 

précédemment, il vient directement : 
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_p(lmodp) (*) (*) (*) 
G(lmodp) -yi 0 0 

0 0 -yi (*) <0 (4.43) 

( A~'"""'l d'"""'i J ( ~at(l•')m<><lp) ~ a(ll•l)modp)' J z(t+lmodp) 
0 B(lmodp) 

B(lmodp) p(lmodp) wz( t+l mod p) + p((1+1)modp) 
- uz(t+lmodp) z(t+lmodp) 

On définit alors les quantités suivantes : 

_p(l) (*) 0 (*) 

Y~= 
dl) -yi 0 0 

0 0 -yi (*) 
(4.44) 

A?)G(l) - B~:) FY) 0 B(l) w, -G(/+1) - G(/+1)T + p(/+1) 

Théorème 16: Soient le modèle TS périodique (4.33), la loi de commande périodique (4.35), 

s'il existe des matrices P1 > 0 , G1 
, F/ , i E { 1, . .. , r} ,lE { 0, ... , p -1} telles que les conditions 

(3.9) et (3.10) soient vérifiée pour les Y~ définie en (4.44), alors la dynamique de la boucle 

fermé ( 4.36) est GAS. 

IV.5. Modèles TS discrets périodiques à retard 

IV.5.1. Stabilisation des modèles TS discrets périodiques à retard 

Considérons le modèle TS périodique avec un retard variable o-(t)E N suivant: 

{
x(t+ 1) = A;(})x(t) + ~~~1)x(t- u(t))+ B;(J)u(t) 

y(t) = C~(;)x(t) 
(4.45) 

Le retard est supposé borné o-1 ~ o-(t) ~ o-2 , entre 0"1 et o-2 deux valeurs connues. Soit la loi 

de commande périodique : 

Et la fonction de Lyapunov-Krasovski périodique de la forme [Kerkeni & al 09]: 

v,= XT (t)d'rT p(l)o(l)-1 x(t) +v; 
H ~~ H 

avec: V:= L xr(a)s-rzs-1x(a)+ L L xr(l)s-rzs-1x(l). 
a=t-a(t) J=-a2 +1l=t+ }-1 

Après quelques calculs, il est possible d'écrire [Xu & Chen 04}, que: 
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(4.48) 

Notons ëi = U 2 -u1 + 1, la dynamique de la boucle fermée du modèle (4.45) s'écrit: 

x(t+I) = (A(c) -B(c) p(c)a(cr
1 

)x(t)+ .J(c) x(t-u(t)) 
z(t) z(t) z(t) ''Iz(t) (4.49) 

La variation de la fonction de Lyapunov le long de la trajectoire du modèle périodique (4.45) 

correspond à: V/e {O, ... ,p-1}, 

[ ]
T [(A(lmodp) B(imodp) p(lmodp) G(lmodpt )T] Llv; = ~ z(t+lmodp) - z(t+l~odp) z(t+lmodp) G{(l+l)modpfr p((l+l)modp)G{(l+l)modpt 

~z(t+lmodp) 

+[A(imodp) -B(imodp) p(lmodp) G(lmodpr
1 

.J(imodp/ J[ X J 
z(t+lmodp) z(t+lmodp) z(t+lmodp) ''Iz(t+lmodp) X,. 

-XT G(lmodprr p(lmodp)G(Imodpt X+ LlV 
t 

Puis, L1Vz < 0 si : 

r( -t )Tl A(lmodp) _ B(lmodp) p(lmodp) G(lmodp) 
z(t+lmodp) z(t+lmodp) ;(t+lmodp) G{(l+l)modpfr p{(l+l)modp)G((I+l)modpt [(*) 

.J(Imodp) 
''Iz(t+lmod p) 

0 ]<0 
-s-rzs-1 

[

G(Imodp)r 

Appliquant la propriété de congruence avec 
0 

0
] donne: sr 

z(t+lmodp) z(t+;modp) z(t+lmodp) G((l+l)modprr p((i+l)modp)G{(l+l)modpt [(*) (*)] 
[

dlmodp) A(lmodp) _ B(lmodp) p(lmodp) l 
sr .J(lmodp) 

''Iz(t) 

+[_pl'-'> +Ud'"";>' s-'zs-ld'"""'> -~ ]<o 

Avec la propriété ( 4.16), il vient directement : 

0 

A(lmodp) G(lmodp) _ B(lmodp) p(lmodp) 
z(t+lmodp) z(t+lmodp) z(t+lmodp) 

0 

-z 

.J(Imodp) S 
''lz(t+lmodp) 
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[

-G{(l+l)modp) _ G{(l+l)modp( J 
+P((i+l)modp) 

(4.50) 

(*)] 
(4.51) 

(4.52) 

< 0 (4.53) 
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Enfin, en utilisant la propriété (2.15) avec cl> = S sur le premier terme de la diagonale, la 

condition suivante est obtenue : 

_p(lmodp) (*) 0 (*) 
G{lmodp) -S-Sr +lfZ 0 (*) 

0 0 -z (*) <0(4.54) 

[ A!''""''l al'"""'l ) ( _a((l+l)modp) _a(ll+l)mOOpj' J z(t+/modp) 
0 ~(lmodp) S 

B(lmodp) F(/modp) z(t+lmodp) + p((i+l)modp} 
- z(t+lmodp) z(t+lmodp) 

En définissant alors les quantités suivantes: 

_p(l) (*) 0 (*) 
G(l) -S-Sr +lfZ 0 (*) 

y(!)= 0 0 -z (*) (4.55) 

[ Al'l a!'l ) ( -G(I+II _ al'+'i' J z(1) 
0 ~(/) s 

-B(l) F(i) z(i) 
+P{I+I) 

z(i) z(j) 

Théorème 17: Soient le modèle discret périodique ( 4.1) à retard variable et la loi de 

commande périodique (4.46), s'il existe des matrices p(') > 0 , o<n , S, Z > 0 et F;(l) , 

le {O, ... ,p-1} et ie {l, ... ,r} telles que les conditions (3.9) et (3.10) soient vérifiées pour 

tous les Î~ définis en (4.55), alors la dynamique de la boucle fermée (4.49) est p -stable. 

Exemple: 

Soit le modèle TS 2-périodique à retard variable suivant : 

A1 =[-0.5 2 ] A 2 =[-0.9 2] 1 = [-0.6 0.2] B1 = B 2 = B1 = B2 = [1] 
1 -0.1 -0.5 , 1 -0.1 -1 , ~ 1 -0.1 ' 1 1 2 2 1 , 

1 [0.07 0 ] 2 [0.06 0 ] 1 [0.07 0 ] 2 [0.06 0 ] 
Ali= 0 0.08 ,Ali= 0 0.05 ,A12 = 0 0.08 ,A12 = 0 0.05 

(4.56) 

Les fonctions d'appartenance utilisées pour la simulation du modèle sont ~ (.~) =(1-c.œ(.x;.))/2 

et h2 ( x1 ) = 1-~ ( x1). L'application du théorème 17 donne les solutions suivantes pour les 

matrices recherchées : 
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P.= [25.9281 3.9608] P. = [4.8228 0.3667] G = [24.8376 4.0191] G = [8.1472 -0.9172] 
1 3.9608 3.5258 , 2 0.3667 3.9227 , 1 3.8603 2.8280 , 2 1.4152 2.7730 

F = F = F = et F = 1 [-2.6318]T 2 [-5.1513]T 1 [ 5.9842 ]T 2 [-1.6318]T 
1 -0.9879 , 1 -1.7478 , 2 -1.2804 2 -4.8008 

(4.57) 

Un exemple de résultat de simulation est donné dans la figure 1 et 2, à partir de la condition 

initiale xr(O)=[lO -20], x(-3)=x(-2)=x(-1)=x(O) etlesbomesduretard 0'1 =0,0'2 =2. 

La figure 5.9 montre l'évolution du vecteur d'état, La figure 5.10 montre l'évolution du 

vecteur de commande et la figure 5.11 montre l'évolution du retard. 
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11 

1 1 1 1 1 l : 

• w ~~r] ~ i -~ : 
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-20 1 Il-:- __ ~ ___ ~ ___ ~ ___ :- __ -: ___ ~ __ _ 

40 ~ 1- -:- - - ~ - - - 1 - - - ~ - - - !- - -:- ------
i ~ 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 

-60'----~-----L _ ____L_ _ ____L__~-~-.L-~ 
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Sam pies 

Figure 5.9: Evolution du vecteur d'état 
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Figure 5.10: Evolution du vecteur de commande 
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Figure 5.11: Evolution du retard 
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Sur les figures 5.12 et 5.13, un deuxième essai a été réalisé utilisant les mêmes solutions, mais 

en modifiant la borne maximale du retard (3 au lieu de 2, voir figure 5.11) de manière à avoir 

un retard plus grand que la période du modèle. Ce changement a comme conséquence, la 

divergence du système, figure 5.12. En recalculant les solutions du problème LMI pour cette 

nouvelle borne, une nouvelle commande stabilisante est trouvée, figure 5.14. 

"' :§ 
en 

0.5 

0 

-0.5 

-1 

-1.5 l__ _ _j___ _ _L _ __l_ __ j__ _ _j__ _ _j_ _ ____l _ ______j 

0 10 20 30 40 
Samples 

50 60 70 80 

2.5 

0.5 ---+--

0 '------'----' 
0 10 20 30 40 50 60 70 

samples 

Figure 5.12: Evolution du vecteur d'état (Essai 2) Figure 5.13 : Evolution de retard modifié 
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Figure 5.14: Evolution du vecteur d'état (Essai 3) 
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IV.5.2. Observation des modèles TS discrets périodiques à retard 

Considérons le modèle TS périodique à retard suivant : 

{
x(t + 1) = A!(/)x(t) + ~~~r)x(t- u(t)) 

y(t) = C!(/)x(t) 
Et l'observateur d'état périodique correspondant: 

{
x(t + 1) = A!(!)x(t) + s~cr

1

K!(!) (y(t)- .Y(t)) 

.Y(t) = c!(/lx(t) 

(4.58) 

(4.59) 

Les deux dynamiques correspondantes à l'état du système x(t) et à l'erreur d'estimation e(t) 

s'écrivent sous une forme matricielle comme suit: 

[
x( t + 1 )] =lA~(/) 
e(t+l) l 0 

0 ][ ] [A(c) x(t) dz(t) 

A(c) -s<cf1K(c) c<c) e(t) + A(c) 
z(t) 2 z(t) z(t) dz(t) 

O][x(t-r)] 
0 e(t-r) 

(4.60) 

La fonction de Lyapunov-Krasovski périodique choisie pour la synthèse de l'observateur 

défmie en (4.59) est: 

-r [P,{l) 0 ] -1 

V, = XT ( t) a(l) 1 G(l) x ( t) +v 
l 0 py> 1 

2 

(4.61) 

avec V,~-~~/ ( a)Z, x(a)+ }~~~~-~'x' (l)Z, x(l) et X(t) ~[ :~:n 
Après quelques manipulations semblables au problème de stabilisation vue précédemment, on 

obtient la condition suivante : 

( -~'-''] 0 0 (*) (*) 
+oZ1 

0 -J:!/tmdp) 
2 0 (*) (*) 

0 0 -Z~ (*) (*) 

[ -Sj'""''' -51'"'",,, J <0 
S;'tmdp) A{ltmdp) 0 S,tmxlp) ~(ltmdp) 0 1 z(t+ltmdp) 1 z(t+ltmdp) p(l+l}tmdp) 

+1 

[ s!'""''' A''""''' J [-;j'""''' -s<:""'''' J 0 
2 z(t+ltmdp) S,lroodp) ~lroodp) 0 
J.<!lroodp) c 2 z(r) -t.Ft(l+l)tmdp) 

- z(t+ltmdp) 2 

(4.62) 
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En défmissant alors les quantités suivantes : 

-P.(!) +oZ 
1 1 0 0 (*) 0 

0 _p(i) 
2 0 0 (*) 

y(l) = 0 0 -Z~ (*) (*) (4.63) 

SI(/) A;(/) 0 SI(/) A~? -sUl -sU( + P.(l+l) 
1 1 1 0 

0 SJ1) A(l) - K(l) C 
• J 

sJ1l A~) 0 -sUl - sW + pU+I) 
2 2 2 

Théorème 18: Soient le modèle discret périodique (4.58) à retard variable et l'observateur 

périodique ( 4.59), s'il existe des matrices p(l) > 0' sl(t), sJI), zl > 0 et KY)' lE { 0, ... , p -1} 

et i e {1, ... , r} telles que les conditions (3.9) et (3.10) soient vérifiées pour tous les y~) 

définis en (4.63), alors la dynamique de l'erreur d'estimation (4.60) est p -stable. 

Remarque: Il est important de mentionner ici que la technique proposée permettant d'utiliser 

des paramètres structurés afin de diminuer le nombre des paramètres à mémoriser est valable 

aussi pour tous les cas traités dans ce chapitre. 

IV.6. Conclusion 

Dans ce chapitre, des méthodes d'analyses et de synthèse pour des modèles non 

linéaires périodique de Type Takagi-Sugeno à temps discret ont été développées. Les 

conditions de stabilité et de stabilisation obtenues, ont été mises sous forme d'inégalités 

matricielles linéaires (LMI). Afin de réduire le pessimisme des résultats obtenus, nous nous 

sommes interrogés sur la possibilité de réduire à la fois le nombre de paramètres de la 

commande à mémoriser et le nombre de conditions LMI à vérifier. Dans ce cadre, des 

conditions de stabilité ont été proposées dans le cas où la période du modèle est importante 

par rapport à la période d'échantillonnage de base. Afin de tenir compte aussi des retards dans 

l'étape de modélisation, le problème de stabilisation des modèles périodiques à retard a été 

traité où des conditions LMI sont obtenues. Ces derniers sont valables dans le cas où le retard 

est plus petit où plus grand que la période du modèle. 
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Présentation de la Partie III 

Les normes anti-pollution et les objectifs de faible consommation sont des enJeux 

incontournables pour les constructeurs automobiles. Il est donc nécessaire de maîtriser au 

mieux le comportement des moteurs thermiques. En particulier, la combustion au niveau de 

chacun des cylindres du moteur doit être gérée de manière optimale. 

Capteurs: 

1 Capteur de position du papillon des gaz 
2 Capteur du débit d'air 
3 Capteur de pression d'air d'admission 
4 Capteur de pression d 'échappement 
5 Capteur de richesse amont catalyseur 
6 Capteur de position arbre moteur 
7 Capteur de position arbre à cames 
12 Sonde de température admission 
13 Sonde de température échappement 

7 

·· ... .·· . .. ·· 

Actionneurs 

8 Injecteurs 

....... . -· 

9 Bobines d'allumage 
10 Bougies d ' allumage 
Il Actionneur du papillon 

des gaz 

Figure 6 : Architecture Moteur 
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Présentation de la Partie III 

Pour réaliser cette gestion au niveau des cylindres, il est nécessaire de connaître les 

grandeurs suivantes : 

• Les débits de gaz entrant et sortant de chacun des cylindres 

• La masse de carburant introduite à chaque injection 

• La richesse du mélange au niveau de chacun des cylindres 

• Le couple produit par chacun des cylindres 

• Le couple de charge 

• Les différents polluants au collecteur d'échappement 

• 

Grâce à l'estimation de ces grandeurs, il est possible d'envisager de contrôler le moteur 

en boucle fermée indépendamment sur chaque cylindre sans ajouter de nouveaux capteurs, 

donc sans surcoût. 

Le but de cette partie est de proposer des estimateurs permettant d'augmenter le niveau 

de performances du contrôle moteur et de s'affranchir par exemple de la conception préalable 

de certaines cartographies et donc de diminuer les temps de mise au point. 

Des perspectives quant aux résultats sont proposées pour mettre en oeuvre des lois de 

commande cylindre à cylindre sont proposées pour terminer cette partie. 
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V .1. Introduction 

Ce chapitre est dédié à l'estimation des débits massiques des gaz entrant et sortant de 

chacun des cylindres, ainsi qu'à l'estimation des richesses individuelles via les fractions d'air 

sortant des cylindre. Ces trois informations sont capitales pour le contrôle global du moteur à 

allumage commandé. 

Les débits aux soupapes sont généralement calculés suivant des hypothèses 

d'écoulement quasi stationnaire, adiabatique et compressible. Dans ce chapitre, les 

formulations mathématiques modélisant deux types de débits sont considérées : débit à la 

jonction entre deux volumes voisins (figure 6.1) et débits traversant les soupapes (figure 6.2). 

--·-----------·· 
Aval ~t---: --r~----Amont 

Figure 6.1: Ecoulement aux collecteurs Figure 6.2 : Ecoulement aux soupapes 

Dans une première partie, nous présentons un observateur d'état non linéaire 

périodique qui permet l'estimation des débits massiques entrants dans chacun des cylindres. 

Ce dernier se base sur les mesures de pression et du débit massique prises au collecteur 

d'admission. L'observateur développé prend en compte les non linéarités du modèle 

exprimant la variation de la température et de vitesse de rotation. Cette technique est reprise 

dans la deuxième partie pour la reconstruction des débits sortant vers le collecteur 

d'échappement où seules les mesures de la pression et de la température sont utilisées pour la 

synthèse. 

Dans chaque cas, une première version est donnée dans le cas simplifié de non 

chevauchement entre les soupapes puis une seconde où le chevauchement est pris en compte. 

Sans perte de généralité, nous considérons un moteur à 4 cylindres dont chacun est muni 

d'une unique soupape d'admission et d'échappement L'ordre d'allumage des cylindres du 

moteur considéré est : 1- 3 - 4- 2 . 

V.2. Estimation du débit individuel d'air frais pour chaque cylindre 

Cette section présente une structure d'estimation cyclique qui permet d'utiliser les 

mesures des paramètres considérés (pression, débit) dans des intervalles correspondant à 
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l'ouverture de chaque soupape d'admission de chaque cylindre. Pour ce faire, l'information 

de la position du vilebrequin combinée à celle de l'arbre à cames sont utilisées pour réaliser 

d'une part le phasage entre les cylindres, et d'autre part pour calculer les débits selon ce 

phasage. La discrétisation du modèle continu ainsi que sa transformation du domaine 

temporel au domaine angulaire sont alors développées. A partir de ce modèle, les outils 

proposés dans le chapitre précédent concernant les modèles TS périodiques sont appliqués. 

V.2.1. Dynamique de l'admission d'air 

La dynamique au collecteur d'admission est souvent décrite par la variation de la 

pression dans le collecteur d'admission sous la forme : 

d~ol (t) = RI;,ol (n (t)-~ D (t)J 
dt V pap L...J cyl, 

col •=l 

(5.1) 

Où le débit traversant le papillon des gaz est: 

(5.2) 

Le terme d (~tm, ~01 ) est fonction de la pression en amont du collecteur ~tm et de la pression 

en aval du collecteur ~ol , tel que : 

r+I .fi ( 2/ r+ 1 )2(y-1) 

y 

if P,. $ (-2 )r-1 
r+t 

(5.3) 

Avec la constante À = 1.4 , le ratio de pression P,. , correspond au rapport entre la pression au 

collecteur d'admission et la pression atmosphérique qui règne en amont du collecteur, i.e. 

p = fJ,ol . 
r p 

atm 

Les débits entrant chacun des cylindres Dcy1,, ie {l, ... ,ncyt} sont définis de la même manière 

que le débit d'entrée Dpap, à la différence que le ratio de pression est définie entre la pression 

au collecteur d'admission et la pression à l'intérieur du cylindre correspondant: 

(5.4) 
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Dans ce cas d (~oz, Pcyz, ) s'écrit : 

( )
1/y 2x r ( - ( )r-llr) !>,. . • 1 P, 

· r-I · 
d(~oi'pcyl,) = 

r+I .fi. ( 2/ r+ 1 )2(r-1) 

( 
2 );_1 

if P, > -
' r+I 

if p -5: (-2 ) ;_1 
'; r+I 

,r= 1.4 (5.5) 

Afin de construire un observateur et de s'affranchir de la mesure de la pression dans 

chacun des cylindres, le débit (5.4) est considéré en supposant seulement la deuxième 

condition de 1' écoulement ( 5 .5). Ce qui donne : 

(5.6) 

Remarque : Cette hypothèse permet de garder la valeur maximum de d (~oz, Pcy1, ) • 

Les aires effectives de l'ensemble conduit/soupape d'admission Cd _saAsa_i ( Lifisa_i ( 8)) sont 

modélisées par des fonctions linéaires et les levées de soupapes correspondantes à chacun des 

cylindres Asa_i =ai.Lifisa_i (8) (les scalaires ai correspondent à la surface d'ouverture 

maximale qui est la même pour toutes les soupapes). Une manière intéressante de calculer les 

levées de soupapes en fonction de l'angle vilebrequin est donnée dans [Jun-Mo & Grizzle 03], 

sous la forme : 

Lift,._; ( 8) =sin' u~~ ( 8-90(i-1)-0SA;)). ie {l, ... ,ncy;} (5.7) 

Les fonctions « LIFT » définies en ( 5. 7) sont caractérisées par les instants angulaires 

d'ouverture des différentes soupapes d'admission OSAi et des durées d'ouverture angulaire 

de ces dernières DOA; pour le cylindre i . 

Afin de représenter la variation des débits massiques d'air à estimer, nous utilisons une 

version filtrée de (5.6), ce qui donne : 

(5.8) 

Avec r ;u
1 

la constante du temps du filtre choisie en fonction de la dynamique du phénomène 

mis enjeu. 

D'autre part, il est important de prendre en compte les dynamiques des capteurs 

considérés. La mesure du débit d'air est fournie par un débitmètre massique placé en amont 
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du collecteur d'admission et la mesure de la pression dans le collecteur par un capteur 

piézoélectrique. Dans ce cadre, la dynamique du capteur du débit d'air frais est modélisée par 

une dynamique de premier ordre de constante de temps rpap = 20ms: 

(5.9) 

Où Dpapm (t) est le débit d'air frais mesuré en kg·s-1
• De même pour le capteur de pression, 

une dynamique du premier ordre de constante de temps Tcoz = 20 ms est considérée : 

d~oz(t) () () 
Tco/ dt + ~ofm f = ~of f (5.10) 

Où ~oz (t) le signal de pression mesuré au collecteur d'échappement exprimé en Pa. 
m 

V .2.2. Modèle non linéaire de remplissage des cylindres 

A partir des équations précédentes (5.1), (5.2), (5.8), (5.9) et (5.10), un modèle non 

linéaire continu peut être synthétisé. En utilisant, un vecteur d'états comprenant 7 variables : 

xT(t)=[~ol p 
colm Dpapm Dcyz, D cy/2 Dcyz, Dcy14 J, une représentation d'état est: 

0 0 0 -nl1 -nil -nl1 -nil nl1 

cl -cl 0 0 0 0 0 0 

0 0 -cz 0 0 0 0 c2 

x(t) = nlz 0 0 -c3 0 0 0 x(t)+ 0 Dpap (t) (5.11) 

nl3 0 0 0 -c3 0 0 0 

n/4 0 0 0 0 -c3 0 0 

nl5 0 0 0 0 0 -c3 0 

[ Pw. (t) ]=[0 1 0 0 0 0 ~}(t) 
Dpapm (t) 0 0 1 0 0 0 

(5.12) 

A 1 1 1 1 1 fi . 1" ' . vec es constantes c1 = -, c2 =-, c3 = -, et es onctions non meaues : 
Tcol T pap T fil, 

Le modèle défini en (5.11) et (5.12) n'est pas à état entièrement observable. Pour 

résoudre ce problème de non observabilité et afin de pouvoir estimer chacun des débits 
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individuellement, une représentation périodique définie dans le domaine angulaire et 

équivalente au modèle ( 5.11) est proposée. 

V.2.3. Transformation dans le domaine angulaire 

Les instants d'ouverture et de fermeture des soupapes d'admission de chacun des 

cylindres se produisent de manière périodique sur chaque cylindre. Ces instants varient dans 

le domaine temporel en fonction de la vitesse de rotation. Cependant, dans le domaine 

angulaire, l'ouverture et la fermeture des soupapes d'admission se produisent toujours aux 

mêmes instants angulaires. Le modèle est réécrit dans le domaine angulaire en utilisant la 

transformation suivante : 

dx(t) = dx(8)(d8)= dx(B) iJ 
dt dB dt dB 

(5.13) 

V.2.4. Méthode d'estimation individuelle des débits d'air frais 

La discrétisation du modèle non linéaire (5.11) dans le domaine angulaire s'obtient en 

utilisant à la fois la transformation (5.13) et la discrétisation d'Euler: 

1 0 0 -ni' -ni' -ni' -nl' 
1 1 1 1 

nl/ 1 1 

cl 1-c1 0 0 0 0 0 0 
0 0 1-c2 

, 
0 0 0 0 , 

Cz 
x(8+1)= n/2' 0 0 1-c3 

1 

0 0 0 x(B)+ Dpap { 8) 0 
, 

0 1-c n/3 0 0 3 

, 
0 0 0 (5.14) 

n/4' 0 0 0 0 1-c3 
, 

0 0 

ni/ 
, 0 

0 0 0 0 0 1-c3 

[Pro,. (0) HO 1 0 0 0 0 ~]x(O) 
Dpapm (8) 0 0 1 0 0 0 

Avec Os le pas d'échantillonnage du modèle et Ne la vitesse de rotation du moteur en 

tr ·min -l , les trois constantes deviennent c/ = es , es 1 es et les Cz = c3 
N' N' rfill ·Ne T'col· e rpap. e 

fonctions non linéaires: 

nl'- Rr;,ol . Os (5.15) 1-

V,ol Ne 
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(5.16) 

Remarque: 

Le terme " 8 + 1 " désigne par abus le terme ( k + 1) · Os avec k E N . Cette notation est 

conservée dans la suite. 

Afin de prendre en considération les fonctions non linaires (5.15), (5.16) et pour 

résoudre le problème d'observabilité du modèle (5.14), ce dernier est réécrit sous la forme 

d'un modèle TS discret périodique. Deux approches sont prises en compte, la première ne 

prend pas en considération les chevauchements entre les soupapes d'admission de deux 

cylindres alors que la seconde les prend en compte. 

A- Sans chevauchement 

Comme les non linéarités définies en (5.15) et (5.16) sont bornées nl/ E [ nl/,nt/]. 

i E { 1, ... , n cyl + 1} , une représentation TS équivalente au modèle non linéaire discret défini en 

(5.14) composé de 32 sous- modèles peut être donnée sous la forme: 

{ 

32 

x ( 8 + 1) = ~hi ( z ( 8)) (A; x ( 8) +Bi D pap ( 8)) 

y(B)=C·x(B) 
(5.17) 

On rappelle que le nombre de modèles linéaires impacte directement sur le nombre de 

LMI et de variables à rechercher dans les problèmes LMI. 32 modèles avec un système 

d'ordre 7 est incompatible avec les solveurs de LMI actuels. Il est alors nécessaire de réduire 

le nombre de modèles. Pour ce faire, en utilisant le fait qu'il n'y a pas de croisement entre les 

cylindres (figure 6.3), les fonctions non linéaires définies en (5.16) peuvent se regrouper en 

une seu1e fonction non linéaire : 

[ 

y+l J , , 4 . fi.(2/y+1)2(y-1) 
n/2 =c3 ·Cd_sa·("La;Liftsa_i(B)). g; 

1=1 r J;,ol 
(5.18) 
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x 10-3 

1 ~===r====~==~=====r====~==~====~ 
0 .9 

0 .8 

0 .7 

i: 
0 .6 

ro 0 .5 
~ 
:::J 0 .4 

0.3 

0.2 

0.1 

0 
0 

Lift-sa-1 Lift-sa-2 Lift-sa-3 -- Lift-sa-4 : 
-- - - - -1 -- - -- -1-- -- -- r- - - -- -r-- - - - - t- - - --- -; -- - - - -r-

I 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 

--- -r- ~ ----- -:----.- ~ ~ ----- -:-- - -~----- ~ , - 1 -- -:-
, 1 1 1 ' 

1 1 1 1 
- - --- ï -- -- - -,------ ï- - - - - -~- ---- 1----- ,----- -,-

1 1 1 1 1 

1 1 r r r r 
----- -t- ,_--- -1------ +------ -1----- t-- --- --------l-

I 1 1 1 1 1 
1 1 

_____ j ...... 

1 

1 
-- - - - , - - - - - - ,--- - - - r- - - -- -, - - - - - - - - - -- , - - -- - -,-

' 1 1 1 1 
1 1 1 

- ---~-- --- - - - ----~ -- - - -
1 1 

1 1 ' 

- ~---...!- - - ' - - _1_----- l- -- - -
1 1 1 

100 200 300 
Degrée Vilebrequin (V) 

500 

1 1 

- - -l ~ - -- 1_ 

1 1 1: 

-- L - ~ - - - - - -l-

600 

1 1 

1 

700 

Figure 6.3 :Levée de soupape d 'admission de chaque cylindre 

Pour résoudre le problème de non observabilité du modèle défini en (5 .14), nous 

proposons une approche basée sur la préservation du caractère cyclique des événements du 

moteur. En effet, dans ce cas, la séquence des événements de remplissage des chambres de 

combustion se fait en 4 phases qui sont synchronisées par rapport à la position angulaire du 

vilebrequin et phasées selon un ordre d'allumage défini à l'avance selon le graphe suivant: 

() =60 

+--+····· 
ITJDD 

(1f 

oy~tt"~oo 
1809 3609 54; jo 

~--~-~~~ 

) hndrl.' 3 (v lindre 2 

~ ~ Signe de passage d'un cylindre à une autre selon l ' ordre d'allumage 1-3-4-2 

D D Signe de passage d'un instant d'échantillonnage à une autre (Os = 6°V) 

Figure 6.4 : Séquence des événements sur un cycle moteur 
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En suivant la même logique de séquence donnée sur la figure 6.4 et en prenant en 

compte le fait que ce cycle se répète tous les deux tours de rotation du vilebrequin 720"V, le 

modèle TS 120-périodique suivant s'écrit: 

{

x( B+ 1) =th; ( z( B) )( A;(c)x( B) + B;(c) Dpap ( B))' c = Bmodl
2

0 

y(B)=C·x(B) 
(5.19) 

[
0 1 0 0 0 0 0] 

avec C = . Les différentes matrices des modèles linéaires qUl 
0 0 1 0 0 0 0 

correspondent à chacune des 4 phases du modèle sont obtenues en faisant un découpage par 

secteur non linéaire des non linéarités (5.15) et (5.18) correspondantes; elles sont notées 

A; ( B, ni/, n/2'), i E { 1, ... , 4}. Ces dernières sont regroupées dans le tableau 11. 

Remarque: la période est de p = 120 , ce qui correspond à 120 phases de transition. En 

considérant que les débits ne varient pas d'un instant d'échantillonnage à un autre (Os = 6") 

mais au bout de 180° , on aura seulement 4 phases. 

Tableau 11 

BE [o, ... ,Iso"] (C) lmdn: 1 act!\ é) BE [180, ... ,360"] ')lindre 3 adÏ\é) 

1 0 0 -nf.' 0 0 0 1 0 0 0 0 -nf/ 0 
, 

1-s 
, 

0 0 0 0 0 , , 
'1 '1 I-s 0 0 0 0 0 

0 0 1-c
2
' 0 0 0 0 0 0 1-c2' 0 0 0 0 

1 ( , , ) A B,n/1 ,n/2 = 2 ( , , ) 
n/2' 0 0 1-<; 

, 
0 0 0 A B,n/1 ,n/2 = 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 n/2' 0 0 0 0 1-c3 

1 

0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

B1 
( B, nl/) = [ n/1' 0 

, 
0 0 0 or B2 ( B, n() = [ n/1' 

, or c2 0 c2 0 0 0 

A1
1 (B} = A1 

( B,nl/,nl2') , ~ (B} = A1 
( B,nf/ ,n/2' ) A1

2 (B) = A2 (e, n[/ , n/2') ,~ (8) = A2 ( B,n[/ ,n/2' ) 

~ (B) = A1 
( B,n[/,n/2' ). A~ (B) = A1 

( B,nl/ ,nl1' ) .4i (B) = A1 ( 8,nl1',nt1' } Ai (B} = A1 
( B,nl1',nt1' ) 

B1
1 

( B) = B~ ( 8) = B1 
( B, nl1') , B~ ( 8) = B! ( B) = B1 

( 8,nl1') B1
2 

( B) =Bî ( 8) = B2 
( B,nt/),Bi ( 8) = s; ( B) = B2

( 8,nl/) 

BE [540, ... , 720"] (C\Imdr~ 2 act:\c BE [360, ... ,540"] ·ylmdrc 4 acti\é) 
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1 0 0 0 -ni/ 0 0 1 0 0 0 0 0 -n( 
, 

1-c: 0 0 0 0 0 
, 

1-c; 0 0 0 0 0 c; c; 

0 0 1-c2' 0 0 0 0 0 0 1-c; 0 0 0 0 
4 ( , , ) 3 ( , , ) A (},n/1 ,n/2 = 0 0 0 0 0 0 0 A (}, n/1 ,n/2 = 0 0 0 0 0 0 0 

nt' 0 0 0 I-s' 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
2 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 nt' 
2 0 0 0 0 0 1-c; 

B4 
( 8, nt; ) = [ n/1' 0 

, 
0 0 0 or B3 

( 8, nt/) = [nt; 0 
, 

0 0 0 or Cz c2 

At ( e) = A4 
( 8, nt/, nt2'), ~ ( 8) = A4 

( 8, nt;, nt2') 
A( ( 8) =Al ( 8,n( ,nt2' ),Ai ( 8) = A 3 

{ 8,nlpnt2 ) 

A; ( 8) = A4 
( 8,nt1' ,nlz'). A: ( 8) = A4 

( 8,nf/ ,n/2') 
Ai (8) =Al (8,nf/,nl2' ).AJ (8) = A 3 

( (},nt/,nt2') 

~4 ( 8) =B;( 8) = B4
( 8,nl1),Bi ( 8) =B:( 8) =B4

( 8,nt1) Bi ( 8) =Bi(B) =B3
( 8,nz/),Bi(B) =B!(8) =B3(B,nt/) 

La synthèse d'un observateur 120-périodique correspondant au modèle 120-périodique défini 

en (5.19) s'obtient par l'application du théorème 14 (Corollaire 2 du chapitre 4). Les matrices 

solutions du problème LMI associé sont : 

VBe {0,-··,180°}: 

_, ' - [5.48 2.06 0 -0.03 0 0 or _, ·f22 2.07 0 -0.02 0 0 ~r SI KI-
0 0.75 0 0 0 0 ,SI K2 - 0 0 0.47 0 0 0 0 

_, '-[5.42 3.25 0 -0.1 0 0 0 r _, . _ [ 4.43 5.66 0 -1.2 0 0 ~J SI K3-
0 0.62 0 0 0 

,SI K4-
0 0.25 0 0 0 0 0 0 

VBe {180°,-··,360°}: 

_, '- [5.48 2.06 0 0 0 -0.03 or _, ' [ 4.22 2.07 0 0 0 -0.02 ~J Sz KI -
0 0.75 0 0 0 

,Sz Kz = 
0 0.47 0 0 0 0 0 0 

_, '-[5.42 3.25 0 0 0 -0.1 OJ _, '-[4.43 5.66 0 0 0 -1.2 ~J sz K3-
0 0.62 0 0 0 

,Sz K4 -
0 0.25 0 0 0 0 0 0 

vee {360°,. .. ,540°}: 

_, '-[5.48 2.06 0 0 0 0 -0.03J _, ' [ 4.22 2.07 0 0 0 0 -0~02J s3 KI -
0 0.75 0 0 0 

,S3 Kz = 
0 0.47 0 0 0 0 0 0 

_, '- [5.42 3.25 0 0 0 0 -O.IJ _, , _ [ 4.43 5.66 0 0 0 0 -~2J s3 K3-
0 0.62 0 0 0 

,s3 K4-
0 0.25 0 0 0 0 0 0 
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VBE {540°,···, 720°} : 

_, '-[5.48 2.06 0 0 -0.03 0 0 J _, ' -[ 4.22 2.07 0 0 -0.02 0 ~J s4 KI-
0 0.75 0 0 0 

,S4 K2 -
0 0.47 0 0 0 0 0 0 

_, '-[5.42 3.25 0 0 -0.1 0 OJ _, , -[ 4.43 5.66 0 0 -1.2 0 ~J s4 K3 -
0 0.62 0 0 0 

,S4 K4-
0 0.25 0 0 0 0 0 0 

Les résultats réels obtenus sur banc d'essais moteur sont donnés dans les figures Cl-

après. Les figures 6.5 et 6.6 représentent respectivement l'évolution de la vitesse de rotation et 

de la position du papillon des gaz considérés dans cet essai. Les estimations des sorties 

mesurées sont données sur la figure 6.7 pour la pression et la figure 6.9 pour le débit. Les 

erreurs d'estimation correspondantes sont fournies sur les figures 6.8 et 6.10. 

~ 
0 

~oo r-----:-----:-----:-~========~~~ 

----~----~--------~~~~v~ite~·=··~r~-,~~·~~ioo~~ 3200 

3000 ____ l. ____ J _____ l_- _-- L---- L - -- -

1 : 1 
2800 - --- T - - - - 1 - - -- -~-----1- - -- T- -- -

1 
1 1 1 1 1 ' --- -~---- 1-----.-----,----- ,----
1 1 1 1 1 

- - - - .1.. - - - - .J - - - - _J_ - - - - ~ - - - - L - - - -

: : ,,.-~---~~--- - ~J 
- - - - ; - - - - ; ï - - - -:- - - - -; - - - - ; - - - -

2000 -- -- 1 -- - - .J 1-- -- - -'----- L- - - _ L ___ _ 
1 1 1 1 

1 1 1 1 
1800 - - - - + - - - - , - - - - _,_ - - - - t- - - - - t- - - - -

- .. 1 ,f 1 1 1 

1600 - ·... r 7 ~ - - - - -~- -- - - ~- -- - - 1-- - - -
1~o~--==oL.5 ____ _L1 _____ 1L.5 _____ 2L---==2L.5----~ 

Degree Vilebrequin (V) 

Figure 6.5 : Evolution de la vitesse de rotation 

1 
0.7 -----, -- - -

1 

0.65 - - - - -1 - - - -

0.6 - - - - -l- - - -

1 1 1 
r---- -,----- 1 

--Pcol-est 

Pc ol-mes 

1 

1 1 1 
r-----~----1----- r --

-----~----J ____ _ 
1 1 

~ 0.55 -----j- - - - - - - - -~- - - - - , - - - - -
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1 
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6 

Figure 6.7 : Pression collecteur estimée et mesurée 
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Figure 6.6 : Evolution de la position de papillon 
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Figure 6.8 : Erreur d'estimation de pression 
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Figure 6.9 :Débit papillon estimé et mesuré 

1 : j EI'TN' es ti mati on j 
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5 

Figure 6.10: Erreur d'estimation du débit 

La figure 6.11 donne l'évolution des débits d'air frais estimés au niveau de chacun des 

cylindres alors que la figure 6.12 montre l'évolution du débit d'air estimé au niveau du 

cylindre 1 par rapport au débit global venant du collecteur d'admission. 

"' "' 
~ 

x 10-3 

Q 4 -

5.4 5.42 5.44 5.46 5.48 5.5 5.52 5.54 5.56 5.56 
Degrée Vilebrequin (V) x 10

4 

Figure 6.11 :Débit d' air frais estimées 
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Figure 6.12 : Débit d'air au cylindre 1 estimé/Dpap 

Comme ces figures le montrent, l'observateur d'état périodique développé permet 

d'estimer les débits d'air frais correspondant à chacun des cylindres pour des régimes moteur 

variant de 1500 à 3500 tr ·min -J • Ces débits changent de valeurs maximales de façon 

instantanée avec le régime moteur. Ces résultats sont obtenus sans considérer les phases où les 

soupapes d'admissions de deux cylindres successifs sont ouvertes en même temps. Ce cas est 

traité dans la section suivante. 
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B- Avec chevauchement 

Pour des vitesses élevées, fonctionner avec une durée d'ouverture des soupapes 

d'admission DOA > 180° est nécessaire pour atteindre un couple maximal. Pendant ces 

phases avancer l'ouverture et de retarder la fermeture des soupapes permet également 

d'améliorer les performances. Dans le cas de notre application, les instants d'avance à 

l'ouverture AOA; et de retard à la fermeture RFA; des soupapes d'admission sont fixés à: 

AOA; = 6°V (avant PMH) et RFA;= 46°V (Après PMB) . Ces événements font que les 

admissions d'air dans les cylindres se chevauchent deux à deux. De ce fait des phases vont 

apparaître où deux chambres de combustion se remplissent au même temps. On obtient alors 

dans ce cas, les lois de levée de soupapes de la figure suivante. 

x 10-3 

1 ~~~====~==~==~====~==~====~~ 
1 Lift-sa-1 Lift-sa-2 Lift-sa-3 -- Lift-sa-4 1 

0.9 ---- F - - - - 'f - - -- "'f- -- - =t - - - - ""1---- =i- --- -1- -
1 1 1 1 

o.s - - - -1----~ ---~ ~ ----, -- - , -----:- r - - -:- -
• 1 1 1 1 

0.7 --- J ~-- .--~----~- · ---~- --~ ---~----~:--

- Q6 ---~~ - ---~----!----!----~ ---~---- ~ --

1 0.5 ----~---~ -~----~--" --~ ---~---- J ----~--
5 r 1 1 , 1 ~ 1 

::: J-- L : ~(' ; : :: 1::,: , : : : r ) :: :: :i"\-
0.2 - --r---- 1 ---~- - -- -----,-- i ~ - ----,-

1 1 1 1 1 1 

O. 1 - - - ~ - - - - h- - - - ~ - - - ~ - - - - ~ - - 1_ -: - - - - -:- -r . ., 1 , , , , , 
0 1 

0 100 200 300 500 600 700 
Degrée Vilebrequin (V) 

Figure 6.13 : Levée de soupape d 'admission de chaque cylindre 

Afin de pouvoir prendre en compte les phases de chevauchement entre les cylindres, 

nous proposons de décomposer les événements de remplissage des chambres de combustion, 

cette fois-ci en 9 phases, qui sont synchronisées par rapport à la position angulaire du 

vilebrequin et phasées selon un ordre d'allumage défini à l'avance selon le graphe suivant. 

t'Î 

rn [UJ ~ ~ ~ OJ ~ [[]] OJ 
~ ~ 354? ~ 40~0 - i !5341 ! 7144 i 720° 

(_ \ l ( 

Figure 6.14 : Séquence des événement sur un cycle moteur 
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Vu que seulement deux cylindres différents peuvent se chevaucher, les fonctions non 

linéaires définies en ( 5 .16) se réduisent à deux fonctions non linéaires : 

(5.20) 

(5.21) 

On obtient alors dans ce cas, le modèle flou 120-périodique à 8 modèles suivant: 

{

x( B+ 1) = IA ( z( e)) ( ~(c)x( B)+ Bic) Dpap ( B)) 
i=J , c = Bmodl20 

(5.22) 
y(B)=C·x(B) 

où la matrice de sortie C reste constante : C ~ [ ~ ~ 0 0 0 

1 0 0 

0 

0 
~] . Les différentes 

matrices non linéaires de ce modèle qui correspondent à chacune des 9 phases, ainsi que leur 

découpage flou par rapport aux trois fonctions non linéaires (5.15), (5.20) et (5.21) sont 

données en annexe D-1. 

La synthèse d'un observateur d'état correspondant au modèle 120-périodique défmi en 

(5.22) s'obtient par l'application du théorème 16 (Corollaire 2 du chapitre 4). les résultats 

d'essais temps réel sont donnés dans les figures ci-après. 
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Figure 6.15 : Pression collecteur estimée et mesurée 
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Figure 6.17 : Débit papillon estimé et mesuré 
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Figure 6.19: Débit d'air frais estimé 
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Figure 6.18 :Erreur d'estimation du débit 
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Figure 6.20: Débit d 'air au cylindre 1 estimé /Dpap 

Le fait de prendre en compte le chevauchement entre les cylindres permet de détecter 

les portions de débits négatifs qui correspondent à des phases où la pression dans le cylindre 

est supérieure à celle du collecteur. Dans ce cas, la distribution en air ne se fait pas de manière 

uniforme dans tous les cylindres et par conséquent il existe des disparités plus ou moins 

importantes entre les différents débits dues aux phénomènes acoustiques dans les ports 

d'admission. Les résultats obtenus tous les 6°V permettent d'avoir une information haute 

fréquence et précise du phénomène de remplissage sans pour autant tomber dans le bruit de 

mesure. 
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V.3. Estimation du débit individuel des gaz d'échappement pour chaque cylindre 

La dynamique au collecteur d'échappement est caractérisée principalement par le 

phénomène de mélange produit par le mouvement périodique du refoulement des gaz brûlés 

sortant de chacun des cylindres. Une fois refoulés, ces gaz brûlés traversent un catalyseur 

(TWC) (figure 6), placé au plus près de la soupape d'échappement du moteur afin d'assurer 

une température suffisamment élevée pour garantir une bonne efficacité de conversion des 

polluants. 

Cette section présente une approche similaire à celle de la section précédente, et 

permet l'estimation des débits qui passent à travers la soupape d'échappement de chaque 

cylindre en utilisant un observateur périodique. A la différence des débits qui traversent les 

soupapes d'admission, ceux qui traversent les soupapes d'échappement ont, a priori, une 

forme particulière. En effet, les débits passeront d'une valeur élevée, lors de l'ouverture de la 

soupape, à une valeur plus faible lorsque les pressions cylindres et collecteur d'échappement 

s'égaliseront, pour enfin ré-augmenter lorsque le piston commencera à remonter pour éjecter 

les gaz d'échappement (figure 6.21). 
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Figure 6.21: Profil simplifié des débits des gaz brûlées qui sortent des cylindres 
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V.3.1. Dynamique du collecteur d'échappement 

La variation de pression au collecteur d'échappement s'écrit en appliquant la loi de 

conservation de masse : 

dP.,ch(t)=RT:ch(t)(~D (t)-D (t)) 
dt V ~ ech; twc ech •=1 

(5.23) 

Le débit en aval du collecteur Dtwc peut être calculé utilisant les équations de Saint

Venant, avec d'un coté la pression en amont du collecteur qui est égale à celle qui règne au 

collecteur d'échappement, et de l'autre, la pression en aval du collecteur qui est égale à la 

pression atmosphérique. 

avec: 

r+l .fi ( 2/ r+ 1 )z(y-1) 

( 
2 );_! 

ifP> -
, r+I 

( 
2 );_! 

ifP-::;,-
' y+l 

(5.24) 

(5.25) 

Où r = 1.4 , la pression critique P, est définie par le ratio entre la pression atmosphérique et 

la pression d'échappement ~ = ~tm et l'aire de référence est égale à Aexh = tr · d!h où dexh 
~h 4 

représente le diamètre du collecteur d'échappement en m. 

En supposant que la pression et la température des gaz dans le cylindre sur la phase 

d'échappement sont égales à la pression et la température dans le collecteur d'échappement, 

les débits des gaz à la sortie de chaque pipe d'échappement Dexh; peuvent s'écrire de la 

manière suivante : 

(5.26) 

De façon réciproque au cas de l'admission, les aires effectives de l'ensemble conduit 

soupapes d'échappement Cd_seAse (Lift; ( B)) sont modélisées par des fonctions non linéaires 

et les levées de soupapes correspondantes à chacun des cylindres Ase =a; .Lift se ; ( B), avec: 
1 -
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Chapitre V. Estimation des variables caractéristiques par cylindre 

(5.27) 

Où OSE; et DOA; iE {1,2, ... ncyt} représentent respectivement les instants angulaires 

d'ouverture des différentes soupapes d'échappement et les durées d'ouverture angulaires de 

ces dernières, 0 représente la position angulaire du vilebrequin. Le même type de filtrage de 

(5.26) que précédemment est utilisé et mène à: 

. -1 1 p ( t) y+l 

Dech; (t) = ~ · Dech; ( t) +~· Cd_se·Ase ( Liftse_i ( 0) ). ~ ech • .fi. (2/r+ 1)2<r-IJ 
.fi/2 fit2 r · Tech ( t ) 

(5.28) 

La constante de temps du filtre r .fi/
2 

doit être choisie suffisamment rapide. 

La dynamique du capteur de pression utilisée pour l'estimation, est choisie sous la forme d'un 

modèle du premier ordre avec une constante du temps rech = 20 ms 

(5.29) 

où ~ch,. (t) représente le signal de pression des gaz au collecteur d'échappement donné par le 

capteur exprimé en Pa. 

Finalement, un modèle non linéaire continu décrivant la dynamique de refoulement 

des gaz d'échappement est obtenu sous la forme : 

nlz 0 n/1 nl1 nl1 nl1 

dl -dl 0 0 0 0 

x(t) = 
n/3 0 -dz 0 0 0 

x(t) 
n/4 0 0 -dz 0 0 (5.30) 

nls 0 0 0 -dz 0 

n/6 0 0 0 0 -d 2 

Pech (t)=[O 1 0 0 0 O]x(t) 
m 

avec le vecteur d'état XT (t) = [~ch p 
echm Dech., Dech, Dec~ Dech

4 
]T' et les constantes 

d1 = - 1
- et d2 = - 1

- . Les fonctions non linéaires du modèle s'écrivent : 
t"ech rjlh2 

(5.31) 

(5.32) 
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Chapitre V. Estimation des variables caractéristiques par cylindre 

(5.33) 

V.3.2. Méthode d'estimation individuelle des débits des gaz brûlées 

La transformation du modèle (5.30) dans le domaine angulaire discret s'obtient 

comme précédemment. Deux cas sont considérés avec et sans chevauchement. 

A- Sans chevauchement 

Un modèle TS périodique à huit règles est obtenu: 

{
x(B+l)= th;(z(B))AYlx (B) _ 

i=I , c- Bmod120 

y(B)= C·x(B) 
(5.34) 

Avec C = [ 0 1 0 0 0 0] , et les différentes matrices des sous modèles linéaires qm 

correspondent à chacune des 4 phases sont données en annexe D. 

La synthèse d'un observateur 120-périodique correspondant au modèle 120-périodique défini 

en (5.34) s'obtient par l'application du théorème 14 (Corollaire 2 du chapitre 4. les résultats 

temps réel sont présentés ci-après. La figure 6.22 montre l'évolution de la pression 

d'échappement mesurée ainsi que celle estimée par l'observateur. L'erreur d'estimation de 

pression est donnée dans la figure 6.23. 
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Figure 6.22 : Pressions échappement estimée et mesurée 
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Figure 6.25 : Débit estimé des gaz brûlés 

au cylindre 1 

Les résultats obtenus de l' estimation des débits des gaz brûlés qui sortent des 

différentes pipes d'échappement donnés sur la figure 6.24 confirment la forme de la figure 

6.21. En effet, les débits passeront d'une valeur élevée, lors de l'ouverture de la soupape, à 

une valeur plus faible lorsque les pressions cylindres et collecteur d'échappement s'égalisent, 

pour enfin ré-augmenter lorsque le piston commencera à remonter pour éjecter les gaz 

d' échappement. Ceci montre l'utilité de la structure cyclique proposée dans la détection de ce 

phénomène. Afin d'être plus précis sur ces dynamiques de débits, le chevauchement entre les 

cylindres est considéré. 

B- Avec Chevauchement 

Un modèle flou TS 120-périodique à 16 modèles linéaires est cette fois-ci obtenue : 

16 

x (8+1)= Lhi(z(8))Aic)x(8) 
i=l ,c= 8modl20 

r 
(5 .35) 

y( 8) = Lhi ( z( 8))Ci(c)x( 8) 
i=l 

C = [ 0 1 0 0 0 0] . Les différentes matrices des modèles linéaires qui correspondent à 

chacune des 8 phases sont données dans 1 'Annexe D-3. les résultats obtenus dans ce cas sont 

présentées dans les figures qui suivent. 
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Figure 6.29 : Débit des gaz brûlés au cylindre 1 

Il est à noter que les estimations des débits d'échappement données sur la figure 6.28 

ont les mêmes formes que celles données dans la figure 6.24. Cependant, les valeurs 

maximales de ces dernières ne sont pas les mêmes. En particulier le débit estimé au niveau du 

cylindre 3 diffère légèrement par rapport aux autres débits. En plus de la détection de ces 

différences, l'estimation des débits qui reviennent dans les cylindres (débit négatif) est plus 

explicite en prenant en compte les chevauchements. 
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V.4. Estimation des fractions d'air individuelle à l'échappement 

Les émissions de polluants refoulées au collecteur d'échappement sont directement 

liées à la richesse dans le cylindre du mélange air carburant entrant dans le moteur. La 

connaissance de ce paramètre donc essentielle pour le contrôle moteur. La définition classique 

de la richesse est traduite par le rapport des masses (ou des débits massiques) du carburant et 

de l'air: À= mair 

Âs ·mess 
(6.1) 

normalisée par un coefficient 4, qui traduit ce même rapport déterminé dans le cas d'une 

combustion complète d'un mélange stœchiométrique de carburant et d'air. Ce dernier est 

calculé en faisant une hypothèse sur la composition moyenne du carburant et de l'air qui 

conduit à Às ""'14.7. 

Pour déterminer la valeur de richesse lors du fonctionnement du moteur, une sonde 

proportionnelle est implantée dans la conduite d'échappement du moteur de façon à prendre 

en compte le phénomène de mélange des gaz brûlées qui sortent des cylindres. Dans notre 

cas, une sonde proportionnelle appelée« UEGO » (Universal Exhaust Gaz Oxygen) sensibles 

aux pressions partielles des oxydants (principalement 1' oxygène) et des réducteurs (le 

monoxyde de carbone, les hydrocarbures imbrûlés) présents dans les gaz d'échappement du 

moteur est placée juste avant le catalyseur. Le signal délivré par cette sonde peut être capté 

sous forme d'une tension. Des essais spécifiques permettent de construire une relation entre la 

tension de sortie de la sonde et la valeur de la richesse. 

Du fait du positionnement de cette sonde et du mélange au collecteur d'échappement, 

l'erreur entre la valeur de richesse mesurée et entre la valeur de richesse au niveau de chacun 

des cylindres peut s'avérer importante. Pour remédier à ce problème, une solution possible 

mais très coûteuse donc inenvisageable d'un point de vue industriel, est de placer une sonde 

au niveau de chaque pipe d'échappement. 

De nos jours, les stratégies de la régulation de la richesse les plus utilisées consistent à 

réguler la richesse du moteur autour de 1 (mélange stœchiométrique), en agissant sur la 

quantité d'essence à injecter à partir de la seule mesure disponible en supposant le 

comportement des cylindres identiques. D'autre part, la commande appliquée est souvent la 

même pour tous les cylindres alors que leur contribution au mélange n'est pas forcément 

équivalente. Pour améliorer les performances, une gestion cylindre par cylindre serait plus 

judicieuse, puisqu'un actionneur indépendant par cylindre est disponible. 
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A cet effet, dans cette section, nous proposons une méthode qui permet l'estimation 

indirecte des richesses individuelles en sortie des cylindres, via l'estimation des fractions d'air 

frais individuelles i.e. les portions d'air frais présentent dans les gaz brûlés refoulés par les 

soupapes d'échappement. L'approche développée permet de prendre en compte la variation de 

la température, de la pression et de la richesse dans le collecteur d'échappement. Ensuite, le 

problème d'obtention d'un mélange stœchiométrique dans chacune des chambres de 

combustion du moteur revient alors à ajuster localement les quantités d'essence à injecter 

dans chaque cylindre afin d'annuler ces fractions d'air (indicateur que tout l'air admis dans 

les chambres de combustion a été brûlé). Cette stratégie permet d'assurer l'équilibrage des 

richesses entre les différents cylindres et ainsi de maîtriser au mieux la consommation et la 

formation des polluants. 

V.4.1. Modèle dynamique des fractions d'air à l'échappement 

Cette section présente le modèle cylindre à cylindre choisie pour l'estimation des 

fractions d'air au niveau de chaque pipe d'échappement F:r; , i E { 1, ... , ncyt} utilisant la mesure 

fournie par la sonde de richesse. Le débit global des gaz brûlés sortant de la pipe 

d'échappement du cylindre 1, Dech., contient une quantité d'air Dai'i. La fraction d'air fraisF:
71 

correspondante peut être définie par le rapport entre ces deux paramètres : 

D. 
F =~ 

e1j D 
ecl; 

(6.2) 

La connaissance de cette quantité permet un calcul précis des différents paramètres qm 

caractérisent la composition chimique des gaz en sortie des cylindres et peut être utilisée 

comme un indicateur de la qualité de la combustion qui s'est déroulée. En effet, si la fraction 

d'air est négative, le mélange introduit était un mélange riche (excès d'essence). Par contre, si 

cette quantité est positive, le mélange introduit était un mélange pauvre (excès d'air). La 

figure 6.30 illustre les différentes variables utilisées dans ce modèle ainsi que leurs 

emplacements dans les conduites d'échappement. 
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Figure 6.30: Collecteur d'échappement 

Comme dans les cas précédents, la conservation de la masse dans le collecteur 

d'échappement est utilisée pour établir un modèle. Notons Dech; (t),iE {l, . . . ,ncy,} les 

différents débits qui s' acheminent vers le collecteur d' échappement (au niveau de la zone de 

mélange) et Drwc (t) le débit qui en sort et va vers le catalyseur. La dynamique de la fraction 

d'air frais globale Fech prenant en compte le retard variant r (Ne, t) dû au transport des gaz 

des différents pipes d'échappement jusqu'à la sonde s'écrit [Alfieri 09}: 

(6.3) 

Où Tech , P.ch et ~ch représentent respectivement la température, la pression et le volume dans 

le collecteur d ' échappement. 

La fraction d'air globale Fech peut être reliée à la valeur de la richesse globale dans le 

collecteur par la formule [Alfieri & al 09} : 

À (t) -1 F ( t) _ ------'-ec.:..._h -=---=---
ech - Àech (t) · Às +1 

(6.4) 

Le signal Fech ( t) peut être obtenu à travers la mesure de richesse Àech ( t) fournie par une 

sonde placée en amont du catalyseur. La dynamique de la sonde est considérée du premier 

ordre reliant F.ch ( t) au signal mesuré Fech _m ( 1) : 

dF.ch m(t) =-1-(F (t)-F (t)) 
dt 

ech ech_m 
'TEGO 

(6.5) 
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rEGo est la constante de temps du capteur de richesse, le signal F:ch_m (t) représente l'image 

du signal de mesure de la richesseÀech_m (t) : 

( ) 
Àech m ( f) - 1 F t - -~.:::.._:_--'---

ech_m -À (t) À +1 ech_m · s 

(6.6) 

Pour compléter le modèle physique temps réel du collecteur d'échappement, on suppose que 

les fractions d'air en sortie des cylindres sont constantes sur un intervalle de temps de T, +r, 

dF,, (t-r) 
(6.7) et par conséquent : ; = 0 

dt 

En utilisant les équations (6.3), (6.5) avec la sortie y(t)=F,ch_m(t) et le vecteur d'état 

XT ( f) = [ F,ch ( f) Fech rn (t) F:lj (t) F,,2 ( t) F:,3 (t) F:,. (t) r' la représentation d'état non 

linéaire du modèle global s'écrit: 

-nl1 0 0 0 0 0 
nl5 0 0 nl2 nl3 nl4 1 -1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
TEGO '[EGO 

0 0 0 0 0 0 
x(t) = 0 0 0 0 0 0 x(t)+ x(t-r) 

0 0 0 0 0 0 (6.8) 
0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 

y(t)=[O 1 0 0 0 O]x(t) 

R·T R·T n"'1 

Avec nl1 = ech Drwc(t) et nl; = ech LDer; (t), ie{2, ... ,ncy1+I}· 
P ·V P ·V . ech ech ech ech 1=! 

(6.9) 

En discrétisant l'hypothèse (6.7) dans le domaine angulaire, il vient: 

(6.1 0) 

Remarque: 

Le terme " 0- rd " désigne par abus de notation le terme k · Os -rd avec T d = a· Os , 

( k, a) e f:f. Cette notation est conservée dans ce qui suit pour exprimer un terme retardé. 

De ce fait, la discrétisation du modèle (6.8) et sa transformation dans le domaine 

angulaire donne le modèle suivant : 
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x(B+l)= 

l-ni1 0 0 0 0 0 

c1 l-c1 0 0 0 0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 x(B)+ 0 0 

1 

0 

0 

1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

y(B)=[O 1 0 0 0 O]x(B) 

0 

0 

1 0 

0 1 

Où la constante c1 = 8
s , et les non linéarités sont données par : 

TEGO ·Ne 

R·T.ch(t)·Bs () R·T.ch(t)·Bs () . { } 
ni1 = ( ) Dtwc t et ni;= () Der; t , lE 2, ... ,ncyl+I . 

~ch f · V.ch · Ne ~ch ( · V".ch · Ne 

Le modèle (6.11) est utilisé pour développer des observateurs qui sont détaillés dans le 

paragraphe suivant. 

V.4.2. Structure d'estimation cylindre à cylindre 

A- Sans chevauchement 

En considérant un modèle qui ne prend pas en compte les chevauchements entre les 

différents cylindres, une structure périodique à 4 phases peut être déduite du modèle (6.11). 

Le modèle flou TS 120-périodique à 4 règles suivant est alors obtenu : 

{

x( B+ 1) = Ih; ( z( B) )A;(c)x( B)+ A~~) x( 8-rd) 
i=I , c = Bmodl20 

y(B) = Cx(B) 
(6.12) 

Avec la matrice de sortie C = [ 0 1 0 0 0 0] , et les différentes matrices impliquées sont 

données dans le tableau 12 où A(c) et A~c), cE {1, ... ,4} sont des matrices non linéaires 

périodiques permettant d'obtenir les matrices constantes du modèle. 

Les deux fonctions non linéaires ni1 et ni2 s'écrivent dans ce cas de la manière suivante: 

(6.13) 
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Tableau 12 

BE [ 0, ... ,180°] BE [180, ... ,360°] 

1-n/1 0 0 0 0 0 1-n/1 0 0 0 0 0 

l1 1-c; 0 0 0 0 ci 1-c1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 A2 ( 8,nlpnl2 ) = 
0 0 0 0 0 0 

A1 
( 8,nl1,nl2 ) = 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 n/2 0 0 0 0 0 0 n/2 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 A; ( 8,nlpnl2 ) = 
0 0 0 0 0 0 

A~ ( 8,nl~>nl2 ) = 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

Af ( 8) = A1 
( 8,nlpnl2 ), ~ ( 8) = A1 

( 8,nlpnl2 ) A1
2 (8) =A2 (8,nl1,nl2 ),Ag- (8) = A2 ( 8,nlpnl2 ) 

~ ( 8) = A1 
( 8,nl1 ,n/2 ), A! ( 8) = A1 

( 8,nl1 ,nl2 ) Ai (8) = A2 (8,nl~>nl2 ),Ai (8) = A2 
( 8,nlpnl2 ) 

A~, ( 8) =AH 8,nlpnl2 ) ,A~, ( 8) =A!( 8,nlpnl2 ) A~, ( 8) =A~ ( 8,nll'nl2 ),A~, ( 8) =A~ ( 8,nl~>nl2 ) 
A~, ( 8) =A~ ( 8, n/1' n/2 ), A~, ( 8) =A~ ( 8, nll' n/2) A;, ( 8) =A;( 8, nll'n/2 ), A;, ( 8) =A; ( 8, nil' n/2) 

BE [540, ... , 720°] BE [360, ... ,540°] : 

1-n/1 0 0 0 0 0 1-n/1 0 0 0 0 0 

G 1-c; 0 0 0 0 c; 1-c; 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 A3 
( 8,nl~>nl2 ) = 

0 0 0 0 0 0 
A4 

( 8, nil' n/2) = 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 n/2 0 0 0 0 0 0 n/2 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 A; ( 8,nl~>nl2 ) = 
0 0 0 0 0 0 

A; ( 8, n/1 ,n/2) = 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

A1
4 

( 8) = A4 
( 8,nlpnl2 ), Ai ( 8) = A4 

( 8,nlpnl2 ) A1
2 (8) = A2 (8,nl1,nl2 ),Ag- (8) = A2 (8,nll'nl2 ) 

Ai ( 8) = A4 
{ 8, n/1, n/2), A: ( 8) = A4 

( 8, n/1 , n/2) Aff ( 8) = A2 ( 8,nlpnl2 ),Ai ( 8) = A2 ( 8,nll'nl2 ) 

A;, ( 8) =A; ( 8,nl~>nl2 ),A;, ( 8) =A; ( 8, nil' n/2) A~, ( 8) =AH 8,nlpnl2 ),A~, ( 8) =AH 8,nlpnl2 ) 

A;, ( 8) = Aj ( B,nl~>n/2 ),Aj, ( 8) =A; ( 8,nl~> n/2) A~, (8) =A!( 8,nl~>nl2 ),A~, (8)= A~ ( 8,nl~>nl2 ) 

La synthèse d'un observateur 120-périodique correspondant au modèle 120-périodique défini 

en (6.12) s'obtient par l'application du théorème 18 (cf. chapitre 4). Les bornes du retard sont 

choisies de manière à prendre en compte le retard de transport des gaz qui peut être différent 
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d'un cylindre à un autre, rd E [ 45°V, 180°V]. Les gains d'observation correspondant à la 

résolution du problème LMI associé sont : 

S1-
1Kt' = [3.67 1.97 0 0 0.19 or ,S1-

1K: = [2.44 2.02 0 0 0.3 or 

S1-
1K: = [3.53 1.62 0 0 0.13 of ,s,-'K: = [5.32 6.28 0 0 0.2 or 

VBE {180°, .. ·,360°}: 

s;1Kt = [3.17 1.06 0 0 0 o.2r ,s;1K% =[4.16 2.02 0 0 0 0.11r 

s;~x: = [3.59 0.74 0 0 0 o.14r ,s;'K: = [2.28 6.45 0 0 0 o.2r 

V BE {360°, .. ·, 540°} : 

S;1K1
8 = [3.22 1.29 0 0.17 0 of ,s;'K~ = [3.35 2.54 0 0.3 0 or 

s;~x: = [3.47 1.62 0 0.12 0 or ,s;'K: = [ 4.88 6.11 0 0.2 0 or 

V BE { 540°,· ··, 720o}: 

S~1K18 = [3.46 1.97 0.18 0 0 of ,S~'Kf = [5.12 2.02 0.32 0 0 or 

s;'x: = [3.73 1.62 0.17 0 0 of ,s;'K: = [ 4.97 6.28 0.18 0 0 or (6.14) 

Les résultats obtenus sur banc d'essais moteur à partir de l'observateur développé sont 

donnés dans les figures ci-après. La figure 6.31 montre l'évolution de la fraction d'air globale 

F:ch estimée par l'observateur par rapport à celle mesurée F:ch_m. La figure 6.32 montre 

l'évolution de l'erreur de cette estimation qui est relativement faible. 

x 10~ 

1.5 

- Fex!Hlsl 
1 - Fexh-mes 

- - - - 1- '---------.--____J 
1 

1 

Degrée Vilebrnquin (V) x 10
6 

Figure 6.31 : Fraction d ' air globale estimée et mesurée 

globale 
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La figure 6.33 montre l'évolution des différentes fractions d'air estimées en sortie de chacun 

des cylindres alors que la figure 6.34 montre l'évolution de seulement la fraction d'air en 

sortie du cylindre 1 par rapport à la fraction d'air globale au collecteur d'échappement. 

x 10~ 

1 1 
1.5 - -r - -~- - Fer·1 Fer·2 Fer..J Fer-4 

: : '---:------,-.,-------,--------,------,,------,--------,------,-_J 

1 l 1 1 1 1 1 1 1 1 
- r --r- --r ,--r-~--r--r-r--r-

1 

~~ -~--L_ J __ L_~ __ L_J_ .L- _1 _ _ l _ _ 1_-

3.04 3.05 3.06 3.07 3.08 3.09 3.1 3.11 3.12 3.13 3.14 
Degrée Vilebrequin (V) 

x 10-3 

Fer·1 Fech-mes 1: 

1.5 - -:- --- - ~ - --- -:- - - - - r--- - ï- --- -

- _1_---- ---~~----- ~----....!-----

i 
0

:J -~ 1~ 1 + !tf',~~~) J 
" ! 1 : 1 !\'i~ J : ~ 1 

'"'-.().5 --:----\ ~ ~-- \~~ -:-V: -11/n Î\ -~--~ -
: \ : ~ : ~ 1 

·1 - -:---- - } --- -:- - - - - ~-- - 1- ~--- - -: 

1 
1 

1 1 1 1 1 
·1.5 __ l _____ l _____ I _____ L----~-----

4.7 4.8 4.9 
Degrée Vilebrequin (V) 

5.1 5.2 

x 10
5 

Figure 6.33: Fraction d'air estimée en sortie des cylindres Figure 6.34 : Fraction d'air estimée au cylindre 1 

et fraction d'air globale 

Bien qu'une bonne estimation de la fraction d 'air globale au collecteur d'échappement (figure 

6.31) ait été obtenue, les estimations des fractions d'air individuelle ne correspondent pas 

toujours aux informations données par la mesure (apparition d'un décalage de l' estimation par 

rapport à la mesure sur la figure 6.34). Une raison probable est que lorsque les 

chevauchements ne sont pas pns en compte, l'influence du mélange entre les différents 

cylindres est négligée. 

B- Avec chevauchement 

Dans ce cas où le chevauchement dans les cylindres est pris en compte, un modèle 

120-périodique à huit phases est défini : 

{

x( B+ 1) =:th; ( z( B)) A ;(c) x( B) + A~~)x (()-rd) 
i=I , c = Bmod120 

y( B) = Cx( B) 

Avec la matrice de sortie C = [ 0 1 0 0 0 0 J , les différentes matrices impliquées dans le 

modèle sont données dans l'annexe. Les non linéarités permettant d'obtenir les 8 sous modèles 
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et 

Dans ce cas les résultats sur banc d'essais suivants ont été obtenus. Sur les quatre figures Cl

après, l'évolution de l'estimation de la fraction d'air correspondante à chacun des cylindres 

par rapport à celle de la fraction d'air globale dans le collecteur d'échappement sont 

respectivement représentées. 

F«·1 
1 1 1 

1 _, __ _ , _ __ L __ ..J ___ , ___ L _ c___,---F_ec, IHn_ es-'1 

3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 
Degrée Vilebreqwn (V) x 10s 

Figure 6.35 : Fraction d' air estimée au cylindre 1 

-1 

3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3. 7 3.8 
Degrée Vilebrequin (V) 

Figure 6.37 Fraction d'air estimée au cylindre 2 

·o; 

x 1 0~ 

1 t--- r--- r--;-- ~-- -~-- - r- Fer-3 

0.5 

I 1 1 1 1 1 

- .!_ ___ _ 1 __ 

1 

1 

1 

1 1 1 1 1 1 
·1 L __ L __ 1: _ .J _ _ _ l ___ l_ _ _ _ _ L __ .l __ 

3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 
Degrée Vilebrequin (V) x 

10
s 

Figure 6.36: Fraction d'air estimée au cylindre 3 

Fer-4 
1 _1 ___ l_ ___ 1 ___ L __ _1 ___ 1 __ 

: : : : '----:--.-;---' 

-1.5 -1--- .J_-- -1--- L-- --1-- -1--- ...J.-- -1---
1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 

3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3. 7 3.8 
Degrée Vilebrequin (V) x 10

5 

Figure 6.38: Fraction d' air estimée au cylindre 4 

Les résultats obtenus confirme bien que la mesure de la richesse donne une mesure moyennée 

pour tous les cylindres et qu'il est important de prendre en considération les phases où les 

cylindres se chevauchent dans la modélisation du phénomène de mélange afin d'obtenir des 

résultats cohérents (plus de décalage avec la fraction d'air globale). D'autre part, d'après la 

figure 6.38, le cylindre 4 représente la fraction d'air la plus faible et donc il est le cylindre le 
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mieux contrôlé par rapport aux autres. Deux raisons peuvent justifier cela : d'une part le 

contrôle utilisé donne la même injection pour tous les cylindres à chaque cycle et n'est donc 

pas adapté à tous les cylindres, et d'autre part à cause du retard et du phénomène de mélange 

la richesse globale ne peut pas être l'image d'un seul cylindre. Afin d'améliorer les 

performances, un contrôle individuel de la richesse de chacun des cylindres doit être 

introduite pour minimiser la dispersion inter-cylindre. 

V.5. Conclusion 

Dans ce chapitre, l'application d'observateurs périodiques pour l'estimation cylindre à 

cylindre d'un MAC a été réalisée. Le premier était dédié à l'estimation des débits d'air frais 

entrant dans chacun des cylindres, le deuxième portait sur 1' estimation des gaz brûlés refoulés 

de chacun des cylindres et le troisième sur celle des richesses individuelles. 

Ces observateurs sont basés sur une modélisation non linéaire en temps discret et dans 

le domaine angulaire des dynamiques au collecteur d'admission et au collecteur 

d'échappement. Pour prendre en compte les fonctions non linéaires des modèles obtenus et 

pour préserver le caractère cyclique des dynamiques considérées, une représentation 

périodique floue de Type TS a été introduite. La période angulaire de 6° a été choisie afin de 

pouvoir capter les phénomènes physiques mis en jeu. 

Ces observateurs ont été testés sur banc d'essais moteur et les résultats obtenus sont 

très prometteurs et ont démontré l'efficacité des approches proposées. 

De nombreuses perspectives pour le management du moteur découlent des approches 

proposées dans ce chapitre et certaines sont développées dans le suivant. 
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VI.l. Introduction 

Ce chapitre propose des perspectives complémentaires aux travaux présentés dans le 

chapitre précédent. Tout d'abord, le problème de l'équilibrage des cylindres en terme de 

richesse est abordé. Puis, la section suivante est dédiée à 1' estimation du couple de 

combustion produit par chacun des cylindres en se basant sur la mesure instantanée de la 

vitesse de rotation. La synthèse d'une loi commande permettant d'équilibrer les cylindres en 

couple en agissant à la fois sur la position du papillon des gaz et sur les instants d'allumages 

respectifs de chacun des cylindres peut alors être envisageable. 

VI.2. Equilibrage des cylindres par commande des injecteurs 

Cette section propose une méthode pour la régulation de la richesse à l'intérieur de 

chacun des cylindres. La figure 7.10 illustre la stratégie proposée. 

m ess_fli 

m ess _ ff2 

m ess _ jJJ 

mess _ff4 

m ess_fdl 

m ess_fd, 

m ess _ fd, 

m ess_fd, l 

-

Estimation des débits 
d'air individuelle 

-

,---- - (\ 
j_+ 

±0----------

Loi de commande ft 
- er, 

périodique des F er. 

injecteurs ft er3 

ft er, 

Modèle de la 
fl d ractwn e masse e ' ec ' 

d'air au collecteur 
d'échappement 

Observateur des 
fractions d'air ~ 
individuelle 

Figure 7.1: Boucle de régulation de la richesse via les fractions des masses d'air dans le collecteur 

d'échappement 

Les fractions d'air individuelles au niveau des pipes d'échappement de chacun des cylindres 

sont reliées principalement à la quantité d'air frais m ey/ ( t) et à la quantité d'essence m ess ( t) 

admises dans les cylindres: 
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(6.15) 

D'après la loi de conservation de masse, on peut faire l'hypothèse que le débit du mélange 

d'air et d'essence admis dans chacune des chambres de combustion du moteur par les 

soupapes d'admission est égal à celui qui sort par les soupapes d'échappement, on a alors: 

(6.16) 

De ce fait, on peut réécrire l'équation définie en (6.15) comme suit: 

mess, (8) = ~ (mcy1, (8)-F:r, (8)·Der; (8)) 
s 

(6.17) 

Ainsi, une première action anticipative mess_ff peut se calculer en se basant sur l'équation 

(6.17). Cette dernière utilise les estimations des débits d'air et des débits gaz brûlés au niveau 

de chacun des cylindres ainsi que les estimations des fractions d'air développées (vues dans le 

chapitre précèdent). Notons ici qu'un mélange stœchiométrique dans les chambres de 

combustion, permet d'obtenir des fractions de masses d'air nulles en sortie des cylindres. 

La deuxième action, se fait en boucle fermée mess_td et se base sur l'ajustement des 

quantités d'essence à injecter dans chacun des cylindres afin d'annuler les fractions d'air 

estimées en utilisant la mesure de la richesse globale. Cette dernière peut se synthétiser en 

intégrant 1' équation ( 6.17) dans le modèle d'état du système, ce qui donne : 

Puis, en choisissant une loi de commande de la forme : 

mess, ( 8) = ~ ( Jzcy1, ( 8) +dU;) 
s 

avec Jzcyl, ( 0), i E {1, ... ,4}, les débits d'air estimés en entrée de chaque cylindre. 

L'équation (6.18) devient alors : 

[m (8)-m (8)] F (0+ 1) = cyl, cyl, 

e'i De, (0) 
' 

La représentation d'état discrète suivante est alors obtenue : 

{
x( 0+ 1) =A( O)x( 0)+ Ad ( O)x( 0-rd )+ B( 8)u( 0) + Bw ( O)W( 0) 

F:ch_m(O)=[O 1 0 0 0 O]x(O) 
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avec le vecteur d'état: xT ( 8) = [F.wh ( 8) Fech_m ( 8) F.~ ( 8) ~r2 ( 8} F'.r, { 8} F'.r.(8)J, 

le vecteur de commande UT ( 8) = [mess, mess2 mess, rh J et le vecteur de perturbation ess4 

WT (8)=[ mai'J mair2 rn air, rh . r et les matrices non linéaires suivantes : azr4 

1-n/1 0 0 0 0 0 

(rE:~NJ 
0 0 nlz nlz nlz n/2 1-( 0, J 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

TEGO ·Ne 
0 0 0 0 0 0 

A(8)= 0 0 0 0 0 0 ,Ad ( 8) = 
0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

-nl 0 0 0 
, ,Bw(8)= 

nl3 0 0 0 
B(8)= 3 

0 -nl3 0 0 0 n/3 0 0 

0 0 -ni 3 0 0 0 n/3 0 

0 0 0 -nl3 0 0 0 n/3 

En considérant qu'il y a pas de chevauchement entre les cylindres, les non linéarités du 

modèle s'écrivent: ni,~ R·~ï(t) ·(!l_JDrwc (t) , n/2 =( R·~ech ·(!l_J)·(I:Der; (t)) et 
~ch t V.,ch Ne .?.,ch Vech Ne •=1 

Le modèle global ainsi défini, le problème revient alors à calculer une loi de 

commande, à appliquer au niveau de chaque cylindre afin d'annuler les fractions d'air 

individuelles en considérant les variations des débits d'air comme des entrées de perturbations. 

A partir de ces équations, une structure périodique à 4 phases peut être déduite du 

modèle (6.21). Le modèle flou TS 120-périodique à 4 règles suivant est alors obtenu: 

{

x( 8+ 1) =:th; ( z( 8) )( A;(c)x( 8) + A~~)x( 8-r-)) + B~c)u( 8) + B~)w( 8) 
i=1 , c = 8modl20 (6.22) 

y( 8) = Cx( 8) 
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avec y(t) = F:ch_m ( 8) le vecteur de SOrtie, UT ( 8) = [ mess
1 

m JT le Vecteur de ess4 

commande et WT ( 8) = [ mcA mcy12 mcy/
3 

mcy14 r le vecteur de perturbation. Il est alors 

possible d'utiliser les méthodes proposées dans les chapitres précédents à ce problème de 

commande. 

VL3. Estimation des couples de combustion 

L'estimation du couple instantané produit par chaque cylindre est évidemment 

importante. En effet, l'intérêt de connaître ce couple permet d'équilibrer l'apport de chaque 

cylindre pour obtenir un fonctionnement optimum. En particulier, les catalyseurs utilisant un 

piège à NOx perdent de leur efficacité avec le temps. Afin de conserver une efficacité 

optimale, les couples fournis par chacun des cylindres doivent être similaires. La dépollution 

par catalyse de NOx nécessite donc un pilotage précis du couple cylindre par cylindre qui 

n'est pourtant pas mesuré. L'idée proposée est d'estimer ces derniers à partir du capteur de 

régime instantané placé en bout de transmission. Cette mesure est très déformée et bruitée par 

la transmission. La propriété qui nous intéresse dans ce contexte, est que le couple de 

combustion a un comportement typiquement périodique par rapport à la position angulaire du 

vilebrequin. 

Le modèle de la dynamique de vilebrequin s'écrit [Kiencke & al 00]: 

( 
.) .. _ ~ dl(8,è) .2 (*) 

J 8,8 ·8- LJTcomb, (8) 8 -J;,harge(8) 
i=l d8 

(7.1) 

Où 8 représente la position angulaire du vilebrequin, I;,omb le couple de combustion, I;,~*lrge le 

couple de charge étendu qui est égal au couple de frottement plus le couple de charge : 

rS~rge ( 8) = I;,harge ( 8) + Tfrot ( 8) 

L'inertie du moteur est calculée comme suit: 

ney/ ds 

( J
2 

J( 8,è) = mrot ·r2 +mosc. I _i 
}=1 d8 

(7.2) 

(7.3) 

avec m,
01 

et mosc respectivement les masses de la partie en rotation et de la partie oscillante du 

dl(8,è) 
système bielle Vilebrequin et r le rayon du Vilebrequin. _...:..______:_ s'écrit: 

d8 
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ds (B)=r sin(B)+.C. sin(B)cos(B) 
dB l D 

vl-f sin
2 

( 8) 
(7.4) 

L'objectif ici est de pouvoir estimer à la fois les couples de combustion de chacun des 

cylindres I;,omb, , i E { 1, ... , ncy1} et le couple de charge étendu y;,~·~rge ( B) . Pour ce faire, 

1' équation (7 .1) peut se reformuler comme suit : 

. dB_ 1 [ d.!(B,e) .2 (•J J 
B·-- ( .) I::omb(B)- 8 -I;,harge(B) 

dB J B,B dB 
(7.5) 

En utilisant l'approximation du premier ordre et en intégrant l'équation précédente, il vient: 

·z ·z _ 2·Bs ( d.!(B,ê) ·2 (*) J B ( n + 1)-B ( n)- ( . ) I::omb ( e)- B - I;,harge ( B) 
J e,e dB 

(7.6) 

avec {}s = 6°V . Pour compléter le modèle global, nous supposons que le couple de 

combustion individuel est constant sur un cycle. 

Il vient alors : 

(7.7) 

En utilisant les équations (7.6) et (7.7), le modèle non linéaire discret suivant peut se déduire 

avec le vecteur d'état : XT ( 8) = [ 02 
( 8) I;,om"' ( B) I;,om~ ( B) I::omb, ( 8) I::omb• ( 8) J . 
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(1 2.o, dl( o,ti) J 2·B 2·B 2·B 2·B s s s s 

J(e,é) dB J( B,é)ij=l 1( B, é)i
1
=

2 
J( e,é)ij=3 J( B,é)i

1
=4 

x(n+1)= 0 1 0 0 0 x(n) 
0 0 1 0 0 

0 0 0 1 0 

0 0 0 0 1 

+r::~e(n) (7.8) 

y(t) =[1 0 0 0 O]x(n) 

avec J ( B, B )iJ=i l'inertie correspondant au cylindre i . Une représentation floue TS à 

coefficients périodiques à deux non linéarités équivalentes au modèle (7 .8) est obtenue : 

{
x( B+ 1) = thi ( z( B) )~(c)x( B)+ T;~~ ( B) ,c = Bmod p 

y(B)=C·x(B) 

1 d.l(B,B) ncy'(ds.) 2 

avec : n/1 = ( . ) · et n/2 = L - 1 
• 

J B,B dB J=l dB 

(7.9) 

La synthèse d'un observateur à entrée inconnue périodique correspondant au modèle 

défini en (7.9) peut s'écrire sous la forme: 

x ( B + 1) = :t hi ( z ( B)) [ Af cl x ( B) - L~ cl (y ( B) - y ( B))] + ~~da ( B) 
i=l 

y(B)=C·x(B) (7.10) 
r 

~~da(B+1) =-LA (z(B))I((c) (y(B)-y(B)) 
i=l 

L'objectif revient alors à calculer les deux gains périodiques L~c) et Ki(c) prouvant la stabilité 

de la dynamique de l'erreur d'estimation afin d'obtenir les estimations voulues. Une manière 

de vérifier les estimations du couple de combustion obtenues est d'utiliser les signaux 

mesurés des pressions cylindres. 
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Conclusion Générale 

L'objectif général de cette thèse était de développer des outils d'analyse et de synthèse 

des systèmes non linéaires périodiques, afin de les utiliser pour résoudre des problématiques 

d'estimation et de contrôle cylindre à cylindre d'un moteur à allumage commandé. 

De nouvelles conditions de stabilité pour des modèles TS discrets et périodiques 

discrets ont été développées. L'analyse de la stabilité est basée sur la théorie de Lyapunov, et 

l'utilisation d'outils de résolution numérique de type LMI. 

En particulier, nos premiers travaux se sont focalisés sur la problématique de réduction 

du conservatisme des résultats de synthèse des modèles TS à temps discret. Des exemples 

numériques ont montré l'efficacité des approches proposées par rapport aux différents travaux 

existants dans la littérature. Ces différentes propositions amènent à des perspectives nouvelles. 

On peut aisément envisager l'extension des résultats du chapitre trois à d'autres types de 

modèles TS en introduisant par exemple des notions de performances et/ou de robustesse. 

La problématique de la commande et de 1 'observation des modèles TS discrets 

périodiques a ensuite été abordée permettant de proposer des résultats. Plusieurs structures ont 

été validées, par exemple pour diminuer la complexité des approches dans certains cas. 

Afin de montrer 1 'intérêt des outils théoriques développées dans cette thèse, trois 

applications principales liées à l'estimation cylindre à cylindre d'un moteur à allumage 

commandé ont été proposées. Ces applications se basent sur l'utilisation des modèles à temps 

discret définis dans le domaine angulaire. 

En premier lieu, une nouvelle méthode d'estimation des débits d'air frais admis dans 

les différentes chambres de combustion du moteur a été développée. L'application d'un 

observateur périodique pour résoudre cette problématique a donné des résultats prometteurs. 

En effet, les résultats réels obtenus confirment le fait que le remplissage ne se fait pas de 

manière uniforme sur tous les cylindres. Ceci est dû principalement à la disposition 

géométrique des ports d'admission et aux phénomènes de résonance acoustique présents dans 

le collecteur. De plus, l'observateur développé permet de détecter aussi les fractions des gaz 

brûlés refoulées dans le collecteur. 
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En deuxième lieu, une nouvelle approche semblable à celle utilisée pour l'estimation 

des débits d'air qui traversent les soupapes d'admission a été développée pour l'estimation 

des débits des gaz brûlés qui traversent cette fois les soupapes d'échappement du moteur. Due 

à la structure particulière qui a été adoptée, la forme décrite ci-dessus a été détectée avec 

succès en utilisant seulement le capteur de pression à 1' échappement. 

Puis, nous avons proposé une approche originale pour l'estimation des fractions d'air 

individuelles présentes au niveau des ports d'échappement prenant en compte le retard dû au 

transport des gaz. Ces fractions représentent des indicateurs importants sur la qualité de la 

combustion dans les cylindres respectifs puisqu'elles indiquent si tout l'air a été brûlé. Une loi 

de commande peut être synthétisée pour annuler ces fractions d'air en pilotant 

indépendamment les quantités d'essence à injecter dans chaque cylindre. Les premiers 

résultats obtenus sont très prometteurs à la fois pour une application en commande et/ou en 

diagnostic. 

Enfin, quelques pistes et orientations à partir des résultats déjà obtenus ont été 

présentées dans le dernier chapitre. 

Globalement, ce travail a montré l'intérêt de préserver le caractère cyclique du moteur 

pour réaliser la synthèse de commande et d'observateur afin d'améliorer les performances 

globales du moteur. Les travaux proposés sont des travaux préliminaires puisqu'ils restent à 

valider et à améliorer dans différents cas de fonctionnement mais le principe de la méthode 

nous semble être une solution possible pour optimiser la gestion cylindre à cylindre du moteur. 

De plus, les outils développés peuvent facilement être étendus au cas des distributions pilotées. 
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ANNEXE A. Généralités sur les moteurs Thermiques 

A.l. Cycle thermodynamique 

Sur un moteur à allumage commandé, les transformations subies par le fluide au cours 

des quatre temps sont représentés généralement, dans un diagramme thermodynamique 

construit dans le plan pression volume, connu sur le nom de « diagramme de Clapeyron ». Le 

cycle théorique ou idéal se distingue du cycle réel [Serruys 88] . 

a) Cycle Théorique: 

Beau de Rochas a formulé les conditions idéales de fonctionnement d'un moteur à 

allumage commandé. Le cycle idéal de «Beau de Rochas» (figure 2.4) est constitué de deux 

évolutions isentropiques14 (1--+ 2 et 3--+ 4) et de deux évolutions isochores15 (2--+ 3 et 4--+ 1) 

que subit un mélange d'air et d'essence. L'admission et l'échappement quant à eux sont 

modélisés par deux évolutions isobares 16 (0 --+ 1 et 1 --+ 0). Le système est fermé entre un 

volume minimale vm (au PMH) et un volume maximal VM (au PMB). 

Cette modélisation du cycle parfait se base sur des hypothèses simplificatrices telles que : 

~ Le fluide est assimilé à un gaz parfait. C'est à dire que les paramètres 

thermodynamiques comme les chaleurs massiques à pression constante CP et à 

volume constant Cv ont des valeurs fixes ne dépendant ni de la température, ni de la 

pression. 

~ Les transformations du cycle dynamique sont réversibles17
. 

~ Le fluide de travail ne subit pas de pertes de charge. 
p 3 

v, 

4 

i 1 
1 

Figure 8.1 : Cycle Beau de Rochas idéal: Moteur Essence 

14 Processus isentropique au cours de quel l'entropie du système reste constante. 
15 La transformation est dite isochore si le volume du système ne change pas au cours de cette formation 
16 La transformation est dite isobare si la pression du système ne change pas au cours de cette formation. 
17 Une transformation réversible est un modèle idéal pour lequel les échanges de grandeurs extensives sont 

quasi statiques. 
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Cependant, ces hypothèses ne sont jamais respectées en fonctionnement réel. 

b) Cycle Réel : 

La principale différence vient du fait que les transformations subies par le fluide de 

travail ne sont jamais réversibles. D'autres facteurs peuvent aggraver l'écart entre cycles 

théorique et réel. Premièrement, le moteur est réglé de telle sorte que la synchronisation des 

différentes phases ne correspond pas exactement au cycle à quatre temps décrit plus haut. 

Compte tenu de l'inertie des gaz, l'ouverture et la fermeture des soupapes peuvent être 

avancées ou retardées afin d'améliorer le remplissage et la vidange du cylindre. D'autre part, 

la combustion dans le cylindre ne se fait pas de manière instantanée, ainsi que les échanges de 

chaleur avec les parois de la chambre de combustion qui ne peuvent être négligés. 

Vm 
1 Vcytlndra 

PM'J p r ession moyenne lndlquée 

VM Volurne 

' 
PIVIIHP pression rnoyenne Indiquée haute pression 

PMJBP presston rnovenne indiQuée basse p r ession 

0 Ouverture de la soupape d ' admission 

• 
• 
• 

Ouverture de la soupape 
d'échappement 

Allumage 

Fin de la combustion 

Figure 8.2 : Cycle beau de Rochas Réel: Moteur Essence 

Le travail par cycle du moteur (où travail indiqué) est représenté par la surface fermée de ce 

diagramme. Il est donné par la relation suivante: 

n o' 
W; =-J . pdv 

IJ=O 

Par convention, le travail est considéré comme positiflorsque le système cède de l'énergie et 

comme négatif quand il s'agit de pertes. Dans l'équation précédente, le travail est négatif car 

le moteur produit du travail. Pour un moteur à 4 temps, deux boucles sont distinguées dans le 

plan PV : la surface du haut sur la figure 2.5, correspond à la boucle haute pression, elle 

représente le travail fourni par le moteur. La surface du bas est la boucle basse pression, elle 

correspond au travail nécessaire pour introduire le mélange frais dans le cylindre. L'étude de 

ce diagramme permet le calcul des pressions et des températures atteintes lors d'un cycle. Il 

est utilisé par les motoristes surtout pour calculer les indicateurs de performance du moteur en 

comparant le cycle réel au cycle théorique. Par exemple, afin de comparer les performances 
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de moteurs de cylindrées différentes, les motoristes utilisent des grandeurs relatives appelées 

pressions moyennes. Elles sont calculés, en divisant le travail par le volume déplacé Vd. Une 

pression moyenne n'a bien évidemment pas de réalité physique puisqu'elle correspond 

théoriquement à la pression constante qu'il faudrait appliquer à la surface du piston tout au 

long d'une course motrice afin d'obtenir le même travail que celui fourni par le moteur. 

La différence entre la PMI et la PME est conséquente aux pertes par frottement, on introduit 

la pression moyenne par frottement : P MF = PMI-PME . 

A.2. Paramètres caractéristiques de la performance du moteur 

Quelques grandeurs essentielles à l'évaluation de performances d'un moteur à 

combustion interne sont définies dans cette section. 

Cylindrée unitaire 

Elle correspond au volume balayé entre le PMH et le PMB, si d est le diamètre du cylindre 

(ou alésage), et C représente la course du piston (figure 2.6), la cylindrée V s'écrit: 

v = c . tr. ( d 2 14) 

Le cylindrée totale s'obtient en multipliant la cylindrée unitaire par le nombre de cylindres : 

n ey/ • vd = n ey/ . v 

Rapport de compression 

Au point mort haut, le volume résiduel est appelé volume mort, il s'apparente à la portion du 

volume limité par la culasse, le haut de chemise et la partie supérieure du piston (figure 2.6). 

Du volume mort v et de la cylindrée unitaire V, se déduit le rapport volumétrique de 

compression (où taux de compression), qui s'écrit: r =(V +v)/v. 

Sa valeur est déterminante pour les performances du moteur, les valeurs les plus usuelles 

varient actuellement entre 9 et 12 our les MAC. 

Volume mon v l 
1 

PMH --f-- --
Course C Volume V 

-·- j._ ·-J;5~~ 

Bielle 

Figure 8.3 : Cylindre Moteur 
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Rendement 

Comme toute les machines thermiques, le MAC ne restitue pas intégralement en énergie 

mécanique l'énergie contenue dans le carburant. De plus, une partie de l'énergie chimique 

disponible est perdue par frottement des ensembles mécaniques alors qu'une autre partie de 

cette énergie est perdue par dissipation thermique (liquide de refroidissement, huile, gaz 

d'échappement). Différents rendements partiels existent pour décrire les différentes pertes 

d ' énergie à savoir : 

- Le rendement global du moteur : aussi appelé rendement effectif, il inclut toutes les pertes, 

qu ' elles soient d'origine mécanique ou thermique. ll est égal au rapport du travail mécanique 

effectif W. , sur la quantité de chaleur Q comb , susceptible d'être générée par la combustion 

complète du carburant introduit dans le cylindre : 

Si mf est la masse de combustible injectée pour un cycle et PC! le pouvoir calorifique du 

combustible, alors la quantité de chaleur Q comb est donnée par la relation : 

Q comb =mf . PC! 

-Le rendement mécanique: c'est le rapport entre le travail disponible sur le vilebrequin We 

et le travail indiqué des gaz sur le piston wi : 

w. 
1lmec = W 

1 

- Le rendement indiqué : afm de comparer les performances de moteurs différents, il est utile 

d'isoler les pertes d'origines mécaniques, ce qui mène à définir le rendement indiqué 77; , qui 

renseigne uniquement sur la qualité de conversion du carburant. Son expression est donnée 

par le rapport du travail indiqué et de l'énergie chimique introduite dans le moteur Q comb 

w 
11· =--' -

1 Q comb 

- Le rendement théorique: rendement du cycle thermodynamique idéal. ll caractérise la 

différence entre l'énergie introduite, Q comb et le travail du cycle thermodynamique de 

référence w ref • 
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- Le rendement thermodynamique : Nous avons vu précédemment que la transformation 

thermodynamique subie par le fluide de travail dans le moteur ne suit pas exactement le cycle 

théorique. La surface représentative de l'énergie du cycle réel est inférieure à celle du cycle 

idéal. Le rendement thermodynamique, aussi appelé rendement de cycle ou rendement de 

diagramme, 1Jrhermo traduit l'écart entre le cycle réel et son cycle de référence. Il est égal au 

rapport du travail indiqué, wi ' sur le travail théorique : 

w 
17 - 1 
'lthermo -W 

réf 

La puissance: La puissance d'un moteur se définit par l'énergie (en joules) que le moteur 

fournit par unité de temps (secondes). Deux puissances sont définies, la puissance effective 

qui correspond à la puissance recueillie sur 1' arbre moteur et la puissance indiquée fournie à 

l'intérieur du cylindre. 

W·N p =-e- et 
e 2 

p = W;·N 
1 2 

La consommation spécifique : La consommation spécifique CSP renseigne sur la capacité 

d'un moteur à convertir l'énergie du carburant en travail. Elle est égale à la masse de 

rh 
combustible consommée, rh 1 par unité de puissance : CSP = __L . 

p 

A.3. Procédés d'acquisition en fonction de l'angle vilebrequin 

Dans le cadre de ce travail, le domaine angulaire à été adopté, il est important alors de 

rappeler les procédés d'acquisition des signaux moteur en fonction de l'angle vilebrequin: 

nous distinguerons entre les méthodes d'échantillonnage directes et entre les méthodes de re

échantillonnage en fonction de l'angle à partir des signaux à variable générique temporelle, 

appelée aussi re-échantillonnage angulaire a posteriori. 

a) Méthode d'échantillonnage directe: 

Le principe d'une chaîne d'acquisition angulaire est présenté sur la figure 8.4. Un 

codeur angulaire fixé à un arbre de la machine tournante permet d'obtenir une information de 

position relative. Le codeur délivre un signal carré dont la fréquence est un multiple de la 

fréquence de rotation. Un top tour (ou top PMH) permet d'obtenir une position de référence 

utile pour la localisation. Comme dans toute chaîne d'acquisition classique, les signaux issus 
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"lJ 

l'vlachinc 
Codeur incrémentai 

JUUi L.Cl·· n .. n l'v1ultiplicatcua· 
tounlant.: r ... .- ~-------~--------

< · aptcun s) --------·-·- Di v beur· 1------------·------~ llnrlog.: 
( Acc~IO.:·nmtctn:~ .... ) ' de th:-qucm:c 

'*~··· ~ 'l Can.: 
d"a...-qui~it ion 

• Sauf le filtn:- anti-r .. ~plicnHmt 

Figure 8.4: Chaîne d'Acquisition angulaire direct [Bonnardot 04] 

des capteurs sont conditionnés, amplifiés, puis préalablement filtrés. La vitesse de la machine 

tournante peut varier au cours du temps, aussi la fréquence d'échantillonnage ainsi que la 

fréquence de Shannon!Nyquist varient également. Il est donc nécessaire de pouvoir changer la 

fréquence du filtre anti-repliement au cours de l'acquisition pour suivre ces variations de 

fréquence. Pour cela, il est possible d'utiliser un filtre anti-repliement à capacités commutées 

dont la fréquence de coupure dépend d'une fréquence externe. 

Cette méthode donne de très bons résultats mais sa mise en œuvre est peu courante, 

car elle nécessite un système d'acquisition spécifique, très coûteux, et présente plusieurs 

contraintes du point de vue expérimentaL Une alternative à ce problème, est de faire un ré

échantillonnage angulaire a posteriori. 

b) Ré-échantillonnage angulaire a posteriori ou « order-tracking » : 

Cette méthode permet d'estimer le signal échantillonné angulairement à partir d'un 

signal échantillonné temporellement avec ou sans l'aide d'un capteur de. Il n'est plus 

nécessaire d'investir dans une instrumentation coûteuse, et il est possible de travailler à la fois 

dans le domaine angulaire et dans le domaine temporeL Le principe de cette méthode est 

présenté sur la figure 8.5. Pour des informations complémentaires, voir. [Bonnardot 04] 

lnf"onnation 
c pusition 

P (n) 

Accélénttion 

x (n) 

~-"timat.ion de position de l'arbre 

1 ... ,l . <.P,. (n) 
Vll~'Sse 

•nininudc 

Filtre 
an ti- rcpl icrncnt 

Ran"lpc 
(hu::n~ntcnt angulaire constant) <p., (no) 

Accélération 
x <na> 

Figure 8.5 : Chaîne d'Acquisition angulaire à posteriori [Bonnardot 04] 
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ANNEXE B. Généralités sus les systèmes périodiques linéaires 

B.t. Introduction 

Dans le but de résoudre les problématiques liées au contrôle et à l'estimation cylindre 

à cylindre d'un moteur à allumage commandé, nous nous sommes particulièrement intéressés 

à l'étude des modèles périodiques. Plusieurs applications sont apparues prenant en compte des 

modèles périodiques dans des domaines tels que l'aérospatiale et l'aéronautique, la 

télécommunication voire dans la finance et l'économie [Bittanti & Colaneri 09}. A titre 

d'exemple dans le domaine aérospatial le contrôle actif pour l'atténuation des vibrations des 

hélicoptères [Ham 87, Jacklin & al94, Teves & al95] en se basant sur un contrôle individuel des 

hélices a été réalisé [Bittanti & al 94, Bittanti & al 96 a, Bittanti & al 96 b, Arcara & al 00]. Une 

autre application est la régulation de la position relative des satellites autonomes en orbite 

elliptique autour de la terre [Wertz & al 78, Arduini & al 97, Farges 07]. En plus des aspects 

intéressants offerts par la structure des modèles périodiques, l'application des lois de 

commande périodiques sur des systèmes linéaires et/où non linéaires qui ne sont pas 

périodiques a permis de résoudre des problèmes réputés difficiles [Brockett 83, Bacciotti 01, 

Colaneri & al 06], et dans certains cas, d'augmenter les performances des systèmes contrôlés 

[Bailey 72, Fjeld 71 ]. 

Cette section présente un état de l'art sur la modélisation, l'analyse et la synthèse des 

modèles linéaires périodiques. Dans la première partie, nous définissons les classes 

particulières de ce type de modèles ainsi que les différentes méthodes pour les obtenir. La 

deuxième partie est consacrée à l'étude de stabilité, de stabilisation et à l'introduction de 

critères de performances pour ce type de modèles. 

B.2. Modèles périodiques 

a) Définition : 

Les systèmes linéaires périodiques constituent une classe particulière des systèmes 

linéaires à temps variant (L TV) présentant la propriété suivante : 

Propriété de Périodicité 

Soient x ( t) l'état et y ( t) la sortie d'un système en réponse à une entrée u ( t) . Ce 

système est dit périodique si : 

'\1 u ( t) , :3 T ;;:: 0 tel que la même entrée décalée d'un temps T : 
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ua(t) =u(t+T) (8.1) 

Produit les même sorties et états décalées de T : 

y d ( t) = y ( t + T) et x d ( t) = x ( t + T) (8.2) 

T est alors appelée période du système et le système résultant est dit T -Périodique. 

Remarque: un système LTI peut être considéré comme un cas particulier d'un système 

périodique dont la période T tend vers 0 . 

b) Représentation d'état discrète: 

Différentes type de modèles mathématiques sont capables de prendre en compte le 

comportement des systèmes linéaires périodiques. Dans [Van Dooren & al 94], la matrice de 

réponse impulsionnelle a été utilisée comme représentant du comportement d'un système 

périodique. L'étude du comportement fréquentiel de ce type de modèle basé sur l'utilisation de 

la matrice de transfert harmonique se retrouve dans [Colaneri & al 00]. 

Dans le cadre de ce mémoire, la représentation d'état à temps discret est choisie pour 

décrire un système linéaire T -périodique de la manière suivante [Kalman 60]: 

{
x ( t + 1) = A ( t) · x ( t) + B ( t) · u ( t) 

y(t) = C(t) · x(t) + D(t) ·u (t) 
(8.3) 

Où x(t)e IR\ u(t)e JRm et y(t)e JRP sont respectivement les vecteurs d'état, d'entrée et de 

sortie du modèle, A ( t), B ( t), C ( t) et D ( t) sont des matrices de taille appropriées, qui 

dépendent périodiquement du temps sous la forme : 

A(t+T) =A (t), B(t+T) = B(t), C(t + T) = C(t) et D(t+T) = D(t) Vt ~ 0 (8.4) 

Remarque : Un nombre fini de matrices suffit donc à décrire le comportement dynamique 

d'un système discret périodique. 

La représentation d'état du système périodique ainsi définie en (8.3), la matrice de transition 

d'état de l'instant i à l'instant j notée <1> A (j,i) avec j ~ i, est définie par: 

( .. ) {A(j-1)···A(i+1)A(i), j>i 
<I>A j,l = .. 

1 ' J = l 
(8.5) 
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La matrice de transition d'état définit après une période T et commençant à l'instant t, 

connue sous le nom de « matrice monodromique » s'écrit alors : 

<1> A (t+T,t) = A(t+ T -1)· ··A (t+ 2)· A(t+ 1). A (t) (8.6) 

La solution de l'équation d'état du modèle (8.3) à l'instant t, ayant comme condition initiale 

1' état x ( r) est donnée par : 

t-1 

x(t) = <1> A (t, r)x( r) + L <1> A (t,j + l)B(J)u(j) (8.7) 
j=-r 

Plusieurs méthodes permettent d'obtenir des modèles linéaires périodiques à partir d'une 

application (satellites, hélicoptères, machines tournantes ... ) et font l'objet des sections 

suivantes. 

c) Périodicité introduite par linéarisation : 

Pour analyser la trajectoire d'un système donné autour d'un mouvement périodique, la 

technique la plus utilisée se base sur une linéarisation par rapport à ce mouvement. Par 

exemple, considérons le système non linéaire(8.8), avec v(t) le vecteur des entrées, q(t) 

1' état du système et 17 ( t) le vecteur des sorties : 

{
Ç(t) = f(q(t), v(t)) 

17(t) = g(~(t), v(t)) 
(8.8) 

Considérons v ( t), ~ ( t) et fj ( t) le régime périodique de période T. Cela implique que, ~ ( t) 

est une solution périodique de période T avec 1' entrée périodique v ( t) et la sortie fj ( t) 

correspondante. Ensuite, le résultat de la linéarisation du modèle (8.8) est un système linéaire 

continu avec: u ( t) = v ( t)- v ( t) , x ( t) = ~ ( t) - ~ ( t) et y ( t) = 17 ( t) - fj ( t) et les matrices : 

A(t)=ôf(Ç,v) ,B(t)=ôf(Ç,v) ,C(t)=ôg(Ç,v) ,D(t)=ôg(q,v) 
~ N ~ N ~ N ~ N 

v=V v=V v=V v=V 

Ces matrices sont périodiques de période T . La même méthode est appliquée quand il s'agit 

d'un modèle à temps discret. 
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d) Périodicité introduite par multi échantillonnage : 

Une structure d'échantillonnage utilisant des périodes d'échantillonnages différentes 

apparaît naturellement dans les systèmes commandés numériquement, à chaque fois qu'il est 

nécessaire d'échantillonner les sorties et/où de mettre à jour les entrées à des instants 

différents [Feuer & al 96]. Afin de comprendre ce mécanisme de multi-échantillonnage de 

manière simple, et voir comment une telle structure peut aboutir à un modèle périodique, 

considérons un système à temps invariant comportant deux entrées et deux sorties. 

x(t) ~ Ax( t)+ n[ :: i:\ J 

[
y, (t)] = Cx( t) 
Yz (t) 

(8.9) 

Avec i e { 1, 2} , les deux signaux de sorties Y; ( t) sont échantillonnés avec deux périodes 

d'échantillonnage ry; (t). Alors que les deux entrées u; (t) sont mises à jour à deux instants 

différents ru; (t) et restent constantes entre les deux. Les instants d'échantillonnage et de mise 

à jour sont donnés respectivement par t yi ( k) et tu; ( k} , i e { 1, 2} avec k e IR un réel donné. 

Ces instants sont des multiples de la période d'échantillonnage de base .1.. Pour des raisons de 

simplicité, nous considérons que : 

(8.10) 

Le comportement global du système obtenu est régi par les variables de sorties discrètes 

j\ ( t) et les variables des entrées discrètes îi; ( t) , i e { 1, 2} définies comme suit : 

Y; ( k) = Y; ( k · r yi ) , i e { 1, 2} (8.11) 

îi1 (k}=u(t}, te [k·ru1,k·ru1 +ru1 ], je {1,2} (8.12) 

Pour la modélisation, on définit les signaux dits « rapides » : 

y(k)=y(k·.1.), û(k)=û(k·L\) (8.13) 

Contrairement à (8.13 ), y ( k) et ii ( k) peuvent être considérés comme des signaux « lents ». 

La sélection de passage du mode d'échantillonnage des sorties «rapides» à celui des sorties 

« lentes » est décrite par 1' équation linéaire suivante : 

ji(k)=N(k)·y(k) (8.14) 

avec : N ( k) = [~ 
0
( k) 0 

] 
n2 (k) 
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{ 

r. 

(k) 
1 si k estun multiplede__1!!.... 

ct:~ = A 
0 sinon 

On remarque que la matrice N (.) est une matrice périodique avec une période donnée par le 

r r 
réel T , définie par le plus petit multiple commun ente ~et~. 

y A A 

De même pour les entrées, nous introduisons la matrice de sélection : S ( k) ~ [ 8' ~ k) 
82 
~ k)] 

{ 

r. 

(k) 
0 si k estun multiplede_!!L 

avec sj = A 

1 sinon 

Ainsi, le signal de commande analogique u (.) est donné par : 

u ( t) = û ( k), tE [ k · A, ( k + 1) ·A] (8.15) 

où la mise à jour du signal rapide û ( k) est obtenue à partir du signal lent ii ( k) selon le 

mécanisme de la sélection suivant : 

{

v ( k + 1) = S ( k) v ( k) + ( 1 - S ( k)) ii ( k) 

û(k) = S(k)v(k)+(I -S(k))ii(k) 
(8.16) 

La matrice S ( k) est une matrice périodique de période Tu donnée par le plus petit multiple 

r r 
commun entre ___!!1._ et --!!2. . 

A A 

Le système de données multi échantillonnées global est un système périodique à temps discret 

où le vecteur d'état est défini comme suit: 

Et la représentation d'état associée: 

{
x( k+ 1)~= Â (k) x(t) ~ Ê( k )û(t) 

y(t) = C(k )x(k) + D(k)û(k) 

Avec dans le cas linéaire, les matrices du modèle (8.18) donnés par: 
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Â(k) = [eAt;. f: eAÇdÇBS(k )], Ê(k) = [J: eAÇdÇB(I -S(k))] 
0 S(k) 1-S(k) (8.19) 

ê(k)=N(k)·C, ÎJ(k)=N(k)·D 

Le système résultant obtenu est périodique de période T , donnée par le plus petit multiple 

commun entre ~ et TY. 

Cette méthode a été appliquée avec succès dans le domaine du traitement du signal, de la 

communication, du traitement de la parole et de la compression d'images [Vaidynahtan & a/93, 

Colaneri & al95, Chai & al 05]. 

Outre la méthode décrite précédemment, le modèle (8.3) peut s'obtenir aussi en 

passant par une étape d'identification utilisant la représentation d'entrées-sorties du modèle 

périodique. La méthode la plus utilisée est basée sur la considération d'un modèle périodique 

autorégressif à moyenne ajustée (Periodic Auto-Regressive and Moving Average model: 

PARMA) [Vecchia & a/85], correspondant à: 

y ( t) = a1 ( t) y ( t -1) + a1 ( t) y ( t -1) + ... + ar ( t) y ( t - r) 
+ b0 ( t} U ( t) + b1 ( t) U { t -1) + ... + bs ( t) U ( t - S) 

(8.20) 

où ai ( t) et bi ( t) sont soit des vecteurs, soit des matrices périodiques de dimensions 

appropriées, r et s sont des réels positifs. Il est possible de généraliser cette description en 

considérant ces deux réels périodiques dans le temps. 

Le modèle périodique ainsi obtenu, son analyse et sa synthèse pour assurer un niveau 

de performances souhaitées en boucle fermée reste à réaliser. Afin de pouvoir utiliser les 

outils déjà existants dans le cadre des modèles linéaires à temps invariants (L TI), plusieurs 

travaux ont porté sur la reformulation du modèle variant dans le temps (8.3) en un modèle à 

temps invariant équivalent [Bittanti & al 00]. 

B.3. Représentation à temps invariant des systèmes périodiques 

Dans le contexte discret, un nombre fini de matrices suffit à décrire le comportement 

dynamique d'un système périodique. Plusieurs reformulations à temps invariant équivalentes 

au modèle périodique défini en (8.3) peuvent alors être obtenues. Les plus utilisées dans la 

littérature sont les représentations dites« liftée» et« cyclique » [Bittanti & al 00]. 
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a) Représentation liftée: 

Cette représentation due à [Meyer et Burrus 1975] fait apparaître l'évolution de l'état 

non plus entre deux instants discrets mais sur une période complète. Les vecteurs d'entrée et 

de sortie sont alors constitués de l'ensemble des valeurs prises par l'entrée et la sortie sur 

l'ensemble de la période. Soit un signal analogique v(.), son signal lifté correspondant est 

obtenu en partageant son axe de temps par des intervalles de longueur T . Défmissons les 

segments vk , k un réel, comme suit : 

vk ={u(t), tE [kT,(k+l)T)} 

La représentation d'état liftée de (8.3) s'écrit: 

(z:;) {x; (h+ 1) = Atxf (h)+Btuf (h) 

yf ( h) = c; xf ( h) + Dfuf ( h) 

avec: 

xf(h)=x(k+hT) 

u(k+O+hT) 

uf (h) = 
u(k+l+hT) 

, yf (h) = 

y(k+O+hT) 

y(k+l+hT) 

u(k+T-l+hT) y(k+T-l+hT) 

At= <PA (k +T,k) = A(k+ T -1)· .. A(k + l)A(k) 

Bt = [<PA ( k + T, k + 1) B ( k) <PA ( k +T' k + 2) B ( k + 1) . . . B ( k + T -1) J 

c; = [ C ( k f ( C ( k + 1) ·<PA ( k + 1, k) )T 

D(k) 

Ii;= 
C(k+1)B(k) 

C(k+2)A(k+ l)B(k) 

( c ( k + T -1) . <PA ( k + T -1, k)) 

0 

D(k+1) 

C(k+2)B(k+1) 

C( k+ T -1)<PA (k+ T -1,k+1)B(k) C(k+T -1)<PA ( k+T -l,k+2)B(k+ 1) 

(8.21) 

(8.22) 

TJT 

0 

0 

D(k+T-1) 

Le système (8.22) est équivalent à (8.3) dans le sens où le vecteur d'état de la 

représentation liftée est une version échantillonnée du système périodique de base. L'instant 

k peut être considéré comme l'instant initial de T -échantillons du vecteur d'état du 

système(8.3). 
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b) Représentation cyclique : 

Un inconvénient majeur de la représentation liftée (8.22) est que le vecteur d'état n'est 

mis à jour qu'à chaque période, la valeur de l'état à chaque instant n'est pas directement 

accessible. Pour remédier à ce problème [Park & Verriest 89] et [Flamm 91] ont présenté une 

autre reformulation à temps invariant, la représentation cyclique. Cette dernière, fait 

apparaître des vecteurs d'état, de commande et de sortie cycliques. Ces vecteurs cycliques, 

constitués de T sous-vecteurs, sont définis de telle sorte qu'à chaque instant un seul sous 

vecteur soit non nul et que ce sous vecteur non nul se déplace de façon cyclique dans la 

colonne au cours d'une période. 

La reformulation cyclique est définie comme suit : 

(re) {xc (k + 1) =Ac xc (k) + Bcuc (k) 
yc (k) =Ccxc (k) +Dcuc (k) 

Avec: 

(8.23) 

xc (k) = x(k) c (k) u(k) c (k) y(k) (8.24) 
x ( k- k

0 
+ 1) ' u = u ( k - k

0 
+ 1) ' Y = y y ( k- k

0 
+ 1) 

x(k-k0 ) u(k-k0 -1) u(k-k0 -1) 

où k0 =mod(k,T). 

0 0 A(k+T-1) 0 0 B(k+T-1) 

A(k) 0 B(k) 0 
Ac= 0 

' 
If= 0 

0 0 

0 A(k+T-2) 0 0 B(k+T-2) 0 

C(k) 0 0 D(k) 0 0 

CC= 
0 C(k+1) 

De= 
0 D(k+1) 

0 
, 

0 

0 0 C(k+T-1) 0 0 D(k+T-1) 

Une seule représentation linéaire à temps invariant est donc suffisante qui ne fait pas 

intervenir de produit de matrices. Cependant, la taille du vecteur d'état se retrouve augmentée, 

comparé à celui de la représentation liftée(8.22). De plus, la structure particulière du vecteur 

d'état (8.24) augmente la complexité des étapes d'analyse et de synthèse. 

-209-



ANNEXE B. Généralités sur modèles linéaires périodiques 

A coté de ces deux reformulations, une autre méthode, moins utilisée, permet aussi 

d'aboutir à une représentation LTI équivalente au système (8.3) considéré en régime libre. 

Cette dernière, se base sur l'utilisation de la transformation de Floquet. 

c) Transformation de Floquet : 

Lorsque le système (8.3) est considéré en régime libre, ce dernier s'écrit: 

x(t+l) =A(t)x(t), A(t+T) =A(t) (8.25) 

Le modèle (8.25) a ouvert la voie à la théorie de Floquet dont le but est de trouver une 

transformation périodique sur l'espace d'état, de manière que, dans la nouvelle base, la 

matrice dynamique soit constante. On considère la transformation suivante : 

x(t) = S(t}x(t), S(t+T) = S(t) (8.26) 

Le problème de Floquet revient alors, à chercher la matrice S ( t) périodique inversible, telle 

que, dans les nouvelles coordonnées : 

x(t+ I) = Âx(t) (8.27) 

où la matrice Â , connue sous le nom de facteur de Floquet, est constante. 

Dans le cas où le modèle (8.25) est réversible (i.e. A(t) est une matrice non singulière à 

chaque instant). La façon d'obtenir cette matrice S(.) et la condition d'existence de la 

transformation de Floquet est donnée dans [Van Dooren & al 94}. 

La représentation d'état discrète périodique sans transformation (8.3) est choisie dans la suite 

pour les raisons suivantes : 

);> La reformulation liftée est moins riche en information car le vecteur d'état utilisé n'est 

mis à jour qu'au bout d'une période complète. 

);> La reformulation cyclique impose une structure particulière de la fonction de 

Lyapunov qui complexifie l'étape de la synthèse de la commande. 

);> La transformation de Floquet n'est possible que lorsque le système est en régime libre. 

B.4. Stabilité des systèmes linéaires périodiques 

Dans cette section, nous nous intéressons à la stabilité et aux performances des 

systèmes linéaires périodiques (8.25). 
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a) Multiplieurs caractéristiques: [Brocket 70] 

La matrice monodromique donnée en (8.6), représente l'outil de base de l'analyse de 

stabilité des systèmes périodiques. Ses valeurs propres Ak = )L ('Pk) portent le nom de 

multiplieurs caractéristiques du système. De manière similaire à la condition de stabilité des 

systèmes LTI à temps discret: le système périodique (8.25) est globalement 

asymptotiquement stable si est seulement si, tous ces multiplieurs caractéristiques 

appartiennent au disque unité ouvert [Floquet 1883, Lyapunov 1892]. 

Ak c D(O,l) (8.28) 

Remarque: Il n'y a pas une relation directe entre les valeurs propres de la matrice d'état 

A ( t) et la stabilité globale du système périodique. En particulier, il peut arriver que toutes les 

valeurs propres de A ( t) soient stables alors que le système périodique est instable [Bittanti & 

Colaneri 09]. 

b) Stabilité au sens de Lyapunov : 

La stabilité du modèle périodique définit en (8.25) peut être caractérisée aussi en 

termes d'inégalités matricielles linéaires (LMI) en utilisant la seconde méthode de Lyapunov. 

Dans ce cadre, l'existence d'une fonction de Lyapunov quadratique périodique est une 

condition nécessaire et suffisante de stabilité asymptotique. Cette dernière s'écrit: 

~ ( x(t)) = x(tf P(t)x(t) 

Avec P(t+ T) = P(t) > 0, te N 

La variation de la fonction de Lyapunov périodique (8.29) s'écrit: 

~+1 (x(t+l))- ~ (x(t)) = x(t+lf P(t+l)x(t+1)-x(t( P(t)x(t) <0 

Utilisant (8.25), (8.31) est satisfaite si est seulement si : 

A(tt P(t+1)A(t)-P(t)<O 

Et en utilisant le complément de Schur, (8.32) est équivalente à: 

[ 
-P(t) (*) ] 

P(t+1)A(t) -P(t+l) <O 

(8.29) 

(8.30) 

(8.31) 

(8.32) 

(8.33) 

Ainsi, Le résultat fondamental pour 1' analyse des systèmes périodiques est énoncé dans le 

théorème suivant. 
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Théorème : (Lemme de Lyapunov périodique) [Bolzem 88] 

Le modèle T -périodique (8.25) est GAS si et seulement si il existe T matrices de 

[ 
-P(t) (*) ] 

Lyapunov P(t),tE {1, ... ,T}, telles que: ( ) ( ) ( ) < 0, V tE {1, ... ,T} (8.34) 
P t+l A t -P t+1 

Sous la condition P ( T + 1) = P ( 1) . 

c) Stabilité robuste : 

Par extension des modèles linéaires classiques des incertitudes T-périodiques bornées 

en norme sur le modèle (8.25) peuvent être introduites: 

x(t+ 1) = ( A(t)+ M(t) )x(t) (8.35) 

A(t) est la matrice dynamique périodique du modèle. Le terme d'incertitude s'écrit dans ce 

cas sous la forme suivante : 

{

M(.) =La (.).1.a (.)Na(.) 

li ô a (.)Il < 1, \f f 

La (.) et Na (.)sont T -périodiques 

(8.36) 

Dans le cas des incertitudes de la forme (8.36), il est possible d'obtenir des conditions LMI 

prouvant la stabilité robuste du modèle incertain (8.35) utilisant la fonction de Lyapunov 

quadratique suivante : 

v; (x(t)) = x(t)r Q(t)x(t), Q(t) = (P(t)t (8.37) 

Théorème 2 : Stabilité quadratique robuste 

Le modèle périodique incertain (8.35) est GAS si et seulement si, il existe T matrices 

périodiques Q ( t) telles les inégalités matricielles linéaires périodiques 

[
A ( t ( Q ( t + 1) A ( t) - Q ( t) + N ( t ( N ( t) 

L(tf Q(t+l)A(t) 

Q(T+l)=Q(l) 

soient vérifiées V tE { 1, ... , T} . 

(*) ]<0 
L(t( Q(t+l)L(t)-1 (8.38) 

Remarque: Des conditions LMI périodiques peuvent aussi s'obtenir de manière classique, 

dans le cas où des incertitudes polytopiques sont considérées. Dans ce cadre, des fonctions de 

Lyapunov polytopiques de la forme (8.39) ont été utilisées [Arzelier & al 05, Farges & al 05]. 

v; (x(t)) = x(tt P(t,q)x(t) (8.39) 
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T T 

avec: P(t,Ç)= L~)~(k) et L~ =1. 
i=l i=l 

B.5. Performances des systèmes discrets périodiques 

Afin d'étudier les performances des systèmes périodiques, on considère le modèle 

périodique certain et stable suivant: 

{
x(t + 1) = A(t)x(t) + Bv (t)v(t), x(O) = 0 

z(t) = C(t)x(t)+Dv (t)v(t) 

Où v ( t) représente la perturbation du modèle. 

(8.40) 

Les critères les plus fréquemment rencontrés pour évaluer les performances des systèmes 

périodiques sont exprimés à l'aide des normes H= et H 2 • 

a) Normes H~ : 

De la même manière que pour les systèmes L TI, la norme H ~ pour les systèmes 

périodiques correspond au gain L2 ~ L2 dans le pire cas. Dans ce cadre, le problème de rejet 

de la perturbation v ( t) est classiquement transformé en un problème de minimisation qui 

s'écrit : 

. 0 li Y ( t )112 
mm r > , sup Il ( )Il ~ r llv(t)ll,*o V t 2 

(8.41) 

Considérant la fonction de Lyapunov périodique définie en (8.29) et le critère H= défini en 

(8.41), la condition de stabilité minimisant le critère s'écrit: 

~vk (x(k))+ y(k( y(k)- rv(k( v(k) < 0 

Après quelques transformations matricielles, il est possible d'aboutir à une formulation LMI 

de ce problème de minimisation [Bolzem & al 04] sous la forme: 

min r >0: 
W(k),ke(l, .. ,T] 

[
A(k)r W(k+1)A(k) -W(k)+C(k( C(k) 

Bv ( k ( W ( k + 1) A ( k) + Dv ( k ( C ( k) 

W(T + 1) = W(l) 
T:/ke [l, ... ,T] 

(*) ]<0 
B(k( W(k+ l)B(k) + Dv (kf Dv- yi (8.42) 
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b) Norme H 2 : 

La norme H 2 représente l'énergie totale pour un entrée de type impulsion; elle peut 

être calculée de plusieurs manières, celle basée sur le calcul du grammien d'observabilité est 

la suivante : 

(8.43) 

où Wo (!) est le grammien d'observabilité périodique définit en (8.46). 

La norme H 2 explicitée en (8.43) peut alors être calculée comme la solution du problème de 

minimisation suivant [Bamieh & al 92] : 

min r >0: 
P(k),ke(l, ... ,T) 

A(k)r P(k + l)A(k)- P(k) + C(k )r C(k) < 0, Vke [l, ... ,T] 

Trace[~B(k( P(k)B(k)+Dv (k( Dv (k) ]< Ny 

P(T+l)==P(l) 

Vke {l, ... ,T} 

(8.44) 

Après avmr explicité la stabilité, la partie suivante traite des lois de commande 

périodiques. 

B.6. Lois de commande périodiques 

Les premiers développements concernant les lois de commande périodiques ont été 

appliqués sur des systèmes invariants dans le temps. Les principales contributions concernent 

d'une part, la résolution des problèmes sans solutions via l'utilisation de contrôleurs à temps 

invariant [Brockett & al 83, Coron & al 99, Morin & al 95, Samson & al 93] et d'autre part, 

l'amélioration des performances du système bouclé [Blondel & al 94, Moreau & al 04]. 

Avant d'entamer la partie sur la synthèse de loi de commande périodique, rappelons 

les conditions de commandabilité et d'observabilité des modèles périodiques discrets [Bittanti 

& al 85, Bittanti & Bolzern 86]. 

Proposition 1 : (Grammien de commandabilité) 

Le modèle linéaire périodique (8.3) est commandable à chaque instant t si et seulement si le 

grammien de commandabilité à l'instant t définie en (8.45) est positif: W, ( -r,t) > 0, Vt. 
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t 

wr(r,t)= L ci>A(t,j)B(j-l)B(j-lf ci>A(t,jf (8.45) 
j=r+l 

Proposition 2: (Grammien d'observabilité) 

Le modèle linéaire périodique (8.3) est observable à chaque instant t si et seulement si le 

grammien de d'observabilité à l'instant t définie en (8.46) est positif: Ww ( T,t) > 0, "i/t. 

t-1 

Ww ( T,t) = L ci> A (j, rf C(j)r C(j)ci> A (j, r) (8.46) 
j=T 

a) Retour d'état périodique linéaire : 

La loi de commande généralement utilisée se calque sur celle proposée dans le cadre 

non périodique sous la forme d'un retour d'état avec un gain périodique : 

u(t) = K (t)x(t), K (t+ T) = K(t) (8.47) 

La boucle fermée associée est alors : 

x( t + 1) = (A (t) + B(t)K ( t))x(t) (8.48) 

En particulier, la matrice dynamique de la boucle fermée est la matrice 

périodique A ( t) + B ( t) K ( t) . La variation de la fonction de Lyapunov périodique (8.29) tout 

au long de la trajectoire du modèle périodique (8.3), s'écrit: 

( A(t) + B(t)K(t) f P(t + 1 ){ A(t) + B(t )K (t))- P(t) < 0 (8.49) 

En multipliant à gauche et à droite par W ( t) = ( P ( t) t , et en utilisant la complément de 

Schur, l'inégalité (8.49) est vérifiée si : 

[ 
-W(t) (*) ] 

(A(t)+B(t)K(t))W(t) -W(t+1) < O 
(8.50) 

En introduisant le changement de variable bijectif Y ( k) = K (k) W(k), (8.50) s'écrit: 

[ 
-W(t) (*) ]<O 

A(t)W(t) +B(t)Y(t) -W(t+1) (8.51) 

"i/ tE { 0, 1, ... ' T -1} 

Théorème 3: (Stabilisation quadratique) 

Soit le modèle T-périodique (8.3) et la loi de commande T-périodique (8.47), la boucle fermée 

(8.48) est GAS si et seulement si, il existe T matrices W(t), te {1, ... ,N} et T matrices 
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Y ( t), te { 1, ... , N} telles que (8.51) soit vrai. De plus si le problème à une solution, les gains 

de commande périodiques sont donnés par : K ( t) = Y ( t) ( W ( t) t . 

Plusieurs versions de ce théorème sont données et discutées dans [Bittanti & al 01, De Souza 

& al 00, Farges & al 05]. 

L'application du théorème 3, permet d'obtenir une loi de commande périodique dont la 

période est la même que celle du modèle. Dans le cas où la période T est beaucoup plus 

importante que la période d'échantillonnage du système discret, le nombre de paramètre 

considéré augmente de manière conséquente et rend la résolution des conditions de stabilité 

(8.51) assez complexe à l'aide des solveurs actuels. 

Remarque: Il est possible de considérer le problème dual de l'observation périodique, les 

résultats s'obtiennent de manière similaire [Freudenberg & al 89, Bittanti & al 01]. 

b) Retour de sortie statique périodique linéaire : 

Dans la section précédente, nous avons considéré une loi de commande par retour 

d'état périodique exploitant la mesure de 1' état. Lorsque seule la mesure du signal de sortie est 

disponible, la loi de commande peut être donnée en fonction de la sortie y ( t) sous la forme 

suivante: 

u ( t) = K ( t) y ( t), K ( t + T) = K ( t) (8.52) 

La boucle fermée associée s'écrit : 

x(t+ 1) = (A(t) + B(t)K (t)C(t) )x(t) (8.53) 

Le problème de stabilisation de la boucle fermée (8.53) représente un réel défi. Les recherches 

sur ce sujet sont également motivées par le fait, que dans certains cas, une loi de commande 

périodique permet de stabiliser un système invariant dans le temps qui n'est pas stabilisable 

par une loi de commande invariante dans le temps. L'exemple suivant illustre ce propos. 

Exemple [Colaneri & al98] : 

Cet exemple académique montre qu'un système LTI non stabilisable par retour de sortie 

statique LTI peut être stabilisable par un retour de sortie statique 2-périodique. 

Soit le système LTI suivant : 
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{
x(t+ 1) =A x(t)+ Bu (t) 

y(t) = C x(t) 

Avec: 

A=[~ ~JB=[~]etC=(I 1] 

(8.54) 

Comme 2( A) ={0.6180 -1.6180}, le système (8.54) est instable en boucle ouverte. 

Considérons une loi de commande de la forme u ( t) = Ky ( t) . Ainsi la boucle fermée s'écrit : 

x(t + 1) =(A+ BKC)x(t) =[ O 
1 

]x(t) 
K +1 K -1 

(8.55) 

Le polynôme caractéristique du système bouclé est donc : 

P(2) = det(Â/ -A+BKC) =Â2 -(K -1)2-(1+K) = a2Â2 +a1Â+a0 

D'après le critère de Jury, ce polynôme a toutes ses racines de module inférieur à 1 si et 

seulement si les inégalités suivantes sont vérifiées : 

{

a0 + a1 + a2 > 0 

a0 -a1 +a2 > 0 

a2 -a0 > 0 

La deuxième condition s'écrit -(1+K)+(K-1)+1>0<=>-1>0 et n'est donc jamais 

vérifiée. Il n'existe donc pas de correcteur statique L TI permettant de stabiliser ce système. 

Considérons à présent une loi de commande 2-périodique de la forme : 

u ( t) = K ( t) y ( t) où K ( t + 2) = K ( t) 

Avec K ( 1) = 3 et K ( 2) = -1 

La représentation d'état du système bouclé est : 

x ( t + 1) = (A +BK ( t) C) x ( t) = Abf ( t) x ( t) 

Ab1 (t+2)=Ab1 (t) 

Avœ A_,(!)=[~ ~]. A,1 (2) =[~ ~2] 

(8.56) 

(8.57) 

Le calcul des multiplieurs caractéristiques prouve la stabilité du système bouclé 2-périodique: 
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Divers travaux traitent de ce problème et apportent des solutions pour obtenir les gains 

K(t). Par exemple, dans [Bittanti & Colaneri 09], une méthode basée sur l'utilisation d'une 

loi de commande à données échantillonnées a été utilisée. Les gains de commande sont 

calculés utilisant la matrice monodromique du système bouclé. Dans ce cas, les gains de 

commande sont calculés sur une période et se répètent à chaque période. Une autre méthode 

permet de résoudre le problème en considérant une équation de riccati périodique [Colaneri & 

al 98], cette dernière nécessite que la matrice C ( t) soit de rang plein en ligne à chaque 

instant t . Dans [Farges & al 06], l'utilisation d'une fonction de Lyapunov périodique 

quadratique conduit à l'obtention de conditions de stabilisation sous forme BMI qui sont 

résolues à l'aide d'algorithmes en plusieurs passes. 

Remarque: Dans le cadre des problèmes de contrôle ou d'observation de modèles 

périodiques, il est aussi possible d'introduire des critères de performances ( decay rate, H 2 , 

H~ , ... ) [Zhang & al96 ,Colaneri 00, Sagfors & al 00, Farges & al 05]. 

B. 7. Conclusion 

Dans cette annexe, un état de l'art concernant l'analyse et la synthèse des modèles 

linéaires périodiques a été présenté. En premier lieu, les différentes méthodes permettant 

d'aboutir à ce type de modèles ainsi que les différentes reformulations à temps invariants qui 

lui sont équivalentes ont été données. En second lieu, différentes méthodes permettant 

d'analyser la stabilité des systèmes linéaires périodiques à temps discret ont été abordées. 

Finalement, les différents travaux portant sur la synthèse des lois de commande périodiques 

pour les systèmes linéaires périodiques ont été exposés. 
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ANNEXE C. Moyens Expérimentaux 

Les résultats expérimentaux présentés dans la partie III ont été validés utilisant un banc 

d'essai moteur disponible au laboratoire d'accueil de cette thèse (figure 8.6). Sa mise en place 

a été effectuée au cours de nos travaux. Le moteur est un moteur quatre cylindres à allumage 

commandé de 1.6 litres de cylindrée disposant d'un système d'injection indirecte électronique 

BOSCH MP 5.1, ces principales caractéristiques sont répertoriées dans le tableau 13. 

Figure 8.6: Banc Moteur expérimental PSA TU5JP du laboratoire LAMIH-UVHC 

Le banc d'essai est instrumenté pour l'acquisition des différents signaux du moteur: 

)> La pression, le débit d'air et la température au collecteur d'admission, ainsi que la 

position du papillon des gaz 

)> La pression et la température au collecteur d'échappement 

)> La pression à 1' intérieur de chacun des cylindres 

)> le couple transmis 

)> La position angulaire et le régime du moteur ainsi que le régime et le couple du frein. 

)> Un répartiteur d'allumage a été ajouté afin de récupérer la position de l'arbre à came. 
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Tableau 13 
Caractéristiques du moteur 

(*) Type de Cycle 4 Temps 

ncyt Nombre des cylindres 4 (en ligne) 

(*) Nombre de soupape par cylindre 1 

(*) Ordre d'allumage 1-3-4-2 

cmax Couple maximal 135 Nm à 3000 tr/min 

prnax Puissance maximale 65 KW à 5600 tr/min 

Nmin Régime au ralenti 800 tr/min 

Nrnax Régime maximal 5600 tr/min 

Paramètres Géométriques 

D Diamètre de 1' alésage 78.5mm 

L course 82mm 

L 
Rayon du vilebrequin 41 mm r=-

2 

l Longueur de la bielle 133.5mm 

re Rapport Volumétrique 9.6 

Admission 

Dref _a Diamètre de référence 31.46 mm 

BAOA Avance à l'ouverture d'admission 4° Avant le PMH 

BRFA Retard à la fermeture d'admission 46° Après le PMH 

Echappement 

Dref _e Diamètre de référence 34.5mm 

BAOE A vance à 1' ouverture d'échappement 42° Avant le PMB 

BRFE Retard à la fermeture d'échappement 0° Après le PMH 

Collecteurs et conduits 

va Volume au collecteur d'admission 1180 cm3 

v;, Volume au collecteur d'admission 452.18 cm3 
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Le moteur est monté sur un banc fixe et couplé avec un frein à courant de Foucault. 

L'ensemble est implanté dans une cellule assurant les fonctions de : ventilation, échappement 

des gaz brûlés, alimentation en eau et en combustible, sécurité, ... 

~p.au• c __ :=a_ 
ru...:...u .................. AifHJ 

-
Figure 8.7 : Structure et équipements du banc d 'essai de recherche 

Campagne de mesures 

Le logiciel de gestion du banc permet de stabiliser le moteur sur des points de fonctionnement 

choisis. La régulation du dynamomètre autour de la valeur de consigne souhaitée peut se faire 

soit en couple, soit en vitesse. Le début des essais est précédé par une mise en température du 

moteur. Pour chaque point de fonctionnement visité, la mesure débute lorsque les variables 

ont atteint le régime stationnaire. On procède à un enregistrement des signaux une fois qu'un 

front montant est détecté sur le signal délivré par le répartiteur d'allumage signalant que le 

cylindre 1 fonctionne en phase d'admission, la période d'échantillonnage utilisée est de Se-4 s. 
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ANNEXE D. Modèles utilisés 

Cette annexe est dédiée aux différents modèles qui ont été utilisés dans le but de la 

synthèse des observateurs ainsi qu'aux matrices solutions du problème LMI correspondant. 

D.l :Modèle utilisé pour l'estimation du débit en entrée des 

cylindres: 

Le tableau 14 présente le modèle TS 120-périodique qui a été utilisé pour l'estimation des 

débits qui entrent dans les cylindres dans le cas où les chevauchements entre les cylindres sont 

pris en compte. Les instants angulaires IVO; et IVC; , i E { 1, ... , ncy1} correspondent 

respectivement aux instants d'ouverture et de fermeture des soupapes d'admission de chacun 

des cylindres. 

Tableau 14 

BE [o, ... ,IVC2 ] 

1 0 0 -nil' -ni/ 
, 

1-c1 

, 
0 0 0 11 

0 0 I-c; 0 0 
1 ( , , ') A B,nl1 ,n/2 ,n/3 = nl

2
' 0 0 1-c,' 0 

nt' 
3 0 0 0 1-c; 

0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 

B1 (B,nz:)=[nr 0 c2' 0 0 0 or 
~ (B) =A1 

( 8,nl1',n12' ,nz;) .~ ( 8) =A1(8,nl/,nl2' ,nl3') 

A; ( 8) = A1 
( 8, n1:, n/2', nl3'), A.: ( 8) = A1 

( 8, n/1', nl2', n() 

A; ( 8) = A1 
( 8,nl: ,nl2',nl3'). ,( ( 8) = A1 (8,nl/,nl2' ,n/3') 

~ ( 8) =A1 
( B,ni/A',nl; ).A.: ( 8) = A1 (8,nCnl2',nl3') 

B: ( B) =B~ ( 8) =~(8) =B! ( 8) =B1 
( 8,nl1 ), 

B~ (B) =B~ (8) =B;(8) =~ (8) =B1(8,nl1 ) 

BE [IV03, ... ,IVC1] 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

BE ( JVC2 , ... ,IV03 ] · 

1 0 0 -n/1' 0 0 0 
, 

I-c; 0 0 0 0 0 cl 

2( !' , ') 
0 0 l-c

2
' 0 0 0 0 

A B,n 1 ,n/2 ,n/3 = 
n( 0 0 1-c;' 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

B2 (B,n()=[nz; 0 c2' 0 0 0 oJ 
.4,.2 

( 8) = A2 
( 8,nl/,nl2',nl;),Ag_ ( 8) =A2 (8,nl1' ,nl2',nz;) 

Ai ( B) = A2 
( 8,nl1',nl2',nz; ).A: ( 8) = A2 

( 8,nl/,nl2',nl3') 

A; ( 8) = A2 (8,nl/,nl2',nl; ).~ ( 8) = A2 
( 8,nl1',nt2'A') 

~ ( 8) =A
2 (8,nz;,nl2',nl3' ).Ai ( 8) =A

2 
( 8,nl/,nl2'A') 

B; ( B) =B; ( 8) =B: ( 8) =Bi ( 8) =B2 
( 8,nl/), 

B; (B) =~(8) =~(8) =Bi( 8) =K(o,nz;) 

0 

0 
0 

0 
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1 0 0 -nl,' 0 -ni,' 0 

' 1-c; ' 0 0 0 0 0 '1 

0 0 l-c
2
' 0 0 0 0 

3 ( ' ' ') A 8,n/1 ,n/2 ,n/3 = n!' 0 0 1-c;' 0 0 0 2 

0 0 0 0 0 0 0 

n!' 0 0 0 0 1-c; ' 0 2 

0 0 0 0 0 0 

3 3 1 1 1 3 3 , 1 1 

Aj (8) =A (BA ,n/2 ,n/3 ).~ (e) =A 8,nl, ,n/2 ,n/3 ( -) 
3 3 111 3 3 ,,, ( - ) ( --) A; (8)=A 8,nl, ,n/2 ,n/3 ,.((B)=A 8,nl, ,nl2 ,n/3 

3 3 ' 1 1 3 3 ' 1 1 ( - ) ( - -) A; (8)=A 8,nl, ,nl2 ,nt, .~(B)=A 8,nl, ,nl2 ,n/3 

~ ( 8) =A3 (8,n(,nt2',nl; }~ ( 8) =A3 (8,nl,',nl2',nl;) 

~(8) =Bi( e) =~( 8) =B:(e) =F( 8,nt/), 

F,( 8) =~( e) =Bi( 8) =if.(8) =F (e,n() 

1 0 0 0 0 -ni/ 

ct 1-c1 0 0 0 0 

0 0 1-c, ' 0 0 0 

'( ' ' ') A B,ni1 ,ni, ,ni, = 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

n/2' 0 0 0 0 1-c, ' 

ni,' 0 0 0 0 0 

B' (B,ni1' )=[nt.' 0 c,' 0 0 0 oJ 
A1

5 
( B) =A' ( B,ni1', nl,' ,nt,' ),A; (B} =A' ( B,ni1', nt,' ,ni,') 

A; ( B) =A' ( e,nl/ ,ni,' ,nt,' }A: ( B) =A' ( B,nf.',nl,' ,nt,') 

A; ( B) =A' ( B,n/1' ,ni,' ,nt,'). A,; ( B} =A' ( B,n/1', nl,' ,ni,') 

~ ( B) =A' ( B,nl,', nl,' ,nt,'). Ai ( B} =A' ( B,n/1', ni,' ,nt,') 

B1
5 (B) = Bg (B) = B~ (B} = B: (B} = B' (e,nt1'). 

BJ (B) = B~(B) =Bi (B} =Bi (B} = B' (o,n/1') 

0 

-n/
1
' 

0 

0 

0 

0 

0 

l -c3 

1 0 0 0 0 -nt,' 

' 1-c;' 0 0 0 0 G 

~ ( 8,nl,',nt;,n1;) = 
0 0 l-c

2
' 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

nf' 
2 0 0 0 0 1-c;' 

0 0 0 0 0 0 

it(8,n!,')=[nt.' o c; o o o oJ 

.-< ( 8) =~ ( 8,n(,nl;,nt;) ,rt; ( B) =A
4

( B,nt/,nt2',nt3') 

.{ ( e) =~(e,nt/,nt; ,nt;}.( ( e) = A4 
( e,nt; ,nt;,nt;) 

~ ( e) =~ ( e,nt.',nt; ,nt;}~ ( e) =~(o. nt.' ,nt2',nt;) 

~ ( e) =~ ( e,nt.',nt2' ,nt; }4: ( e) = A4 
( o,n1; ,nl2',nt;) 

S: (B) =~( B) =.S:( B) =Jt. (B) =E ( B,nl1'), 

e; (e) =~(e) =.n;(e) =S: (e) =~ (e,nt,') 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 0 0 0 0 0 -ni/ 
' l-c1 

' 0 0 0 0 0 c. 

0 0 1-c, ' 0 0 0 0 
'( ' ' ') A 8,ni1 ,ni2 ,nl, = 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

n/3' 0 0 0 0 0 1-c3 

B' (e,ni/) = [ni.' 0 ' 0 0 0 oJ c, 

A1
6 (B) =A' ( B,nl1',n!2' ,nt,'),~ (B) =A' ( B,nl/, nl,',n/3') 

~ (B) =A' ( B,nl1',nt,' ,n/3'). A! (B) =A' (8. nt1' ,nt,', nz,') 

~ (8) =A' ( B,nl/, nt,' ,n/3'). A: (B) =A' ( B, nl/ ,nl,',nz,') 

~ (8) =A' ( B,n/1' ,nz,' ,nt,' ).A.' (B} =A' ( B,n/1' ,nt,',nz,') 

B.' (8) = B: (B) = B; (B) = B! (8) = B' (8,nl1'), 

B: (B)=B: (B) =B;(B) = s: (B) = B' ( B,n/1') 
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1 0 0 0 -nl/ 0 

' 1-c; ' 0 0 0 0 G 

0 0 1-C:2' 0 0 0 
7 ( l' 1 ') A 8,n 1 ,nl2 ,n/3 = 0 0 0 0 0 0 

n( 0 0 0 1-c,' 0 

0 0 0 0 0 0 

nt,' 0 0 0 0 0 

B'(8,nt/)=[nl/ 0 c,' 0 0 0 oJ 
~7 

( 8) = A7 
( 8,nl1',nt,',nt,'),A; ( 8) = A7 

( 8,n( ,nt,',nl,') 

A; { 8) = A7 (8,nl(,n1; ,n( }A; ( 8) =A' ( 8,nt/ ,n/2' ,nt,') 

A; ( 8) = A7 
( 8,nl(,nl,' ,n( }A.i ( 8) =A' ( 8,nt/ ,n/2' ,nt,') 

A; ( 8) = A
7 

( 8,nl/,nl; ,nt; }4' ( 8) =A' ( 8,nt/ ,nt,' ,n() 

~7 
( 8) = B; ( 8) =BJ ( 8) = Bl ( 8) =B' ( 8,nl1'), 

B; ( 8) = B~ ( 8) =B; ( 8) =El, ( 8) =B' ( 8,nl/) 

-ni/ 

0 

0 

0 

0 

0 

1-c,' 

8E [IV01 , ••• , 720] 

1 0 0 0 -nl/ 0 0 
, 

1-c; 
, 

G 0 0 0 0 0 

8 ( , , , ) 
0 0 1-c,' 0 0 0 0 

A 8,nl1 ,nl, ,nt, = 0 0 0 0 0 0 0 

nt, 0 0 0 1-c,' 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

B" ( 8,nf/) = [ nl/ 0 
, 

0 0 c, o oJ 
~· { 8) =A8 

( 8,nl/ ,nt,',nz,' ).~ (8) = A8 
( 8,nl1',nt,',n() 

A; { 8) = A8 
( 8,n(,nt2' ,n( ).A! ( 8) =A" ( 8,nt/ ,nl,' ,nt,') 

~ (8) =A8 
( 8,n(,nt2',nt,').A; ( 8) = A8 

( 8,nt/,nl,',nl,') 

~ ( 8) =A8 
( 8,nl/,nt,',nt,').A." ( 8) = A8 

( 8,nt/,nl; ,nl,') 

S: (8) =B~ (8) =S: ( 8) = B! ( 8) =B" ( e,nt/). 

S: (8) =B! (8) =S: ( 8) =S: ( 8) =B"( 8,nt/) 

On Obtient les mêmes matrices que la première phase 
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D.2 :Modèle utilisé pour l'estimation du débit en sortie des cylindres 

Le tableau 15 présente le modèle TS 120-périodique qui a été utilisé pour l'estimation des 

débits des gaz brûlés sortant des cylindres dans le cas où le chevauchement entre les cylindres 

n'est pas pris en compte. 

Tableau 15 

ee [o, ... ,180°] ')lmd1.: ~ Jcti\..;) 

1 +n/2 0 0 0 n/1 0 

c, 1-c1 0 0 0 0 

A'(·)= 
0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

n/3 0 0 0 1-c2 0 

0 0 0 0 0 0 

A1
1 

( 8) = A1 
( 8,nl1 ,nl2 ,nl3 ),~ ( 8) =A' ( 8,nl1,nl2 ,nl3 ) 

A~ ( 8) = A1 
( 8,n/1 ,n/2 ,nl3 ) , A! ( 8) = A1 

( 8, n/1,nl2 ,nl3 ) 

A~ ( 8) = A1 
( 8,nl, ,nll'n/2 ),A~ ( 8) = A1 

( 8,nl1,nl2 ,nl3 ) 

~ ( 8) =A' ( 8,nl,,nl2 ,nl3 ), ~ ( 8) =A' ( 8,nl, nl2 ,nl3 ) 

1 +n/2 0 0 0 0 nl1 

c, 1-c1 0 0 0 0 

A2(-)= 
0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

n/3 0 0 0 0 1-c2 

A1
2 

( 8) = A2 
( B,nl,nl2 ,nl3 ) ,~ ( B) = A2 

( B,nl,nl2 ,nl3 ) 

Ai ( 8) = A 2 
( B,n/1' n/2 ,nl3 ) ,A; ( 8) = A2 

( B,nll' n/2 ,n/3 ) 

A; ( B) = A2 
( B,nl, nl,n/2 ),A; ( B) = A2 

( 8,nl, nl2 ,nl3 ) 

Ai ( B) = A 2 
( B,nl, n/2 , n/3 ), Ai ( 8) = A2 

( B,nl, nl2 ,nl3 ) 

OE [540, ... ,720°] ( C) lm dr~? 1 ac ti \l~) Oe [360, ... ,540°] (cylmdrc 2 actl\é) 

1+nl2 0 n/1 0 0 

c, 1-c1 0 0 0 

A4 
( B, nl1,nl2 ,nl3 ) = 

niJ 0 1-c2 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

A,4 
( 8) = A4 

( 8,nl, nl2 ,n/3 ).Ai ( 8) = A4 
( 8,n/1'nl2 ,n/3 ) 

A; ( 8) = A4 
( 8,nlpnl2 ,nl3 ) ,A: ( 8) = A4 

( 8,nlpnl2 ,n/3 ) 

A~ (8) = A1 (8,nl, nl"nl2 ),A~(B) = A1(8,nl, nl2 ,nl3 ) 

A~ ( 8) =A' ( 8, nl~'nl2 , nl3 ),~ ( 8) =A' ( 8,nl1,nl2 ,nl3 ) 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1+nl2 0 0 nl1 0 

c, 1-c1 0 0 0 

A3 ( B, nl, ,nl2 ,nl3 ) = 
0 0 0 0 0 

n/3 0 0 1-c
2 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

A~ ( 8) = A3 
( 8,nl, ,n/2 , n/3 ),~ ( 8) = A3 

( 8,nl, nl2 ,nl3 ) 

A: ( 8) = A3 
( 8,nl1 ,n/2 , n/3 ),A: ( B) = A3 

( B,nl,nl2 ,nl3 ) 

A: ( 8) = A3 
( 8,nl, ,nl,n/2 ) ,~ ( 8) = A3 

( 8, nl, ,nl2 ,nl3 ) 

A,; ( 8) = A3 
( 8,nl1 ,nl2 ,nl3 ) ,~ ( 8) = A3 

( 8,nl1 ,nl2 ,nl3 ) 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Alors que le tableau 16 présente le modèle TS 120-périodique qui a été utilisé pour 

l'estimation des débits qui sortent des cylindres dans le cas où le chevauchement entre les 

cylindres est pris en compte. 
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Tableau 16 
() [0 ETJ:Q] IJJl(~J L' ~ .ICI 1 ..._') E , .. . , r1 4 

0 l 0
~-

1 +n/2 0 0 n 1 

C1 1-C1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 
A

1 
( B, nlpnl2 ,nl3 ,nl4 ) = 

0 0 0 0 0 0 

n/4 0 0 0 1-c; 0 

0 0 0 0 0 0 

At' ( 8) =A' ( 8 ,nl" nl2 ,nl3 , n/4 ).~ ( 8) =A' ( 8 ,nl,, nl2 ,nl,, nl4 ) 

Ai ( 8) =A' ( 8 ,nlpnl2 , n/3 , nl4 ) , A; ( 0) =A' ( 8 ,nl, ,nl2 ,nl,, n/4 ) 

A~ ( B) =A' ( B,n/Pn/2 , n/3 ,nt4 ) , A~ ( B) =A' ( B, n/"n/2 , nl" n/4 ) 

A,: ( B) =A' ( B,n/p n/2 , n/3 ,n/4 ) .~ ( 0) =A' ( B, n/" n/2 , nl,, nl.) 

~ ( B) =A' ( B,n/Pn/2 , n/3 ,nt4 ),At'0 ( B) = A1 
( B,n/P nt2 ,nl,,nl4 ) 

A,\ ( B) = A' ( B,nl" nt2 , nt3 ,nl4 ) , At'2 ( B) = A' ( B, ni, ,n/2 ,nl, ,nl4 ) 

A,', ( B) = A' ( 8 ,nl" nl2 , ni,, nl4 ), A1
1
4 ( B) =A' ( 8 , nl1,ni2 ,nl,, n14 ) 

Ai, ( B) =A' ( 8 ,nl" nl2 , n/3 , nl4 ),At'6 ( B) = A' ( B, ni, , nl2 ,nl,, n14 ) 

I+n/2 0 0 0 0 n~ 

C1 1-C1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 
A

3 
( B,n/l, nlz, nl, ,nl.) = 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

n/3 0 0 0 0 1-c; 

A1
3 

( B) = A3 
( fJ,n/Pn/2 , nl,,nl4 ) , A; ( B) = A3 

( B,nl, ,n/2 ,n/" n/4 ) 

Ai ( B) = A3 
( 8 ,n/1,n/2 , nl,,nz.), A; ( B) =A' ( fJ,nlp nl2,nl3 ,n/4 ) 

~ ( B) = A3 
( O,ntpnl2 ,nt3 ,nl4 ), ~ ( B) =A' ( O,nlP nt2 ,nf, ,nl4 ) 

Ai ( B) = A3 
( B,nl" nl2 ,nl3 ,nt4 ), Ai ( B) = A' ( B,nt" nt2 ,nl, ,n/4 ) 

~ ( B) = A3 
( B,n/Pnt2 ,nt3 ,nt4 ), A~0 ( B) =A' ( B, nt, ,nl2 ,nl,, nt.) 

A,', ( B) = A3 
( O,ntP nt2 ,nt,, n/4 ),A1

3
2 ( B) = A3 

( B,nt" nl2 ,nl,, nl.) 

A1
3
3 ( 8) = A' ( 8 , nl,, nl2 ,n/3 , n/4 ),A1

3
4 ( 8) =A' ( B,nl" nl2 ,nl,,n14 ) 

A1
3
5 ( B) = A' ( 8, n/1, n/2 , nl3 , nl4 ), A1

3
6 ( 8) = A3 

( B, n/" n/2 , nl,, n/4 ) 

() [ETJ:C ETJ"n] )dldn: 2 actt\ e) E "' 4, .•. , r~ 

() [ DTJ"n vr;-r] J111 d·c 1 ct 4 <~ '" ..... E LI'L./4'" • .,LI''-) 

l+n/2 0 0 0 nil nil 

C1 1-c; 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 
rf ( B,~ , nl2 ,~,nl.) = 

0 0 0 0 0 0 

ni. 0 0 0 1-c; 0 

n/3 0 0 0 0 1-c; 

A,2 
( B) = A2 

( O,n/1 ,nt2 , nl3 ,nl4 ), Ai ( B) = A2 
( B,nlpnl2 ,nt,,nl4 ) 

Ai ( B) = A2 
( B,nl, ,n/2 , nl3 ,nl4 ),A; ( B) = A2 

( B,nlpn/2 , nl, ,nl4 ) 

~ ( 8) = A2 
( 8,nlt> nl2 , nl3 ,n/4 ),Ai ( 8) = A 2 

( 8 ,n/Pnl2 ,nl,,nl4 ) 

~ ( 8) = A2 
( B,n/1 ,n/2, nl3 ,n/4 ),Ai ( B) = A2 

( fJ,nlpnl2 , nl,,n/4 ) 

~ ( B) = A2 
( B,n/Pn/2 ,nl" nt4 ) , A,~ ( B) = A2 

( B,ntpnl2 ,nl3 ,nl4 ) 

A,21 ( B) = A2 
( B,nt1 ,nt2 , nt3 ,n/4 ), A,22 ( B) = A 2 

( O,nt" nt2 ,nt,, n/4 ) 

A,23 ( B) = A2 
( B,nt, ,nl2 ,nl3,nt4 ) , A,~ ( B) = A2 

( B,nl, ,nt2 ,nl,,nt4 ) 

A,25 ( B) = A2 
( B,nlpnt2 ,nt3 ,n/4 ),A,~ ( B) = A 2 

( B,nlpnl2 ,nt,,nl4 ) 

OE [EVq, .. .,EVGt] L lmdn::: l'l 4 actÏ\l' 

l+n/2 0 0 nf, 0 ~ 

Cj l-C1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 
A"(B,nl1,nl2,nl3,nl•)= n/

4 
0 o 1-c; o 0 

0 0 0 0 0 0 

n/3 0 0 0 0 1-c; 

A,4 
( B) = A4 

( B,nl1,nl2 ,nl3 ,nl4 ),A; ( B) = A4 
( O,nl,n/2 , nl,,nl4 ) 

A; ( B) = A4 
( B,nl,nl2 ,nl3 ,nl4 ).A: ( 0) = A4 

( B,nl,n/2 , nl,,nl4 ) 

As4 
( 0) = A4 

( O,nl1,nl2 ,nl3 ,n/4 ),At ( B) = A4 
( O,nl, nl2 ,nl, ,n14 ) 

~ ( B) = A4 
( O,nll'nl1 ,nl3 ,nl4 ) ,~ ( B) = A4 

( O,nll' nl2 ,nl3,nt4 ) 

rt; ( B) = A4 
( B,ntt>nt2 ,nt,,nl.),A,~ ( B) = A4 

( O,nt1,nt2 ,nt, ,nl4 ) 

A,41 ( O) = A4 
( O,nlpnl2 ,nl3 ,nl4 ),A1~ ( B) = A 4 

( O,nt1,nt2 ,nt,, nt4 ) 

A,~ ( B) = A4
( B,nt"nl2 ,nl3 ,nt4 ).A,: ( B) = A4 

( B,nl" nt2 ,nl3 ,nt4 ) 

A,~ ( B) = A4 
( B,nl"nl2 ,nt3 ,n/4 ) ,A,~ ( B) = A4 

( B,nl1,nl2 ,nl,, nt4 ) 

OE[EVq, .. .,EVc;] )llllcll..._' 1 L'12 ..!Cll\1: 
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l+n/2 0 ~ ~ 0 0 

Ci 1-q 0 0 0 0 

~ 0 1-q 0 0 0 
ff(O,~,nlz,~,nl.)= nf

4 
0 0 1-q 0 0 

l+n/2 0 0 n/1 0 0 

cl l-c1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 
A5 

( B,nlpnl2 ,nl3 ,nl4 ) = 
nl4 0 0 1-c2 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 00 

0 0 0 0 00 
Ai ( 0) = A

5 

( O,nlpnl2,nl, ,n/4 ),A;_ ( 0) =A' ( O,nlpnl2,nl,,nl.) ~6 ( O) = A6 ( O,nl,,nz
2
,nz,,nl

4 
),~ ( O) = A6( O,nlpnl

2
,nl

3
,nl

4
) 

A~ ( 0) = A
5 

{ O,nlpnl2,nl, ,n/4 ),A; ( 0) =A' ( O,nlpnl2,nl,,nl•) -< ( 0) = A6 ( O,nlpnf
2
,nt,,nl

4 
),A! ( 0) = A6( O,nll'nl

2
,nl

3
,nl

4
) 

A; ( 0) = A
5 

{ O,nlpnl2,nl, ,n/4 ), A; ( 0) =A' { O,nlpnl2,nl,,nl•) -< ( 0) = A6 { O,nt
1
,nt

2
,nl,,nl

4 
),.( ( 0) = A6( O,nlpnl

2
,nl,,nl

4
) 

AJ ( 0) =A' { O,nlpnl2 ,nl, ,n/4 ),A,i ( 0) =A' ( O,nlpnlz,nl,,nt.) ~ ( 0) = A6 { O,nl,,nl
2
,n/

3
,nl

4 
),A.f ( 0) = A6( O,nlpnl

2
,nl,,nl

4
) 

~ (0) = A
5 

{ O,nlpnl2,nl3 ,nl4 ),Aio ( 0) =A' ( O,nlpnl2,nl,,nt.) A; ( 0) = A6 ( O,nl,,nl
2
,nf

3
,nl

4 
).~~ ( 0) =A6( O,nl

1
,nl

2
,nl,,nl

4
) 

A1
5
1 ( O) = A

1 

{ O,nlpnt2,nl,,nl4 ), A1
5
2 ( 0) =A' ( O,nl,, nl2,nl,, nt.) ~61 ( 0) = A6 ( O,nl"nl

2
,nl

3
,n/

4 
).~~ ( 0) = A6 { O,nll'nl

2
,nl,,nl

4
) 

A1
5
3 ( O) = A

5 

{ O,nl1,nt2 ,nl3 ,nt4 ),A1
5
4 ( 0) =A' { O,nt,,nlz,nl,,nt.) ~63 ( 0) =A6 ( O,nl,,nf

1
,nl,,nl

4 
).~~ ( 0) =A6 ( O,nl

1
,nl

2
,nl

3
,nl

4
) 

Ai, ( 0) = A
5 

{ O,nl1,nl2 ,nl3 ,nl4 ),Aio ( 0) =A' { O,nl,,nlz,nl,,nl•) ~65 ( 0) = A6( O,nl,,nl
2
,n[

3
,n/

4 
).~~ (0) =A6( O,nl

1
,nl

2
,nl,,nl

4
) 

8E (EVC2 , ... ,EVq) · · 8E(EVq, .. ., 720) 

1+~ 0 ri. 0 0 0 
1+~ 0 n.. 0 n.. 0-

q 1-q 0 0 0 0 
1-G 0 0 0 0 G 

~ 0 1-s 0 0 0 
~ 0 1--s 0 0 0 A7 ( f},~,ri2,~,ri4) = 

0 0 0 0 0 0 A( 8,fl.,~,~.ri4) = 
0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 
ri4 0 0 0 1--s 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

A1
7 

( O) = A
1 

( O,n/1' nl2 ,nl3 ,nl4 ), A; ( 0) = A
7 

( O,nlp nl2,nl,, nt.) ~· ( 0) =A' ( O,nl,,nl2,nl
3
,n/

4 
),~ ( 0) =A' ( O,nl

1
,nl2,nl,,nl.) 

A; ( 0) = A
1 

( O,nl~> nt2 ,nl3 ,nt4 ), A: ( 0) = A7 
( O,nl~> nt2,nl,, nt.) ~ ( 0) =A" ( fJ,nl,,nt

2
,nt,,nl

4 
),A! ( fJ) =A' ( fJ,nl

1
,nl

2
,nl

3
,nl

4
) 

A; ( e) = A
1 

( O,n/1' nl2 ,nl,,nl4 ), A/, ( 0) = A
7 

( fJ,nl,, nl2,nl,, nt.) ~ ( O) =A" ( fJ,nl,,nl2,n/
3
,nf

4 
),A! ( fJ) =A' ( fJ,nl

1
,nl

2
,nl,,nl

4
) 

AJ ( O) = A
7 

( O,nll' nt2 ,nl3 ,nl4 ), Ai, ( 61) = A
7 

{ O,nl" nl2,nl,, nt.) ~ ( 0) =A" ( O,nl"nl
2
,nt

3
,nT

4 
),,( ( 0) =A' { O,nl1'nl

2
,nl,,nl

4
) 

~ ( 0) = A
1 

( fJ,nl~> n/2 ,n/3 ,nl4 ), A1
7
0 ( 61) = A

7 
( fJ,nl,,nl2,nl,,nl•) ~ ( 0) =A' ( O,nl"nl

2
,ni

3
,ni

4 
),~80 ( fJ) =A' ( O,nl

1
,nl2,nl

3
,nl

4
) 

A1
7
1 ( fJ) = A

7 
( O,nl" n/2 ,n/3 ,nl4 ),A1

7
2 ( 0) = A

7 
( O,n/I,nlz,nl,,nt.) ~'1 ( O) =A' ( O,n/

1
,n/2,nl

3
,n/

4 
),~82 ( 61) =A" ( O,nl

1
,nl

2
,nl,,nl

4
) 

A1
7
3 ( o) = A

1 
( O,n/1' nl2,n/3 ,n/4 ), A,: ( 0) = A7 

{ 0, n/I,nlz, nl,,nt.) ~·3 ( 0) =A' ( O,nl
1
,n/2,nl

3
,nf

4 
),~84 ( 0) =A' { O,nl

1
,nl

2
,nl,,nl

4
) 

A175 ( O) = A1 
( O,nlpn/2 ,nl3 ,n/4 ), A1

7
6 ( 0) = A7 

( 0, nt, ,nlz,nl,,nt.) ~·, ( O) =A" ( O,nl"nl
2
,nl,,nl

4 
),~86 ( fJ) =A' ( O,nl

1
,nl

2
,nl,,nl

4
) 
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D .3 : Modèle utilisé pour 1' estimation des fraction d'air en sortie des 

cylindres 

Le tableau 17 présentes le modèle TS 120-périodique qui a été utilisé pour l'estimation des 

fractions d'air en sortie des cylindres dans le cas où le chevauchement entre les cylindres est 

pris en compte. 

Tableau 17 

0E[O, ... ,EV04 ] \lmd•l' ~ .LII\1..'1 

l+n/1 0 0 0 0 0 

cl 1-c, 0 0 0 0 

A1 
( B,n/1 ,nl2 ,nl3 ) = 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 n/2 0 

0 0 0 0 0 0 

A! ( O,nipnl2 ,nl3 ) = 
0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 0 0 

~1 
( 0) = A1 

( O,ni1 ,ni2 ,nl3 ) ,~ ( B) = A1 
( B,nlpni2 ,nl3 ) 

~ ( B) = A1 
( B, ni1 ,ni2 ,ni3 ) ,A,: ( 0) = A1 

( O,nl1,nl2 ,nl3 ) 

~ ( B) = A1 
( B, n/1 ,ni2 , ni3 ) .~ ( B) = A1 

( B,nlpnl2 ,nl3 ) 

~ ( B) = A1 
( B, n/P n/2 , ni3 ), ~ ( B) = A1 

( B, n/Pnl2,nl3 ) 

~~ ( B) =A! ( B,n/P n/2 ,n/3 ), ~d ( B) =A! ( B,nlp n/2 ,n/3 ) 

~d ( B) =A! ( B, nil' n/2, n/3 ), A.:. ( B) =A! ( B, nil' n/2, n/3 ) 

~d ( B) =A! ( B,n/Pnl2 ,nl3 ),~d ( B) =A! ( B,nl1,nl2 ,nl3 ) 

~d ( B) =A! ( B,nl1,nl2 ,nl3 ) .~d ( B) =A! ( B,n/1,nl2 ,nl3 ) 

OE ( EVq, .. ., EVe;] li· lh' ~ -.'1 f ddÏ\ .. • 

l+ni1 0 0 0 0 0 

c; 1-c; 0 0 0 0 

A2 
( 0, nipnl2 ,ni3 ) = 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 n/2 n/3 

0 0 0 0 0 0 

A; ( B,n/Pnl2,nl3 ) = 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 0 1 

~2 
( B) = A2 

( B, n/1 ,n/2,n/3 ) ,~ ( B) = A2 
( B,n/1 ,nl2 ,nl3 ) 

Ai ( B) = A2 
( B, nlpnl2,nl3 ) ,Ai ( B) = A2 

( B,n!Pnl2 ,nl3 ) 

~ ( 0) = A2 
( 0, n/1 ,n/2, n/3 ),,{ ( B) = A2 

( O,nipnl2 ,ni3 ) 

~ ( 0) = A2 
( 0, ni1 ,nl2 ,nl3 ).Ai ( B) = A2 

( O,nl1,nl2 ,nl3 ) 

~~ ( 0) =A; ( B,nlpnl2,ni3 ).~. ( 0) =A; ( O,nipn/2 ,n/3 ) 

Ai. ( 0) =A; ( O,nipnl2 ,nl3 ).Ai. ( B) =A; ( O,niPnl2 ,nl3 ) 

A;d ( B) =A; ( B,nlpnl2 ,nl3 ),,{d ( B) =A; ( B,nlpnl2 ,nl3 ) 

~d ( B) = A; ( B, n!P n/2 , n/3 ), Aid ( B) =A; ( B, n!P n/2, n/3 ) 

OE[EVq, .. .,EV~] lmdrc 2 et 4 actt\ c 
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1 +ni, 0 0 0 0 0 

cl 1- c1 0 0 0 0 

A' (O,ni,,ni2 ,nl,) = 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 nl3 

0 0 0 0 0 0 

A: ( 0, ni,, ni2 , nl3 ) = 
0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 

A: (0) =A' (O,nl,nl2 ,ni3 ),A; (0)= A' (O,ni,nl2 ,nl,) 

Ai ( 0) =A' ( O,nl,n/2 , ni3 ), A1 ( 0) =A' ( 0, ni, n/2 , n/3 ) 

A; (0) =A' { O,nl,nl2 , ni, ),A: (0) = A3 
{ 0, nf, n/2 ,n/3 ) 

Ai (0) =A' ( O,nl, ,nl2 , ni, ),Ai (0) =A' ( 0, nf, ni, ni,) 

A,', (0) = A~ ( O,nl,ni2 ,ni3 ), AL (0) =A~ ( B,nil' ni2 ,nl3 ) 

Ai, (0)= A~ (O,ni,ni2 ,ni,),A;, (0)= A~ (o,nipni2 ,nl,) 

A;, ( 8) =A~ ( 8,ni10 nl2 ,nl3 ), A:, ( 8) =A~ ( 8,nl1 , nl2 , nl3 ) 

Ai, (8) =A~ ( O,ni,nl2 ,nf,), Ai, ( 8) =A~ ( O,nl,, nl2 ,nl3 ) 

1+nt1 0 0 0 0 0 

cl 1-c1 0 0 0 0 

As (O,nt1,nt2 ,nt3 )= 
0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 nt2 0 0 

0 0 0 0 0 0 

A~ ( O,nt,,nt2 ,nt3 ) = 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

Ai ( 0) =As ( O,nt1,nt2 ,nt,) ,~ ( 0) =As { O,nt, ,nt2 , nt3 ) 

Ai ( 0) =As ( O,nt"nl2 ,nt3 ), Ai ( 0) =As { 0, nt1 ,nt2 , nf3 ) 

~ ( 0) =As ( O,nt"n/2 ,nt,),.( ( 0) =As { 0, nt"nt2 , nf,) 

~ ( 0} =As { O,nt" nt2 ,nt,), A; ( 0) =As { 0, nt"nf2 , n/3 ) 

Ai_ ( 0} =A~ { O,nll'n/2 ,n/3 ), ~' ( 0} =A~ { 0, n/1 ,nt2 ,n/3 ) 

Ai, ( 0) =A~ ( 0, nt1,nt2 ,nt,), A1, ( 0) =A~ ( 0, nt1,nt2 , nt,) 

~' ( 0) =A~ ( O,nt1 ,nt2 ,nt3 ), .(, ( 0} =A~ ( 0, nt1, nt2 , nt,) 

~' ( 0} =A~ ( O,nt"nt2 ,nt,), Ai, ( 0) =A~ ( 0, nt1, nt2 , nf3 ) 

1+ nl1 0 0 0 0 0 

c, 1-c, 0 0 0 0 

A4 
( 8, nl1 ,nl2 , n/3 ) = 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 n/2 0 n/3 

0 0 0 0 0 0 

Ad (8, nl,n/2 , ni,)= 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 

A14 
( 8) = A 4 

( 8, nl1, nl2 ,n/3 ), Ai (8) = A 4 
( O,nl~' nl2 ,nl3 ) 

A; ( 8) = A4 
( 8, nl,n/2 ,n/3 ), A: (8) = A4 

( 8,nl,nl2 ,nl3 ) 

A; ( 8) = A 4 (8,nl1 ,nl2 ,n/3 ), A6
4 (8) = A 4 (o ;/ nl -;;!) -- , l'___!' 3 

A; ( 8) = A4 
( 8,nl, nl2 ,nl3 ), A; (8) = A4 

( O,n/1 , nl2 , nl,) 

A,: (8)= A; (8,nl,,nl2 ,nl3 ),Ai, (8)= A; (8,nl"nl2 ,nt3 ) 

A,: ( 8) =Ad ( 8,nl,nl2 , ni,), A:, ( 8) =A; ( 8,nl,n/2 ,ni,) 

A,: ( 8) =Ad ( 8,nl,, nl2 , ni,), A:, ( 8) =Ad ( 8,nl, ,n/2 ,ni,) 

A;, ( 8) = Ad( 8, nl" n/2 , nt, ) , A,: ( e) = A; ( e, nl" nl2 , ni, ) 

8e[EVq, .. .,EVc;], . ' ,,-,_ ' 

l+nl1 0 0 0 0 0 

ci 1-c1 0 0 0 0 

A6 
( 0, ni" nl2 , nl3 ) = 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 nl3 nl2 0 0 

0 0 0 0 0 0 

A~ ( 0, ni" nl2, ni,) = 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

~6 
( 0) = A6 

( O,ntl' nt2,nt3 ), ~ ( 0} = A6 
( O,nt1 ,nt2,nl3 ) 

A: ( 0) = A6 
( O,nll' nl2 ,nl3 ), A: ( 0} = A6 

{ O,nlpnt2,nl3 ) 

~ ( 0) = A6 
( O,nt~' nl2 ,nt3 ), A; ( 0) = A6 

( O,nl10 nt2,n/3 ) 

~ (0) = A6 
( O,nl1,nl2,nt3 ),~ (0) = A6 

( O,nlpnt2,nl3 ) 

~~ ( 0) =A~ { O,nlpn/2 , n/3 ),~4 ( 0) =A~ { 0, nlpn12, n/3 ) 

~' ( 0) =A~ { O,nl10 nl2 ,nl3 ), A!, ( 0) =A~ { O,nl10 nl2 , nl3 ) 

~' ( 0) =A~ ( O,nlpn12 , nl3 ), A;, ( 8) =A~ ( O,nl~'nl2 , nl3 ) 

~' ( 0) =A~ ( 8,nl"nt2, ni,),~' ( 0) =A~ ( O,nlpnl2 ,nf3 ) 
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BE [EVC2 , ••• ,Evq] 

l+n/1 0 0 0 0 0 

l1 1-lî 0 0 0 0 

A7 ( B,nlpnl2,nl3) = 
0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 n/3 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

7( ) 0 0 1 0 0 0 
Ad B, nil' n/2 , n/3 = 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 -

A..7 
( B) =A1 

( B,nll'nl2,nl3 ),A; ( B) = A1 
( B,nlpnl2 ,n/3 ) 

AJ ( B) = A7 
( B,nll' n/2, nl3 ),A; ( B) = A7 

( B,nll'n/2, n/3 ) 

A; ( B) = A7 
( B,nlpnl2, nl3 ) .~ ( B) = A7 

( B,nlpn/2, n/3 ) 

AJ ( B) =A7 
( B,nll'nl2,nl3 ),Ai ( B) = A7 

( B,nll'nl2,nl3 ) 

A..: ( B) =A~ ( B,nl1,nl2 ,nl3 ),A;d ( B) =A~ ( B,nl1,nl2 ,nl3 ) 

AJ, ( B) =A~ ( B,nlpnl2 ,nl3 ),A,id ( B) =A~ ( B,nlpnl2 ,n/3 ) 

AJ. ( B) =A~ ( B,nlpnl2 ,nl3 ).~, ( B) =A~ ( B,n/pnl2 ,nl3 ) 

AJ, ( B) =A~ ( B,nlpnl2 ,nl3 ).Ai, ( B) =A~ ( B,nll'nl2,n/3 ) 

BE[EVq, .. ., 720] 

l+n/1 0 0 0 0 0 

l1 1-lî 0 0 0 0 

A8 
( B,nll'nl2 ,nl3 ) = 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 n/3 0 nl2 0 

0 0 0 0 0 0 

A! ( B,nl1,nl2,nl3) = 
0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 0 0 

A..8 
( B) = A8 

( B,nlpnl2,nl3 ),~ ( B) = A8 
( B,n!Pnl2,n/3 ) 

.( ( B) = A8 
( B,nlpnl2,nl3 ),A! ( B) = A8 

( B,nlpnl2,nl3 ) 

~ ( B) = A8 
( B,nlpnl2 ,nl3 ),.( ( B) =A8 

( B,nlpnl2,nl3 ) 

~ ( B) = A8 
( B,nll'nl2,nl3 ),~ ( B) = A8 

( B,nll'nl2 ,nl3 ) 

A..~ ( B) =A! ( B,nl1,nl2 ,nl3 ).~, ( B) =A! ( B,nl1,nl2,nl3 ) 

.(d ( B) =A! ( B,nll'nl2 ,nl3 ),A!, ( B) =A! ( B,nll'nl2 ,nl3 ) 

~' ( B) =A! ( B,nl1,nl2,nl3 ),.(d ( B) =A! ( B,nlpnl2,nl3) 

~' ( B) =A! ( B,nl1 ,nl2 ,nl3 ),~d ( B) =A! ( B,nlpnl2 ,nl3 ) 
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Titre de la thèse : Analyse et synthèse des systèmes non linéaires périodiques : 
Application au moteur à allumage commandé 

Résumé : Cette thèse se focalise sur 1' analyse et la synthèse des systèmes non 

linéaires périodiques mis sous forme polytopique en temps discret. Des développements 

théoriques sont proposés dans le cas d'une classe particulière de modèles dit de type Tagaki

Sugeno (TS). D'une part, le problème de réduction du conservatisme dans le cadre de la 

stabilisation est abordé en utilisant une nouvelle fonction de Lyapunov non quadratique dans 

le cas discret. D'autre part, des résultats théoriques sur la commande et l'observation des 

modèles TS périodiques discrets, sans et avec retard sont exposés. La partie applicative porte 

principalement sur l'estimation cylindre à cylindre d'un moteur quatre temps à allumage 

commandé. Les outils développés sont utilisés pour estimer les débits d'air entrant et de gaz 

sortant des cylindres ainsi que les richesses individuelles. Des essais temps réel sur banc 

d'essais moteur permettent de montrer l'intérêt des méthodes utilisées. 

Mots clés :Modèles polytopiques TS discrets, Fonction de Lyapunov non quadratique, 

Modèles périodiques, Retard, Commande et observation, Moteur à allumage commandé, 

Estimation cylindre à cylindre. 

Title: Analysis and synthesis for periodic non linear models : application to IC engine 

Abstract: This work focus on the analysis and synthesis for nonlinear periodic system 

via a polytopic form in discrete time. Sorne theoretical developments are proposed in the case 

of a particular class of model called Tagaki-Sugeno (TS) fuzzy model. On one band, the 

problem of reduction of the conserva ti sm of the stability condition is treated using a new non 

quadratic Lyapunov function in the discrete case. On the other hand, theoretical results about 

the control and observer design for discrete periodic TS models, with and without time delay 

are exposed. The applicative developments mainly concem the individual cylinder estimation 

for a four stroke spark ignition engine. The proposed theoretical tools are used to estimate 

individual mass flow rate of gas going in and out the cylinders, and also all the air-fuel ratio. 

Real time trials on a engine test bed are provided to show the interest of the used approach. 

Keywords: Discrete polytopic TS models, Non quadratic Lyapunov function, Periodic 

model, Time delay, Control and observer design, Spark ignition engine, Cylinder by cylinder 

estimation. 
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