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Résumé

Cette thése porte sur I’étude de variantes du probléme de sac 4 dos. Nous étudions d’abord
des problémes de sac & dos bi-niveaux pour lesquels nous proposons de nouvelles méthodes
hybridant programmation dynamique et méthode de séparations et évaluations. Les
expériences numériques montrent que les algorithmes présentés sont robustes et surpassent
significativement les algorithmes de la littérature. Des heuristiques itératives hybrides basées
sur des relaxations sont également congues pour le probléme du sac 4 dos multidimensionnel
a choix multiples. Ce sont des variantes d’un schéma itératif qui convergent théoriquement
vers une solution optimale du probléme en résolvant une série de sous-problemes de petite
taille produits en exploitant 1’information de relaxations. Nos méthodes sont enrichies par des
techniques de fixation et 1’ajout de coupes et pseudo-coupes induites par la recherche locale et
les relaxations pour réduire I’espace de recherche. Les résultats montrent que ces heuristiques
convergent rapidement vers des solutions élites et fournissent 13 nouvelles meilleures valeurs
sur un ensemble de 33 instances de la littérature. Enfin, une stratégie d’oscillation combinant
la programmation mathématique et des heuristiques constructives et destructives est propose’é
dans le but de résoudre un probléme réel pour la gestion de perturbations dans le domaine

adrien. Notre approche a €té class€e seconde d’un challenge international.

Mots clés : Sac a dos bi-niveaux, Sac & dos multidimensionnel & choix multiples, Domaine-
aérien, Programmation dynamique, Programmation mathématique,

Hybridation, Relaxation, Oscillation

Laboratoire : LAMIH-UMR CNRS 8530, UVHC, « Le Mont Houy », 59313 Valenciennes

Cedex 9, France
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Abstract

In this thesis, we propose new methods hybridizing dynamic programming and integer
programming exact methods to solve bilevel knapsack problems. The numerical experiments
show that our algorithms are robust and surpass significantly the algorithms of the literature.
Iterative hybrid heuristics based on relaxations are designed for solving multiple-choice
multidimensional knapsack problem. These heuristics converge theoretically towards an
optimal solution of the problem by solving a series of sub problems of small size produced by
exploiting the information of relaxations. Our methods are enriched by using fixation and by
the addition of cuts and pseudo-cuts induced by local search and relaxations. These added
constraints are used to reduce the search space. The results show that the heuristics converge
quickly to good solutions and provide 13 new better values from 33 instances of the literature.
Lastly, an oscillation strategy combining the mathematical programming and constructive and
destructive heuristics is proposed to solve a real problem for the management of disruptions in

the air industry. Our approach was ranked second of an international challenge.

Keywords :  Bilevel knapsack problem, Multiple-choice multidimensional knapsack
problem, Airline industry, Dynamic programming, Mathematical

programming, Hybridization, Relaxation, Oscillation
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Introduction

Introduction

La présente thése est réalisée au sein de 1’équipe SIADE (Systémes d’Information, d’Aide
a la Décision et Embarqués) qui fait partie du LAMIH (Laboratoire d’Automatique, de
Mécanique et d’Informatique Industrielles et Humaines) de 1’Université de Valenciennes.
L’ensemble des travaux présentés dans ce mémoire a été réalisé entre Octobre 2006 et
Octobre 2009 et rentre dans le cadre du théme recherche opérationnelle et aide a la décision
(ROAD). _

La résolution de problémes d’optimisation complexes de grandes tailles a motivé et
motive encore & I’heure actuelle le développement de méthodes de résolutions approchées,
également appelées heuristiques. Le but de ces méthodes est 1’obtention d’une solution proche
de ’optimum dans un temps de calcul raisonnable tout en limitant 1’espace mémoire utilisé.
L’évaluation d’une heuristique repose sur la rapidité d’obtention des solutions initiales et la
convergence vers une solution optimale (Rardin et Uzsoy (2001)). Les métaheuristiques
(telles que la recherche Tabou, le recuit simulé, les algorithmes génétiques, la recherche.
dispersée,...) ont déja prouvé leur capacité a fournir des solutions de bonne qualité en des
temps raisonnables.

Dans cette thése, nous nous intéressons a des techniques d’hybridation (Blum, Aguilera,
Roli et Sampels (2008)). Les méthodes hybrides, qui combinent méthodes exactes et/ou
approchées, sont également réputées pour leur efficacité¢ dans la résolution de problémes
d’optimisation difficiles. De nombreuses approches récentes combinent ainsi Ia
programmation mathématique (programmation dynamique, algorithme de séparations et
¢valuations, relaxations), la programmation par contraintes et les heuristiques ou
métaheuristiques.

Plusieurs classes de méthodes hybrides peuvent étre recensées. Un premier groupe est
composé de méthodes hybrides dites classiques, ot des techniques de recherches locales sont
employé€es pour améliorer les solutions produites par des heuristiques basées sur la génération -
de populations de solutions (par exemple combiner une recherche locale avec un algorithme

génétique). Une branche importante des méthodes hybrides vise & améliorer les
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métaheuristiques a 1’aide de techniques additionnelles pour minimiser le temps d’exécution,
améliorer les résultats, ou les deux A la fois. Durant les derniéres années, de nombreuses
méthodes proposées dans la littérature sont ainsi basées sur une hybridation entre méthodes
exactes et heuristiques (par exemple le branchement local (Fischetti et Lodi (2003)). Ainsi,
pour concevoir un algorithme de résolution pour un probléme d’optimisation, nous pouvons
décomposer le processus de résolution en plusieurs tiches, puis appliquer pour chacune
d’elles la technique de résolution la plus performante selon le critére choisi (le temps
d’exécution, la qualité de I’information obtenue). Chaque technique peut étre une méthode
exacte, une heuristique, une métaheuristique. Elle peut par exemple utiliser la programmation
par contraintes ou des techniques d’intelligence artificielle.

Nos travaux s’intéressent & la mise en ceuvre de telles méthodes pour résoudre des
variantes de problémes de sac 4 dos (Kellerer, Pferschy et Pisinger (2004)) et une application
réelle. Les problémes de la famille du sac a dos sont des problémes fondamentaux en
optimisation combinatoire qui modélisent de nombreuses applications industrielles, en
particulier avec ’ajout de contraintes supplémentaires. Ces problémes difficiles sont aussi
devenus des problémes tests pour les nouvelles approches de résolution et apparaissent
souvent comme sous-problémes de problémes réels. Les problémes de type sac a dos
consistent a trouver une meilleure sélection d’un sous-ensemble d’objets pour les mettre dans
un ou plusieurs sacs en respectant la ou les capacités et les contraintes supplémentaires
éventuelles. Plusieurs variantes du sac a dos peuvent étre distinguées selon la distribution des
objets et des sacs. Nous citons ici quelques variantes : le probléme du sac a dos lui-méme, le
plus simple par sa formulation, dans lequel chaque objet peut étre ‘au maximum choisi une
seule fois ; le sac a dos borné ou chaque objet peut étre choisi plusieurs fois ; le sac & dos non
born€ ot chaque objet peut étre choisi une infinité de fois ; le sac & dos & choix multiples ou
les objets sont regroupés dans des sous;ensembles de sorte qu’un seul objet peut étre choisi
dans chaque sous-ensemble. Chacun de ces problémes peut étre étendu au cas comportant
plusieurs contraintes de sac a4 dos: le sac a dos multidimensionnel ; le sac & dos
multidimensionnel borné; le sac 4 dos multidimensionnel non bomé; le sac a dos
multidimensionnel a choix multiples. De nombreuses autres variantes peuvent étre recensces
dans la littérature, en changeant le type de la fonction objectif comme le probléme du sac a
dos quadratique, le sac 4 dos multi-objectif, le sac & dos max-min, le sac & dos non linéaire et
le sac a dos bi-niveaux.

Cette these comprend trois parties principales, traitant plus particuliérement de deux

variantes de problémes de sac & dos : le probléme du sac a dos bi-niveaux et le probléme du
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sac & dos multidimensionnel & choix multiples. Chaque partie est présentée de maniére a
pouvoir étre lue indépendamment des autres.

Dans la premi¢re partic nous étudions des problémes de sac & dos bi-niveaux qui
permettent de modéliser des systémes d’interactions hiérarchiques entre deux agents de
décision, comme dans le probléme de Stackelberg (1952). Le premier agent, appelé meneur,
fixe d’abord ses décisions. Le deuxiéme agent, appelé suiveur, doit quant & lui prendre les
meilleures décisions possibles en prenant en compte les valeurs fixées par le meneur. Le
meneur contrdle les interactions et doit donc prendre les décisions qui vont engendrer la
meilleure réponse du suiveur.

Le premier type de probléme de sac a dos bi-niveaux (SDB) étudié comporte une seule
variable pour le meneur (la capacité du sac) et une seule contrainte de sac & dos pour le
suiveur. Le meneur a donc pour but de déterminer la valeur de capacité du sac maximisant son
profit en prenant compte de la réaction du suiveur qui, pour une capacité fixée, sélectionne un
sous-ensemble d’objets afin d’atteindre son propre objectif. Nous proposons un nouvel
algorithme exact basé sur la programmation dynamique pour résoudre ce probléme.

Le second type de probleme de sac & dos bi-niveaux comprend plusieurs variables et
contraintes au niveau du meneur et un probléme de sac a dos pour le suiveur (SDUB). Pour ce
probléme nous proposons une méthode exacte hybride qui combine la programmation
dynamique et la résolution d’un probléme linéaire en nombres entiers. Plus précisément,
I’application de la premiére phase de la programmation dynamique sur le probléme du suiveur
en ignorant les ressources consommées par le meneur permet de définir un domaine sous-
jacent 2 la reformulation du SDUB sous la forme d’un programme linéaire en nombres entiers
mixtes. Ce dernier peut étre résolu de fagon efficace par un algorithme classique de type
séparations et évaluations.

Les expériences numériques montrent que nos algorithmes sont robustes et surpassent de -
maniére significative les algorithmes proposés dans la littérature. Nous concluons la premiére
partie de cette thése en proposant une extension possible de la méthode proposée pour le
SDUB au cas du probléme de sac a dos bi-niveaux multidimensionnel. Cette extension résulte
en une méthode de résolution approchée.

Dans la seconde partie de cette thése, nous proposons des heuristiques itératives hybrides
basées sur des relaxations pour le probléme du sac & dos multidimensionnel & choix multiples.
Cette variante du sac & dos multidimensionnel comporte des contraintes supplémentaires,
dites de choix, qui renforcent la difficulté du probléme. De nombreuses applications réelles de

ce probléme peuvent étre recensées dans la littérature dans le domaine du multimédia ou de
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’affectation de ressources par exemple. Nous avons travaillé sur plusieurs variantes d’un
schéma itératif qui convergent théoriquement vers une solution optimale du probléme en
résolvant une série de sous-problémes de petite taille produits en exploitant 1’information
obtenue & partir de relaxations. Nous avons également intégré de nouveaux éléments : une
nouvelle relaxation, des techniques de fixation, et ’ajout de coupes et pseudo-coupes induites
par une recherche locale. Nos méthodes fournissent des bornes inférieure et supérieure sur la
valeur optimale et fixent définitivement certaines variables a leurs valeurs optimales. Elles
sont valides pour les programmes linéaires en variables binaires. Les résultats montrent que
les heuristiques convergent rapidement vers des solutions élites et fournissent 13 nouvelles
meilleures bornes inférieures sur un ensemble de 33 instances de la littérature.

La derni¢re partie de la thése s’intéresse & la résolution d’un probléme réel dans le
domaine de la gestion de perturbations aériennes rencontré dans le cadre d’un challenge
international organisé par la Société Francaise de Recherche Opérationnelle et Aide a la
Décision (ROADEF). Un des principaux objectifs du probléme était de mieux prendre en
compte le ressenti passager lors de perturbations a travers des pénalités supplémentaires pour
la compagnie aérienne. Devant la difficulté et la taille de ce probléme, nous avons proposé
une approche hybride combinant la programmation mathématique et un schéma d’oscillation.
Aprés avoir construit une premiére solution réalisable a 1’aide d’un modéle en nombres entiers
mixtes, nous alternons des phases constructives et destructives permettant de créer un
comportement oscillatoire entre la génération et la suppression de routes pour les avions et
d’itinéraires pour les passagers dans le but d’améliorer la meilleure solution courante. Nous
avons également pu modéliser un sous-probléme comme un sac & dos multidimensionnel en
nombres entiers et binaires, justifiant une nouvelle fois 1’intérét de ces problemes pour la
communauté de la recherche opérationnelle. Notre approche a été classée seconde et confirme
que I’hybridation entre méthodes exactes et approchées est efficace pour des problémes NP-

Difficiles de grande taille.
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Partie 1: Problémes de sac a dos bi-niveaux

Les problémes d’optimisation & deux niveaux, encore appelés problémes bi-niveaux,
permettent de modéliser les interactions hiérarchiques entre deux agents de décision. Dans
cette partie nous considérons 1’étude de problémes bi-niveaux avec la structure de sac a dos.
Dans la Section 1, nous présentons une introduction générale sur les problémes d’optimisation
bi-niveaux et la particularisons au cas des problémes bi-niveaux lin€aires avec variables
discrétes. Dans la Section 2, nous étudions un probléme de sac a dos qui est un probléme bi-
niveaux avec variables discrétes comportant une seule variable pour le meneur (la capacité du
sac) et une seule contrainte de sac a dos pour le suiveur. Nous proposons un nouvel
algorithme exact basé sur la programmation dynamique pour résoudre ce probléme. La
troisiéme section est consacrée a la résolution d’un probléme de sac a dos bi-niveaux
comprenant plusieurs variables et contraintes au niveau du meneur et un probléme de sac &
dos pour le suiveur. Pour ce probléme nous proposons une méthode exacte hybride qui
combine la programmation dynamique et la résolution d’un probléme linéaire en nombres
entiers. Dans la quatriéme section nous étendons 1’approche proposée a la Section 3 au cas du
probléme de sac a dos bi-niveaux multidimensionnel. Cette extension résulte en une méthode
de résolution approchée. Finalement nous donnons des conclusions et perspectives dans la

Section 5.
1.1 Probléme d’optimisation linéaire & deux niveaux

Les problémes bi-niveaux permettent de modéliser des systémes d’interactions
hiérarchiques entre deux agents de décision, comme dans le probléme de Stackelberg (1952).
Méme si leur étude fut proposée en 1973 dans un article de Bracken et McGill (1973), la
recherche sur ce type de probléme n’a réellement commencé que dans les années 1980. Dans
un probléme bi-niveaux, le premier agent, appelé le meneur, fixe ses décisions en tenant
compte explicitement du comportement d’un second agent, appel€ le suiveur. Le meneur, qui
contrdle les interactions, doit donc prendre les décisions engendrant la meilleure réponse du

suiveur. Ainsi le probléme & deux niveaux se formalise comme un problé¢me d’optimisation
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pour le meneur dont I’ensemble des contraintes contient le probléme d’optimisation du
suiveur. Une revue de la littérature détaillée des problémes & deux niveaux est donnée dans
Shimizu, Ishisuka et Bard (1997). Dans cette section, nous nous limitons & 1’étude des
problémes bi-niveaux (BLPP) pour lesquels les fonctions objectif et les fonctions définissant
les contraintes sont linéaires. Un probléme BLPP peut étre formulé de la fagon suivante :
(Max_f'(x,y)=c'x+d'y
sous les contraintes
B'x+B’y<b
xe X
Maxyfz(x,y)=czx+d2y
s.c.
A'x+ A2y < b
yeY

(BLPP) -

. i 2 1 2 1ogp! 2,1 Iy, 2
onc, 2 eR",d, L eR",b eR”, B eR”, BleR"™, AleR™™, BPe R"™,
2,2 . , 1 . .
A’e R™ | Le vecteur de variables du meneur est noté xe X cR" , et celui des variables

du suiveur est noté¢ ye Y ¢ R". Nous présentons ici un ensemble de notations associées au
probléme BLPP.
» Larégion admissible,
S={xy)e Xx¥|B'x+ By <, Ax+ £y <b?].
» L’ensemble des solutions réalisables du suiveur, pour x fixé,
S(x)= {y € Y’Alx +4*y < bz}.
> La projection de S sur ’espace de décisions du meneur,
S(X)={xe XIE!ye Y:B'x+B*y< bl,A’x+A2ySb2}.
» L’ensemble des réactions du suiveur, pour x fixé,
R(x)= {y € Y|y € arg max{f2 (x.y)lve S(x)}}
» Larégion induite R ou domaine sur lequel optimise le meneur,
R={(sy)e sy R(x)
La formulation BLPP n’est ‘pas suffisante pour définir une solution optimale d’un
probléme bi-niveaux. En effet, dans le cas ou le probléme du suiveur admet plusieurs
solutions optimales pour des variables du meneur fixées, deux approches peuvent étre

considérées pour définir une solution du probléme BLPP (voir Loridan et Morgan (1989),
Loridan et Morgan (1996)).
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Approche optimiste : Dans ce cas nous considérons que le meneur est capable d’influencer le

choix du suiveur afin d’étre favorisé : MwWax{f 2 (x, y):ye R(x)}: (x,»)e S}. Une solution
x y

de ce probléme est appelée une solution forte.

Approche pessimiste : Contrairement au cas optimiste, le choix du suiveur ne favorise pas les

intéréts du meneur : Max in{f 2(x,y):ye R(x)}: (x,y)e S}. Une solution de ce probléme est
x y

appelée une solution faible.

Un probléme bi-niveaux linéaire avec variables continues, not¢ CBLP, est un probléme

BLPP ou les fonctions objectif et les contraintes du probléme sont linéaires et toutes les

variables du probléme sont continues (i.e. X =R” et Y=R"). La difficulté majeure

intervenant dans I’étude des problémes a deux niveaux est qu’ils sont généralement non
convexes et non différentiables (Calamai et Vicente (1993), Luo, Pang et Ralph (1996)). De
plus, I’existence de contraintes de premier niveau peut engendrer un ensemble  induit R
discontinu ou vide (voir par exemple Edmunds et Bard (1991), Dempe (2002)).

Nous illustrons ces éléments a partir de 1’exemple suivant.

Exemple 1 : Soit le CBLP suivant :

(Max ' = x+6y
S.C.
x23/2 (1-a)
y=1/2 (1-b)
(CBLP)) - Myax fif=-y
S.C.

o~ x-2y25 (1-¢)
3x+7y<28 (1-d)
k 2x+5y210 (1-¢)

Sur la Figure 1.1, la région admissible S est définie par le polyédre de sommets P! p% P}, P*
et P°. Si le meneur ne tient pas compte de la réaction du suiveur et optimise sur S, la solution
optimale est donnée par le point P°. La projection de S sur I’espace de décision du meneur
S(X) est [3/2, 15/4] L v[6, 7]. Pour une valeur xo € S(X) fixée par le meneur, le suiveur réagit
en sélectionnant le point de plus petite ordonnée y, parmi les points du segment d’abscisse xg

contenu dans S. La région induite, ou domaine sur lequel optimise le meneur, est donc définie |

par ’'union des segments [P', P?] et [P?, P*]. Cet ensemble est clairement non convexe. De
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plus, il est discontinu a cause de ’existence de la contrainte (1-b). Notons que la contrainte
(1-a) ne provoque pas une telle situation car elle ne dépend pas des variables de décision du
suiveur. Le meneur peut donc assurer la satisfaction de cette contrainte lors de son action car

la réaction du suiveur n’a aucune influence sur cette contrainte.

/-l

y
A (1-a)
4

177

2 3 4 3 7 5 >, 1D
- X0 \6\( 1-e) o
Figure 1.1 : Résolution du probléme CBLP;

Finalement, le probléme CBLP; admet P* comme optimum global et P' comme optimum
local. |
Du point de vue de la complexité, CBLP est un probléme fortement NP-Difficile (Hansen,
Jaumard et Savard (1992)). De plus, la vérification de I’optimalité locale d’une solution du
CBLP est aussi un probléme NP-Difficile (Vicente, Savard et Judice (1994)). Parmi les
propriétés les plus importantes du CBLP, nous pouvons citer :
(1) - Une solution optimale du CBLP appartient a la région induite R (Bialas et Karwan
(1984)).
(i) Une solution optimale du CBLP est toujours un point extréme de la région admissible
S (Shimizu, Ishisuka et Bard (1997)).
(iii)) S’il existe un point extréme de la région induite R alors il est un point extréme de la
région admissible S (Shimizu, Ishisuka et Bard (1997)).

Les méthodes de résolution développées pour résoudre le probleme CBLP sont
principalement basées sur la présentation spécifique de I’ensemble R. Elles peuvent étre
classées en quatre catégories: i) Algorithmes énumératifs (Bialas et Karwan(1984)), ii)
Approches par fonction de pénalité (Anandalingam et White (1990)), iii) Approches basées
sur la complémentarité (Bialas, Karwan et Shaw (1980), Judice et Faustino (1992)) et iv)
Algorithmes basés sur la méthode de séparations et évaluations (Bard et Moore (1990),
Hansen, Jaumard et Savard (1992), Savard et Zghal (2007)).

Une reformulation équivalente du probléme CBLP (voir Shimizu, Ishisuka et Bard

(1997)) est basée sur la propriété suivante: si X =Rfl et Y =sz alors une condition
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nécessaire pour que la solution (x", y") soit une solution optimale du probléme CBLP est qu’il

existe un vecteur u~ tel que (u", x ") soit une solution optimale du probléme suivant :
(Max cx+d'y
s.c.

B'x+B*y <b'
(CBLP) < A'x+ A2y < b?
y(d* —ud?)=0 (2-a)
ulp* - A'x-42y)=0 (2-Db)
x,y,uz20

Les variables u sont les variables duales du probléme du suiveur. Les contraintes (2-a) et (2-b)
sont les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité du probléme du suiveur appelées
conditions d’optimalité¢ de Karuch-Khun-Tuker (KKT). Ces conditions sont 4 la base d’une
transformation du CBLP en un programme linéaire avec variables mixtes (Fortuny-Amat et
McCarl (1981), Audet, Hansen, Jaumard et Savard (1997)). Le principe de cette
transformation consiste & remplacer le probléme du second niveau par ces conditions
d’optimalité. Des variables binaires ¢, S et une constante M suffisamment grande sont
introduites pour linéariser les contraintes bilinéaires (2-a) et (2-b). Ainsi, le probléme CBLP"

peut étre reformulé sous la forme du probléme linéaire en nombres entiers mixtes suivant :

( Max cx+d'y
s.c.
B'x+B*y<b'
(CBLPMP) | A'x+ A2y <b?, ud® > d*
B —-A'x-Ay<Mle-a) u<Ma
y< M(e- ), ud* —d* < Mp
xyu=0, ac{o1y’, pefol}”

ol e est un vecteur de composantes égales 4 1 de dimension r’.

Par la suite, ce modéle CBLPM® peut étre résolu a ’aide de méthodes d’optimisation
classiques (par exemple de type séparations et évaluations (ou Branch-and-Bound)). Nous
renvoyons le lecteur au livre de Shimizu, Ishisuka et Bard (1997) ou au survey de Colson,
Marcotte et Savard (2005 et 2007) pour une présentation compléte des méthodes de résolution
du CBLP.

Le but de cette partie de la thése étant I’étude de problémes bi-niveaux avec la structure de

sac a dos, nous nous concentrons par la suite sur la présentation des propriétés et des
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méthodes de résolution des problémes bi-niveaux linéaires avec variables entiéres ou mixtes
(MBLP).

La présence de variables entiéres dans un probléme bi-niveaux pose des problémes pour
I’existence d’une solution optimale. En effet, nous sommes assurés de 1’existence d’une
solution optimale pour le MBLP uniquement dans le cas ou la région admissible S est
compacte et non vide et ou

e soit les variables du meneur x et les variables du suiveur y sont continues,

e soit les variables du meneur x et les variables du suiveur y sont des entiers,

e soit les variables du meneur x sont mixtes et les variables du suiveur sont continues.

Dans le cas ot les variables du meneur x sont continues et celles du suiveur y sont entiéres,
le probléme MBLP n’admet pas toujours de solution optimale car la région induite n’est pas
compacte. |

Nous illustrons ces propriétés ainsi que le lien entre un probléme bi-niveaux linéaire mixte
et sa relaxation sur I’exemple CBLP; ou nous imposons des contraintes d’intégrité sur les

variables du meneur et / ou du suiveur. Considérons d’abord le cas ot x et y sont des entiers.

. 1
N ) !

>
~

5\6\(1-&

Figure 1.2-a : x et y sont des entiers

La solution optimale est (2,2). Notons que la solution optimale (7,1) de la relaxation ne
fournit pas une borne supérieure pour le probléme.

Dans le cas ou les variables x et y sont des entiers et la contrainte (1-b) est remplacée par
(1-b%) y 2 3/2, 1a relaxation du probléme n’admet pas de solution, méme si le probléme

d’origine admet une solution optimale (2,2).

10
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(1-3)
\
I~

.

. f (1-¢)
/(1_1,’)

7 3 4 s 7 8§ 49
o ‘\\\\6\\\(1-e) ¥

Figure 1.2-b : x et y sont des entiers et (1-b’) : y > 3/2

Dans le cas ou x est entier et y est continu, la région induite du MBLP est contenue dans la
région induite de sa relaxation (Figure 1.2-c). La solution optimale de la relaxation définit
donc une borne supérieure sur la valeur optimale du probléme d’origine.

y
4

(1-2) f
|~
3|
"~ f (1-¢)
: x
(1-e)

Figure 1.2-c : x entier et y continu

Dans le cas ol x est continu et y est entier, une approximation de la valeur optimale est

donnée par lim f '(x,2). De plus, la solution optimale de la relaxation ne définit pas une
x—5/2

borne supérieure pour le probléme d’origine.

Y () /!
4\
3l
2\——: ! /(1-0)
1t T~ ¥
T~ N (1-b)
L~ \(1 "
1 2 3 4 5 78,
(1-e)

Figure 1.2-d : x continu et y entier

11
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Finalement dans le cas ol x est continu, y est entier et la contrainte (1-b) est remplacée par
(1-b%) (¥ 2 3/2), 1a région induite de la relaxation est vide alors qu’elle est non-vide pour le

probléme d’origine. L’approximation de la valeur optimale peut étre donnée par

lim  f'(x2).

x—5/2

(1-a) A

\ (1-c)

[ \)Q-b,)
1I 1 1 L ] 1

2 3 4 5\6\(71-& 8 X (1-d)

Figure 1.2-e : x continu, y entier et (1-b’) : y >3/2

En conclusion, il suit que la résolution d’un probléme bi-niveaux mixte est plus complexe
lorsqu’il existe des variables continues pour le meneur, des variables enti¢res pour le suiveur
et des contraintes au premier niveau avec des variables du suiveur. D’autres résultats
théoriques concernant I’existence de solutions optimales selon la nature des variables peuvent
étre trouvés dans Vicente, Savard et Judice (1996), Dempe (2002).

Nous terminons cette section par une revue de la littérature des méthodes de résolution
pour le MBLP. Nous présentons en détails deux algorithmes qui serviront de base pouf les
comparaisons des performances d’algorithmes lors des expérimentations numériques.

L’algorithme de Bard et Moore (1992) est basé sur la méthode de séparations et
évaluations. Il fut développé pour la résolution de problémes MBLP avec des variables

binaires pour le meneur et le suiveur, que nous notons par 0-1 MBLP.

(Max, f'(x,y)=c'x+d'y
S.C.
xe {0,1}"]
(0-1 MBLP) 1 Max, f*(x,y)=cx+d’y
S.C.
A'x+ A7y <b?
\ yefoay’

Dans cet algorithme, le 0-1 MBLP est reformulé de sorte que la fonction objectif du meneur
devienne une contrainte avec un paramétre f< f 1(x, y), et en ajoutant une contrainte sur les

variables du meneur :

12
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(0-1 MBLP) (,3) 4

\

(Max, f(x,y)=c*x+d*y

s.C.
A'x+ Ay <b?
flny)= cx+d'yzf (3-a)

Sx 2k (3-b)
i=1

xe {O,l}"l , Y€ {0,1}"2

Les parametres f et k sont initialisés & f = - o0, &k = 0. Notons que k représente le nombre

minimum de variables devant étre fixées a 1. L’algorithme est décrit dans la Figure 1.3-a.

Initialisation ;: f=-cetk=0

!

»| Résoudre 0-1 MBLP(k, )

v

@t-il une solution (x,y) ?

o,

¢ Chainage arriére.

o kprend sa valeur au nceud précédent et en supprimant les contraintes (3-a) et (3-b)

¢ Résoudre 0-1 MBLP(k, f) en fixant le vecteur x

# Soit y, une solution optimale

Arbre de séparations
et évaluations vide ?

o0

k=k+1 eMise & jourde la
meilleure borne inférieure

e 3= meilleure borne
inférieure + 1

\ Y ¥

v
Fin.

Figure 1.3-a : Algorithme de Bard et Moore (1992) pour le 0-1 MBLP

Le premier pas consiste & résoudre le modéle (0-1 MBLP) (%, f). Si une solution optimale est

obtenue, les valeurs des variables du meneur x; sont fixées a la valeur de cette solution et le

13
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probléme 0-1 MBLP est résolu pour trouver une solution appartenant a la région induite R. Le
second pas consiste & faire les mises & jour suivantes :
> P est fixé 4 la meilleure valeur de la fonction objectif du meneur trouvée, plus 1.
» k est fixé au nombre de variables du meneur fixées a 1, plus 1, et I’algorithme
crée une nouvelle branche sur une variable x; non fixée.
De fagon classique, un chainage arriére (retour au nceud pére dans 1’arbre de séparations et
évaluations) est appliqué si aucune solution respectant les contraintes (3-a) et (3-b),

paramétrées par k et B, n’est trouvée.

L’algorithme de Moore et Bard (1990) fait partie des premiéres méthodes proposées pour
résoudre le MBLP. Cet algorithme ne permet pas de résoudre des probléemes MBLP avec des
contraintes de premier niveau incluant des variables du suiveur. Le principe de base est
d’effectuer une énumération implicite en s’appuyant sur le principe de séparations et
évaluations. La borne supérieure considérée pour 1’élagage dans 1’arbre est la valeur optimale
du probléme MBLP obtenue en reldchant les contraintes d’intégrité et en ignorant la fonction
objectif du suiveur. Le probleme résultant est appelé HPP (High Point Problem) et formulé

comme suit ;

(Max, f'(x,y)=c'x+d'y
s.C.
B'x<b'
A'x+ A’y <b?
x20
y20

" (HPP) <

\

Notons que si les contraintes d’intégrité sont conservées, la solution obtenue définit
également une borne, mais ces conditions sont généralement supprimées pour des raisons de
rapidité d’exécution. ,

L’algorithme de Moore et Bard (1990) peut étre décrit de la fagon suivante (Figure 1.3-b) : la
fonction objectif du meneur f,, est initialisée a . A chaque itération, 1’algorithme résout la

1

relaxation HPP. Si la valeur optimale v(HPP) est meilleure que f,,,

I’algorithme résout

ensuite la relaxation en continu CBLP (i.e. en ignorant les contraintes d’intégrité). Si la
solution optimale du CBLP générée respecte les conditions d’intégrité, les variables du

meneur sont fixées et le probléme du suiveur est résolu afin de mettre & jour la meilleure

14
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valeur fo;, - Dans le cas contraire (i.e., la solution optimale du CBLP obtenue ne respecte pas

les conditions d’intégrité), un branchement est fait sur une des variables. L’algorithme fait un

chainage arriére s’il n’y a pas de solution ou si la valeur de la fonction objectif du meneur

1

trouvée dans une branche est de moins bonne qualité que f,,.

Récemment, DeNegre et

Ralphs (2008) ont proposé une amélioration de cet algorithme ol la borne supérieure est

améliorée par I’ajout de coupes valides.

T _
fopt T
) 4
C » Résoudre HPP [¢ A
Oui
Il n’existe pas de Oui N
. ui on
solution Chatnage arriére > Fin

1
ouv(HPP) < £, Y X

Résoudre CBLP

Non

Existe-t-il une
solution ?

A A

) Fixer les variables du
Oui meneur et résoudre le
probléme du suiveur

Satisfaction
des contraintes
dintégrité ? v

Mise 4 jour de falpx

A

Non
A

Oui - Non
< Créer une branche

Figure 1.3-b : Algorithme de Moore et Bard (1990) pour le MBLP

D’autres références pour résoudre le probléme MBLP existent dans la littérature comme
I’algorithme de Branch-and-Bound proposé par Wen et Yang (1990) ot les variables du
suiveur sont continues et celles du meneur sont entiéres. Les informations duales sont utilisées
pour trouver une solution optimale ou presque optimale pour le probléme. Dans ce cas, le
MBLP peut étre écrit sous la forme d’un programme linéaire en nombres mixtes avec un seul
niveau en linéarisant les conditions d’optimalité de Karuch-Khun-Tuker. Thirwani et Arora
(1997) appliquent la méthode ‘k* best algorithm®’ pour résoudre le MBLP. Une approche de -
pénalisation pour le MBLP avec un petit nombre de variables entiéres est aussi présentée par

Kalashnikov et Rios-Mercado (2002). Koppe, Queyranne et Ryan (2009) exploitent les
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récents résultats d’optimisation paramétrique pour résoudre efficacement un cas particulier de
problémes MBLP. Finalement des algorithmes spécifiques pour résoudre des cas particuliers
du MBLP se trouvent dans Dempe (1996) et Dempe et Richter (2000) (pour la structure de
sac & dos). L’algorithme de Dempe et Richter (2000) est décrit dans la Section 1.2.

Nous pouvons conclure de cette étude que la résolution d’un probléme bi-niveaux linéaire
avec variables discrétes est trés difficile. De plus, le probléme d’obtention d’une solution
réalisable est également difficile. Il résulte aussi de notre étude qu’il est nécessaire de prendre
en considération la structure spéciale des problémes traités. Dans la section suivante, nous
traitons un cas particulier des problémes bi-niveaux linéaires avec variables discrétes
(Brotcorne, Hanafi et Mansi (2009)). Notre objectif est de développer une méthode de

résolution efficace pour ce probléme.
1.2 Probléme du sac 2 dos bi-niveaux

Cette section s’intéresse au probléme du sac a dos bi-niveaux (SDB). Nous commengons
par définir le probléme et le formuler. Ensuite, nous présentons un nouvel algorithme basé sur
la programmation dynamique pour le résoudre.

Dans le cas du probléme du sac a dos bi-niveaux, le meneur détermine la capacité du sac
de fagon & maximiser son profit en tenant compte explicitement de la réaction du suiveur. Ce
demier sélectionne, pour une capacité donnée, un sous-ensemble d’objets de fagon a
maximiser son profit en respectant la contrainte de capacité. Notons que si le meneur fixe sa
décision, le suiveur doit résoudre un probléme de sac a dos avec variables binaires (PSD).
L’objectif du PSD est de trouver un sous-ensemble d’objets de fagon & maximiser un profit
total tout en satisfaisant une contrainte de capacité (Martello et Toth (1990), Kellerer,
Pferschy et Pisinger (2004)).

Le SDB permet par exemple de modéliser un probléme de gestion de portefeuille dans
lequel un individu (Ie meneur) partage son capital entre un compte épargne avec un taux de
rendement fixe et un investissement plus risqué, pour lequel il passe par un intermédiaire telle
qu’une banque. L’intermédiaire (le suiveur) (i) achéte des parts pour maximiser son revenu,
tout en respectant la contrainte du budget du meneur (contrainte de sac a dos) et (ii) obtient un
retour de ses propres investissements. Des applications semblables peuvent étre trouvées dans
le domaine de la gestion de revenus (Talluri et Van Ryzin (2004)). |

Le SDB peut étre formulé sous forme d’un probléme bi-niveaux linéaire en nombres

entiers mixtes. Soit un ensemble de » objets tel qu’a chaque objet j est associé un poids a;, un
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Partie 1: Problémes de sac & dos bi-niveaux

colt ¢; pour le suiveur et un colt d; pour le meneur. Dans le probléme SDB, le meneur

contrdle la capacité du sac définie par la variable x € X=R (r' = 1) pour le meneur. Un cofit ¢

vy o2 e . . . 2 ’
est associé a la capacité du sac. Le vecteur des variables binaires y € Y= {0,1}" représente la

sélection d’un sous-ensemble d’objets & mettre dans le sac par le suiveur. Nous considérons
par la suite » = %, Le probléme SDB peut étre formulé comme suit :
’Maxfl(x,y)= tx+dy

s.C.

b<x<b
2()—

s.C.

ay<x

ye{o1y

L
ou a, c et d sont des vecteurs de dimension n. Nous supposons que les coefficients des
vecteurs a et ¢ sont des entiers positifs, que d est un vecteur de coefficients entiers et que ¢ est
un réel. Les constantes enti¢res et positives b et b représentent respectivement la borne
inférieure et supérieure de la capacité du sac. La fonction objectif du meneur est notée
F1(6,9):Rx{0,1} =R et celle du suiveur f*(y):{0,1}' - R.

Le probléeme SDB fait partie des problémes NP-Difficiles (voir par exemple Dempe et
Richter (2000)). En effet, si b =b alors le probléme SDB est un probléme de sac a dos

classique.

A notre connaissance, dans la littérature, le seul algorithme proposé pour résoudre le SDB
est celui proposé par Dempe et Richter (2000). Il est basé sur un principe énumératif avec des .
régles de dominance permettant d’éliminer une partie des solutions. Une solution est dominée
s’il existe une autre solution qui consomme moins de ressources et qui engendre plus de

profit. Avant de présenter les régles de dominances utilisées par Dempe et Richter (2000),
nous introduisons les définitions suivantes. Soient M°= {(0,0,...,0)"} et e le K™ vecteur
unitaire. Si M*" est I’ensemble des solutions réalisables et non dominées a I’étape k-1, alors
a Détape k, I’ensemble des solutions réalisables et non dominées M*est inclus dans

’ensemble M** U {x + e, avecxe M*™'}.
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A chaque étape k, ils appliquent les régles de dominances suivantes sur l’ensemble
MU {x+ e, avec xe M*'} pour obtenir I’ensemble M* (dans le cas optimiste) :
R1) Eliminer x de M* si ax > b.
R2) Soient x,¥e M*.
Si cx<cX et ax > ax alors supprimer; de M*.
Si cx=c%, ax2a% et dx<dx alors supprimerx de M*.
La reégle R1 élimine x si elle n’est pas réalisable. La régle R2 élimine x 'l existe une autre
solution X qui la domine. Autrement dit, si le profit du suiveur associé a la solution X est

meilleur que celui de x avec une capacité résiduelle du sac associée plus grande pour la
solution %. Dans le cas ol les fonctions objectif du suiveur admettent la méme valeur et la
capacité résiduelle du sac associée a la solution x est plus grande que celle de x, la solution
% domine la solution x si le profit du meneur associé a la solution x est plus grand que celui
associé  la solution x.

L’algorithme de Dempe et Richter (2000) consiste a appliquer les régles d’élimination R1 et
R2 pour générer une solution forte pour le SDB. L’application des régles de dominances pour

le cas optimiste permet de définir ’ensemble de solutions réalisables non-dominées
M" ={x‘,...,x"}. Dans le cas ou ¢ < 0, une solution optimale (x*, y*) vérifie

dc’ +tax’ = max{dxi + tax’ }, avec y =ax .

1<i<q
Dans le cas pessimiste, la régle R2 doit étre remplacée par la régle R’2:
R’2) Soientx,xe M*,
Si cx<ck et ax>ax alors supprimerx de M*.
Sicx=c%, ax2ax et dx = dx alors supprimerx de M*.
Notons que dans le cas ol ¢# > 0, une solution optimale est directement obtenue en posant

y =b (voir Théoréme 1 ci-aprés).

Dans la section suivante, nous étudions d’abord le probléme d’existence d’une solution
optimale, ensuite nous examinons les relations entre les données du probleme et une solution

optimale, si elle existe.
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1.2.1 Conditions d’existence de solutions du SDB

Le probléme SDB n’admet pas toujours de solution optimale. Néanmoins les
caractéristiques particuliécres du SDB peuvent nous aider a introduire des conditions
d’existence d’une solution optimale. Le théoréme suivant, énoncé par Dempe et Richter
(2000), donne ces conditions d’existence, dans le cas de deux approches optimiste et

pessimiste.
Théoréme 1 : Conditions nécessaires et suffisantes d’existence d’une solution optimale

> Si le cofit associé a la capacité du sac pour le meneur est négatif ou nul, c’est-a-dire
t <0, alors il existe une solution forte et une solution faible du probléme SDB.

» Sinon, deux cas sont possibles :
e Soit il existe des solutions optimales {(E, y‘)} respectant les deux approches
(optimiste et pessimiste) pour un certain y’ € R(B), ou R(Z) est ’ensemble des
solutions du probléme du sac & dos pour x =b. L’ensemble deé solutions

optimales est alors défini par {(l;, y') | ye R(E) }

e Soit le probléme SDB n’admet pas de solution optimale.

Nous donnons ci-dessous un exemple de probléme SDB qui n’admet pas de solution
optimale lorsque ¢ est strictement positif.
Exemple 2 : Soit
(Max f'(xy) =55+ yp + yy+ yy +x
s.c. 1<x<4
(SDBy) Max f*(x)= 4y, +5y, +10y; +15,
sc. y+2y,+3y,+4y,<x

ye{or}

Nous remarquons que f '(x, y) est une fonction linéaire par morceaux et discontinue par

\

rapport & la variable x. En effet, pour une décision du meneur x dans I’intervalle [1,2[, le
suiveur a toujours la méme réaction y = (1,0,0,0), avec dy = 5 + x. La valeur de la fonction

objectif du meneur sur la région induite, pour x e [1,2[, est donnée par f'(x,y) =5 + x. De la

méme maniére pour xe [2,3[ et [3,4] nous obtenons (voir Figure 1.4)
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| _|5+x pourxe [1,2[
J (x,y) B {1 +x pourxe [2,4]

Bien que la fonction objectif du meneur f '(x, y) soit bornée par la valeur 7=1lim f(x,y),
x-32

elle n’admet pas de maximum.

Figure 1.4: Probléme d’existence d’une solution optimale

Proposition 1 : Supposons que la borne inférieure b =0 et que le coefficient de capacité du
sac soit strictement négatif, # < 0. Si la valeur absolue de ¢ est supérieure a la valeur de tous les
ratios (profit associé au meneur / poids de I’objet), alors la capacité sélectionnée par le
meneur est nulle et le suiveur ne sélectionne aucun objet. Plus formellement,

si |t| > max (d .a j) alors la solution x” = 0 et 3" = 0 est une solution optimale (forte et faible)

I<i<n

pour le probléme SDB.

Preuve : Soit (x, y) une solution réalisable du SDB. En multipliant la contrainte ay < x par
¢ <0 et en lui ajoutant dy, il suit que (ta+d) y > tx + dy = f \(x, y). Par hypothése taj+d; < 0
pour j = 1,., n, or ye {0,1}", ainsi (fa+d) y < 0. Donc pour toute solution réalisable (x, y),
nous avons f '(x, y) < 0, puisque (ta+d) y > tx + dy = f '(x, ). De plus, x =0 et y = 0 est une
solution réalisable pour le probléme SDB, donc (x”, y*) = (0,0) est une solution optimale pour

le SDB. n
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Proposition 2 : Soient le colt associé a la capacité du sac > 0 et a une constante positive. Si

d =aXxc alors il existe des solutions optimales respectant les deux approches (optimiste et

pessimiste) et appartenant a 1’ensemble {(y',Z) ’ y e R(_l;) }

Preuve : Supposons par I’absurde qu’il existe une solution (x’,)’) avec y'¢ R(E) et
flxy)=e'+ady' > f‘(Z,x')= tb+dy". Par conséquent dy'>dy" car #'<tb. Or d= o,
ainsi acy’ > acy”, ce qui implique que f*(y')> f2 (y' ) Ce dernier résultat est contradictoire

avec I’hypothése y" e R(Z) et y'g R(B), car f? (y‘)> A(y)VYye R(x) et xe [IZ,E] . O

Proposition 3 : Soit SDB (resp. SDBy) le probléme de sac a dos bi-niveaux continu (resp.
discret au premier niveau meneur), c¢’est-d-dire x continu (resp. entier). Si # < 0 alors toute

solution optimale (x, »*) du SDBy est optimale pour le SDB.

Preuve : Soit R(SDBg) I’ensemble des solutions réalisables du SDB avec x entier et R(SDB)
I’ensemble des. solutions réalisables du SDB continu au premier niveau (meneur). Il est
évident que R(SDB4) < R(SDB). De plus, il existe une solution optimale de SDB ", y*) qui
appartient 8 SDBy, sachant qu’a 1"0ptimum x" prend une valeur entiére, donc " y*) est aussi

optimale pour le SDBg. O

Proposition 4 : Si ¢ > 0 et s’il existe une solution optimale pour le probléme SDB alors elle

est également optimale pour le SDBy.
Preuve : La preuve est semblable a celle de la condition nécessaire dans la Proposition 3. [

La Proposition 3 nous montre que la résolution du SDB est équivalente a la résolution du
SDBy dans le cas ou ¢ < 0. D’aprés le Théoréme 1, nous savons qu’une solution optimale du
SDB, si elle existe lorsque ¢ > 0, est (y',Z) avec y € R(B) Notons qu’il existe toujours une
solution optimale pour le probléeme SDBg4. Nous déduisons alors que si le probléme SDB
admet une solution optimale, nous pouvons le reformuler comme une série de problémes de
sac 4 dos avec variables binaires, associés aux valeurs prises par la variable du meneur x. Les
deux propositions précédentes nous permettent d’utiliser la programmation dynamique
comme base d’un algorithme de résolution pour le SDB. Cet algorithme est présenté dans la

section suivante.
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Notons que la programmation dynamique fait partie des méthodes de résolution les plus

efficaces pour les problémes de sac a dos.
1.2.2 Programmation Dynamique pour le SDB

Le probléme de sac & dos est un probléme d’optimisation combinatoire trés largement
étudié depuis plusieurs décennies. Ce probléme peut étre résolu efficacement par la
programmation dynamique (voir Toth (1980), Martello et Toth (1990), Kellerer, Pferschy et
Pisinger (2004)). Dans cette section, nous rappelons d’abord les relations de récurrences pour
’algorithme de la programmation dynamique appliqué au sac a dos classique, ensuite nous
considérons leur extension au cas des problémes bi-niveaux avec la structure de sac & dos.

La méthode de programmation dynamique consiste a plonger le probléme initial dans une

famille de sous-problémes de méme nature :
k k %
£, (x)=max Zijj :Zajyj <x,ye{0,1}},
j=1 j=t

puis a relier par une relation de récurrences les solutions optimales de ces sous-problémes

(x)= fia(x) pour x=0,.,q,,

fex)= ) -

max(f, ,(x), f,,(x—a,)+c,) pour x=a,,..,b
L’application directe de la programmation dynamique sur le probléme du suiveur n’est
pas suffisante pour la résolution du SDB. En effet, il est nécessaire d’y intégrer des
procédures de dominance liées aux valeurs des variables de décision et 4 la fonction objectif
du meneur. Nous décrivons ci-dessous le principe de 1’algorithme proposé. Deux tables sont

considérées : la premiére permet de mémoriser les valeurs optimales des sous-problémes

associés au suiveur f;’(x) et la deuxiéme contient les valeurs optimales des sous-problémes

associés au meneur f, (x) avec

max{z P Fap, snrelorf eyers )}

F2(x) max{z:c yj Za v, <xyelo, 1}k}

J=1
L’algorithme est composé de deux phases: une phase de descente et une phase de

remontée.
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1.2.2.1 Procédure de descente

La phase de descente consiste & appliquer la programmation dynamique sur le SDB pour
définir les réactions associées a chaque action possible du meneur. La résolution du premier
sous-probléme associé au premier objet est triviale : le suiveur sélectionne le premier objet si
la capacité du sac est suffisante :

) 0 pour x=0,..,aq-1 ~ 0 pour x=0,.,q-1
fix)= TS S (x)= .
¢ pour x=da,..,b d pour x=a,.,b
Dans les autres sous-problémes, nous appliquons les relations de récurrences de la
programmation dynamique de la fagon suivante. Dans le cas ou la décision du suiveur peut
entrainer un scénario différent, il favorise son profit sans considération du profit du meneur.
D’une mani¢re formelle, le suiveur prend ses décisions selon la relation de récurrences
suivante : ,
2y 12, (x) pour x=0,.,q, —1
f}c (x) - ( 2 2 ) _ _
max|{f2, (x), £2, (x— ak)+ ¢,)] pour x=a,,..,b
Dans ce cas, il suffit que le meneur suive la trace du suiveur. Autrement dit,
71 ; 2 2
'”1( )_ fk—l(x) si f (x)sz-—l(x)
Jelx)=9%] . 2(\_ f2
fk—l(x_ak)+dk st fy (x)_fk—l(x_ak)+ck
Si les décisions sont équivalentes par rapport au profit du suiveur pour une valeur de x, alors

la décision du suiveur favorise le meneur dans le cas optimiste. C’est-a-dire que si
2 — 2 —_ 2
I (x) = fk-l(x) = fk-l(x_ak)"'ck )
alors la valeur optimale du sous-probléme associée au meneur doit étre prise selon la relation

de récurrences suivante :

T 71 7l
F )= max(FL () T (- a)+ ).
Notons que dans ce cas x = ay, sinon le suiveur ne peut pas avoir plusieurs choix car il ne peut

pas sélectionner le &™ objet. Dans le cas pessimiste, le choix doit étre défavorable au

meneur ©

7 @)= min(7L () T (=) + 4 ).
L’Algorithme 1.1 décrit la procédure de descente.
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Algorithme 1.1 : Procédure de descente

// Initialisation
pour x =02 a;-1 faire £*(x)=0; £'(x)=0 ; fin pour
pour x=a; 4 b faire £2(x)=¢, ; f'(x)=4d, ; fin pour
// Itérations

pour k=2 a n faire
pourx=02 b faire
si x<a, alors f2(x)=f2,(x); £} (x)=F.,(x) ; finsi
si x 2 q, alors

e (x) = max(sz_, (x), e (x —a )"‘ Ck) (4-2)

si f2,(x)2 f2,(x—a,)+c, alors
UL 71:1-1(7‘) si sz(x)=fk2-1(x) R
i (x)_{fkl—l(x_ak)"'dk si sz(x)'_'sz—-l(x—ak)+ck @9

fin si
si [ ()= fli(x~a,)+c, alors

fix)= max(?,f_l (x), 7L, (x—a,)+d, ) (Cas optimiste) (4-c)
fix)= min(?,f_l (x), fL (x—a,)+d, ) (Cas pessimiste)(4-d)
fin si
fin si
fin pour
fin pour

1.2.2.2 Procédure de remontée

La phase de descente permet de générer la valeur optimale du SDB, le but de la phase de
remontée est de générer les valeurs optimales des variables de décision. A la fin de la
construction des deux tables par la procédure de descente, la n”™ colonne de la table du

meneur nous permet d’obtenir les valeurs optimales de la fonction objectif du meneur
associées 4 chaque valeur de x dans [ b b 1.
Proposition 5 : Soit (x', y') une solution optimale de SDBy.
> Sit<Oalors f'(x")+ & = %g{z‘ (x)+1x}
» Sit>0alors
* Si Maa_c{f,,’ (x)+t(x+ 1)}S 7! (B)+ b alors (b, ") est une solution optimale du

bsx<b

SDB avec y' e R(x") et x" =b.

= Sinon le probléme SDB n’admet pas de solution optimale.
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Preuve : Nous considérons deux cas.

Cas 1: ¢t < 0. D’aprés la Proposition 3, nous savons que x appartient & @,Q+l,..,3}.
Evidemment, la valeur optimale de x est celle associée & la valeur maximale de 17,,‘ (x)+2x.
Notons que 7"1 (x)+ tx = f(x,y) avec xe {l_),_lg +1,..,E} et ye R(x).

Cas 2 : t > 0. Nous savons que V(x, y) € R(SDBy), avec x € {b,b+1,..., b -1}, nous avons
yb € R(x + ¢) avec € € [0,1]. La valeur de la fonction objectif du meneur du SDB associée est
x+ey)= fnl (x)+¢(x +£). Nous ne prendrons pas en compte le cas ol x =5 car la valeur
de £ associée est nulle. Nous pouvons remarquer que la valeur optimale locale pour
X€ {Q,Q+1,..,Z—1} n’existe pas. Nous pouvons ’estimer par 1811)1?.(1’,,1 (x)+2(x + 8)) D’autre
part, nous savons que la solution optimale locale pour x=b existe. Pour vérifier si cette
solution est optimale globalement, il suffit de vérifier si elle est meilleure que toutes les
approximations des solutions optimales locales pour | xX€ {l_), l)_+1,..,5—1}. S’il existe une

approximation qui la domine alors il n’existe pas d’optimum global pour le SDB. O

Notons que s’il existe plusieurs valeurs optimales pour x', nous appliquons la procédure de
remontée pour chacune d’elles pour récupérer toutes les solutions optimales. Nous remontons
a partir de la valeur x et nous appliquons les instructions de la programmation dynamique sur

le probléme du suiveur en respectant la relation de récurrences suivante :

. 2 _ 2
Pour k = n a 2 faire y,: = {0 Sl. sz(x)— fk2—1 (x)
‘ 1 S1 j;‘(x):f;c—-l(x_ak)'*'ck

A chaque étape k de la procédure de remontée, si le suiveur a des alternatives équivalentes

Ge., f2,(x)=f2(x—a,)+c,), nous appliquons la relation de récurrences suivante liée au
probléme du meneur pour déterminer la valeur optimale de y, :
e {o i 70)= 700

1 s ﬁcl(x)=fkl-1(x"ak)+dk
Si les deux choix sont équivalents i)our le meneur alors la variable y, peut prendre les deux
valeurs. Notons qu’a chaque itération, si y,: = 1, la valeur de x est mise & jour par x - a;. La

valeur optimale de la derniére variable y,, qui ne dépend pas des relations de récurrences, est.

déterminée par :
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yl:l si. fA(x)=¢,

La procédure de remontée est définie par 1’algorithme suivant.

. {o si f2(x)=0

Algorithme 1.2 : Procédure de remontée

x=x ;
pour k=n a2 faire
si f2(x)# f2(x—a,)+c, alors
si f72(x)=f72,(x) alors y, =0 ; finsi
si f2(x)=f2,(x—a,)+c, alors y, =1; x =x—a, ;finsi
sinon
si 71(x)=7L,(x) alors y; =0 ; fin si
si 71(x)=7(x—a,)+d, alors y, =1; x =x—a, ; finsi
fin si
fin pour

si £2(x)=0 alors y; =0 sinon y; =1 ;finsi

Comme 1’algorithme basé sur la programmation dynamique pour le probléme du sac & dos
classique, I’algorithme présenté ci-dessus pour le SDB a une complexité en O(nl_n). Nous

illustrons le déroulement de cet algorithme dans la section suivante.

1.2.2.3 Illustration

Soit le probléme SDB, comprenant 4 variables binaires pour le suiveur :

(Max f'(x.y)=-2x+3y, + 5y, + 3, +,
S.C.
0<x<6
Max f'(y)=y,+y,+ 3+ ¥,
S.C.
Sy+3y,+2y,+y,Sx
ye {01}

(SDB,) 1

\

Phase de descente : Le Tableau 1.1 donne les valeurs optimales des sous-problémes associés

au meneur et au suiveur lors de la phase de descente. Une cellule (x, k) contient les valeurs

(sz (x), f, (x)). Le suiveur sélectionne le premier objet (k = 1) uniquement si la capacité du
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sac est suffisante (x > 5), c’est & dire f2(x) et 7'(x) sont nulles pour x < @, = 5 et

(f12 (x),fl‘(x))= (c,,d,)=(1,3) pour x > 5.

k 1 2 3 4
XN AG) | 2G| £&) | AE) | £E) | AE) | £E) | LK)
0] 0 [ 0o | 0o [ 0o o [ 0o 0o | o
T 0 [ 0 [ 0o [0 0o 1 9
2 0 [ o [0 [ o 1 1 1 9
3] 0 [ 0 1 5 1 1 2| 10
41 0 [ o 1 5 1 1 2| 10
5 | 1 3 I 5 | 2 [ 6 | 2 [ 10
6 | 1 3 [ 5 | 2 | 6 | 3 [ 15

Tableau 1.1: Valeurs de f7(x) et 7!(x)

Le deuxiéme objet (k = 2) peut étre sélectionné si la capacité du sac est suffisante. Donc, pour
x < a;=13 il n’y a aucun changement dans le sac, (j22 (x), 7} (x))= (f,2 (x), 7! (x)) Pourx>3,1la
relation de récurrences (4-a) définit : f2(x) = max( £2(x), f2(x~a,)+¢c,) pour x=ay,....,b.
Ainsi £2(3) = max(£2(3), £2(0)+1) = max {0,1} = 1. Comme la valeur de f7(3) est obtenue
par f2(3-a,)+c,, le meneur doit prendre sa valeur & partir de f,(3) = £'(3-a,)+d, =
71(0) +5 =5 (Regle (4-b)).

Le méme principe peut étre appliqué pour k£ = 3 et 4. Le cas ou les décisions du suiveur sont

i}

équivalentes intervient uniquement pour k = 4 et x = 5. En effet, f7 ()
max( FES), f2(4)+ 1) =max (2, 2) = 2. Dans ce cas, le suiveur favorise 1’objectif du meneur
dans le cas optimiste en appliquant la Régle (4-c) f£(5) = max(z,' (5), 7 (5-a,)+ d4) =
max(6,1+9) = 10.

A la fin de cette phase, nous définissons la valeur optimale de x" par f,,, = 7! (x')+tx' =

Mad7'(x)+5c} = Max {00, 92, 94, 106, 10-8, 10-10, 15-12} = 7. x* = 1 et

bsx<b

(r2,.7L)=@7).

Phase de remontée : Nous ne considérons dans cette phase que la partie du Tableau 1.1
associée 3 x < 1 (" = 1) (Tableau 1.2). Comme (£2(1)% £2(1) et (£2(1)= £2(0)+¢c,), la
variable y; est fixée & 1. De méme, il suit que y; =0, y, =0 et y; =0. Comme f(0) =0,
yrest fixé a 0. A la fin de cette procédure, une solution optimale forte est trouvée,

y,‘l = (0703031) et x*— =1.
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K 1 2 3 2
AN A | A6 | £G) | A6 | £B) | A6) | £F) | AG)
0 0 | 0 [ 0 [ 0 [ 0 0 [ o0
i 0 [ 0] o0 o0 00 15

7

Tableau 1.2 : Phase de remontée

Nous remarquons que 1’obtention d’une solution optimale nécessite la mémorisation des
deux tableaux. Ceux-ci peuvent occuper un espace mémoire important. Pour surmonter ce
probléme, nous avons intégré les régles de dominances ((Martello et Toth (1990), Kellerer,
Pferschy et Pisinger (2004)) dans l’algorithme de programmation dynamique (PD).
Rappelons que ces régles ont été adoptées par Dempe et Richter (2000) pour le SDB.
L’intégration de ces régles de dominances dans la programmation dynamique nous conduisent

vers un algorithme de programmation dynamique creuse pour le SDB (PDD).
1.2.2.4 Programmation dynamique creuse pour le SDB

Un ensemble de sous-problémes n’aboutissant pas a la solution optimale (voir Martello et
Toth (1990)) peut étre éliminé de fagon a réduire I’espace de recherche et ainsi I’espace

mémoire requis pour I’exécution de 1’algorithme. Ces régles sont les suivantes :

> Soit k une étape de 1’algorithme PD, la solution partielle (; ,;) domine la solution

partielle (x, ) si
C(S2)> £2@) et <) ou (£2(0)= £2(R) et x< 7 et £2(x)> £2(2)).

Ces regles éliminent le sous-probléme associé & X s’il existe une autre solution x qui la
domine. Dans ce cas, le profit du suiveur dans la solution x est meilleur que celui de x avec
une capacité du sac plus petite pour x. Si les profits du suiveur sont égaux, si la capacité du
sac de x est plus petite que celle de X et si le profit du meneur de x est plus grand que celui

de X, alors la solution x domine la solution X.
Dans la section suivante, nous présentons les résultats numériques obtenus lors de la

validation de notre méthode pour résoudre le SDB.
1.2.3 Résultats numériques

Dans cette section, nous comparons la performance du nouvel algorithme - de
programmation dynamique (PD) proposé a celle de I’algorithme de Dempe et Richter (2000)
(D&R) et a celui de Bard et Moore (1992) (B&M) (voir Section 1.1). Ce demnier est un
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algorithme de Branch-and-Bound développé pour la résolution des problémes bi-niveaux avec

variables binaires. Son utilisation pour le SDB nécessite une décomposition binaire de x

(e, x= iz,l"" ,ou ze {0,1¥ avec g= [log(l_))/ log(2)]+ 1). Les trois algorithmes sont codés
i=1

en C++ et les sous-problémes en variables entiéres de 1’algorithme de B&M sont résolus 2

I’aide du logiciel CPLEX (2008). Les tests sont effectués sur un Pentium IV EE avec un

processeur de capacité 3,4 Ghz et 4 Gb de RAM.

Les instances utilisées poui' cette étude expérimentale sont créées par le générateur de
Martello, Pisinger et Toth (1999) pour le probléme du sac dos classique. Plusieurs types
d’instances sont générés selon la relation entre les coefficients du probléme. Nous distinguons
trois types d’instances: celles avec des coefficients non corrélés (NC), des coefficients
corrélés (C) et des coefficients fortement corrélés (FC) (Martello, Pisinger et Toth (1999)).
Les données du probléeme du meneur sont aussi générées aléatoirement. La taille des
coefficients est de 100 dans un premier temps puis de 1000. Rappelons que la taille d’un
coefficient est la valeur maximale pouvant étre prise par ce coefficient.

Le Tableau 1.3 présente les résultats pour des instances qui comprennent de 10 a 250
objets. Chaque ligne donne la moyenne du temps d’exécution (en secondes) pour 10 instances
de chaque type. Notons que I’exécution d’un algorithme est stoppée aprés une heure si la
solution du probléme n’a pas pu étre obtenue.

Taille des coefficients 100
NC C FC
n | B&M | D&R | PD | B&M | D&R PD B&M | D&R | PD
10 0.391<0.01 | <0.01 0.51 ] <0.01]<0.01 0.16 | <0.01 | <0.01
25 3.291<0.01 | <0.01 6.03 0.039 | <0.01 0.94 0.11 | <0.01
50| 15257 0.08 |<0.01| 30.00 0.908 | <0.01 | - 3948 2.01 | <0.01
751 23.00|] 044] 0.01] 52.76 3.625| 0.01 | 584.62 7911 0.01
100 | 63.21 1.65] 0.01]140.76 [ 13.343 | 0.01 3223.70| 18.81 | 0.02
250119183 | 8524 | 0.10]375.28 (331339 0.10| ------- 39452 | 0.11
Tableau 1.3 : Temps d’exécution des algorithmes en secondes pour la taille 100

L’algorithme B&M est clairement le moins rapide des trois algorithmes. Ceci est di 2 la

décomposition binaire de la variable x. En effet, la contrainte de sac & dos ay<x est

q9 X :
remplacée par la contrainte —ZZ"‘Z,. +ay<0. Ainsi la résolution du SDB comprend un

i=1
nombre important de variables z; non nulles puisque leurs coefficients dans la contrainte sont.
négatifs et sont nuls dans la fonction objectif. Or, un grand nombre de variables du meneur z;

égales a 1 entraine la création d’un nombre important de nceuds par 1’algorithme B&M, et
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donc un nombre important d’appels a un algorithme exponentiel pour résoudre un programme
linéaire avec variables binaires.

L’algorithme PD est le plus performant parmi les trois algorithmes pour les trois types
d’instances. L’algorithme D&R reste le deuxiéme meilleur algorithme par rapport au temps
d’exécution. En outre, plus la corrélation entre les coefficients s’intensifie, plus la différence
entre les algorithmes augmente, en faveur de 1’algorithme PD.
 De fagon générale, le degré de corrélation influence logiquement le temps d’exécution
pour les trois algorithmes. Néanmoins cette augmentation reste trés faible pour I’algorithme
PD pour ces tailles d’instances. Pour I’algorithme D&R, cette augmentation provient du
nombre de solutions non dominées qui sont de méme qualité et qui ne sont donc pas
éliminées. Si les coefficients sont fortement corrélés, 1’algorithme D&R génére presque toutes

les solutions réalisables du probléme.

Taille des coefficients 1000
NC C FC
n | B&M | D&R | PD { B&M | D&R | PD |B&M | D&R PD
10 1.94 | <0.01 |<0.01 8.16<0.01<0.01}| 1.33| <0.01(<0.01
25| 41.67 | <0.01 0.01 | 93.31 0.07 | <0.01 | 38.58 1.60 | <0.01

50122067 0.08| 0.03]669.77| 197 0.03] ----- 90.81 | 0.04
751 - 090| 009 ------ 9.69| 0.09] ---- 828.89 | 0.09
100 | ------ 244| 016 ---—--- 75.68| 0.15] ----- 3537.70 | 0.16

Tableau 1.4 : Temps d’exécution des algorithmes en secondes pour la taille 1000

Le Tableau 1.4 illustre une augmentation du temps d’exécution pour tous les algorithmes
lorsque la taille des coefficients augmente (1000 au lieu de 100). Ceci provient de la grande

valeur de & qui est calculée en fonction de la taille des coefficients par le générateur.

L’algorithme PD donne des résultats relativement moins rapides a cause de sa complexité en
O(nz). L’algorithme D&R devient plus long car l’augrﬁentation de b augmente le nombre des
solutions réalisables non dominées. L’algorithme B&M donne de moins bons résultats car
cette Vaieur b augmente encore le nombre de variables du meneur.

Ces expériences numériques montrent que notre nouvel algorithme est beaucoup plus
rapide que les deux autres. Lorsque la taille des instances augmente, les algorithmes D&R et
B&M demandent plus d’une heure d’exécution pour s’achever. Cependant, la programmation

dynamique est une méthode cofiteuse en termes d’espace mémoire, ce qui est un obstacle pour

résoudre des instances de plus grande taille.

Le Tableau 1.5 présente les résultats obtenus en appliquant la programmation dynamique

creuse avec les régles de dominances présentées dans la Section 1.2.2.4. Nous reportons les
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temps d’exécution de I’algorithme PD et de la programmation dynamique avec dominance
(PDD) pour des instances des trois types avec un nombre de variables au second niveau allant
de 100 a 500.

Taille des coefficients est : 1000 Taille des coefficients est : 3000

NC C FC NC C FC

n | PD |\PDD}| PD | PDD; PD |PDD| PD |PDD| PD |PDD}| PD | PDD

100} 0.16 ] 0.01| 0.16 | 0.04}0.18| 023 | 0.51( 001 050} 0.04} 0.55]| 0.66

200| 072 007 ] 0.68| 050 077 | 1.25]| 2.02| 0.08| 223| 031] 231 | 341

300 1.54( 024 1.62| 1.29] 1.71{ 295| 4771 027 460| 1.14| 5.00| 7.95

400 | 2.80 | 0.58 [ 2.79| 2.66| 3.10| 542 9.03| 0.60| 844 2.51| 944 15.71

500 | 453 1.12| 433 | 452]| 470 ] 8.68| 1291 | 138} 12.25]| 5.15| =----- 25.24

Tableau 1.5 : Temps d’exécution de PD et PDD en secondes

Nous remarquons que le temps d’exécution de 1’algorithme PDD tend a étre plus
important lorsque les régles de dominances sont moins efficaces (i.e., pour les instances FC).
Ceci provient du coflit additionnel engendré pour la détection des éléments dominés. Par
contre, le temps d’exécution de PDD est plus petit que celui de la programmation dynamique
avec les tableaux PD pour les instances faiblement corrélées. L’augmentation du taux de
corrélation favorise donc 1’algorithme PD quand » augmente. Cependant, celui-ci sature plus
rapidement la mémoire. '

En termes d’espace mémoire, une étude comparative entre 1’algorithme PD et
’algorithme PDD est présentée dans la Figure 1.5. Nous avons considéré les trois types
d’instances NC, C et FC et pour chacune d’elles trois tailles de probléme, » =100, 150 et 200.
La taille maximum des coefficients est 100. Nous rappelons que les deux algorithmes sont
pseudo-polynomiaux en termes d’espace mémoire. Dans la Figure 1.5, nous présentons
’espace utilisé par les deux algorithmes, avec celui de 1’algorithme PD & gauche et celui de
PDD 34 droite. Sur ’axe des abscisses, nous présentons les résultats pour les trois types de
corrélation, NC, C et FC pour n = 100. Nous procédons de la méme maniére pour les
instances de taille # = 150 et » = 200. Chaque valeur correspond a la moyenne observée sur
10 instances.

La Figure 1.5 met en évidence I’impact positif de la dominance sur I'utilisation de la
mémoire. L espace consommé par I’algorithme PD pour une taille fixée est stable, quelle que
soit la corrélation de I’instance. Par ailleurs, I’espace mémoire utilisé par 1’algorithme PDD
augmente avec le degré de corrélation des instances. Cette augmentation ‘est justifiée par
’affaiblissement de la dominance face & la corrélation des coefficients car les sous-problémes-

traités deviennent de qualité similaire.
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Espace mémoire
Ko)

25000

20000 +———

15000 - ————— — ==

10000

5000 T ———

NCI100 €100 FC100 NC150 C150 FC150 NC200 C200 FC200 Instances

Figure 1.5 : Espace mémoire pour PD et PDD

Nous terminons par ’étude de I’impact de la valeur du coiit # associée 4 la capacité du sac
dans la fonction objectif du meneur sur la solution optimale, et plus exactement sur le nombre
d’objets sélectionnés. Les instances considérées dans cette étude sont de type C, ou nous
utilisons la valeur de 100 comme taille pour les coefficients et » = 100. Les valeurs prises par
t sont les entiers dans {-1, -2, -3, -4, -5}. Nous présentons les résultats dans la Figure 1.6.
Pour chaque valeur de #, nous représentons a gauche le rapport du nombre d’objets utilisés
dans la solution sur le nombre d’objets disponibles » et & droite le rapport de la capacité
occupée dans le sac sur la capacité totale. Chaque valeur représente une moyenne sur 10

instances.

0,9 —_— S T

0,8
0.7 O Objets sélectionnés

065 Bl Capacité occupée

0,5 +—
0,4 —
03
02 +—
0,1 +— -

1 2 3 4 5

Les valeurs de -t

Figure 1.6 : Influence de 7 sur le nombre d’objets et la capacité

Nous remarquons que le nombre d’objets sélectionnés décroit avec la valeur de ¢ Plus
précisément, lorsque la valeur absolue de ¢ augmente, le nombre d’objets sélectionnés devient
faible (de méme pour la capacité occupée). Dans ce cas, la fonction objectif du meneur

i, y) converge vers sa borne inférieure, la valeur 0 (voir Proposition 1).
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1.3 Reformulation du probléme du sac 4 dos unidimensionnel bi-niveaux

Dans cette section, nous proposons une nouvelle méthode de résolution exacte (Mansi,
Brotcorne et Hanafi (2008), Hanafi, Mansi et Brotcorne (2008)) pour le probléme du sac a dos
unidimensionnel bi-niveaux (SDUB). Pour des raisons de simplicité d’écriture, nous limitons
sa présentation au cas optimiste. Le SDUB est un probléme bi-niveaux caractérisé par des
variables du meneur et du suiveur entiéres, des contraintes au premier niveau et une seule

contrainte de sac a dos au second niveau. Le SDUB peut donc étre formulé comme suit :

(Max f'(x,y)=d'x +d*y
X,y

s.c
B'x+B*y <b'

N
(SDUB) *e

! &% et ¢ sont des vecteurs d’entiers strictement positifs de dimension n', n* et n’

ou a
respectivement.

La méthode de résolution proposée est composée de deux phases : la premicre, basée sur
la programmation dynamique dense (avec tableau), permet de déterminer toutes les réactions
possibles du suiveur. Celles-ci sont utilisées dans la seconde phase pour formuler le SDUB
sous forme d’un programme linéaire & variables entiéres pouvant étre résolu par un

algorithme de type séparations et évaluations par exemple.
1.3.1 Phase 1 : Programmation Dynamique pour le probleme du suiveur

Dans cette phase, nous considérons uniquement le probléme du suiveur ou nous ignorons
les ressources a'x consommées par le meneur. Plus précisément, nous considérons le

probléme de sac a dos (SD) en nombres entiers suivant :

’Myax A»)=cy
(SD) ﬁS.c.
a’y<b

ye N"

\
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La programmation dynamique, et plus particuliérement la phase de descente, est appliquée

pour obtenir ’ensemble des valeurs optimales du probléme associé a des valeurs de capacité
appartenant a 1’intervalle [0, b]. Soient k et 8 des entiers avec 1<k <n’ et 0< B <b, ol kest
I’itération de la programmation dynamique et 8 la ressource disponible. Le sous-probléme du

suiveur £;2(8) associé aux k premiéres variables y,...,y, et ala capacité § est défini par

f2(B)= max{chyj:Z_:af.yj <Bye N"}.

Soit #; une borne supérieure sur la variable du suiveur y;. Notons qu’une valeur possible est

2

u; =Lb/ a; J car les coefficients du vecteur a” sont strictement positifs. Les relations de

récurrences pour calculer f2(f) sont décrites ci-aprés. L’initialisation (k = 1) est donnée
par:

F(B)=minfhc,,u,c,} pour Be [haf,(h + l)alz[ .
Pourk=2, ..., n*, i (,B) est calculée a partir de la formule suivante :

fHB)= max{f,f_l(ﬂ —hal)+he, 1 h= 0..),ha; < ,8}.

Soit @={(,,a?):i=1..p} I'ensemble des p couples (¢,a2), ot &, (respectivementa?)
représente les profits (resp. les ressources consommeées) des solutions optimales des sous-
problémes du suiveur dont les Valeurs optimales sont données par f:, (B) pour =0,...,b. Plus
explicitement, ¢, = cy’,a; =a’y' avec ¢y’ = £ (B) pour f=0,...,b et p est égal au nombre de

solutions.
1.3.2 Phase 2 : Reformulation du SDUB

L’objectif de la seconde phase est de reformuler le probléme SDUB sous forme d’un
programme linéaire en nombres entiers en se basant sur ’ensemble Q. Plus précisément, nous
établissons un lien entre les actions du meneur avec les réactions compatibles du suiveur sans
résoudre le probléme du suiveur a nouveau. Le lemme suivant permet de caractériser

’ensemble des réactions du suiveur pour x fixé
R(x)= Argmax{fz(y): a*y<b-d'x, ye N" }

Lemme 1 : Soit x une variable du meneur fixée, nous avons y € R(x) si et seulement si les

deux conditions suivantes sont vérifiées :
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i) f:z (b—alx)= cy et

ii) a’y<b-a'x.

Preuve : La preuve suit de la définition de la fonction objectif du suiveur :

J=l

fnzz (b—alx)=max{n20jyj :nZafyj <b-a'x,ye N”2}=max{cy:a2ySb—a1x,ye N" } O
j=1

Avant de redéfinir I’ensemble R(x), nous proposons une procédure pour déterminer les

intervalles de sensibilité des réactions y du suiveur respectant I’action du meneur. Il s’agit de

déterminer I’intervalle d’appartenance de la capacité résiduelle b—a'x tel que la solution y

reste optimale pour le probléme de sac a dos.

Nous notons [s’,sz[ , [sz,s3[ yeeos [s" ,s”“[ les intervalles de sensibilité des capacités
résiduelles avec s' = 0 et &1 = b+1. Autrement dit, si b—a'xe [s',s™[ alors d’aprés le
Lemme 1 la réaction y du suiveur doit vérifier les conditions: cy= fn 2@ et

a*ye ls’ ,b— a‘xJ. Les bornes de chaque intervalle sont calculées plus explicitement comme

suit :
s'=0,
s' =minfp—a'x: fi-dx)> [} "™} pourl=2,..,p=max{: £20)> 12 (s},
sP=b+1

Notons que p représente aussi le nombre d’intervalles de sensibilité. Par construction de la

suite s', nous avons

fi(—-a'x)= f3(s") pour tout b~a'xe ls',s™1].

Avant de donner la reformulation du SDUB, nous présentons ci-dessous quelques résultats

théoriques la justifiant.

Proposition 6 : Soit (x, y) une solution du probléme SDUB, alors (x, y) € R si et seulement

si:
i) B'x+B*y<b'et

ii)si b—a'xe [s’,s’“[ alors cy=fn22 (s") et a’ye [s',b-—alx] .
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Preuve : Montrons tout d’abord que toute solution (x, y) dans la région induite R vérifie les

deux conditions i) et ii). La condition i) est justifiée par la définition de R. D’aprés le Lemme
1, nous avons y € R(x) est équivalent & £ (b—alx)=cy et a’y<b-a'x. Ainsi d’aprés la
définition des intervalles de sensibilité, nous avons cy=f3(s') et a’ye [s'.6- a’x] si
b—a'xe[s',s"[ . Ce qui montre que la condition ii) est vérifide.

~ Réciproquement, d’aprés la condition ii) nous avons cy=f.(s') si b-a'xe [, s [,
implique que £ (b-a'x)=cy= 2 (s') puisque £2(B) est constant sur intervalle, pour tout
pels',s*[. De plus, & ye [s’,b—alx] d’ot a'x+a’y<b. Donc, nous avons
1 (b —a'x) =cy et a’y <b—a'x, ce qui est équivalent 3 y € R(x). D’aprés la condition i), la
solution (x, y) appartient a la région induite R. O

Le lemme suivant permet de valider le choix de I’intervalle de sensibilité compatible avec

la réaction du suiveur en respectant I’action du meneur.

Lemme 2 : Soit (x, y) une solution du SDUB et s' les bornes des intervalles de sensibilité.

Nous avons :

a’y<b-a'x<s™!

et =s'<b-a'x
2,1

ey = f, (s)

Preuve : Supposons par ’absurde que s’ > b—a'x. Par construction de la suite s, il suit que
/i (b—a’x)< f3(s"). Or, par hypothése, a’y<b-a'x, ce qui implique que y est une
solution réalisable du sous-probléme dont la valeur optimale est f3 (b—a'x). Ainsi,
< fi (b —alx). Par hypothése, cy = f5(s'), et donc cy < f3 (b - a‘x) < fi(s") =cp. Dol
la contradiction avec I’hypothése s’ >b—a'x. 0

Le théoréme suivant permet de faire le lien entre les éléments précédents et une

reformulation linéaire entiére du probléme SDUB.

36



Partie 1: Problémes de sac & dos bi-niveaux

Théoréme 2 : Soit (x, ) une solution du probléme SDUB, alors (x, y) € R si et seulement si :
B'x+B*y<b' (5-a)
ax+a’y<b (5—b)

p
ax+) s"2b+1  (5-c)

I=1

=32 (5-q)

| iz'=1 (5-¢)

xe N" ye N" ze {01

Preuve : Montrons tout d’abord la condition nécessaire. D’apreés la Proposition 6, si (x, y) € R

alors les deux conditions ci-dessous sont vérifiées
i) B'x+B*y <b' et
ii)si b—a'xe [s’,s'*ll alors cy = f5(s') et a’ye [s’,b—alx] .
11 est trivial que les contraintes (5-a) et (5-b) sont respectées & partir de i) et ii). Pour tout x, il
existe un seul intervalle de sensibilité tel que b—a'x e [s',s™ [ Ce qui rameéne  introduire les
variables binaires z’ ol
1 si b—a'xels’,s™ 4
z' = . b, avec ) z'=1.
0 sinon =
Ainsi, il suit que (5-¢) est satisfaite et que d’aprés ii) la contrainte (5-d) est satisfaite. Comme

!

’*'l nous avons s' <b—a'x <s™. En multipliant les inégalités par z', nous

b-a'xels',s
obtenons z's' <z'(b—a'x)<z's™. En sommant ces contraintes, nous obtenons les
inégalités :

P
z! (b - alx) < Z z's",

1 =1

z zls! <

)24
I= 1=

—

4
En les développant et sachant que Z z' =1, nous obtenons
1=l

)4 J4

D s S(b—alx)<z z's™ . (5D

I=1 1=l )

L’inégalité gauche de (5-f) est satisfaite d’aprés (5-b). Puisque les données sont entiéres,

I’inégalité droite de (5-f) peut étre réécrite sous la forme de (5-c).
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Montrons maintenant la condition suffisante. La contrainte de choix (5-¢) assure I’existence
d’un indice 7 tel que z' = 1 et 2=0 pour I’ # I. Cela implique que les contraintes (5-b), (5-c) et
(5-d) s’exprime par :

ax+a’y<b (5-b)

dx+s"2b+1 (5-¢)

cy=f(s") (5-4)

. I3 o . 4 . 1 I+1 3
Puisque les données sont entiéres, la contrainte (5-¢*) peut s’écrire a'x+s~ > b et les trois

contraintes précédentes se réduisent a

a’y<b-a'x<s"
cy=fa(s")

. .. . 1 1+ A
D’aprés le Lemme 2, nous avons s' <b—a'x, ce qui implique que b—a'xe [s ,8 [ D’apres

la condition ii) de la Proposition 6, nous avons donc (x, y) € R. : a0

Par définition de la région induite R, et en appliquant le Théoréme 2, le probléme SDUB

peut étre formulé comme le programme linéaire en nombres entiers suivant :

P

Max glxyz)=d'x+d*y
s.C.
B'x+ B’y <b (5-a)
a'x+a*y<h (5-b)
p
ax+Y sz 2b+1 (5-c)

I=1

(IP(SDUB)) ¢
cy = i £iish - (5-4d)

> =1 (5-¢)

I=1

xe N" ye N ze {01y

\

Pour une décision x du meneur, I’intervalle de sensibilité considéré est celui auquel appartient
b—a'x. La réaction y doit alors vérifier les contraintes du meneur (5-a) et du suiveur (5-b).
Les contraintes (5-c) et (5-d) expriment les conditions du Lemme 2, qui permettent d’associer
Pintervalle choisi avec la valeur optimale du suiveur. La contrainte de choix (5-¢) exprime

que pour chaque décision du meneur un seul intervalle est pris en compte.

L’exemple suivant illustre les étapes de la reformulation d’un SDUB en un probléme avec

variables entiéres.
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1.3.3 Illustration

Soit le probléme
(Max f'(x,7) =%+ x,+ 2y, + 5, + y, +10y,
s.C.
2x1 _3x2 0 +5y2 +3y3 +2y4 <5
(SDUBI) 3 X1%; 2 0’ XX entiers

Maxfz(y)=5yl +y,+3y;,+2y,
s.c
X +x,+2y+4y,+y,+3y,<8
y,€{012} pour i=1..4

.

La phase 1 consiste & appliquer la programmation dynamique au probléme de sac 4 dos en

nombres entiers :

Max f*(y)=5y,+ y, +3y,+2y,
S.C
2y, +4y, +y, +3y,<8
y,€{02} pour i=1..4

(SDy)

La premiére colonne du Tableau 1.6 donne la variation de S de 0 a b = 8, les cellules des
quatre colonnes suivantes donnent les valeurs de f?(8) pour k= 1,..., 4 et §=0,..., 8. Les
deux derniéres colonnes donnent les bornes des intervalles de sensibilité s’ et S, 2 (s"). Notons
que dans cet exemple le nombre d’intervalles de sensibilité est égal a 7 :

[s), s = {I} pourI=1,...,3;

[s*, 5L = {4,5} ;

[s), [ = {I+1} pour I =5,..., 7 avec s° = 9 = h+1.

B | »n | Y2 | ys | »ya s’ (s
0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 3 3 1 3
2 5 5 6 6 2 6
3 5 5 9 9 3 9
4 10 10 12 12 4 12
- 5 10 10 15 12
6 10 10 18 18 6 18
7 10 10 21 21 7 21
8 10 11 24 24 8 24

Tableau 1.6 : Phase de programmation dynamique
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Ensuite, en se basant sur le Théoréme 2 et le Tableau 1.6, le SDUB peut étre écrit sous la

forme du programme linéaire en nombres entiers suivant :

(Max g(x,y,z)=—x,+x, + 2y, + 5y, + y, +10y,
s.C. '
2x, =3x,+ y,+5y, +3y, +2y, <5 (6-a)
IP(SDUB,) | X +x,+2y,+4y,+y,+3y,<8 (6-b)
X, + X, +2+22,+32, + 4z, +62,+ 7z, +82,+92, 29 (6-c)
59, +y, 43y, 42y, —z,— 22, -3z, — 4z, — 62, — Tz, —82,=0 (6-d)
Z+z, 42tz tzs+zg+ 2, +zg =1 (6-¢)
x,,x, entiers, y € {0,1,2}',z¢ {0,1}

Les contraintes (6-a) et (6-b) sont les contraintes du meneur et du suiveur associées
respectivement aux contraintes (5-a) et (5-b) de la reformulation IP(SDUB;). Les contraintes
(6-¢), (6-d) et (6-¢) assurent que la réaction du suiveur y est optimale pour une action x du
meneur.

Avant d’étendre les résultats obtenus dans cette section a un probléme de sac & dos
multidimensionnel bi-niveaux, qui est une généralisation du probléme SDUB avec plusieurs
contraintes de sac 3 dos au second niveau, nous présentons un ensemble de résultats

numériques concernant le SDUB.
1.3.4 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons d’abord une étude comparative entre 1’algorithme
proposé appelé PD_SDUB et celui de Moore et Bard (1990) (M&B). Ensuite, nous étudions le
comportement de PD_SDUB sur des instances de grandes tailles.

La programmation des algorithmes a été faite en langage C++ et utilise le solveur CPLEX.
Les tests ont été effectués sur un ordinateur a base d’un processeur Xeon 5160 de capacité 3
GHz avec 16 Gb de RAM.

Les instances sont générées aléatoirement en faisant varier le nombre de variables (n', #%)
et le nombre des contraintes du meneur. Comme dans la Section 1.2.3, il est possible de
générer les données du probléme du suiveur a I’aide d’un générateur pour le probléme du sac
a dos selon les trois degrés de corrélation (non corrélé (NC), corrélé (C) et fortement corrélé
(FC)). Les données du probléme du meneur sont aussi générées aléatoirement. La taille des

coefficients du probleme est de 1000. Notons que toutes les variables du probléme sont
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bornées supérieurement par la valeur 10. Les valeurs reportées dans les Tableaux 1.7 et 1.8
représentent la moyenne sur 10 instances de mémes caractéristiques.

Le comportement des algorithmes PD_SDUB et M&B a été comparé sur des instances non
corrélées (NC). Dans le Tableau 1.7, nous présentons les résultats obtenus pour les tests

associés a m'e {5,10,15}, n' € {5,6,7,8,9,10} et n* € {10,15,20,25,30}.

m' | | ' | PD SDUB | M&B m' | »* | n' | PD SDUB | M&B m | »* | »' | PD SDUB | M&B

5 0.01 0.21 5 0.01 0.18 5 0.01 0.40

6 0.01 2.77 6 0.01 0.04 6 0.01 2.34
10 L2 0.01 0.01 | 10 2 0.01 3.39 10 2 0.01 2.53
8 0.01 6.18 8 0.01 4.39 8 0.02 8.90

9 0.02 40.01 9 0.00 0.01 9 0.01 6.53

10 0.01 0.01 10 0.00 0.49 10 0.01 0.03

5 0.01 0.11 5 0.01 18.36 5 0.01 12.69

6 0.01 14.43 6 0.01 10.84 6 0.01 3.87

15 L7 0.01 40.32 15 |2 0.00 0.01 5 17 0.01 6.15
3 0.02 105.41 8 0.01 2497 8 0.01 4.91

9 0.01 27.80 9 0.02 18.40 9 0.01 48.15

10 0.05 26.68 10 0.00 0.41 10 0.02 21.04

5 0.01 2.81 5 0.01 432 5 0.01 0.12

6 0.01 6.08 6 0.02 33.63 |6 0.04 167.42

7 0.06 821.46 7 0.01 0.01 7 0.01 6.67
5|20 g 0.02 1022] 19203 0.11 g946] 0 |23 0.12 920.60
9 0.01 9.49 9 0.01 1.23 9 0.01 64.56

10 0.01 0.08 10 0.03 | 2663.35 10 024 | 1671.82

5 0.01 7.49 5 0.01 0.01 5 0.01 24.89

6 0.01 26.33 6 0.03 250.34 6 0.02 386.34
i 0.02 4.62 55 |7 0.08 | 2096.18 25 |7 0.15 336.00
[} 0.08 728.79 8 0.11 64.36 8 0.01 25.10

9 0.03 18.44 9 0.02 201.19 9 0.11 | 1435.86

10 0.04 834.47 10 0.06 | 10233.96 10 0.13 | 3373.12

5 0.07 | 3374.58 5 0.01 0.15 5 0.03 70.50

6 0.12 | 915225 6 0.02 6.11 6 0.02 33.15
30 12 0.02 10.11 30 12 0.03 14.06 30 11 0.07 | 163047
3 0.14 | 14874.49 8 0.14 | 158535 8 0.14 | 21658.78

9 0.01 0.08 9 0.11 | 12652.31 9 0.02 [ 415.01

10 0.01 0.70 10 0.06 163.91 10 0.02 247.63

Tableau 1.7 : Comparaison entre les algorithmes PD_SDUB et M&B

Le temps d’exécution important pour l’algorithme M&B provient du fait que les
problémes CBLP & résoudre a chaque nceud sont des problémes NP-Difficiles. De plus, la .
bome supérieure fournie & chaque nceud n’est pas forte. En conséquence, le nombre de nceuds
parcourus par 1’algorithme de Branchjand-Bound augmente trés rapidement avec la taille des
instances. L’algorithme PD_SDUB est trés efficace pour résoudre toutes les instances du
Tableau 1.7. L’application de la programmation dynamique sur le probléme de second niveau
comprenant 30 variables au maximum est instantanée. De plus, cette taille de probleme génére
un nombre limité de variables de choix, ce qui permet de résoudre la reformulation
rapidement. Notons que notre algorithme ne résout qu’un seul programme linéaire mixte 13 oit

I’algorithme M&B en résout un a chaque nceud.
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La deuxiéme partie des expériences réalisées vise & tester 1’algorithme sur des instances
plus difficiles et de plus grandes tailles en considérant les trois types de corrélation (NC, C et

FC). La valeur de b (la capacité du sac dans la contrainte du second niveau de SDUB) est

1 2

définie par la formule suivante : a[z a) + Zafj ,otta=0.25,0.5 ou 0.75.

i=t =1
L’objectif est d’abord d’étudier I’impact du probléme du suiveur (la corrélation des instances,
le nombre de \;ariables du suiveur et le coefficient de resserrement a). Dans le Tableau 1.8, le
nombre de variables du meneur est fixé & 50 et le nombre de contraintes du premier niveau a
5, le nombre de variables du suiveur #* varie parmi {100, 200, 300, 400, 500}. La colonne p
du Tableau 1.8 donne le nombre de variables de choix (z;) dans la reformulation, la colonne
CPU _PD contient le temps d’exécution de la premiére phase de notre algorithme (basée sur la
programmation dynamique), et CPU _IP est le temps d’exécution de la deuxiéme phase
(résolution de la reformulation du probléme). Nous reportons dans la colonne opt le nombre
de fois (sur 10) ou une solution optimale est obtenue avant la limite de temps fixée a une
heure. La colonne Gap donne en pourcentage la moyenne des écarts entre les bornes fournies

par CPLEX sur les 10 instances.

; CPU-PD » CPU-IP
"1 *[NCTCJFC|NC | C | FC | NC lopt]| Gap | C lopt| Gap | FC lopt| Gap
100]0.25]0.08[0.09]0.08| 1809| 3376| 13942| 68.13] 10| <0.01 [579.47 | 9| <0.01 |1621.55| 7| <0.01
100[0.50[0.19]0.20[0.18| 3270| 8037| 29524| 375.83| 10| <0.01 |2588.85| 3| <0.01 |2364.43| 5] <0.01
100{0.75]0.29[0.30]0.20| 4720 17930| 44849| 25.28| 10| <0.01 |2421.50| 4] <0.01 [3292.96] 2| <0.01
200(0.25[0.32]0.34|0.34| 5072| 14136] 27815| 31.42| 10| <0.01 |1695.98] 7] <0.01 |2680.79| 3| <0.01
200[0.50[0.69[0.70[0.70| 9785| 23374| 56930| 99.54] 10| <0.01 |2687.36| 3| <0.01 |3226.96| 3| <0.01
200(0.751.06]1.09|1.06|15070| 38760 85031] 970.73| 8| 0.29 |3089.81| 3| 0.16 |3585.53| 2| 0.01
3000.25[0.73 |0.740.74|10251 | 18668 | 40909 [1014.02] 8| 0.13 |[2460.34| 5| 0.01 |3264.98| 2| 0.01
300(0.50(1.50|1.50|1.51|18674 | 45950 | 82444 858.37] 10| <0.01 |3061.25| 2| <0.01 |3300.86| 4| 0.07
300(0.752.28 [2.27|2.31 26975 | 65583 |123950|1093.53| 8| 0.26 |3374.10| 1| 0.17 |326727| 3| 0.01
400]0.25[1.30|1.31 |1.30|16398 | 30670| 53625 |1683.34] 7| 0.31 [2969.62| 4] 0.17 |350937| 2| 0.01
400(0.50(2.64 [2.64|2.66|31679| 62792|107538|1687.08| 7| 0.18 |3692.89] 0] 0.17 [3338.82] 3| 0.01
4000.75[4.06 [4.05 |3.99 [42590 | 95841|161218| 908.05| 10| <0.01 |238821| 5] 0.01 |3049.60] 3| <0.01
500]0.25]1.98 |1.97|1.99 25816 40841| 65264 [2039.72| 7| 0.06 |315497| 2| 0.34 |3331.29] 1| <0.01
500[0.50 4.12 [4.074.00[43590 | 94750 |132427|2696.57| 4| 0.04 |3457.63| 2| 0.33 |3169.08] 3| <0.01
500[0.75[6.21[6.17]5.95 |64903 [132365 | 197620 [2564.93 | 9| <0.01 |3022.18| 2| 0.33 |3267.46] 3| <0.01

Tableau 1.8 : Effets de la taille du probléme du suiveur

Nous remarquons d’abord que 1’augmentation du nombre de variables du suiveur »*

entraine une augmentation du temps d’exécution de la premiére phase, ainsi que la taille de la
reformulation IP(SDUB) et le temps d’exécution nécessaire pour la résoudre. Ainsi par
exemple dans le cas ou a = 0.25, le temps d’exécution de la programmation dynamique varie

de 0.08 secondes pour n* = 100 4 1.98 secondes pour #*=500 (coefficients NC). Le nombre de
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variables de choix dans la reformulation augmente sensiblement (de 1809 3 25816), car le
nombre de solutions non dominées de la programmation dynamique augmente avec le nombre
de combinaisons possibles des solutions. Le temps de résolution de la reformulation passe
alors de 68 a 2039 secondes. Ce comportement est aussi valide pour les instances corrélées et
fortement corrélées, et pour toute valeur de a (voir Tableau 1.8).

Les figures suivantes illustrent le comportement de 1’algorithme PD_SDUB relativement a
la valeur de a. La Figure 1.7-a (resp. Figure 1.7-b) donne le nombre moyen de variables de

choix (resp. le temps de résolution de la reformulation) pour chaque valeur de #°.

r
140000
g ——().25
Pl
120009 P — = 0=0.50
100000 e SR
- _ a=0.75
80000 o —
60000 e —
40000 oo™ e
mn,w""'w'“lw a—— - /
20000 &
0 ; . ; . .
1 2 3 4 5 100 n*
Figure 1.7-a : Impact de a sur p
CPU_IP
3500 —— =0'25
3000 = — ;_ — =0 =0.50
2500 - s et (g =
- e, a=0.75
2000 m“u_,«w'”‘“ - / %.,qw,w"w
—
1500 /
1000
~
500
0 T T T T 1
1 2 3 4 5 100 n*

Figure 1.7-b : Impact de a sur le CPU_IP

La Figure 1.7-a montre clairement que 1’augmentation de la valeur de a génére plus de
variables de choix a cause de ’augmentation de la capacité du sac. Cela complique en général
la résolutioh de la reformulation comme le montre la Figure 1.7-b. Dans le Tableau 1.8, nous
ne pouvons pas toujours trouver le lien entre le nombre de variables de choix et le temps de

résolution du modéle, car ce probléme dépend aussi des données du premier niveau.
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Les figures suivantes illustrent le comportement de la méthode relativement au degré de
corrélation. La premiére (resp. la deuxiéme) figure donne le nombre moyen de variables de

choix (resp. le temps d’exécution de la reformulation) pour chaque valeur de 7.

140000
Wi
120000 e
- uv“"w NC
100000 o
m"wﬂwn - ——— - c
80000 — - FC
60000 e — -~
,«'w"’"'"w“’ . "
40000 P . - /
20000 ::__:/
. 0 T T T T 1 2
1 2 3 4 5 100 7
Figure 1.8-a : Impact de la corrélation sur p
CPU_IP
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1500 /
1000
0 T T T ¥ L)
1 2 3 4 5 100

Figure 1.8-b : Impact de Ia corrélation sur CPU_IP

Le degré de corrélation des coefficients du probléme du second niveau influence le
nombre de variables de choix. Plus les instances sont corrélées et plus le nombre de solutions
non dominées devient important, ce qui génére plus de variables de choix (Figure 1.8-a).
Celui-ci complique davantage la résolution de la reformulation comme le montre la Figure
1.8-b. Le temps de résolution de la reformulation est donc toujours influencé par
I’augmentation du nombre de variables de choix.

Nous examinons aussi 1’impact du nombre de contraintes de premier niveau sur
efficacité de 1’algorithme PD_SDUB. Dans le Tableau 1.9, nous présentons les résultats
obtenus lorsque le nombre de ‘variables du meneur et du suiveur sont fixés alors que le
nombre de contraintes du meneur varie. La colonne opt donne le nombre de fois ol

I’algorithme PD_SDUB trouve une solution optimale sur un ensemble de 30 instances.

44



Partie 1: Problémes de sac A dos bi-niveaux

m| p |CPU_IP|opY|Gap(%)||m'| p |CPU_IPlop/Gap(%)
5| 3266 157.03|29| <0.01|| 5| 5234|1261.78/22] 0.58
10| 3270 617.04]25( 0.31|[10] 5396{1511.94]18] 1.50
15| 3433| 313.47|28] 0.01{|15] 5178| 886.00{24 0.39
201  3402| 311.36[28| 0.07|[20] 5102| 435.93]27| <0.01
25| 33331  7.22{30| <o0.01||25] 5126| 523.57]27| o0.01
30 3323 10.17|30| <0.01f|30] 4829] 816.77[25] 0.15
35| 3276| 100.22[30| <o0.01|[35] 5014] 861.00[23| 0.45
40| 3560 5.34{30| <o0.01|{40] 5634] 969.47{23| 0.45
45| 3199 5.49|30| <o0.01|[45] 5355| 864.47{123] 0.03
50| 3246 1.88[30| <o0.01|[50] 4871| 988.56[22| 0.28
~ n'=50,n*=100 n' =100, n* =100
5|  7566{1565.00119] 2.09]| 5| 10843|2185.56/14] 1.06
10|  7481|1744.72|16] 3.09|| 10| 10726|2712.86| 9| 3.96
15|  8261{1807.29|18| 0.73|| 15| 10470[2516.06]10[ 2.91
20|  7357|1702.47|16| 1.10{{20] 10919|2278.35{14| 1.16
25| 7950| 952.56/24| 0.34][25] 10099|2125.08/12] 1.38
30]  7583]1069.11{22| 0.93|[30] 11262{2038.10{14] 1.12
35| 7607/1013.98[22| 0.36[| 35| 11029]1080.86{22| 0.47
40| 8036|1512.62{18| 0.64|[40] 10243[2214.58/13] 0.36
45| 8074[1309.99|20]  0.79{|45| 10054{1251.00|21| 0.67
50| 8084|1447.81|21| 0.25||50] 11146|1220.42(22| 0.71
n' =150, n* =100 n' =200, n* =100
5| 12462[2622.16{10 3.73|| 5| 13669]2303.69{11 5.38
10| 12857|3227.88| 5| 2.63||10] 13545|2284.39{11| 3.74
15| 13937(2322.97|11| 3.64|[15] 14207/1955.83[14| 2.39
20 13114(2405.78[10 2.90|[20] 14227}2009.27{14| 1.63
25| 12829[1361.46{20f 1.49|[25] 13903}1655.01{18] 1.36
30 12340[1565.24[18| 0.80([30] 13889[1793.79{15 1.22
35| 12443(1194.77[21| 0.89}|35] 13898|1455.30/18| 0.80
40| 13090[1575.55|18| 0.81]{40] 13828|1213.75|21| 0.34
45| 12440{1237.35|20| 0.65|[45] 13884[1019.96{22 0.27
50| 12905]1351.09{20] 0.36||50[ 13826| 673.60]25| 0.21
n' =250, n* =100 n' =300, n* =100
Tableau 1.9 : Impact des contraintes du meneur

Nous remarquons dans le Tableau 1.9 que I’Algorithme PD SDUB rencontre des
difficultés pour identifier une solution optimale en une heure d’exécution dans certains cas ot
le nombre de contraintes du meneur est faible. La prise en compte de contraintes au premier

niveau complique en général la résolution du probléme bi-niveaux. Or dans notre cas,
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existence des contraintes du premier niveau peut réduire I’espace de solutions réalisables, ce
qui permet alors 3 CPLEX de trouver une solution optimale dans un temps raisonnable. Le
Gap reporté dans les deux Tableaux 1.8 et 1.9 montre en effet que les solutions trouvées sont
généralement de bonne qualité. Cela s’explique par le fait qu’il est parfois rapide pour un
algorithme de Branch-and-Bound d’obtenir une solution optimale d’un sac a dos
- multidimensionnel mais trés difficile de proﬁver loptimalité de cette solution (voir par
exemple Boussier (2008)).

Afin d’illustrer le comportement de 1’algorithme PD_SDUB, nous donnons dans la Figure
1.9 I’évolution des la bornes supérieures et inférieures lors de 1a résolution d’une instance du
SDUB générée avec les paramétres suivants : n' =50, n* = 100, m' = 10, a = 0,75 et avec des

coefficients fortement corrélés.

51000 -
f————— e ——— . —— —
I :
50000 | Borne supérieure
__________ J — ~= = Borne inférieure
49000
48000 T T
1h temps

Figure 1.9 : Evolution de la borne inférieure de la reformulation

Nous remarquons clairement que, pour cette instance, la borne inférieure trouvée est de
bonne qualité, avec un Gap de 0,36%. Cette bome a été trouvée en moins d’une heure
d’exécution. Sa qualité se justifie par les explications précédentes. En conséquence, la qualité
de la solution dépend fortement de 1’instance, et notamment du probléme du meneur.

Dans le Tableau 1.10, nous comparons la qualité de la borne supérieure pour le SDUB
fournie par notre algorithme & celle considérée dans la littérature (Moore et Bard (1990)).
Cette borne est calculée par la résolution de la relaxation du probléme bi-niveaux (HPP) (voir
Section 1.1), ou la fonction objectif du suiveur et les contraintes d’intégrité sur les variables
entiéres du probléme sont ignorées. La borne supérieure fournie par 1’algorithme PD_SDUB
est la relaxation en continu de la reformulation IP(SDUB). Les instances considérées dans
cette partie sont générées aléatoirement avec des coefficients NC. L’amélioration obtenue par
I’algorithme PD_SDUB pour la bome supérieure (ub) du probléme SDUB est exprimée en

pourcentage, et est calculée par la formule :
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WHPP(SDUB)) - wH(IP(SDUB))) / (HPP(SDUB)) - /*(SDUB),
ou v(P) indique la valeur optimale du probléme P, H(IP(SDUB)) est la relaxation en continu
de la reformulation proposée, f (SDUB) est la valeur optimale du SDUB, et HPP(SDUB) est
la relaxation du SDUB. Nous donnons dans la ligne CPU_ub le temps d’exécution nécessaire
pour trouver la borne supérieure via notre reformulation. Notons que le temps d’exécution
pour obtenir v(HPP(SDUB)) est négligeable. Les valeurs dans le Tableau 1.10 présentent la
moyenne sur 10 instances de mémes caractéristiques.

n 50 100

m 5 10 5 10

n* =100 o 0.2510.50[0.25]0.5010.25| 0.50[0.25] 0.50
ub 91% | 96% | 92% | 90% | 95% | 98% [ 93% | 98%

CPU ub | 0.96 | 3.87 1 0.50 | 2.29 | 2.64 | 14.05 | 3.06 | 13.80

Tableau 1.10 : Qualité de la borne supérieure de ’algorithme de PD_SDUB

Les bornes supérieures fournies par notre reformulation surpassent significativement celle
produites par M&B. Cette différence se justifie théoriquement par la prise en compte des
coupes qui respectent la fonction objectif du suiveur, alors que cette fonction est
complétement ignorée dans la relaxation HPP. L’obtention de meilleures bornes supérieures
pour le SDUB n’est pas coliteuse en termes du temps d’exécution comme le montre le
Tableau 1.10 (le temps d’exécution reporté est celui de la programmation dynamique et de la

résolution de la relaxation en continu de la reformulation).
1.4 Heuristique pour le sac 2 dos multidimensionnel bi-niveaux

Le probléme du sac & dos multidimensionnel bi-niveaux en nombres entiers (SDMB) est
un probléme d’optimisation ou l’ensemble des solutions réalisables est déterminé par
I’ensemble des solutions optimales d’un | probléme de sac & dos multidimensionnel
paramétrique. Le SDMB peut étre formulé comme suit :

(Max f'(x,y)=d'x +d’y
s.cC.
B'x+B*y <b'
xe N"
Max f*(y)=cy
s.c.
A'x+ A2y < b’
yeN "

(SDMB)
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ou le vecteur d' (respectivement ¢, d°) est de dimension n' (resp. n). Le vecteur b
(respectivement b?) est de dimension m' (resp. m?). Les coefficients des matrices B' (m'xn")
et B2 (m'xn?) sont des entiers. Nous supposons que les coefficients des matrices A'(m*xn')

et A%(m*xn*) et les coefficients du second membre b* sont des entiers positifs. Le vecteur x
(resp. y) de dimension n' (resp. n?) représente les variables de décision du meneur (resp. du
suiveur). La fonction objectif du meneur (resp. du suiveur) est notée f(x, ) (resp. £2(»)).
A notre connaissance, le SDMB n’a pas été étudié dans la littérature, sauf lorsque I’ensemble
des contraintes du meneur est vide.

L’approche proposée dans la section précédente peut étre généralisée au SDMB en
adaptant la premiére phase de la programmation dynamique au probléme du sac a dos
multidimensionnel. Malheureusement, cette approche ne permet pas de résoudre des instances
de taille significative car elle nécessite un effort calculatoire (mémoire et temps) important.
C’est pourquoi nous proposons une heuristique basée sur la relaxation surrogate qui nous
permet de définir des problémes de sac & dos unidimensionnels bi-niveaux résolus par

’approche précédente.
1.4.1 Relaxation surrogate

La relaxation surrogate a été introduite pour la premiére fois par Glover (1965). Elle
consiste & agréger un ensemble de contraintes en une seule. Cette relaxation a fait I’objet de
nombreuses études afin de proposer des méthodes de calcul des multiplicateurs optimaux du
dual surrogate. Elle a souvent été utilisée pour résoudre le probléme du sac a dos
multidimensionnel. Nous pouvons ainsi citer par exemple les travaux de Greenberg et
Pierskela (1970), Glover (1975), Dyer (1980), Gavish et Pirkul (1985), Fréville et Plateau
(1986) et plus récemment Osorio, Glover et Hammer (2002), Fréville et Hanafi (2005) et
Hanafi et Glover (2007) (voir la Section 2.3.2 de la Partie 2 pour plus de détails).

Avant de présenter I’heuristique, nous proposons une relaxation spécifique du SDMB
basée sur la relaxation surrogate. Plus explicitement, les contraintes du sac & dos du suiveur
sont déplacées au premier niveau et remplacées par une contrainte surrogate au second

niveau.

La relaxation du SDMB associée au multiplicateur xe %fz est alors définie par :
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Max f'(x,y)=d'x+d’y
| S.C.
B'x+By<b' (7-a)
A'x+ A2y < B (7-b)
(SDMB(1)) 1 xe N"
Max f*(y)=cy
S.C.

”’Zﬂi (A:I x+ A4y ) < iﬂibiz (7-c¢)

i=1 i=l

yE N"

N

Proposition 7: Toute solution (x, y) réalisable pour la relaxation SDMB(x) est aussi

réalisable pour le primal SDMB.

Preuve : Soit (x°, y”) une solution réalisable pour la relaxation SDMB(), alors y’ est une

solution optimale du probléme de sac a dos suivant :

(Max f2(y)=cy
¥
S.C.
SD x")) s m? m?
(D)) Zﬂi (Azl x‘+A,.2y ) s Z:uibiz
=1 i=1
yeN "

\

Et puisque la solution (x°, y’) satisfait les contraintes (7-b), alors y’ est forcément une
solution optimale du probléme de sac & dos multidimensionnel suivant :
(Max f*(y)=cy
s.c.
A'x'+ A%y < b?
yeN "

(SDM (")) -

\

Ce qui implique trivialement que (x’, y’) est une solution réalisable pour le probléme primal

SDMB. , 0

L’heuristique que nous proposons, décrite dans la section suivante, consiste a résoudre les -
relaxations SDMB(4) en faisant varier i Le probléeme SDMB(u) peut quant & lui étre

reformulé selon 1’approche décrite dans la Section 1.3 pour le SDUB.
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1.4.2 Formulation approchée du SDMB

D’aprés la Proposition 7, une solution de chaque relaxation SDMB(x) définit une solution
réalisable pour le probléme SDMB. Notre but consiste 4 sélectionner la meilleure solution
parmi 1’ensemble des solutions réalisables engendrées par les résolutions des relaxations
SDMB(y). Par la suite, nous ne considérons que les relaxations SDMB(u), avec u; = 1 et
ui=0,j= 1...m" et j # i, définies par SDMB; suivant :

'A{fyle'(x,y)=d'x+d2y
| s.c.
B'x+B*y<b
A'x+ A2y <h?
(SDMB)) xe N"
Max f*(y)=cy
s.C.

Ax+Ay<b’

yeN ”

Une valeur approchée de v(SDMB) est alors définie par Max = {w(SDMB)), i = 1,..., m’}.
Une conséquence de la Section 1.3 est que chaque relaxation SDMB; peut étre reformulée
sous la forme d’un programme linéaire en nombres entiers :
[ Max g(x,y,z) =d'x+d%y
s.c.

B'x+B*y<b'

Ax+ Ay <p?

Di
Ax+Y s >pr 41
(IP(SDMB))) ¢ ! 1; ! !

Pi
=Y fishz
I=1

2 =1
I=1

xe N" ye N" ze {01y

ol s sont les bornes des intervalles de sensibilité et p; leur nombre associé a la i™ contrainte

du suiveur.
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Nous proposons un seul modéle approché pour le SDMB dont la résolution est équivalente
a celle de max {WIP(SDMB)) : i =1, ..., m*}. Pour modéliser le fait qu’il n’existe qu'une seule

contrainte du suiveur correspondant & une solution optimale du modéle IP(SDMB), nous
2

ajoutons la contrainte de choix Z,ui =1, avec Ue {0,1}"’2 . Ainsi la variable y; indique si la
i=1

i contrainte du suiveur est conservée dans la reformulation. Nous donnons ici la

formulation approchée du probléme SDMB :

(Max  f'(xy.z)=d'x+d%y 8-a)
S.C.

A'x+B'y<p' | (8-1)

A’x+ B’y <b? (8-c)

(A,.2 x,u,.)x + is:“zf 2 (b,2 X,u,.)-i- y, Vi=l.,m* (8-d)
I=1

m?

(PDMBY, =3 Y r260 (8-<)

i

Di
D=y, Vi=1,.,m’ 8-f)
=1

xe N" ye N"z,,u,. € {0,1}’"2,2,. efo1y,i=1,.,m?

Y

) 4}
Dans cette formulation, si une variable »; = 0, alors la contrainte (8-d) devient Y s;*z] 20,
I=1

ce qui est toujours vrai. Dans ce cas, la contrainte (8-f) s’écrit iz,’ =0, c’est-a-dire que
=1
toutes les variables de choix associées a la ™ contrainte du suiveur et toute la partie associée
a ces variables dans la contrainte (8-¢) sont nulles. Dans le cas ol g; n’est pas nul, ces trois
contraintes ne seront évidemment pas reldchées et aucune partie associée ne sera annulée.
Cette formulation approchée assure 1’obtention d’une solution réalisable pour le probléme
d’origine SDMB d’aprés la Proposition 7. Elle peut également nous donner une information
sur I’impact des contraintes par rapport a la qualité des solutions associées. Par exemple, la
résolution de la relaxation en continu du probléme IP(SDMB) donne une solution avec

différentes valeurs pour les variables u;. Plus la valeur d’une variable g, est grande, plus la
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contrainte associée est importante par rapport aux autres contraintes. Notons que la
reformulation demande en pratique un temps important (i.e, le temps de la programmation
dynamique), et qu’elle génére un modéle de grande taille, ce qui complique la résolution du
IP(SDMB).

1.5 Conclusions et perspectives

Nous avons proposé dans cette partie un nouvel algorithme exact pour résoudre le
probléme du sac a dos bi-niveaux (SDB). Le SDB est un cas particulier des problemes de
programmation bi-niveaux linéaires en nombres mixtes dans lequel le meneur contrdle une
variable continue (la capacité du sac & dos) et le suiveur résout un probléme de sac a dos
paramétrique. Nous avons montré que la résolution du SDB est équivalente a la résolution
d’une série de problémes de sac a dos. L’algorithme proposé est basé sur la programmation
dynamique, ou les régles de récurrences prennent en compte simultanément la fonction
objectif du meneur et celle du suiveur. Les expériences numériques montrent d’une part que
I’algorithme proposé surpasse de maniére significative les algorithmes présents dans la
littérature, et d’autre part qu’il est plus robuste aux modifications des instances, en particulier
le degré de corrélation.

Nous avons également proposé un nouvel algorithme pour résoudre le probleme du sac a
dos bi-niveaux avec plusieurs contraintes au premier niveau (SDUB). Le SDUB est un cas
particulier des problémes bi-niveaux linéaires en nombres entiers dans lequel le meneur
contrdle cette fois un ensemble de variables en nombres entiers, alors que le suiveur résout
toujours un probléme de sac a dos paramétrique. L’approche proposée est composée de deux
phases : la premicre est basée sur la programmation dynamique dans laquelle les régles de
récurrences ne considérent que le probléme du suiveur. Dans la deuxiéme phase, nous
reformulons le probléme SDUB sous forme d’un programme linéaire en nombres entiers. Les
expériences numériques ont prouvé que l’algorithme proposé est plus puissant que les
algorithmes existants dans la littérature. Il nous permet de résoudre des problémes de taille

moyenne dans un temps raisonnable.

En perspective de cette thése nous comptons étendre I’étude du probléme de sac 4 dos
multidimensionnel bi-niveaux. Une heuristique basée sur une relaxation surrogate particuliére
des contraintes du suiveur a été proposée dans la Section 1.4. De nombreuses questions

restent ouvertes pour le développement de schémas de mise & jour des multiplicateurs. De
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fagcon plus générale, d’autres perspectives peuvent €tre envisagées comme par exemple
I’utilisation de la programmation dynamique de manire approximative afin de garder

seulement un sous-ensemble des réactions du suiveur les plus prometteuses.
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Partie 2 : Sac a dos multidimensionnel a

choix multiples

Le travail dans cette partie se concentre sur le probléme du sac & dos multidimensionnel a
choix multiples (MMKP) qui, comme son nom I’indique, est une variante du probléme du sac
a dos multidimensionnel. Comme nous le verrons dans la suite, I’ajout de contraintes de choix
rend ce probléme encore plus complexe. Devant la difficulté de trouver une solution optimale,
ou méme juste réalisable du MMKP, nous nous sommes concentrés sur des approches
hybrides (Hanafi, Mansi et Wilbaut (2009)). Les techniques proposées combinent les
relaxations et les recherches locales en exploitant les informations duales et 1’ajout de pseudo-
coupes pour réduire I’espace de recherche. De plus, nous avons intégré des techniques de
fixation de variables associées aux relaxations proposées.

Dans la premiére section nous présentons le modéle mathématique pour le MMKP et un
ensemble d’applications existantes. La deuxiéme section s’intéresse a la connexion du MMKP
avec d’autres variantes de sac a dos et a 1’étude de la littérature. Dans la troisiéme section,
nous nous intéressons a différentes relaxations possibles du MMKP, avant de présenter dans
la quatri¢éme section une méthode de recherche locale. Nous abordons dans la cinqui¢me
section notre approche hybride basée sur I’utilisation de relaxations. Dans la derniére section,
nous étudions la qualité de nos heuristiques en les comparant aux meilleures approches
recensées dans la littérature sur un ensemble de 33 instances existantes. Nous montrons que

nos algorithmes convergent rapidement vers des solutions élites.

2.1 Formulation et Applications du MMKP

2.1.1 Formulation 0-1 MIP du MMKZP et notations

Le probléme du sac a dos multidimensionnel & choix multiples (MMKP pour Multi-choice

Multidimensional Knapsack Problem) est une variante du probléme du sac & dos (Martello et
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Toth (1990), Kellerer, Pferschy et Pisinger (2004)). Le MMKP est défini par un ensemble
d’objets G, divisé en n groupes (ou classes) disjoints G = Gy U ... U Gy, avec GiN Gy= &

pour i’ #i e {l,..., n} ot chaque groupe G; a m; = |G| objets. A chaque objet (j € G;) du

12 k
N P M

groupe G; est assoqié un profit ¢; et un ensemble de poids 4; = (a ag,...,a; ) relatifs

4 m contraintes de sac a dos. Le vecteur b = (', 5, ..., B, ..., b™) représente I’ensemble des

~ capacités des sacs. Plus formellement, le MMKP peut étre défini comme suit :

maxZ": Zc,.jx,.j
i=l jeG,
S.C.
(MMKP) - Z Dajx;sb* Vk=1l.m (1)
i=l jeG,;
> ox, =1 Vi=1,..,n (2)
JjeG;
x;e{01} Vi=1l..njeG, (3)

L’objectif consiste & choisir un objet et un seul dans chaque classe de fagon a maximiser
le profit total sans violer les contraintes de sac a dos. Les contraintes de sac & dos (1) assurent
que la capacité de chaque sac k n’est pas excédée tandis que les contraintes de choix (2)
assurent la sélection d’un et un seul objet dans chaque classe de G. Les variables du probléme
x; sont des variables binaires qui indiquent le choix de I’objet si x; = 1 (x; = 0 dans le cas
contraire) pour je G; et i=1,..., n. Le probléme MMKP est un probléme NP-Difficile dont la
difficulté de résolution a I’optimum augmente exponentiellement avec la taille du probléme
(Khan, Li, Manning et Akbar (2002)). Avant de décrire quelques applications existantes du
MMKP, nous introduisons ici quelques notations utilisées dans la suite de cette partie. La
relaxation en continu du MMKP, notée LP(MMKP), considére la méme fonction objectif que
le MMKRP et toutes les contraintes (de sac a dos et de choix), sauf les contraintes d’intégrité.

Elle est présentée par le modéle suivant :

maxi ch.xij
i=l jeG,
s.C.
LP(MMKP) { Z D apx, <b* Vk=1,.,m
i=l  JeG,
Zx,.j =1 Vi=1,.,n
JjeG,;
Xx; € [0,1] Vi=l,..,n,je G,
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De maniére générale, soit P un probléme d’optimisation en variables binaires portant sur
un ensemble N de variables. Nous notons par v(P) la valeur optimale du probléme P et par
(P | Q) le probléme P auquel est ajouté un ensemble de contraintes Q. Soit un vecteur
y € [0,11™, nous définissons les ensembles : So)={e N, y; =0}, J'o)={eN, yi=1},
J*(y) ={jeNyeloljetJy)={e N ye {0,1}} = S ) u (). Nous appelons
probléme réduit associé¢ au vecteur y le probléme suivant : P(y) = {P | x; = y;, j € J()}. De
plus, le vecteur e est le vecteur avec toutes ses composantes égales & un avec la dimension
appropriée, e = (1, ...., 1). Soient x et y deux vecteurs de R, I’inégalité x < y signifie que
x; Sy;pouri=1,..., |N|. La distance de Hamming, entre deux vecteurs binaires x et y, est le
nombre de composantes de x qui différent de celles de y. Formellement, la distance de

Hamming entre x et y est définie par :

Ll

e, y)=2 |x ~ vl
i=1

2.1.2 Applications du MMKP

Le MMKRP est une variante intéressante de la famille du sac & dos. Nous présentons ainsi
dans la Section 2.2 un ensemble de problémes d’optimisation directement connectés au
MMKP. Plusieurs applications pratiques du MMKP peuvent étre recensées dans la littérature.
Nous présentons ici quelques exemples.

Le probléme MMKP peut ainsi modéliser des problémes pour I’affectation et 1’allocation
de ressources (Gavish et Pirkul (1982)), la gestion de budgets (Pisinger (2001)), la fiabilité de
systémes (Tillman, Hwang et Kuo (1980)), les systémes multimédias (Chen, Khan, Li et
Manning (1999), Khan, Li et Manning (1997)), la gestion de réseaux de télécommunications
(Watson (2001), Hifi, Michrafy et Sbihi (2004)).

Plusieurs problémes d’emplois du temps ont aussi été modélisés en faisant apparaitre des
problémes de type MMKP. Ainsi dans le milieu hospitalier, la gestion du planning des
infirmiéres a été traitée sous cette forme par Aickelin et Dowsland (2000) ou plus récemment
par Goodman, Dowsland et Thompson (2007). Pour réaliser ce type de planning, il faut
respecter plusieurs conditions : (i) assurer une couverture minimum, (ii) prendre en compté un
ensemble de préférences et de demandes, (iii) proposer des plannings cohérents. Le probléme
MMKRP intervient dans la seconde phase pour affecter les infirmiéres aux différents créneaux.-
Il s’agit de trouver pour chaque infirmiére la suite de créneaux qu’elle va occuper sur une

semaine (7 jours et 7 nuits). Ce probléme peut étre modélisé sous la forme suivante :
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)
n
minz = Z Zcijxij

i=l jeF{i)

s.c
(MMKP-1) | Z Zq,.,ajkx,.j 2 b, vrk  (4)

i€G(r) e F(1)
inj =1 Vi
JEF()
X = {o,1} Vi, j

avec x; = 1 si 'infirmiére i est affectée a la suite de créneaux j, sinon x; = 0. Le coefficient c;
est une pénalité associée a ’affectation de I’infirmiére i & la suite j basée sur les préférences
des infirmiéres, I’historique de I’hdpital et Iattractivité de cette suite de créneaux. L’ensemble
F() représente les suites de créneaux réalisables pour I’infirmiére i. La contrainte (4) oblige a
avoir un nombre suffisant d’infirmiéres de chaque grade » chaque jour %, avec ay = 1 si la
suite j couvre le jour de travail k, G(r) ’ensemble des infirmiéres de grade r, b, le nombre
minimum d’infirmiéres de grade » nécessaires le jour %, et g;- =1 si I’infirmiére i est de grade
r, 0 sinon. Toujours dans le domaine de la planification, Detienne, Péridy, Pinson et Rivreau
(2009) ont aussi utilisé le MMKP pour modéliser un probléme d’emploi du temps dans un
contexte industriel.

Dans le contexte de la chaine logistique, Basnet et Wilson (2005) ont proposé un modele
mathématique sous forme d’un probléme de sac a dos minimisant le nombre d’entrepots a
utiliser pour stocker un ensemble de biens. Un sous-probléme est formulé sous la forme d’un
MMKP pour prendre en compte les trois contraintes suivantes : (i) la considération de la
capacité de ’espace de stockage, (ii) la compatibilité des biens, et le fait que (iii) chaque bien
i doit étre stocké dans un seul entrepdt j. Soit # (resp. m) le nombre d’objets (resp. entrepdts).
A chaque entrep6t j est associé une variable binaire z; qui prend la valeur 1 si I’entrepdt j est
utilisé, 0 sinon. La variable binaire x; indique le stockage du bien i dans I’entrepdt j (si
x;=1). Le modéle MMKP-2 ci-dessous donne une formulation de ce probléme.

L’objectif de ce modéle est de minimiser le nombre d’entrep6ts utilisés. La contrainte (5)
assure le respect de la capacité de stockage des entrepdts, sachant que b; est la capacité de
Pentrepdt j et a; est le volume de ’objet i. La contrainte (6) assure le respect des contraintes

d’incompatibilité au niveau du stockage des biens dans un méme entrepdt: deux objets

incompatibles ne doivent pas étre stockés dans le méme entrepot. C désigne 1’ensemble des
couples d’objets incompatibles entre eux dans la contrainte (6). La derni¢re contrainte indique

que chaque bien doit étre stocké dans un et un seul entrep6t.
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minizj
j=l
S.C.
3 ax;<bz. j=L..m 5

(MMKP-2) Zl v ©

X, +x,<1 (,k)eC j=1l..m (6)
D> x; =1 i=1,..,n
Tj=l

| xe {0 ze {00}

D’autres exemples d’applications du MMKP moins courantes peuvent aussi étre
recensées, par exemple dans Chocolaad (1998), Raidl (1999), Romaine (1999) Li, Feng
(2001), Lardeux, Knippel et Geffard (2003), ou encore Li, Curry et Boyd (2004).

Dans la section suivante, nous présentons un ensemble de problémes proches du MMKP,
puis quelques propriétes et techniques de fixation, avant de réaliser une étude de la littérature

pour ce probléme.
2.2 Variantes et Méthodes pour le MMKP

2.2.1 Connexion avec des variantes du sac a dos

Le MMKRP peut étre considéré comme étant une généralisation d’un ensemble de variantes
de problémes de sac a dos. Quelques problémes cités dans cette section peuvent étre vus
comme une réduction ou une généralisation du probléme MMKP : le probléme du sac a dos
(KP)i, le probléme du sac a dos multidimensionnel (MKP), le probléme du sac a dos
multidimensionnel avec des bornes généralisées (GUBMKP) et le probleme du sac a dos a
choix multiples (MCKP). Nous disons qu’un probléme P représente une réduction d’un
probléme P’ si le probléme P est un sous-probléme de P°. La généralisation représente la
relation symétrique de la réduction. Notons que si P est une réduction de P’ alors P’ est une
généralisation de P. La Figure 2.1 ci-dessous donne un résumé relationnel du probléme
MMKP avec les problémes cités précédemment.

La considération de la fonction objectif du MMKP, des contraintes de choix et d’une seule
contrainte de sac 4 dos générent un probléme de type MCKP (Sinha et Zoltners (1979)). Le
MMKP est donc une généralisation du probleme MCKP. De la méme fagon, si nous:

considérons la fonction objectif du MMKP et seulement les contraintes de sac & dos, il en
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résulte un probléme de type MKP (Fréville et Hanafi (2005)). Le probléme MMKP se réduit

donc a un probléme MKP.
GUBMKP
A
Al @
[1:3) (-3}
= | &
=] I~
= 8
=
\ A
_Généralisation - _ Réduction
MCKP | MMKP | MKP
Réduction A Généralisation
Q|2
' 5| | = .
Réduction < ] Réduction
o fap
= |E
ﬁ =
=3
3
Généralisation v Généralisation
KP

Figure 2.1 : Connexions entre le MMKP et d’autres variantes du sac a dos

Un probléme de type MMKP peut -aussi étre obtenu a partir d’un MKP en considérant »
groupes, un pour chacun des » objets du MKP. Un groupe est composé d’un objet du MKP et
d’un et un seul objet fictif de colit et consommations nuls permettant d’assurer la sélection
d’un seul objet par groupe. La méme démarche peut étre appliquée pour obtenir les relations
entre un probléme KP (Martello et Toth (1990)) et les problémes MCKP et MMKP, puisque
le MKP est une généralisation du KP dans lequel nous avons plusieurs contraintes de sac a
dos. Finalement il existe un autre probléme proche du MMKP qui s’appelle le probléme du
sac & dos multidimensionnel avec des bornes généralisées (GUBMKP) (Li et Curry (2005)).
Pour celui-ci, nous pouvons sélectionnef au plus un objet dans chaque groupe. Le GUBMKP

est donc un sous-probléme du MMKP. Plus formellement, si nous remplagons les contraintes

de choix (2) du MMKRP par les inégalités Zx,.j <1 et si nous considérons la fonction objectif
jeG,

du MMKP, nous obtenons le GUBMKP. Cela montre que le probléme MMKP est une
généralisation du probléme GUBMKP.
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2.2.2 Réduction et Fixation

Cette section est consacrée 4 la présentation de quelques propriétés classiques du MMKP
et a quelques techniques de fixation de variables qui peuvent étre appliquées pour réduire la
taille du probléme traité.

Quelques propriétés peuvent étre utilisées dans une phase de prétraitement pour éliminer
des variables et/ou des contraintes du MMKP. Nous pouvons ainsi fixer toute variable x;; 4 la

valeur 0 s’il existe k € {1, ..., ?n} pour lequel a; > b*, c’est-4-dire si le choix de ’objet j va

forcément violer au moins une contrainte de sac a dos. De plus, nous pouvons remarquer que
s’il existe k € {1, ..., m} pour lequel Zmin{aif je G,.}> b* alors le probléme MMKP
i=l

n’admet pas de solution réalisable. 11 est également possible d’éliminer la contrainte de sac a

dos £ si Zmax{a,;‘. 1 je G,.}S b* . Dans ce cas la contrainte k est satisfaite quelle que soit la
i=] .

solution x respectant les contraintes de choix (2). Nous pouvons noter qu’en général ces
propriétés sont inefficaces pour les instances difficiles de la littérature. Finalement, il est aussi
habituel d’éviter le cas trivial correspondant & sélectionner le meilleur objet de chaque classe

o
en s’assurant d’avoir au moins une valeur de k € {1, ..., m} telle que D af >b" avec

i=]
j‘= argmax{c,.j 1jE G,.}.
D’autres propriétés du MMKP ont été mises en évidence. Ainsi, & partir du principe de
simple dominance et de dominance convexe énoncé par Armstrong, Kung, Sinha et Zoltners

(1983) pour le probléme du sac & dos avec contrainte de choix, nous pouvons dire que 1’objet j

domine simplement 1’objet / dans la classe i si les conditions suivantes sont satisfaites :
a; <aj et c; 2¢y, k=1, ..,m. Notons que si la variable associée a ’objet / est dominée

simplement par la variable associée & 1’objet j dans la méme classe i alors la variable x; peut-
étre fixée a 0. De plus, nous disons que ’objet / de la classe i est LP-dominé par les objets j et
I (dominances convexes) si
aj<ap<ay, ci<cp<cyet(ci-cm)/ (@i-an) = (Cin-cy) / (ain- ay).
Dans ce cas, xi; = 0 dans une solution optimale de la relaxation en continu du MMKP.
Les techniques de fixation de variab)les, qui consistent & fixer des variables & leurs valeurs
optimales via des traitements peu colteux en temps de calcul, sont utiles pour résoudre

efficacement les problémes d’optimisation. Plusieurs chercheurs (voir par exemple Saunders
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et Schinzinger (1970), Balas et Martin (1980), Fayard et Plateau (1981), Gavish et Pirkul
(1985), Fréville et Plateau (1986), Osorio, Glover et Hammer (2002), Trick (2003), ou encore
Vimont, Boussier et Vasquez (2008)) ont présenté des méthodes de réduction pour le MKP
dont certaines sont valides pour un probléme 0-1 MIP, et en particulier le MMKP.

Soit un probléme linéaire en variables binaires : (P) : max{cx cAx<b,xe {01} }

~ Proposition 1: Soit y(p) une borne inférieure du probléme P et & € {0, 1}, s’il existe
je {1, ..., n} tel que ;(P | x;= @) < v (P), alors x; doit étre fixée a 1-¢, avec ;(P) une borne

supérieure du probléme P.

Preuve: 11 est facile de constater que v(P) = max{v(P| x = a), (P| x; = 1-a)}, donc si
v(P] x;= @) < v(P) alors forcément nous avons w(P) = v(P| x; = 1-0), donc x*j = l-crou x est

une solution optimale de P. O

La borne supérieure v (Pl X; = @) est souvent obtenue en résolvant une relaxation du
probleme P (voir Section 2.3). La relaxation la plus utilisée dans la littérature est la relaxation
en continu. La relaxation en continu du probléme P peut s’écrire sous sa forme standard
comme suit }: ‘

(LP) : max{cx: Ax+y=b,e>x>0,y>0},
ol le vecteur y de dimension m correspond aux variables d’écarts. La relaxation en continu LP
peut s’écrire dans sa base optimale de la fagon suivante :
(max  BS+ Zc X — Zc (1 X, )+dy

jedx ) jed'x )
S.C.

Ax+iy=b
xeloll,y=0

ou BS est la valeur optimale de LP, X est une solution de base optimale de la relaxation,
¢, c;’) le vecteur des cofts réduits correspondant aux variables (x, y) pour la base optimale. La

notation * indique ici la valeur du coefficient associé dans la base optimale. En supposant que
toutes les données sont entieres et que nous disposons d’une borne inférieure BI sur la valeur

‘optimale de P, nous avons :

BS+ Z Zc (1~x,)+dy>BL

_]EJO jEJ
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Puisque les cofits réduits associés a une base optimale sont négatifs (i.e. d < 0) et que les
variables d’écarts sont positives, la quantité c?y est négative. De plus, sachant que ¢, <0 pour

jel(F)eté ; >0 pour je J '(%), nous pouvons utiliser la coupe des coits réduits suivante

(Vimont, Boussier et Vasquez (2008)) :
Z( léjlxj + Z% |éj|(l—xj)s BS —BI (coupe-1).
jeJ® ;) jeJ! J_C)

Proposition 2 : Soit X une solution optimale de la relaxation en continu LP, ¢ le vecteur des

cotts réduits associés, alors :
. — . A - * - . * .
Si X, est une variable hors base et lc fl >cx—BI, alors x; =x; ol x estune solution

optimale de P.

Preuve ; La preuve provient directement de (coupe-1).

Sije JO()_c)et |éj|>c;—BI alors x; =O=J_c,-.

SijeJ'(x)et |éj|>c;—BI alors (l—x;) =0 donc x; =1=1x;. D

Notons que la fixation d’une variable du probléme MMKP a 1 implique la fixation de
toutes les variables de sa classe pour respecter les contraintes de choix.

En raison de la difficulté du probléme MMKP, la plupart des approches proposées pour
résoudre ce probléme sont basées sur des heuristiques. Dans la section suivante, nous
présentons quelques approches efficaces proposées pour résoudre le probléme MCKP et le
probléme MMKP.

2.2.3 Méthodes existantes pour le MCKP et le MMKP

Pour le probléme MCKP, il est possible de trouver quelques références décrivant des
méthodes exactes. Sinha et Zoltners (1979) ont ainsi proposé un algorithme de type Branch-
and-Bound pour le MCKP. La relaxation en continu & chaque nceud guide le branchement sur
les variables. L’algorithme est testé sur des instances générées aléatoirement. Les résultats
numériques montrent que le temps d’exécution augmente plus rapidement avec le nombre de
classes qu’avec le nombre de variables par classe. Armstrong, Kung, Sinha et Zoltners (1983)
ont proposé des améliorations de cet algorithme en réduisant 1’espace mémoire et le temps

d’exécution pour les instances de grande taille.
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Dyer, Riha et Walker (1995) ont proposé un algorithme hybride combinant
programmation dynamique et Branch-and-Bound pour résoudre ce probléme. Ils appliquent
itérativement un algorithme de programmation dynamique sur un probléme réduit contenant
les k premiéres contraintes de choix, et appliquent différentes régles d’élimination par
dominance et non-faisabilité pour limiter le nombre de solutions partielles. Dans une seconde
phase, ils considérent chaque solution partielle et appliquent un test d’élimination par borne
~ pour ne conserver que la meilleure solution et converger vers une solution optimale du
probléme. Les résultats numériques, réalisés sur un ensemble d’instances aléatoires, montrent
I’intérét de I’hybridation par rapport a ’utilisation du Branch-and-Bound seul.

Pisinger (1995) a proposé un algorithme de partitionnement pour trouver une solution
optimale de la relaxation en continu du MCKP. Il a montré comment celui-ci peut étre
incorporé au sein d’un algorithme de programmation dynamique de sorte qu’un nombre
minimal de classes soit énuméré, trié et réduit. A partir de la premiére solution réalisable
obtenue, Pisinger utilise la programmation dynamique pour résoudre le MCKP en ajoutant de
nouvelles classes au probléme noyau (core problem selon la terminologie anglaise) (Balas et
Zemel (1980)). Son algorithme a obtenu des résultats références pour des grandes instances
comportant jusqu’a 10 000 variables.

Moser, Jokanovic et Shiratori (1997) furent parmi les premiers & s’intéresser a la
résolution du MMKP a ’aide d’un algorithme basé sur la relaxation Lagrangienne. Partant
d’une solution non réalisable, 1’algorithme choisit itérativement 1’objet & permuter qui
entraine la plus petite augmentation du multiplicateur et qui rapproche le plus la solution du
domaine réalisable. Le processus est répété jusqu’a ce qu'un objet de chaque classe soit choisi
ou qu’aucun remplacement ne soit possible. Une phase d’amélioration par échange est ensuite
appliquée sur chaque classe. Cette heuristique a été améliorée par Akbar, Ergun et Punnen
(2001). Le temps d’exécution de ’algorithme en fait un candidat intéressant pour des
applications en temps réel, notamment pour les systémes multimédias adaptatifs. Egalement
dans le contexte multimédia, Khan, Li, Manning et Akbar (2002) ont proposé une heuristique
notée (HEU). IIs ont utilisé les concepts proposés par Toyoda (1975) pour le MKP et basés
sur I’agrégation des contraintes de ressources pour le choix des objets a placer dans le sac. Ils
améliorent la solution en utilisant une procédure d’échange d’objets. HEU a été testée et
comparée avec un algorithme de Branch-and-Bound utilisant la programmation linéaire et
’algorithme de Moser, Jokanovic et Shiratori (1997). Les résultats obtenus montrent que
HEU surpasse les autres algorithmes a la fois au niveau du temps d’exécution et de la qualité

des solutions trouvées.

64



Partie 2 : Sac 4 dos Multidimensionnel &3 Choix Multiples

Parra-Hermandez et Dimopoulos (2002) ont proposé une extension de I’approche de Pirkul
(1987) pour le MKP afin de résoudre le MMKP. Ils relichent les contraintes de choix
multiples dans une premié¢re phase, ce qui raméne le MMKP & un GUBMKP. Ils utilisent
ensuite une relaxation Lagrangienne et trient les variables selon leur efficacité, au sens
classique des problémes de sac & dos. Ils construisent ainsi une solution initiale non
nécessairement réalisable, et la modifient ensuite & 1’aide d’une recherche locale. Cet
algorithme trouve de meilleures solutions que celles obtenues par Akbar, Ergun et Punnen
(2001), avec cependant un temps de calcul plus important.

Hifi, Michrafy et Sbihi (2004) ont proposé plusieurs heuristiques constructives pour
résoudre le MMKP. Ils ont aussi proposé une méthode de recherche locale guidée qui a
permis D’obtention de meilleurs résultats que Khan, Li, Manning et Akbar (2002). Hifj,
Michrafy et Sbihi (2006) ont également proposé une recherche locale réactive qui a permis
une amélioration des résultats obtenus par la méthode précédente. Nous reviendrons plus en
détail sur ces deux approches dans la Section 2.4 qui est consacrée aux recherches locales
pour le MMKP.

Akbar, Rahman, Kaykobad, Manning et Shoja (2006) ont transformé le MMKP en
agrégeant les contraintes multidimensionnelles de sac & dos en une seule contrainte en
employant un vecteur de pénalité. Ils présentent une heuristique qui construit les enveloppes
convexes pour réduire 1’espace de recherche et trouver une solution approximative du MMKP.
Ces enveloppes convexes sont des polygones qui représentent des petits sous-ensembles
convexes de I’ensemble des solutions réalisables. Les résultats obtenus sont intéressants pour
des instances non corrélées par rapport aux algorithmes de Moser, Jokanovic et Shiratori
(1997), ét de Akbar, Ergun et Punnen (2001).

Finalement, Cherfi et Hifi (2008) ont propos¢ une des heuristiques les plus efficaces pour
résoudre le probléme MMKP. Cette heuristique est basée sur les techniques de la génération
de colonnes pour définir un processus de recherche locale efficace. L’idée originale de
I’approche est d’utiliser une procédure de type Branch-and-Bound sur un probléme de petite
taille et de résoudre quelques nceuds par un processus hybridant génération de colonnes,
heuristique d’arrondi et recherche locale. La méthode est testée numériquement sur un
ensemble d’instances publiées dans la littérature et comparée aux résultats attgaints par CPLEX
et d’autres heuristiques récentes. Pour ces instances, la méthode proposée améliore 21 bornes
inférieures. _

Précédemment, nous avons présenté dans un ordre chronologique un ensemble

d’heuristiques pour résoudre les problémes MMKP et MCKP. Le probléeme MMKP peut aussi
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étre résolu exactement avec un algorithme de Branch-and-Bound classique utilisé pour
résoudre les problémes linéaires mixtes. Cependant ce type d’algorithme éprouve rapidement
de grandes difficultés pour obtenir une solution optimale du probléme et démontrer
I’optimalité de cette solution (voir Section 2.5). Dans la littérature, nous trouvons d’autres
algorithmes exacts pour le probléme MMKP qui exploitent la structure spéciale de ce
probléme. Dans P’algorithme de Sbihi (2007), la borne supérieure considérée pour le
“branchement est calculée & partir d’une relaxation appelée auxiliaire et basée sur le principe
de la relaxation surrogate des contraintes de sac a dos (voir Section 2.3 pour plus de détails
sur cette relaxation). Le branchement dans 1’arbre se fait en respectant la stratégie meilleure
d’abord. Cet algorithme est capable de résoudre des instances assez grandes comprenant
jusqu’a 50 classes, 15 objets par classes (soit 750 variables) et 10 contraintes de sac a dos.
Dans 1’algorithme de Razzazi et Ghasemi (2008) la valeur optimale de la relaxation continue
de la relaxation surrogate est considérée comme étant une borne supérieure du probléme
MMKRP. La stratégie de branchement considérée est en profondeur d’abord dans le but de
minimiser 1’espace mémoire consommé. D’aprés 1’étude numérique présentée, cet algorithme
domine I’algorithme de Sbihi (2007) sur un ensemble d’instances non corrélées et corrélées et
comportant jusqu’a 1000 objets et 5 contraintes de sac a dos.

Une étude récenfe et détaillée de la littérature du MMKP peut étre trouvée dans Hiremath
(2008).

2.3 Relaxations du MMKP

La résolution de problémes d’optimisation difficiles ne permet pas toujours d’obtenir une
solution optimale. Une des motivations dans ce cas réside dans ’encadrement de la valeur
optimale. Un bon encadrement de la valeur optimale fournit un ensemble d’informations trés
utiles pour réduire le probléme en fixant des variables ou restreindre 1’espace de recherche.
L’encadrement de la valeur optimale peut étre amélioré par 1’ajout d’un ensemble de
contraintes valides au probléme et consiste en une bome supérieure et inférieure de la valeur
optimale. Plus la différence entre la borne supérieure et la borne inférieure est faible, plus les
informations sur une solution optimale sont précises. Dans cette section, nous allons présenter
un ensemble de techniques dont chacune delles permet d’obtenir une borne supérieure plus
ou moins fine du MMKP. |

La relaxation en continu présentée dans la Section 2.1.1 est la technique la plus appliquée

dans la littérature pour 1’obtention de bornes supérieures pour des problémes linéaires. Elle est
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considérée comme étant un probléme polynomial. Sa résolution est souvent faite par
Palgorithme du simplexe. Ce dernier est un algorithme exponentiel qui a montré, en pratique,
une efficacité¢ lors de la résolution des problémes linéaires continus (Spielman et Teng
(2001)). La résolution de la relaxation en continu fournit aussi des informations importantes
sur les variables de branchement dans 1’arbre de Branch-and-Bound pour la résolution des

problémes en nombres entiers mixtes.
2.3.1 Relaxation et Décomposition Lagrangiennes

La relaxation Lagrangienne est une technique souvent utilisée en recherche opérationnelle
(Gondran et Minoux (1995)). Elle est employée pour calculer une borne supérieure sur la
valeur optimale du probléme étudié¢ (dans le cas d’un probléme de maximisation). Elle
consiste a déplacer une partie des contraintes, souvent les plus difficiles du probléme, dans la
fonction objectif en considérant une pénalité pour chaque contrainte. La pénalisation de ces
contraintes se fait & 1’aide des multiplicateurs de Lagrange. Soit par exemple le probléme
d’optimisation :

2 max{f(x)l & (x)S b, g, (x)S bz}'

Si nous supposons ici que les contraintes difficiles du probléme sont g (x)<b,, alors la
relaxation Lagrangienne associée est :

L) max{L(x,2)| g,(x)<b,},
avec L(x, A) = fix) — A(b1 - g1(x)) appelée fonction Lagrangienne du probléme d’origine et
associée au multiplicateur 4 de dimension m (si nous supposons que m est la dimension du
vecteur b;). Le dual Lagrangien associé est :

(@) min{W(L(2))| Ae K7},
Lors de la recherche d’une borne supérieure du probléme d’origine en appliquant la relaxation
Lagrangienne, il nous faut trouver un multiplicateur A* optimal du dual Lagrangien L. Pour

trouver A", nous pouvoris utiliser la méthode du sous-gradient (Gondran et Minoux (1995)).

Cette méthode itérative consiste & mettre a jour a chaque itération les multiplicateurs de

Lagrange. Cette mise & jour se fait selon I’équation suivante : A" = A* +¢* 7(/1"), ou A*

indique le vecteur des multiplicateurs & la £*™ itération. Le vecteur ;’(/1") est un sous-gradient

de la fonction W(L(4)) au point A*. Notons que si les pas de déplacement #* sont choisis
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convenablement (par exemple, Zt" — +o0 et £ — 0 quand k — +oo) alors le processus
k

converge vers un multiplicateur optimal.

Plusieurs relaxations Lagrangiennes peuvent étre considérées selon 1’ensemble des
contraintes déplacées dans la fonction objectif. Nous en présentons trois dans la suite pour le
MMKP.

La premiére relaxation Lagrangienne pour le MMKP consiste & relaxer les contraintes de
sac a dos. Cette relaxation Lagrangienne L'(1) associée au multiplicateur Ae R7 est

présentée par le modéle mathématique suivant :

) S, $4( S, Febs, |

i=l jeG; i=l jeG;
Ll(/l) JEE
Zx,.j =1 Vi=l,..,n
JjeG,;
x; {01} Vi=1,.,n,jeG,

En développant la fonction objectif de Ll(/l), nous obtenons :

max 3 z(c,.j -—;/Lca,.f.)xij +3 0

i=l jeG;
) s.C.
L'() <
inj =1 Vi=1,..,n
jeG,
x; € {01} Vi=1,.,n,jeG,

Une solution optimale de ce probléme est immédiate. I1 suffit de choisir dans chaque classe i

I’objet auquel est associé le meilleur profit. Plus formellement, X5 = 1 Vi=l,..., n avec

A

j=arg max{c,.j - Zlk a,;? 1 je G,} . La valeur optimale de cette relaxation Lagrangienne peut
k=1

donc étre déterminée explicitement par :

v(L1 (,1))= Zlkbk. +gmax{cij —iika; 1 jE G,}.

k=1

Cette relaxation est trés utilisée dans la littérature car le probléme Lagrangien associé est
facile & résoudre. ‘
Lorsque nous relaxons les contraintes de choix a la place des contraintes de sac a dos, le

probléme qui en résulte est plus difficile & résoudre. La relaxation Lagrangienne L(1)
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associée au multiplicateur A€ R” et relative aux contraintes de choix est présentée par le

modele suivant :

xS, Som-Sa(1- )

i=l jeG; jeG
Lz(,l) ) S.C.,
Z Zayx <p* Vk=1,..,m
i=l jeG;
x; € {0,1} Vi=1l,..,n,jeG,

La plus grande difficulté du probléme L*(1) se justifie par le fait qu’il se présente sous la
forme d’un MKP.

En décomposant les contraintes de choix en deux inégalités, c’est-a-dire en remplagant la

contrainte de choix Zx,.j =1 par Zx,.j <1 et Zx,.j >1, la relaxation Lagrangienne L*(%)
JeG; jeG, jeG;

associée au multiplicateur A€ R’ et a la contrainte Zx,.j 21 est présentée par le modele
JjeG;

mathématique suivant :

maxz Se,x, +zzk(1 quJ

i=l jeG JeG,
s.C.
L}) 1 z Za X <b Vk=1,..,m
i=l jeG,;
D x; <1 Vi=1,.,n
JjeG;
Xx; € {0,1} Vi=l,.,n,je G,

Notons que cefte relaxation L*(1) est un probléme GUBMKP. Elle représente la relaxation la
plus difficile & résoudre par rapport aux deux précédentes L'(1) et L*()).
Les duaux Lagrangiens associés aux trois relaxations Lagrangiennes LK) pourk=1,2,3
sont définis par :
CHmin{vL ) :Ae A ou Al =R", AP =R", A’ =R".
Nous avons présenté précédemment trois relaxations Lagrangiennes du probléme MMKP
dans un ordre croissant de difficulté. La qualité des bornes fournies par chaque relaxation est

explicitée dans la proposition suivante.
Proposition3: - v(MMKP) < w(I*) < v(L?) < w(L') = W(LP(MMKP)).
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Preuve : 1l est bien connu qu’un dual Lagrangien fournit une borne supérieure et que cette
derniére est inférieure & la borne générée par la relaxation en continu, i.e.

WMMKP) < WL £ (LP(MMKP)), pour k=1, 2, 3.
De plus, d’aprés Geoffrion (1974), si la relaxation posséde la propriété d’intégrité, alors le
dual associé fournit la méme borne que la relaxation en continu. Donc, puisque la relaxation
L'(1) posséde la propriété d’intégrité, nous avons :

WL = WLP(MMKP)).
Il nous reste 4 démontrer que W(L3(1)) < w(L*(A)). Pour démontrer cette inégalité, il suffit de
constater que le probléme L*(1) représente une relaxation du probléme L*(\). En effet, en

relaxant la contrainte Zx,.j <1 du probléme L3(2), nous obtenons :
JeG; .

rniaxi e, ,+zzk[1 nyJ }:x' (1 zx,,J

i=l jeG, JjeG; JeG;
L’3(/1’ A,) ) S.C.
Z Za X <b* Vk=1,..,m
i=l jeG,
\ x; € {01} Vi=1,.,nje€G,

avec A et A’ € R". La fonction objectif du probléme L’*(4, 1°) peut aussi étre écrite de la

maniére suivante : Z D cyx; +Z (A, -2 )(1- Zx,jJ En remplagant A - A’ par A>* avec

i=l jeG; JjeG;
A’eR", nous obtenons la relaxation L’>(1”’) qui est équivalente & L%(1). Donc le probléme

L*(1) représente une relaxation du probléme L3(1). 0

Une autre technique liée a la relaxation Lagrangienne est la décomposition Lagrangienne.
Elle consiste a transformer le probléme initial, généralement en dupliquant les variables, afin
d’appliquer la relaxation Lagrangienne dans le but de minimiser la difficulté du probléme

(voir Guignard et Kim (1987) par exemple).
2.3.2 Relaxations Surrogate et Composite

Une contrainte surrogate (Glover (1965)) est une inégalité déduite par les contraintes du
probléme traité. Elle est congue pour saisir des informations utiles qui ne peuvent pas étre

directement obtenues des contraintes du probléme. La relaxation surrogate associée au

multiplicateur € R, obtenue en agrégeant les contraintes de sac a4 dos en une seule
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contrainte surrogate, et employée pour fournir une borne supérieure pour le MMKP est

présentée par le modéle mathématique suivant :

maxZ": Zc,.jx,.j
=l jeG;
S.C.
W) Sl T )<Sus
i=l jeG
inj =1 Vi=1,..,n
JjeG;
x; € {01} Vi=1,.,n,je G,

Notons que la relaxation S() se présente sous la forme d’un probléme MCKP. Le dual
surrogate associé est :
(8) min{u(S(w))] peR7}.

La relaxation surrogate associée au cas ou f4 = (4 pour k = 1,..., m, nommeée relaxation
auxiliaire, a été utilisée par Sbihi (2007). La relaxation surrogate a souvent ¢té utilisée pour
résoudre des problémes de sac & dos (voir par exemple Fréville et Plateau (1993), Fréville et
Hanafi (2005)).

Notons qu’un autre type de relaxation, appelée relaxation composite, peut aussi étre
trouvée dans la littérature (Greenberg et Pierskalla (1970)). Cette relaxation combine a la fois
la relaxation Lagrangienne et la relaxation surrogate. Un exemple de relaxation composité

C(4,4) pour le MMKRP associée aux multiplicateurs A€ R et ge R} est donné ci-apres.

r n
max ) Y c;X +Zﬂ,‘[1 nyJ
i=l jeG jeG,
s.C. '
CA.4) z,u,{z Zay ] < Zﬂkbk
i=1 jeG; k=1
Zx <1 Vi=l..,n
JeG; »
X; € {0,1} Vi=l,..,n,jeqG,

Le dual composite (C) associé est défini par : (C) min w(C(4, 1)).
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2.3.3 Relaxations en Nombres Entiers Mixtes et Semi-Continue

La relaxation en continu LP(MMKP) reldche totalement les contraintes d’intégrité. Dans
cette section, nous considérons la relaxation en nombres entiers mixtes relative au probléme
MMKP et 4 un sous-ensemble J < G introduite par Glover (2006) et Hanafi et Wilbaut

(2006). Cette relaxation est définie comme suit :

[ n
o3 S

i=l jeG;
S.C. .
: y atx, <b* Vk=1,..,m
(MIP (MMKP, J))! iZ:‘ ,ZG oY

Zx,.j =1 Vi=1,..,n
JjeG,
x; € {01} Vi=1,.,nje G,(i,j)e J

\ x;€[01] Vi=l,.,nje G,(i,j)e G-J

Cette relaxation consiste a forcer un sous-ensemble J des variables a étre binaire dans une
solution optimale. La taille de ce sous-ensemble doit en pratique étre petite par rapport a |G|,
et les autres variables sont continues. La justification de cette relaxation provient de la
proposition évidente suivante :

Proposition 4 : Soient P une instance du MMKP, J et J° deux sous-ensembles de G avec
J < Jc G, nous avons:

WMIP(P,G)) = w(P) < WMIP(P,))) < WMIP(P,J)) < WMIP(P,2)) = v(LP(P)).

Comme nous 1’avons dit précédemment la relaxation en continu est souvent la relaxation
la moins cofiteuse pour fournir une borne supérieure. Cependant pour des instances difficiles,
cette borne n’est pas de bonne qualité. La relaxation en nombres entiers mixtes, qui relaxe les
contraintes d’intégrité sur seulement un sous-ensemble de variables, donne en général une
meilleure borne mais elle peut étre cotiteuse si le nombre de variables entiéres est grand.

Nous proposdns une autre relaxation, dite semi-continue (RSC) qui relaxe aussi
partiellement les contraintes d’intégrité dans le but d’obliger les variables a obtenir des
valeurs proches de 0 ou de 1. Autrement dit, ’objectif est de trouver dans la solution de la
relaxation des variables x; qui prennent des valeurs soit dans ’intervalle [0, a;], soit dans

Pintervalle [1- ay, 1], avec a; appartenant a [0, 1/2], pour i=1,.,net j=1,...,n. Nous allons
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présenter dans la Proposition 5 la contrainte que nous générons pour une variable x; afin

d’assurer son appartenance a un des deux intervalles [0, a;] ou [1- ay, 1].
Proposition 5: Soient x € [0,1] et & € [0, 1/2].
xe[0,aull-a,1]®0<x-(1-a)y<a,ye {0,1}.

Preuve : La preuve est triviale, il suffit de constater que la variable binaire y = 0 si x € [0, a]

ety=1sixe [1-a,1]. : O

La Proposition 5 nous permet de relaxer les contraintes d’intégrité des variables binaires
du probléme en les remplagant par les contraintes : 0 < x;; - (1 - ay) yy < ay avec yye {0,1} et
oj € [0, 1/2] pour i = 1,..., n et j = 1,..., n;. La relaxation semi-continue RSC associée au

n
multiplicateur € [0, %]"' avec n'=_n, , est définie comme suit :

i=l

maXZ"l 2%y
i=l jeG;
s.c.
7:: Zaf}xi,-Sb" Vk=‘1,...,m
RSC(a) + =l JjeG,
| inj =1 Vi=1,...,n
JjeG,
0 <x,-(l-0,)y,<a, Vi=l..njeG, (V)
y;efol}  Vi=l..n jeg,

La valeur optimale de la relaxation semi-continue RSC(e) fournit une borne supérieure du
probléeme MMKP. La qualité de cette borne dépend fortement des valeurs associées aux
paramétres a;;. Dans la Proposition 6, nous présentons le lien entre la borne fournie par la

relaxation semi-continue RSC(a) et celle de la relaxation en nombres entiers mixtes.
Proposition 6:

i) Pour tout aze[0,]", nous avons
WRSC(0)) = v(MMKP) < v(RSC(a)) £ v(RSC(e/2)) = (LP(MMKP)).
ii) Si0<a< B< e/2 alors VRSC(a)) < VRSC(H)). '
iii) Soit J € G, nous avons V(MIP(MMKP, J)) = (RSC(a)), ot a;; = 0 pour (i, /) € Jet
o= 1/2 pour (i’,j") & J, et inversement : si a; € {0, Y2} pour (i, j), alors V(RSC(a))
correspond a une relaxation MIP du MMKP,
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Preuve : ,

i) D’aprés la Proposition 5, la contrainte (7) exprime que x; € [0, a;] U [1- ay, 1]. Donc
si a= 0 (i.e. a; = 0) la contrainte (7) est équivalente a x; € {0, 1}. Par conséquent si
tous les paramétres a;; sont nuls alors toutes les variables x; de RSC(a) sont binaires et
donc le probléme RSC(a) est équivalent au probléme initial MMKP (i.e. v(RSC(0)) =
v(MMKP)).

De la méme maniére, si a = e/2 (i.e. ay = ') alors la contrainte (7) devient

xij € [0, 5] U [1- %, 1], ce qui est équivalent & x; € [0, 1]. Par conséquent, nous avons

WRSC(e/2)) = w(LP(MMKP)). Finalement, pour tout a; € [0, '2], nous avons

{0, 1} c [0, a;] U [1- ay, 1] < [0, 1]. Ce qui implique que RSC(a) est une relaxation

du MMKP et que LP(MMKUP) est une relaxation de RSC(a). Donc nous avons :
v(MMKP) < v(RSC(a)) < (LP(MMKP)).

ii) Il est trivial que si 0 < a;< B; < ¥ nous avons I’inclusion suivante : [0, a;] U [1- ay, 1]
c [0, B;] v [1- By, 1]. Ce qui implique que le probléme RSC(f) est une relaxation du
probléme RSC(a). Donc W(RSC(a)) £ W(RSC(H)) sia< f.

iii) Cette propriété est immédiate d’aprés les propriétés précédentes puisque ’on a

Xijj € {0,1} sia;j=0etx,-,-e [0, l]sia,-j=‘/z. g

z

Ainsi plus les valeurs des paramétres a;; sont petites et plus le probléme RSC(a) converge
vers le probléme initial MMKP. Dés lors, le but est de trouver une valeur pour a; de fagon a
éviter la difficulté de I’instance et de fournir une” bonne” borne supérieure en cherchant des
valeurs pour les variables x; trés proches de 1 ou 0. Les paramétres a; nous permettent
d’éviter la sensibilité et la difficulté des instances quand la décision binaire devient trés
difficile. Pour réduire le nombre de paramétres de la relaxation semi-continue RSC(a), nous

supposerons dans la suite que a; € {0, ap , Y2} pour tout (i, j), avec ap € 10, Y3[.
2.4 Recherche Locale pour le MMKP

Une recherche locale (RL) est un processus qui emploie un ensemble de déplacements
(mouvements) pour transformer une solution en une autre en exploitant une fonction
d’évaluation pour mesurer I’attractivité de ces déplacements. Une RL commence & partir
d’une solution initiale (réalisable ou non) et se déplace d’une solution a une autre dans le
voisinage courant selon quelques régles définies, jusqu’a obtenir une solution finale. A

chaque itération, une nouvelle solution x’ est choisie dans le voisinage de la solution courante
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x. Le voisinage V(x) d’une solution x est un sous-ensemble de solutions voisines de x. Les
voisins de x sont les solutions qui peuvent étre obtenues & partir de x par un déplacement
€lémentaire. Les algorithmes de recherche locale en optimisation combinatoire se
caractérisent généralement par plusieurs composants : i) définition de la solution, ii) définition
du voisinage d’une solution ainsi que des reégles définissant les mouvements possibles avec
les fonctions d’évaluation d’un voisin, iii) liste candidate.

La fagon la plus commune de choisir une nouvelle solution x* dans le voisinage de x est de
tirer au hasard (une des) la meﬂleure(s) ; ¢’est-a-dire, une solution x* € V(x) avec cx’ > ¢y,
V y € V(x). x* devient alors la nouvelle solution courante si elle améliore x, c¢’est-a-dire si
cx’ > cx. Sinon, la recherche est arrétée. Cette stratégie est habituellement appelée une
stratégie de descente ou de plus forte descente. Une description sous-forme de pseudo-code

est donnée dans 1’ Algorithme 2.1.

Algorithme 2.1 : Algorithme de Descente

Sélectionner une solution initiale x; Stop = Faux ;
tant que Non Stop faire
Sélectionner une meilleure solution x” dans le voisinage V(x) (i.e. cx’ >c¢x) ;

si x’ existe alors x = x’, sinon Stop = Vrai ; fin si

fin tant que

Un des inconvénients majeurs de la recherche locale est le risque de bloquer la recherche
dans un optimum dit local. Celui-ci correspond & un point qui ne peut étre amélioré par des
- mouvements simples mais qui ne correspond pas nécessairement a un optimum global. Ainsi
Iutilisation d’une recherche locale seule est souvent limitée. Plusieurs stratégies ont été
proposées pour permettre au processus de recherche de sortir d’un optimum local. Elles
consistent la plupart du temps & autoriser un mouvement dégradant selon une décision
probabiliste ou ’historique de la recherche. Les métaheuristiques guident la recherche locale a
explorer un espace de recherche au-dela d’un optimum local tel que le Recuit Simulé (Siarry
et Dreyfus (1989)) et la Recherche Tabou (Hansen (1986), Glover (1989), Glover (1990),
Glover et Laguna (1997)). Ces métaheuristiques sont des stratégies de recherche locale
explicitement congues pour éviter une telle situation.

La structure particuliére du probléme MMKP, caractérisée par les contraintes de choix, a

été exploitée dans différentes techniques de recherche locale dans la littérature. Nous

présentons ici quelques procédures existantes basées sur la recherche locale, avant de
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présenter notre procédure qui se concentre sur la recherche de la meilleure solution dans le
voisinage d’une solution courante non nécessairement réalisable.

Parmi les approches existantes pour le MMKP, nous en avons retenu deux récentes et
performantes. La recherche locale guidée (GLS pour Guided Local Search), est 'une des
approches récentes considérée comme étant une métaheuristique pour résoudre des problémes
d’optimisation combinatoire. Elle a été introduite pour la premiére fois par Voudouris et
| Tsang (1995) pour résoudre des problémes de satisfaction de contraintes. Elle peut étre vue
comme une variante de la recherche Tabou puisqu’elle emploie la notion de mémoire pour
contrdler le processus de recherche comme celle opérée dans la recherche Tabou. Méme si
Iidée générale de la méthode est semblable & d’autres algorithmes d’optimisation
combinatoire, des différences peuvent étre mises en évidence. Par exemple, la recherche
Tabou se caractérise entre autres par des interdictions de mouvements généralement
implémentées sous forme de listes (dites listes Tabou). Mais, contrairement a la GLS, ces
interdictions se référent uniquement aux solutions et sous forme de pénalisation de la fonction
objectif. De plus, elles peuvent étre trés restrictives et uniquement reldchées par un critére
d’aspiration dans la recherche Tabou. Hifi, Michrafy et Sbihi (2004) ont proposé une GLS
pour le MMKP dans laquelle la trajectoire des solutions est guidée par la fonction de cofit
avec une pondération qui pénalise la visite de solutions proches de celles déja visitées. Les
résultats montrent que cette méthode domine d’autres méthodes efficaces pour ce probléme
tel que I’algorithme de Khan, Li, Manning et Akbar (2002).

La recherche locale peut aussi étre complétée par un processus, dit réactif, qui s’appuie
sur ’historique de la recherche pour augmenter son efficacité. Hifi, Michrafy et Sbihi (2006)
ont proposé une approche basée sur une recherche locale réactive pour améliorer les résultats
obtenus par la méthode précédente. Le schéma général de I’approche peut étre résumé en trois
points : i) générer une solution initiale, ii) construire un voisinage et appliquer une stratégie de
choix du voisin, iii) perturber la recherche et construire la nouvelle solution courante. Cette
derniére phase vise & permettre au processus de sortir des optima locaux et & introduire de la
diversité dans la recherche. Un composant éliminant la visite de solutions déja évaluées est
également intégré dans la méthode. Les résultats montrent une nette amélioration par rapport
aux algorithmes précédents sur un ensemble d’instances existantes. |

La définition du voisinage est un élément clé de la recherche locale. Nous pouvons dire
qu’une solution x’ est voisine d’une solution x si la distance entre les deux solutions ne
dépasse pas une borme donnée. Plus formellement pour le MMKP nous définissons le

voisinage V,(x) de la solution x par :
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V,x)={x"e {0,1}": 8(x,x") = }n: leij —x',.jl <gq},avec n'=i|G,.|.

i=l jeG, i=1
La proposition suivante permet d’exploiter les contraintes de choix du probléme MMKP

pour réduire le voisinage d’une solution courante.

Proposition 7 : Si les deux solutions binaires x et x” vérifient les contraintes de choix (2),

alors la distance de Hamming 6 (x, x ") peut s’écrire comme suit :

8(x, x')=§é,.(x, x'), avee &(x,x')= [ Y, —x;jl)e fo}.

jeG;

Preuve: Puisque les deux solutions x et x’ sont binaires, la distance particlle
é’i(x, x') = Z |x,.j - xq| peut étre linéarisée comme suit (Spielberg et Guignard (2000), Wilbaut
JeG;
et Hanafi (2009)) :
é’,.(x,x')= inj(l—x,;.)+x,'.j(l—x,.j) (8-a).

jeG,
En développant 1’équation (8-a), nous obtenons

00 x')= D %, + 23y =23 %%, (8-b).

jeG; JjeG; JjeG,

Puisque les deux solutions x et x’ vérifient les contraintes de choix (2) (i.e. Zx,.j = qu =1)
jeG; jeG,

alors I’équation (8-b) peut s’écrire

3, (x,x")=2(1- Zx,.jx;.j) (8-c).

JjeG;
Sachant que la distance J,(x,x') est positive et que les vecteurs x et x’ sont binaires, nous

avons nyxy € {O,l}. Par conséquent, nous avons é',.(x, x') e {0,2}. O
JjeG

Une conséquence de la Proposition 7 est que si nous explorons les solutions voisines de x
qui vérifient les contraintes de choix (2), alors la distance J (x, x’) a toujours une valeur paire
(i.e., g est une valeur paire dans V(x)).

Nous nous sommes intéressés & une procédure de recherche locale dans le but d’améliorer
les solutions fournies par un processus itératif décrit dans les sections suivantes. Cette

recherche locale prend en entrée une solution non nécessairement réalisable. En fait, comme

nous le verrons dans la suite, il est nécessaire que les contraintes de choix soient respectées,
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mais pas forcément les contraintes de sac a4 dos. Nous avons besoin d’un processus rapide
applicable plusieurs fois. Nous introduisons deux principes pour éviter de cycler dans une
méme zone de ’espace de recherche : (a) la recherche est toujours orientée vers une meilleure
solution globale, et (b) nous éliminons définitivement de I’espace de recherche I’ensemble des
solutions réalisables visitées a chaque itération.

Comme nous le verrons par la suite, I’heuristique proposée dans cette partie fournit une
solution plus ou moins proche des solutions de I’enveloppe convexe d’une relaxation du
probléme MMKP. Nous cherchons donc une solution plus intéressante dans le voisinage de la
solution courante a 1’aide d’une recherche locale qui coupe 1’espace de recherche et retourne
uniquement une nouvelle meilleure borne inférieure (BI) pour le probléme s’il en trouve une.
Le principe de cette procédure est basé sur une permutation simultanée d’objets entre deux

classes. Nous avons utilisé le voisinage V4(x). La distance entre la solution courante x et un de
ces voisins est donc définie par &(x,x')e {0,2,4}, car nous exécutons les mouvements

éventuels sur deux classes au maximum sachant que chaque mouvement engendre au
maximum une distance de 2. L’exécution de cette permutation doit étre faite aprés avoir
vérifié les deux conditions concernant la réalisabilité de la solution potentielle et
’amélioration de la meilleure BI. Nous ne validons pas le mouvement si ces deux conditions
ne sont pas garanties.

Dans la Figure 2.2, nous illustrons 1’échange de deux objets dans deux classes i et i’ d’une

solution.
0 0 0 0
0 0 0 1
1 0 0 0
) o |, mouvement — ; 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
Classe i Classe i’ Classe i Classe i’

Figure 2.2 : Illustration d’un mouvement dans le voisinage V,

Chaque tableau représente le vecteur de la solution de la classe correspondante. Les
variables sont triées dans chaque classe dans I’ordre décroissant de leur coiit dans la fonction
objectif. Nous parcourons toutes les paires des objets entre les deux classes i et i’ et nous

vérifions si les deux conditions précédentes sont satisfaites. Notons que d’un point de vue
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pratique, nous considérons d’abord le test sur I’amélioration de la meilleure borne inférieure
car il est moins colteux et permet d’élaguer rapidement des candidats. Si le résultat est positif
nous vérifions la réalisabilité de la solution.

L’Algorithme 2.2 décrit I’évaluation du voisinage V4 d’une solution courante, notée x.
Nous supposons que j(7) (resp. j(i’)) est I’objet choisi dans la classe i (resp. i”) de la solution x,
et que;” et sont les objets éventuellement choisis respectivement dans la classe i* et dans la
classe i*", dans le but de permuter 7" avec j(i") et J * avec 7@y simultanément sachant que i”
et i’ sont les deux classes assocides & la meilleure permutation. L’évaluation est basée sur le

changement de la borne inférieure qui peut étre exprimée par A(j, j') = c¢; — ¢+ €y = Cpjiin -

Algorithme 2.2 : Meilleur voisin dans V4

Procédure Meilleur_Voisin (Solution x)
début
A =0
pouri=1 ... nfaire
pour i’ =i ... nfaire

(") = argmax{A(), j') : dx+ 4, — Ay + Aup— Ay Sb,j€ Gy '€ G,

st (7,7 # (@), J() et A", j™)> A, ) alors
F=isf =i 0 =0 = A =A
fin si
fin pour
finpour .
J@)=j ;Jj@)=;";
retourner x ;
fin

En termes de complexité, nous pouvons calculer le nombre maximum d’itérations qui
peuvent étre exécutées pour une recherche locale entre deux classes. Nous supposons que le
nombre d’objets dans les classes est identique et est donné par /. Si nous considérons que tous

les cas peuvent améliorer la borne inférieure, alors la compléxité dans le pire des cas est
I? xm. Pour I’évaluation du voisinage complet de la solution courante, il est nécessaire
d’effectuer la recherche entre chaque couple de classes. La complexité de la procédure de
recherche locale dans le pire des cas est donc égale & n(n—1)?m/2. Méme si cette
complexité est importante, nous pouvons noter qu’en pratique le temps d’exécution reste
raisonnable car de nombreux cas sont élagués par le test sur la borne inférieure. Notons aussi
que dans 1’Algorithme 2.2 la boucle sur i’ commence par la valeur de i de maniére a

également évaluer le voisinage correspondant & une seule classe.
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Une fois la recherche terminée dans le voisinage de la solution x, nous interdisons la
recherche dans 1’espace V4(x), en imposant d (x’, x) > 4. En effet, pour que la solution x’ ne
soit pas voisine de x il faut que la distance entre ces deux solutions soit plus grande que la
distance définie par le voisinage. En développant I’inégalité ¢ (x°, x) > 4, nous obtenons la

pseudo-coupe suivante :

X, — x,<n-3 (coupe-2).
Z J Z J

jedlx) e (x)
Cette coupe devient valide une fois la procédure de recherche locale terminée.
Dans la partie suivante, nous décrivons nos heuristiques itératives basées sur des

relaxations du probléme MMKP.
2.5 Heuristiques Itératives basées sur les Relaxations pour le MMKP

La motivation principale de notre travail se base sur I’encadrement de la valeur optimale
par des bornes supérieures et inférieures. Pour cela, nous appliquons une méthode itérative
qui vise & améliorer ces bornes a chaque itération. Le principe général de cette heuristique
(Wilbaut et Hanafi (2009)) est basé sur la résolution a chaque itération d’une relaxation du
probléme. Elle se compose des étapes suivantes :

— Etape 1: Résoudre une ou plusieurs relaxations du probléme courant et garder la ou
les solutions optimales. Mettre a jour la meilleure borne supérieure du probléme (si
nécessaire).

— FEtape 2 : Résoudre un ou plusieurs problémes réduits induits par la ou les solutions
précédentes, et mettre & jour la meilleure borne inférieure du probléme (si nécessaire).

— Ftape 3 : Si une condition d’arrét est satisfaite alors renvoyer les deux bornes obtenues
pour le probléme. Sinon ajouter une ou plusieurs pseudo-coupes induites par la ou les
solutions de la ou les relaxations et retourner a 1’étape 1.

L’idée d’utiliser des relaxations dans des heuristiques pour résoudre des problémes
difficiles n’est pas nouvelle dans la littérature (Soyster, Lev et Slivka (1978)), notamment
pour trouver des bornes supérieures. Dans cette partie de la thése, nous traitons trois types de
relaxation décrites dans la Section 2.3 : la relaxation en continu (LP), la relaxation MIP dans
laquelle la relaxation en continu est considérée sur un sous-ensemble de variables, et la
relaxation semi-continue des variables binaires dans laquelle nous relaxons les contraintes

d’intégrité, mais en obligeant les variables a étre proches de 1 ou de 0.
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Les heuristiques itératives basées sur les relaxations reposent sur la proposition suivante
qui concerne I’ajout de pseudo-coupes dans le probléme courant de maniére a élaguer une

partie de I’espace de recherche.

Proposition 8 :
Soit P un probléme 0-1MIP. Soient x une solution optimale de la relaxation en continu

LP(P) et y une solution optimale du probléme réduit P(J—c,J ()_c)) Une solution optimale de P est

soit la solution y, soit une solution optimale du probléme :

{Zx - Zx |J1(3?j—1} ( coupe-3).

ez )

La preuve de cette proposition peut étre trouvée dans Hanafi et Wilbaut (2009) ou Wilbaut et
Hanafi (2009). Notons qu’elle reste valide en remplagant la relaxation en continu par la
relaxation MIP ou la RSC.

Les différentes variantes des heuristiques proposées dans cette partie pour résoudre le
MMKP sont basées sur le schéma précédent. Nous commengons par la résolution d’une
relaxation qui génére un probléme réduit plus facile & résoudre. Nous renforgons la
performance de ces heuristiques en appliquant notre procédure de recherche locale (décrite
dans la Section 2.4) pour améliorer la solution trouvée & chaque itération et rétablir sa
réalisabilité si nécessaire et si possible. Cette procédure exploite la structure du MMKP et a
pour objectif de générer des coupes plus fortes 4 chaque itération. Nous appliquons également
les techniques de fixation de variables décrites dans la Section 2.2 et de génération de coupes

en exploitant les bornes courantes.
2.5.1 Heuristique basée sur la Programmation Linéaire

L’algorithme décrit dans cette partie utilise la relaxation en continu dans I’étape 1 du
schéma général précédent. L’idée a été proposée initialement par Soyster, Lev et Slivka
(1978) a la fin des années 1970 pour résoudre exactement les problémes en variables 0-1.
Nous appelons cette heuristique HIPL pour Heuristique Itérative basée sur la Programmation
Linéaire. Elle élimine de 1’espace de recherche les solutions optimales- des relaxations
produites précédemment en ajoutant des pseudo-coupes a chaque itération générées selon la

Proposition 8. L’Algorithme 2.3 décrit I’heuristique HIPL.
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Algorithme 2.3 : Heuristique itérative basée sur la programmation linéaire (HIPL)

stop = faux ;

V=00; // la meilleure borne supérieure
v=0 ;" // la meilleure borne inférieure
0=MMKP,;

tant que Non stop faire
Soit x** une solution optimale de LP(Q) : ¥ = v(LP(Q))

AJouter a Q la pseudo-coupe (coupe-3) : O = Q| Z ny lJ 1 1
(. (x* ) () (™
x* = Projection(x'") ; // x* satisfait les contraintes de choix
// Recherche Locale
répéter
= Meilleur Voisin (x’) ;
AJouter agQla pseudo -coupe (coupe-2) : Q= Ql Z Zx <n-3;

(iLjk! (X) (1) (=)
sicx” > yalorsx’=x";v= ; fin si
jusqu’acx”’ <y ;
Soit x une solution optimale du probléme réduit Q(x“’,J (x”’ )) ;

// Recherche Locale
répéter
x’’ = Meilleur_Voisin (x’) ;
Ajouter & Q la pseudo-coupe (coupe-2) : Q = Q| inj Zx <n-3;
(L' ) (b)ed*(x)
sicx” >y alorsx’=x"; v cx’’ ; finsi
jusqu’a cx”’ <y ;
Test de fixation des variables basées sur les cofits réduits et la borne inférieure ;
Ajouter a Q la coupe des cofits réduits (coupe-1) :

0=d 2. )]e,gx,. i )|a,. (1-

si v(LP(Q))—-v <1 alors stop = vrai ; fin si

fin tant que

L5heuristique HIPL fournit un encadrement de la valeur optimale du probléme MMKP. La

borne supérieure, fournie par la valeur de LP(Q), est améliorée a chaque itération par 1’ajout

des pseudo-coupes (coupe-1), (coupe-2) et (coupe-3) au probléme courant Q. La borne

inférieure correspond a la meilleure solution réalisable trouvée. Elle peut étre améliorée dans

un premier temps par une recherche locale en partant de la projection de la solution optimale

x™ de LP(Q). La procédure de projection répare la solution fractionnaire x'* par rapport aux

contraintes d’intégrité et aux contraintes de choix de la fagon suivante : nous choisissons dans

chaque classe I’objet correspondant a la variable qui a la valeur maximale dans x™F. Dans un

deuxiéme temps, nous résolvons le probléme réduit P(x”’,J (x”’ )), puis nous appliquons une
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deuxiéme fois la procédure de recherche locale sur une solution optimale du probléme réduit
si elle existe. L’amélioration des bornes des problémes nous permet d’envisager la fixation de
variables selon les propriétés présentées dans la Section 2.2.2. Cette fixation peut permettre
une accélération de la résolution des relaxations et des problémes réduits. Le processus est
répété jusqu’a ce qu’une condition d’arrét soit satisfaite. En pratique, nous pouvons exécuter
Palgorithme avec un temps maximum ou [’arréter quand 1’écart entre les bornes supérieure et
inférieure est inférieur a une certaine tolérance.

La convergence de HIPL peut étre assurée sous certaines conditions (voir Wilbaut et
Hanafi (2009)). Cela correspond a la condition d’arrét de 1’Algorithme 2.3. Notons que cette
convergence est généralement longue, ce qui justifie la mise en place d’un autre critére
d’arrét. Notons également que la premiére résolution du probléme LP(MMKP) est faite en
utilisant I’algorithme primal du simplexe, puis les problémes LP(Q) sont résolus en utilisant la
méthode duale du simplexe pour accélérer la résolution. Nous utilisons le logiciel CPLEX
pour résoudre les relaxations et les problémes réduits. Nous limitons le temps d’exécution de
CPLEX pour la résolution des problémes réduits, ce qui n’est pas génant si HIPL n’est pas

utilisé comme un algorithme exact.
2.5.2 Heuristique basée sur la Relaxation en Nombres Entiers Mixtes

Nous considérons dans cette section la relaxation en nombres entiers mixtes
MIP(MMKP). Plusieurs intégrations de cette relaxation dans le schéma général précédent sont
possibles. Une premiére heuristique peut étre obtenue & partir de HIPL en remplagant
simplement la relaxation en continu par la relaxation en nombres entiers mixtes. La question
qui se pose & nous & ce niveau est de savoir comment définir les critéres de choix du sous-
ensemble J des variables 4 contraindre a étre entiéres. Une fagon simple est de choisir &
chaque itération les variables fractionnaires & I’itération précédente. Cela permet aussi de |
diversifier la recherche. Cette version s’est montrée peu efficace en pratique, c’est pourquoi
nous ne la considérons pas dans la suite. Nous proposons donc une autre variante appelée
HIM dans laquelle la sélection de I’ensemble J se fait en exploitant ’information obtenue par
la résolution de la relaxation en continu. Ainsi, J est I’ensemble des variables qui ont des
valeurs fractionnaires dans une solution optimale de la relaxation LP(MMKP) a chaque

I?), avec x'* une solution optimale de la relaxation en continu du

itération, ie., J = J'(x
probléme courant. Dans la suite, nous notons MIP(Q) la relaxation MIP(Q, J*(xLP )), et nous

présentons le pseudo-code de HIM dans I’ Algorithme 2.4.
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Algorithme 2.4 : Heuristique itérative basée sur la relaxation MIP (HIM)

stop = faux ;

V=o00; // la meilleure borne supérieure
v=0; // la meilleure borne inférieure
O=MMKP;

tant que Non stop faire
Soit x une solution optimale de LP(Q) ;
Soit x™* une solution optimale de MIP(Q) ;

v =min (v, vMIP(Q)), (LP(Q)) ;

Ajouter a Q la coupe (coupe-3) : Q = Q[ inj - Zx < |J 1 Lpl
w6} el
x = Projection(leP) ; // x’ satisfait les contraintes de chozx

// Recherche Locale
répéter
x>’ = Meilleur_Voisin (x’) ;
Ajouter 4 Q la pseudo-coupe (coupe-2) : Q = Ql ny. Zx <n-3;
(s =) (L)) (x
sicx’” >y alorsx’=x""; v =cx’’; fin si
jusqu’acx”’ <y ;
Soit x une solution optimale du probléme réduit Q(xM‘P,J’ (xM“’ )) ;

// Recherche Locale
répéter
= Meilleur Voisin (x’) ;
Ajouter a Q la pseudo-coupe (coupe-2) : Q= QI inj Zx <n-3;
e () () d (%)

sicx”’>vyalorsx’=x"; v =cx ; finsi
jusqu’acx”’ <y
Test de fixation des variables dans Q et MIP(Q) ;
Ajouter a Q et a MIP(Q) la coupe des cofits réduits associée a8 MIP(Q) (coupe-1);

si V—y<1 alors stop = vrai ; fin si ;

fin tant que

~L’application de cet algorithme nécessite la résolution de la relaxation en continu pour
définir I’ensemble J, et ainsi définir la relaxation MIP a chaque étape. Nous appliquons la
procédure de recherche locale sur la solution trouvée de MIP(Q) et sur la solution du
probléme réduit afin d’ajouter des coupes sur les deux problémes Q et MIP(Q). Nous
remarquons que nous pouvons €galement résoudre le probléme réduit associé a la relaxation
LP(MMKP) a chaque itération pour cumuler les informations obtenues de chaque relaxation.
Notons aussi que la fixation est appliquée seulement sur 1’ensemble des variables

fractionnaires & chaque étape et qu’en pratique, aprés un certain nombre d’itérations, le
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nombre de contraintes du probléme Q devient trés important, ce qui ralentit la résolution des

relaxations mixtes.
2.5.3 Heuristique basée sur la Relaxation Semi-Continue

La relaxation semi-continue, présentée dans la Section 2.3.3, peut aussi étre utilisée pour
résoudre le probleme MMKP. A chaque itération nous résolvons le probléme RSC(a), mais sa
Hrésolution peut engendrer une solution x ou toutes les valeurs des variables dans une classe i
sont dans I’intervalle [0, a]. Cela complique alors le choix de 1’objet dans la classe i (pour
pouvoir appliquer la procédure de recherche locale). Ce cas apparait quand toutes les valeurs

de x; dans une solution optimale de la relaxation prennent la valeur a, avec Za =1. Pour
JjeG;

éviter ce cas, il faut borner la valeur de a de fagon a avoir Za <l-a,c’est-a-dire la < 1- a,
JjeG;

ce qui entraine ae[0, 1//+1]. De cette facon, il existe forcément une variable dans chaque

classe qui prend une valeur dans ’intervalle [1- &, 1]. Le principe de cette variante est décrit

dans 1’Algorithme 2.5.

Dans cet algorithme, nous résolvons la relaxation RSC(a) pour obtenir la solution (x, y).
Nous savons que le vecteur des variables binaires y respecte les contraintes de choix du
MMKRP et représente aussi la projection de la solution x. Nous appliquons notre recherche
locale directement sur ce vecteur. Celle-ci nous permet d’ajouter la pseudo-coupe (coupe-2)
au probléme Q. (coupe-2) peut étre ajoutée sur les variables continues x de la relaxation
RSC(a) ou sur les variables binaires y. Dans notre cas, nous préférons les ajouter sur les
variables binaires y pour mieux couper I’espace de recherche. Aprés avoir appliqué la
recherche locale nous résolvons le probléme réduit associé a la solution x avant d’appliquer
une nouvelle fois la recherche locale sur la solution trouvée. Nous terminons I’itération avec
le test de fixation dans lequel nous considérons seulement les variables continues du probléme
(x).

La résolution du probléme RSC(a) donne une information importante sur la borne
supérieure, ce qui doit permettre une convergence plus rapide de 1’algorithme (& condition
d’obtenir les mémes bornes inférieures). Le temps d’exécution de cet algorithme est
évidemment plus long que le temps d’exécution des deux versions précédentes. Cependant, ilv

reste faible car en ajoutant les variables y nous limitons I’espace de relaxation des variables x
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et nous ne les forgons pas a étre binaires. L’effet de la contrainte Z Yy~ Z y; $n=3
') (L))

(resp. D y;— D.¥; Sn—3)estimportant sur RSC(a) car la coupe associée porte sur des
(L)' () (kI (x)

variables binaires et non sur des variables continues. Notons que cette heuristique est valide

pour les problémes mixtes avec variables binaires.

Algorithme 2.5 : Heuristique itérative basée sur la relaxation semi-continue (RSC)

stop = faux ;

v=co ; // la meilleure borne supérieure
v=0; // la meilleure borne inférieure
Q=RSC(a);

tant que Non stop faire
Soit (x, y) une solution optimale de O : v =v(Q) ;

y=y; // y satisfait les contraintes de choix
// Recherche Locale
répéter

v’ = Meilleur Voisin (y’) ;
Ajouter & Q la pseudo-coupe (coupe-2) : Q= QI Z Vi~ Z y; Sn=3;
(L' () (el ()
sicy’” > v ety’’ est réalisable alors y’ =y ; v =¢p”’ fin si
jusqu’acy’” <y ;

Soit x une solution optimale du probléme réduit O((x, y),J(x,y)) ;

// Recherche Locale

répéter
x”’ = Meilleur Voisin (x’) ;
Ajouter & Q la pseudo-coupe (coupe-2): Q=0| D y;— D.y;Sn-3;

e () (i)

sicx””> v alorsx’=x""; v =cx”’ fin si

jusqu’a cx” <y ;

Test de fixation des variables dans O ;

Ajouter a Q la coupe des cofits réduits (coupe-1) ;

si v(Q) -v <l alors stop := vrai ; fin si

fin tant que

Les trois heuristiques proposées dans cette partie sont validées dans la section suivante sur

un ensemble d’instances publiées dans la littérature.
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2.6 Résultats numériques

Nous présentons dans cette section les résultats obtenus en appliquant les trois
heuristiques décrites dans la section précédente : HIPL, HIM et RSC. Pour valider nos
propositions, nous comparons nos résultats avec ceux obtenus par la meilleure version de
I’algorithme proposé par Cherfi et Hifi (2008). Nos algorithmes ont été codés en C++ et ont
été exécutés sur un Dell 2.4GHz avec 4 giga-octets de RAM. Pour évaluer nos algorithmes,
nous utilisons les instances mentionnées dans Cherﬁ et Hifi (2008) ou encore dans Hifi,
Michrafy et Sbihi (2004) et disponibles sur Internet'. Les caractéristiques de ces instances
sont récapitulées dans le Tableau 2.1. Nous avons examiné un total de 33 instances issues de

deux groupes.

Instance m n n; n’ Instance m n n; n’
101 5 5 5 25 Ins01 10 50 10 500
102 5 5 10 50 Ins02 10 50 10 500
103 10 10 15 150 Ins03 10 60 10 600
104 10 10 20 200 Ins04 10 70 10 700
105 10 10 25 250 Ins05 10 75 10 750
106 10 10 30 300 Ins06 10 75 10 750
107 10 10 100 | 1000 - Ins07 10 80 10 800
108 10 10 150 | 1500 Ins08 10 80 10 800
109 10 10 | 200 | 2000 Ins09 10 80 10 800
110 10 10 | 250 | 2500 Ins10 10 90 10 900
I11 10 10 { 300 | 3000 Ins11 10 90 10 900
112 10 10 | 350 | 3500 Ins12 10 100 10 1000
I13 10 10 | 400 | 4000 Ins13 10 100 30 3000

Ins14 10 150 30 4500
Ins15 10 180 30 5400
Ins16 10 200 30 6000
Ins17 10 250 30 7500
Ins18 10 280 20 6500
Ins19 10 300 20 6000
Ins20 10 350 20 7000

Tableau 2.1 : Instances pour le MMKP

Nous reportons dans le Tableau 2.1 le nombre de contraintes de sac & dos dans la colonne

m, le nombre de classes » (resp. le nombre des objets dans chaque classe #7;) et le nombre total

! http://www.laria.u-picardie. fr/hifi/OR-Benchmark/
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de variables du probléme n’. Les instances de gauche, notées 101 ... I13 ont été générées et
utilisées par Khan, Li, Manning et Akbar (2002). Elles regroupent six petites instances et sept
instances plus difficiles. Les instances de droite, notées InsO1 ... Ins20, ont été générées
aléatoirement par Hifi, Michrafy et Sbihi (2006) selon la procédure décrite par Khan (1998) et
représentent un ensemble d’instances difficiles de moyenne et grande taille.

Nous présentons dans le Tableau 2.2 les meilleures valeurs reportées dans la littérature
pour les 33 instances et celles trouvées par le logiciel CPLEX avec une limite d’une heure de
temps de calcul. Nous considérons que cette limite est raisonnable pour une comparaison avec

nos processus heuristiques pour résoudre le MMKP.

Best Cplex Best Cplex
Instance v Cpu vV Cpu Instance vV Cpu vV Cpu
101 173 <1 173*] <1 Ins01 10732 15.65| 10738 *| 2592
102 364 <1 364*] <1 Ins02 13598 | 12.78113598 *| 626
103 1602 3.48| 1602* 2 Ins03 109431 11.60] 10939 3600
104 3597 642 3597* 12 Ins04 144401 62.53| 14442| 3600

105 3905,7 <11 3905.7% <1 Ins05 17053 55.92| 17053 3600
106 4799,3 <1] 4799.3* <1 Ins06 16825 3591 16826 3600

107 24587 34.09] 24589| 3600 Ins07 16435] 122.40| 16440} 3600
108 36892 170.06] 36896| 3600 Ins08 17510 36.33| 17502| 3600
109 49176 | 72.18] 49163| 3600 Ins09 17760 29.03| 17751| 3600
110 61461 | 98.61| 61462 3600 Ins10 19314 65.841 19304} 3600
I11 737751 103.92| 73776 3600 Ins1l 19434 46.25| 19433} 3600
112 86078 211.63| 86087| 3600 Ins12 21731 126.58] 21720 3600
I13 98431 | 334.72| 98431| 3600 Ins13 21575 184.95] 21573 3600

Ins14 32870| 71.16| 32869| 3600
Insl5 39157 135.62] 39160 3600
Ins16 43361 | 162.391 43363] 3600
Ins17 54349 212.15| 54360 3600
Ins18 60460 | 227.33| 60465] 3600
Ins19 64923 | 450.58| 64928 3600
Ins20 75611 | 348.18| 75617| 3600
Tableau 2.2 : Valeurs références pour I’évaluation de nos approches

Nous donnons dans le Tableau 2.2 la meilleure valeur connue pour chaque instance
reportée dans Cherfi et Hifi (2008) (resp. obtenue par CPLEX) dans la colonne Best (resp.
Cplex) avec d’un c6té la valeur de la borne inférieure dans la colonne v et de I’autre coté le
temps d’exécution en secondes associé (Cpu). Notons que nous reportons les meilleurs

résultats pour I’algorithme de Cherfi et Hifi (2008) parmi trois variantes de la méthode, et que
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ces résultats ont €té obtenus sur un UltraSparc10 (250 MHz et 1Gb de RAM). Dans les
Tableaux 2.2 4 2.5, les valeurs écrites en gras signifient que 1’algorithme correspondant a
fourni la meilleure valeur connue, et * signifie que 1’algorithme a prouvé 1’optimalité de la
solution correspondante.

Le Tableau 2.2 montre la difficulté des instances considérées, en particulier en analysant
les résultats obtenus par CPLEX. Aprés une heure d’exécution, celui-ci n’est pas capable de
trouver les solutions optimales pour la plupart des instances (et/ou d’en prouver 1’optimalité).
De plus, pour une grande partié des instances, CPLEX ne visite pas les meilleures solutions
trouvées par I’heuristique de Cherfi et Hifi (2008). CPLEX arrive quand méme 4 obtenir de
nouvelles meilleures bornes inférieures et prouver 'optimalité de ses solutions pour 8
instances (101, 102, 103, 104, 105, 106, InsO1 et Inst02), mais I’amélioration est atténuée par le
temps d’exécution nécessaire pour les obtenir. Comme nos méthodes sont des heuristiques et
que nous limitons le temps d’exécution, nous nous comparons dans la suite en particulier aux

résultats reportés par Cherfi et Hifi (2008).

Nous présentons dans les Tableaux 2.3, 2.4 et 2.5 les résultats obtenus par nos algorithmes
pour les 33 instances. Notre objectif est de montrer que les méthodes proposées visitent
rapidement de bonnes solutions. Nous allons également vérifier le comportement des
algorithmes lorsque nous augmentons le temps d’exécution. Rappelons que les algorithmes
proposés convergent en théorie vers une solution optimale, mais qu’ici nous les utilisons

uniquement comme heuristiques.

Nous fournissons dans les Tableaux 2.3, 2.4 et 2.5 une trace de ’exécution de HIPL, HIM
et RSC respectivement pour chaque instance. Nous reportons les résultats obtenus et le temps
d’exécution associé. Pour chaque heuristique, nous donnons les valeurs des bornes inférieures
trouvées dans la colonne v, le temps d’exécution associé & ces valeurs (en secondes) dans la
colonne Cpu, le pourcentage de variables fixées dans la colonne Fix, et 1’écart entre la borne
supérieure courante et la borne inférieure courante calculé par (borne supérieure - borne
inférieure) / borne supérieure et présenté en pourcentage dans la colonne Gap. Nous donnons
ces informations pour la premiére et la derniére valeur trouvée (si nous présentons une seule
valeur alors il n’y a pas d’amélioration). Nous reportons aussi les résultats intermédiaires
lorsque 1’algorithme obtient une amélioration sensible en termes de borne inférieure ou de
fixation. Notons que le temps d’exécution total est limité a 10 minutes, de maniére a rester.

dans un cadre heuristique.
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HIPL HIPL
j ix | Ga

Instance | o v Cou };’/zox C«;)/a,,p Instance | Best v | Cpu I;)x %p

101 173 173* <1 ] 36 0 Ins06 | 16825 | 16791 | 1 0 (039

102 364 364* <1] 51 ]043 16826 [ 598 | 0 ]0.17

103 1602 1602 3 10 | 0.12 Ins07 | 16435 | 16382 5 0 |047

104 3597 3597 7 2 1035 16440 [ 289 | 26 | 0.11

105 3905.7 | 3905.7* | <1 | 89 10.01 InsO8 | 17510 | 17461 | 6 0 {041

106 4799.3 | 4799.3* | <1 | 86 | 0.04 17503 | 117 | 0 [0.17

107 24587 | 24535 1 0 |0.30 Ins09 | 17760 | 17713 | 1 0 038

24585 | 60 | 18 | 0.09 177511614 ] 2 |0.16

108 36892 | 36843 1 0 |0.17 Ins10 | 19314 | 19279 5 0 (030

36885 [ 394 | 26 {0.05 19306 | 464 | 0 | 0.16

109 49176 | 49128 1 0 |0.13 Ins1l | 19434 | 19388 | 6 0 |0.38

49172 1249 | 19 | 0.04 19446 | 560 | 34 | 0.08

110 61461 | 61419 1 0 |0.11 Insi2 | 21731 | 21690 | 2 0 {031

‘ 61460 | 188 | 6 |0.04 21727 1208 | 0 ]0.13

I11 73775 | 73753 5 0 |0.06 Ins13 21575 | 21569 | 1 22 ] 0.11

73778 | 422 | 24 21574 {1 198 | 41 | 0.09

73784 | 494 | 44 10.02 Ins14 | 32870 | 32862 | 1 25 10.08

112 86078 | 86051 I 0 [ 0.06 32869 | 106 | 47 | 0.06

86091 | 542 | 57 ]0.01 Ins15 | 39157 139149 | 1 22 10.07

113 98431 | 98394 1 0 |0.06 39160 | 311 { 62 | 0.04

98425 11 13 ]0.02 Ins16 | 43361 { 43351 | 2 14 | 0.07

InsO1 | 10732 | 10700 1 0 |0.50 43363 | 139 | 53 10.04

10732 | 438 | 18 | 0.18 Ins17 | 54349 | 54350 | 2 34 | 0.04

Ins02 | 13598 | 13561 1 0 053 54353 [ 570 | 48 10.03

13598 | 343 | 26 | 0.21 Ins18 [ 60460 | 60447 | 2 7 10.05

Ins03 10943 | 10877 1 0 |098 60462 | 293 | 48 | 0.03

10940 307 ] 0 |038 Ins19 | 64923 | 64911 | 1 6 10.05

Ins04 | 14440 | 14381 1 0 |0.67 64924 | 37 | 38 10.03

14442 | 106 | 2 | 0.24 Ins20 | 75611 | 75594 | 3 5 10.04

InsO5 | 17053 | 16998 2 0 | 047 75606 { 229 | 34 ]0.03
17044 | 648 | 0 ] 0.19

Tableau 2.3 : Résultats numériques de HIPL

Notre algorithme basé sur la relaxation en continu obtient des résultats assez
encourageants. Si nous nous comparons uniquement a 1’algorithme de Cherfi et Hifi (2008),
le Tableau 2.3 montre que HIPL améliore 11 meilleures bornes inférieures et visite 8
meilleures solutions. Notons que les nouvelles meilleures bornes inférieures sont souvent
obtenues bien avant les 10 minutes autorisées. Nous remarquons aussi que 1’algorithme HIPL
a pu rapidement prouver 1’optimalité de la solution sur les 4 petites instances 11, 12, IS et I6.
D’une maniére générale, HIPL est plus efficace pour les instances du second groupe, qui sont
les plus grandes instances. La résolution rapide de la relaxation en continu utilisée dans HIPL
permet d’exécuter un nombre important d’itérations. Cela augmente le nombre de zones
prometteuses visitées par 1’algorithme, ce qui justifie la qualité des solutions trouvées par
cette heuristique. Par rapport aux résultats obtenus pour la fixation, qui dépend directement du

saut entre les bornes, nous remarquons que le pourcentage de fixation augmente logiquement
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lorsque le saut diminue, sachant que ce dernier diminue lorsque les bornes sont améliorées.
Cette analyse reste valable pour les deux autres heuristiques HIM et RSC.

Les résultats obtenus par I’algorithme HIM sont donnés dans le Tableau 2.4.

HIM HIM

Instance A ;
pes |+ Jan [T 5] | ™| e [ Jom | [ %
101 173 173* <1 4 0 Ins06 16825 | 16797 1 0 [0.34
102 364 364* <1 ] 551023 1682311971 2 | 0.18
103 1602 1602 17 1 0 Ins07 16435 | 16390 1 0 |042
104 3597 3597 103 | 15 0 16421 { 508 | 0 | 0.22
105 3905.7 | 3905.7% | <1 | 89 0 InsO8 | 17510 | 17454 | 1 0 |0.45
106 4799.3 | 4799.3* | <1 { 86 0 17503 1 222 | 0 | 0.16
107 24587 | 24561 1 0 |0.19 Ins09 17760 | 17721 1 0 |0.33
24587 | 414 | 25 | 0.08 17754 1 160 { 9 | 0.14
108 36892 | 36850 1 0 |0.15 Ins10 19314 | 19279 6 0 |0.29
36883 | 327 | 16 | 0.05 192991 96 | 0 | 0.19
109 49176 | 49134 1 0 |0.12 Insil | 19434 | 19383 | 1 0 | 0.40
49172 198 | 19 | 0.04 19430 | 426 1 |0.16
110 61461 61436 4 0 §0.08 Insl12 21731 | 21665 1 0 |0.42
61461 | 578 | 6 | 0.04 21738 | 171 | 1 | 0.08
111 73775 | 73753 9 0 | 0.06 Ins13 | 21575 | 21562 1 7 |0.14
73770 | 370 | 10 | 0.04 21574 | 391 | 41 | 0.08
112 86078 | 86036 2 0 |0.07 Insl4 | 32870 | 32862 ( 2 | 25 | 0.08
86091 | 514 | 59 | 0.01 32869 | 281 | 49 { 0.06
113 98431 | 98394 1 0 | 0.06 Insl5 | 39157 ( 39149 | 2 | 22 | 0.07
98425 20 13 | 0.02 39157 | 208 | 52 | 0.04
Ins01 10732 | 10712 13 0 |0.37 Ins16 | 43361 | 43349 | 3 10 | 0.07
10718 {4321 3 |0.29 43362 | 438 | 51 | 0.04
Ins02 | 13598 | 13587 1 15 | 0.31 Insl7 | 54349 | 54350 [ 3 34 | 0.04
13597 83 30 | 0.06 54356 | 494 | 57 | 0.03
Ins03 | 10943 | 10904 1 0 | 072 Ins18 | 60460 | 60451 | 4 14 1 0.05
10943 | 341 | 3 |0.34 60461 | 269 | 45 | 0.03
Ins04 14440 | 14410 1 0 | 046 Ins19 | 64923 | 64916 | 2 14 }0.04
14442 42 3 10.23 64923 | 74 | 33 | 0.03
Ins05 17053 | 17000 1 0 |045 Ins20 | 75611 | 75596 | 4 7 |0.04
17055 | 515 8 10.12 4 75610 | 255 | 47 | 0.02

Tableau 2.4 : Résultats numériques de HIM

L’algorithme basé sur la relaxation MIP obtienf 7 nouvelles meilleures bornes et visite 11
meilleures solutions. Rappelons que dans la relaxation MIP nous obligeons les variables
fractionnaires de la relaxation en continu a étre binaires, ce qui nous raméne a un autre espace
de recherche que celui de la relaxation en continu. Ceci justifie le fait de trouver des résultats
différents de ceux de HIPL, parfois meilleurs (par exemple pour Ins03 : 10943 pour HIM et
10940 pour HIPL), et parfois moins bons (par exemple pour Insll: 19430 pour HIM et
19446 pour HIPL). Ces résultats ne nous permettent pas de tirer de conclusion sur la qualité
des zones de recherche visitées par ces algorithmes puisque les résultats varient en fonction
des instances. Comme pour 1’algorithme HIPL, HIM a pu prouver rapidement ’optimalité de

la solution trouvée sur les 4 petites instances I1, 12, I5 et 16.
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Le Tableau 2.5 donne les résultats obtenus par la derniére version de notre algorithme,
RSC.

RSC » RSC

j ny Fix | Gq
Instance Best y Cpu l;ix Cf;,p Instance Best v Cpu o %p
101 173 173* <1148 |0 Ins06 | 16825 | 16808 | 21 0 |0.28
102 364 364* <1640 16820 [ 305 | 0 | 0.20
103 1602 1602 168 | 26 | 0 Ins07 | 16435 | 16380 | 21 0 |048
104 3597 3592 1 14 |10 16420 [ 293 | 0 | 0.23
105 3905.7 | 3905.7* | <1 [ 89 | O Ins08 | 17510 | 17485 | 20 0 }0.27
106 47993 | 4799.3* { <1 | 86 | 0.02 17505 | 66 6 |0.15
107 24587 | 24584 1 15 | 0.09 Ins09 | 17760 | 17740 | 21 0 022
0.21
108 36892 | 36849 2 0 |0.15 Insi0 | 19314 | 19270 | 21 0 |034
36867 64 0 |0.10 19292 | 361 | 0 | 0.22
109 49176 | 49143 20 0 |0.10 Insll 19434 | 19412 | 21 0 ]10.25
49173 | 345 | 21 | 0.04 19421 | 256 | 0 | 0.20
110 61461 | 61447 22 0 | 0.06 Ins12 | 21731 | 21703 | 21 0 | 024
61455 |1 233 | 1 }0.05 21720 1 204 | 0 | 0.16
11 | 73775 | 73760 22 0 |0.05 Ins13 | 21575 | 21568 § 42 | 26 | 0.11
73771 | 352 | 7 |0.04 21570 | 214 | 62 | 0.09
112 86078 | 86063 24 0 |0.04 Insl4 | 32870 | 32865 | 38 | 36 { 0.06
86076 71 12 | 0.03 32869 | 536 | 51 | 0.05
13 98431 | 98397 22 0 |0.05 Insl5 | 39157 | 39144 | 30 9 |0.08
98420 | 591 | 4 | 0.03 39150 | 79 9 |0.06
Ins01 10732 | 10684 22 0 ]0.62 Insl6 | 43361 | 43353 | 36 | 21 | 0.06
’ 10717 | 266 | 2 | 0.31 43358 { 199 | 35 | 0.04
Ins02 13598 | 13583 12 | 16 | 0.33 Insl7 | 54349 | 54345 | 49 0 | 005
‘ 13598 | 100 | 41 | 0.05 54350 1 329 1 0 | 0.04
Ins03 10943 | 10922 20 0 |0.56 Ins18 | 60460 | 60448 | 40 7 10.05
10933 | 247 | 0 | 043 60460 | 379 | 29 | 0.03
Ins04 14440 | 14445 9 4 1022 Ins19 | 64923 | 64919 | 25 | 20 | 0.04
0.20 64923 | 126 | 33 | 0.03
Ins05 17053 | 17026 20 0 | 030 Ins20 | 75611 | 75603 | 48 0 |0.03
17037 | 319 | 0 | 0.23 75608 | 242 | 0 | 0.02

Tableau 2.5 : Résultats numériques de RSC

L’algorithme basé sur la relaxation semi-continue obtient 2 nouvelles meilleures bornes
inférieures pour les instances Ins04 et Ins17, et visite 8 meilleures solutions. Ces résultats un
peu moins bons peuvent étre justifiés en partie par le fait que la résolution de la relaxation
semi-continue demande un temps d’exécution plus important, ce qui ne permet pas d’itérer
suffisamment pour visiter un large espace de recherche. Par contre cette heuristique fournit
des bornes supérieures plus fortes pour le MMKP. Comme pour les deux autres heuristiques
HIPL et HIM, RSC a prouvé I’optimalité de la solution trouvée sur les 4 petites instances I1,
12, 15 et I6. |

La fixation de variables dépend principalement de trois données : la borne supérieure, la
borne inférieure, et I’instance elle-méme. Par exemple pour I’instance Ins04, nous remarquons

que I’impact des techniques de fixation est trés faible devant la difficulté de I’instance. Dans

92



Partie 2 : Sac 4 dos Multidimensionnel 2 Choix Multiples

d’autres instances nous arrivons a fixer plus que la moitié¢ des variables du probléme comme
pour I'instance Ins15 (avec HILP ou HIM). Par contre, nous remarquons que si les bornes
inférieures des trois heuristiques sont identiques alors la fixation fonctionne en général mieux
pour RSC que pour HIM, et mieux pour HIM que pour HIPL. Par exemple dans I’instance 102
et pour la méme borne inférieure (364), I’heuristique RSC arrive a fixer 64% des variables,
HIM 55%, et HIPL 51%. Ceci peut étre justifié par la qualité des bornes supérieures fournies
par chaque algorithme. Notons que le pourcentage de fixation pour I’heuristique RSC
n’augmente pas toujours car nous ne trouvons pas toujours la solution optimale pour la
relaxation (par limite de temps) et donc nous ne pouvons pas déclencher la procédure de
fixation (voir par exemple I’instance Ins18).

Le Tableau 2.6 synthétise les résultats obtenus par nos trois heuristiques, uniquement en
termes de qualité de la borne inférieure. Nous rappelons dans ce tableau pour chaque instance
la valeur mentionnée dans Cherfi et Hifi (2008), et les trois valeurs obtenues par nos
méthodes, HIPL, HIM et RSC.

Instance | Best HIPL HIM RSC Instance | Best | HIPL | HIM | RSC
11 173 173* 173* 173* Ins05 17053 { 17044 | 17055 | 17037
12 364 364* 364* 364* Ins06 | 16825 | 16826 | 16823 | 16820
13 1602 1602 1602 1602 Ins07 | 16435 ] 16440 | 16421 | 16420
14 3597 3597 3597 3592 InsO8 | 17510 | 17503 | 17503 | 17505
I5 3905.7 | 3905.7* | 3905.7* | 3905.7* Ins09 | 17760 | 17751 | 17754 | 17740
16 4799.3 | 4799.3*% | 4799.3* | 4799.3* Ins10 | 19314 | 19306 | 19299 | 19292
17 24587 | 24585 24587 24584 Insll 19434 | 19446 | 19430 | 19421
I8 36892 | 36885 36883 36867 Ins12 | 21731 | 21727 | 21738 | 21720
19 49176 | 49172 49172 49173 Ins13 | 21575 | 21574 | 21574 | 21570

110 61461 | 61460 61461 61455 Ins14 | 32870 | 32869 | 32869 | 32869

111 73775 | 73784 73770 73771 Insl5 | 39157 | 39160 | 39157 | 39150

112 86078 | 86091 86091 86076 Insl6 | 43361 | 43363 | 43362 | 43358

113 98431 | 98425 98425 98420 Ins17 | 54349 | 54353 | 54356 | 54350
InsO1 10732 | 10732 10718 10717 Insi8 | 60460 | 60462 | 60461 | 60460
Ins02 13598 | 13598 13597 13598 Ins19 | 64923 | 64924 | 64923 | 64923
Ins03 10943 | 10940 10943 10933 Ins20 | 75611 | 75606 | 75610 | 75608
Ins04 14440 | 14442 14442 14445

Tableau 2.6 : Synthése des résultats

Le Tableau 2.6 montre que nos algorithmes visitent au total 11 meilleures solutions et
améliorent 13 meilleures bornes inférieures pour les 33 instances en comparaison aux
résultats de Cherfi et Hifi (2008). Si nous comparons seulement nos résultats a ceux de
CPLEX, nos algorithmes visitent 12 meilleures solutions et améliorent 12 bornes inférieures,
ce qui prouve que les heuristiques proposées sont efficaces. Finalement, en prenant en
considération les meilleures valeurs reportées dans le Tableau 2.2, nos heuristiques visitent 12-

meilleures solutions et améliorent 6 bornes inférieures.
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De maniére générale, le temps d’exécution des algorithmes pour obtenir les meilleures
bornes inférieures est un peu plus important que la méthode de Cherfi et Hifi (2008). La
raison principale réside dans la résolution des problémes réduits a chaque itération. De plus,
’ajout des contraintes & chaque itération rend ces problémes réduits plus grands et donc plus
difficiles & résoudre. Méme si nos algorithmes ne peuvent pas étre utilisés en pratique en tant
que méthode exacte, ils peuvent produire des résultats trés intéressants dans un temps
d’exécution court, et donc un bon compromis entre qualit¢ de la solution et temps
d’exécution. Ceci peut étre exploité dans le cas des problémes a temps réels. Généralement,
les résultats prouvent que nos méthodes sont plus efficaces pour les grandes instances.

Finalement, nous illustrons dans la Figure 2.3 I’évolution des bornes supérieures des trois

heuristiques sur I’instance Ins02.
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Figure 2.3 : Bornes supérieures pour Ins02

Cet exemple montre que les bornes supérieures fournies par RSC sont les meilleures (pour
cette instance), et qu’elles convergent vite vers une bonne valeur (la valeur optimale était
13598). Les bornes supérieures de HIM viennent généralement en deuxi¢me place. Nous
remarquons aussi que les bornes fournies par cette heuristique ne se présentent pas sous la
forme d’une fonction monotone. Cela peut étre justifié par le fait qu’a chaque itération, et
apres avoir ajouté les pseudo-coupes, nous changeons 1’ensemble des variables binaires pour
la relaxation MIP(MMKP). Nous ne résolvons donc pas le méme probléme avec plus de
contraintes, ce qui ne garantit pas la décroissance uniforme des bornes supérieures. Ce cas
n’arrive pas pour les heuristiques RSC et HIPL, sauf si nous ne trouvons pas la valeur

optimale pour une relaxation a une itération donnée.
2.7 Conclusions et perspectives

Dans cette partie, nous nous sommes intéressés au probléme du sac a dos

multidimensionnel & choix multiples. Aprés avoir présenté quelques applications et méthodes
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existantes pour résoudre ce probléme, nous avons décrit notre méthode de résolution basée sur
des heuristiques itératives. Ces algorithmes, qui peuvent étre considérés théoriquement en tant
que méthodes exactes, résolvent une série de sous-problémes de petite taille produits en
exploitant I’information obtenue a partir des relaxations considérées du probléme. Nous avons
aussi renforcé ces algorithmes par une recherche locale. Les résultats montrent que les
heuristiques convergent rapidement vers des solutions élites. En pratique, les méthodes
fournissent 13 nouvelles meilleures bornes inférieures et visitent 11 meilleures solutions pour
33 instances difficiles de la littérature. Les expériences ont aussi montré que la version basée
sur la relaxation en continu converge plus rapidement vers de bonnes solutions.

La relaxation semi-continue introduite dans cette partie fournit une meilleure borne que la
relaxation en continu et la relaxation en nombres entiers mixtes, moyennant un effort
calculatoire supplémentaire. Plusieurs pistes de recherche restent a explorer dans le choix des
multiplicateurs de cette relaxation de mani¢re & améliorer son comportement. I serait
également intéressant de comparer expérimentalement les autres relaxations citées dans cette
partie (relaxation surrogate, Lagrangienne et composite) sur les instances du MMKP et
d’autres variantes du sac & dos. D’autres améliorations peuvent &tre envisagées, par exemple
le remplacement de la recherche locale dans les algorithmes itératifs par une métaheuristique.
La taille des problémes réduits et du probleme lui-méme a tendance a augmenter durant le
processus itératif en raison de I’ajout des pseudo-coupes, ce qui peut ralentir le temps
d’exécution des algorithmes. Pour remédier a cet inconvénient, nous pouvons aussi intégrer la
mémoire adaptative de la recherche Tabou dans le processus de génération des pseudo-
coupes. Enfin, les algorithmes itératifs proposés fournissent des bornes inférieures et
supérieures de bonne qualité dés les premicres itérations. Ces bornes peuvent étre exploitées

dans un algorithme exact de type évaluations et séparations.
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Partie 3 : Gestion de perturbations dans le

domaine aérien

Dans cette partie nous nous intéressons a un probléme de gestion de perturbations dans le
domaine aérien. Ce travail se situe dans le cadre de notre participation & un challenge
international organisé par la Société Frangaise de Recherche Opérationnelle et d’Aide a la |
Décision (ROADEF?). Le sujet proposé par la société Amadeus® vise  rétablir une situation
normale en cas de perturbations en tenant compte simultanément des avions et des passagers
plut6t que selon la hiérarchie classique : avions, équipages, passagers. L’objectif est de mieux
prendre en compte le ressenti des passagers en introduisant une mesure de la désutilité des
passagers -en fonction du retard observé & 1’arrivée ou de I’annulation du voyage. Pour cela,
nous cherchons & minimiser une somme pondérée des différents cofits associés aux vols de la
compagnie. Devant la difficulté du probléme, nous proposons une approche heuristique pour
le résoudre (Mansi, Wilbaut, Hanafi et Clautiaux (2009), Hanafi, Wilbaut, Mansi et Clautiaux
(2009)). Notre méthode est divisée en deux étapes principales. La premiére essaie de rétablir
la réalisabilité dans le voisinage de la situation juste avant les perturbations. La seconde étape
tente d’améliorer cette solution en alternant les phases constructives et destructives dans une
stratégie d’oscillation. Nous hybridons dans ces deux phases la programmation mathématique
avec des heuristiques. Cette approche nous a permis d’étre classés seconds parmi 29 équipes
participantes.

Cette partie est organisée comme suit : dans la Section 3.1 nous donnons une description
du probléme puis, dans la Section 3.2, nous présentons une revue de la littérature sur des
problémes connexes. Le probléme a été¢ décomposé en deux grands sous-problémes que nous
traitons indépendamment. Le premier, qui est géré dans la premiére phase de notre approche,

vise 3 obtenir une solution réalisable dans le voisinage du plan de vols initial. Ce sous-

2 http Jhwww roadef.org/ ou http ://challenge.roadef.org/2009/index.fr.htm
3 http ://www.amadeus.com/amadeus/amadeus.html ‘
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probléme peut étre modélisé en un probléme linéaire en nombres mixtes que nous résolvons
en appliquant des techniques de relaxation. Cette premiére phase fait 1’objet de la Section 3.3.
Le deuxiéme sous-probléme vise a améliorer la solution trouvée dans la premiére phase. Cela
est réalisé avec une heuristique hybride ot nous générons et supprimons des vols pour les
avions et des itinéraires pour les passagers afin de filtrer les meilleurs couplages entre routes
et itinéraires 4 1’aide de la programmation mathématique. Cette deuxieme phase entre dans le
- contexte des méthodes heuristiques basées sur 1’oscillation, et elle traitée en détails dans la
Section 3.4. Notre méthode a donné des résultats intéressants, notamment pour des instances

de grande taille. Ces résultats sont décrits dans la Section 3.5.
3.1 Description du Probléme

Les compagnies aériennes définissent initialement un programme de vols qui correspond a
un ensemble de vols réalisés sur une période donnée. En cas de perturbations dans ce
programme, ces compagnies cherchent & rétablir I’ordre normal des opérations le plus
rapidement possible. 1 est capital que le retour 4 une situation normale soit obtenu dans une
période bien déterminée appelée période de recouvrement, que nous nommerons égalemenf
dans la suite par période d’interventions, car elle représente la période durant laquelle il est
possible de modifier le programme de vols.

Les avions, les aéroports, les passagers et les équipages sont les acteurs principaux
considérés dans notre probléme. Chaque acteur est caractérisé par un ensemble de propriétés
et doit respecter un ensemble de contraintes. Dans cette étude nous ne considérons pas les

équipages.

3.1.1 La flotte des appareils

L’ensemble des avions constitue la flotte d’une compagnie aérienne. Chaque avion se
caractérise entre autres par un modeéle (par exemple Boeing 747, Airbus A320) et la capacité
de chacune de ses trois cabines (first, business, économique). Les avions d’'un méme modéle
ont des spécificités communes telles que le temps de réengagement de ’appareil, le temps de
transit, et la distance maximale franchissable. Le temps de réengagement correspond au
temps de débarquement | embarquement des passagers, au nettoyage de ’appareil et au
changement éventuel d’équipage ; le temps de transit correspond au tefnps de préparation
nécessaire 4 la réalisation du vol suivant. Des sous-ensembles d’appareils ayant des

caractéristiques communes sont regroupés sous forme de famille. L’intérét de cette notion de
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famille est de pouvoir inter-changer leurs équipages (il est ainsi possible de remplacer un
avion prévu initialement pour un vol par un autre avion de la méme famille). L’ensemble des
vols successifs effectués par un avion est une rotation. Chaque vol se définit par ses aéroports
d’origine et de destination, sa durée, son type (domestique, continental ou international) et ses
dates et heures de départ et d’arrivée. Dans la suite nous utilisons le terme route pour une
sous-partie de la rotation d’un avion, c’est-a-dire une sous-suite de vols successifs. Notons
que des vols additionnels, hors aériens et ne pouvant étre modifiés, peuvent exister dans le
programme de vols initial et sont opérés par des appareils appropriés. Cette situation se
retrouve en pratique dans le cas d’aéroports desservant une méme ville (par exemple Charles
de Gaulle et Orly pour Paris). Ces vols sont considérés comme des vols fictifs et sont assurés
par une flotte de bus, métros ou trains.

La flotte est soumise & un ensemble de contraintes opérationnelles relatives aux rotations,
aux capacités des cabines, aux maintenances et aux temps minimums de réengagement ou de
transit entre deux vols consécutifs. Les contraintes de maintenance pour un appareil ont pour
objectif de ne pas excéder un temps maximum de vol entre le début de la période de
recouvrement et sa date de maintenance. Ces contraintes fortes ne peuvent étre relichées, en
particulier pour des raisons de sécurité. De plus, les opérations de maintenance s’effectuent a
un aéroport donné et 3 une date donnée. L’appareil est indisponible pendant toute la durée

correspondante.
3.1.2 Le réseau d’aéroports

Le deuxi¢éme acteur du probléme est ’ensemble des aéroports couverts par une
compagnie. Celui-ci définit le réseau de la compagnie. Dans notre probléme, chaque aéroport
posséde un nombre maximal d’atterrissages et de décollages des avions pouvant &tre pris en
charge dans un intervalle de temps donné. Dans un souci de simplicité, un intervalle
correspond en général & une heure pleine, par exemple [7:00,7:59], ou plus généralement
[H, H+1[. Nous parlons aussi de tranche horaire. Les capacités horaires ne sont pas
considérées sur des tranches glissantes. Autrement dit, pour chaque intervalle [H,H+1[, le
nombre d’atterrissages et de décollages ne pourra excéder les capacités de cette tranche (hors
vols fictifs correspondant au transport non aérien). Notons que dans un souci de simplicité
certaines contraintes réelles liées aux aéroports sont ignorées telles que les contraintes de
capacité (nombre d’appareils présents & I’aéroport). Finalement, le temps de parcours entre

deux aéroports est considéré comme une donnée constante (quel que soit 1’appareil utilisé).
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3.1.3 Les passagers

Le troisi¢me acteur majeur du probléme est I’ensemble des passagers. Les passagers
effectuent des réservations sur les vols proposés par la compagnie aérienne. Une réservation
est définie par un numéro clé (ou identifiant), le nombre de passagers concernés, le prix
moyen payé par passager, le descriptif de I’itinéraire et le caractére aller/retour. Un itinéraire
est une succession de couples (vol, cabine) précisant les origines et destinations de chaque
portion de la réservation et le type de cabine associé. Une réservation regroupe ainsi un
ensemble de passagers ayant un méme itinéraire.

L’ensemble des passagers est soumis au respect d’un temps minimum de correspondance
(au moins 30 nﬁnutes entre deux vols consécutifs sur un itinéraire dans ce probléme). Lors de
la ré-accommodation des passagers, les régles suivantes doivent étre respectées : annulation
du voyage lorsque I’un des aéroports concernés n’est pas accessible, début de I’itinéraire de
remplacement postérieur a celui de litinéraire initial, ré-accommodation prioritaire des
passagers en correspondance ou sur un itinéraire retour sous peine de pénalités trés élevées, et
retard global maximal de 18 heures pour un vol domestique ou continental et de 36 heures
pour un vol international (annulation de I’itinéraire si cette contrainte ne peut pas étre

respectée).
3.1.4 Perturbations et objectifs

Une des particularités de ce probléme est la possibilité de faire face a des perturbations
assez diverses. Le programme de vols peut ainsi étre soumis a des retards (préparation de
I’appareil plus longue qu’en temps normal, attente de passagers ou de membres de 1’équipage
par exemple) et annulations de vols. Un avion peut aussi étre indisponible pour une période
déterminée (suite a un probléme mécanique par exemple), et le nombre de décollages et
d’atterrissages possibles a un aéroport peut étre réduit sur une tranche horaire donnée (par
exemple lors de conditions météorologiques défavorables ou d’une gréve du personnel).

Le nouveau programme de vols résulte de la prise d’un certain nombre de décisions.
Celles-ci se résument a 1’annulation et aux retardements intentionnels de vols, au changement
d’appareil (au sein d’une méme famille) et  la création éventuelle de nouveaux vols. Il est
également possible de réaffecter les passagers, éventuellement en divisant les réservations et
en créant ainsi de nouvelles réservations. Notons que les vols programmés avant la période de
recouvrement ne peuvent pas étre altérés. De méme, les parties des itinéraires des passagers

déja entamées avant le début de cette période ne peuvent pas étre modifiées.
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L’objectif du probléme est de minimiser les cofits induits pour la compagnie ef les impacts
éventuels dans le nouveau programme de vols. Cet objectif intégre un ensemble de cofts
opérationnels, de cofits liés aux retards et annulations des vols et de colts relatifs a la
désutilité des passagers. Dans le cadre de ce travail, les cofits opérationnels sont ramenés aux
colts nécessaires pour la réalisation d’un vol en fonction du type de ’appareil et de la durée
du vol. Les coiits de retard et d’annulation des vols sont calculés selon la réglementation
européenne. Les colts relatifs & la désutilité des passagers se calculent essentiellement en
fonction du retard global (le cas échéant, en fonction de I’annulation du voyage) et d’une
pénalité en cas de déclassement (passage 3 une cabine inférieure). Le colit d’annulation d’un
voyage est nettement supérieur au coiit de retard maximal sur ce méme voyage, et il est de
plus prohibitif dans le cas d’un itinéraire retour ou en correspondance. Finalement, en vue
d’un retour a la normale & la fin de la période de recouvrement, nous pénalisons les solutions
qui ne respectent pas les contraintes de positionnement des appareils (présence d’un certain

nombre d’appareils ayant un modéle et une configuration donnés a chaque aéroport).
3.2 Etude de Pexistant

Les problémes d’optimisation dans le domaine aérien peuvent étre décomposés en deux
grandes catégories : la planification et la gestion de revenu. La gestion de revenu concerne
’allocation des places et la politique de réservation, et n’est pas considérée dans ce travail. La
planification aérienne va de la construction & 1’exécution du plan de vols et peut étre divisée
en plusieurs sous-catégories qui dépendent du moment ou le probléme intervient. Dans le
domaine aérien trois différents niveaux sont généralement mentionnés : le niveau stratégique,
le niveau tactique et le niveau opérationnel. Dans notre travail nous nous concentrons en
particulier sur ce dernier. Le niveau stratégique vise & construire le programme de vols, c’est-
a-dire & décider ou et quand les vols s’effectuent. Plusieurs méthodes et modeles sont
proposés dans la littérature pour traiter les problémes de ce niveau pour lesquels les prévisions
de la demande de transport sont nécessaires (voir Gopalan et Talluri (1998a) par exemple).
Dans notre probléme, nous considérons le programme initial comme.une entrée. Le but du
niveau tactique est de décider quel avion est affecté au vol et quel équipage est affecté a
I’avion. Ce niveau regroupe plusieurs problémes comme [’affectation de la flotte (fleet
assignment problem), I’affectation de 1’équipage (Lettovsky, Johnson et Nemhauser (2000))
(qui se décompose en deux grands problémes: le crew pairing et le crew assignement

problem). Un grand nombre de travaux peuveht étre recensés dans la littérature pour
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laffectation de la flotte ( voir par exemple Hane, Barnhart, Johnson, Marsten, Nemhauser et
Sigismondi (1995)) et le probléme d’affectation des vols aux appareils (fail assignment
problem, Gabteni et Gronkvist (2008)). Dans ce dernier, quelques perturbations péuvent étre
prises en compte, comme par exemple les maintenances des avions (Gopalan et Talluri
(1998b), Sriram et Haghani (2003)). Dans certains travaux, le probléme d’affectation de
I’équipage du niveau tactique et celui du routage des avions du niveau stratégique sont
considérés simultanément (Weide, Ryana et Ehrgott (2009)). Comme pour le niveau
stratégique, nous considérons le niveau tactique comme une entrée du probleme.

Le probléme traité, nommé ‘‘Gestion de perturbations dans le domaine aérien”’
(GPDA), est un probléme réel trés difficile, avec la particularité de vouloir prendre en compte
le ressenti passager et plusieurs types de perturbations. La difficulté du probléme peut étre
justifiée facilement par le nombre trés important de contraintes et par sa nature non linéaire.
Plusieurs variantes du GPDA ont fait ’objet d’une large étude théorique et pratique.

Une des premiéres approches en recherche opérationnelle pour résoudre un probléme de
perturbations dans le domaine aérien est due & Teodorovic et Guberinic (1984). Dans cet
article, la perturbation considérée est 1’indisponibilité des avions. L’approche est basée sur la
permutation possible entre les avions et le retardement intentionnel des vols pour éviter
d’aggraver la situation par rapport aux passagers. Le modele proposé est résolu exactement
par une méthode de Branch-and-Bound. L’approche est étendue dans un second article de
Teodorovic et Stojkovic (1990), dans lequel les auteurs permettent 1’annulation des vols, le
retard des vols et la permutation des avions. Le modéle proposé cette fois est résolu par une
heuristique basée sur la programmation dynamique. L’objectif dans un premier temps est de
réduire les annulations des vols, puis de réduire le retard total des passagers dans un second
temps. Dans un troisicme article, Teodorovic et Stojkovic (1995) proposent un processus plus
complet pour résoudre le probléme de perturbations aériennes, en prenant en compte les
confraintes de maintenance des avions ainsi que des contraintes sur les équipages. Le
probléme d’indisponibilité des avions a également été traité par Jarrah, Yu, Krishnamurthy et
Rakhit (1993) qui I'ont présenté sous la forme de deux modeles de flot dans un réseau. Cao et
Kanafani (1997a, 1997b) ont étendu cette approche pour intégrer 1’annulation des vols et la
gestion de plusieurs aéroports. Ils ont présenté un programme quadratique en nombre binaires
qui est résolu d’une fagon heuristique sans considérer les contraintes de maintenance et les
contraintes sur les équipages. Arguello, Bard et Yu (1997) ont présenté une procédure pour

générer des routes lors d’une indisponibilité d’avions. L heuristique permet des annulations,
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des retards et la permutation des vols. Les maintenances d’avions et les équipages ne sont
cependant pas pris en compte.

Yan et Yang (1996) et Yan et Tu (1997) ont proposé quatre modeles pour traiter d’autres
problémes de perturbations aériennes. Dans le premier modele, il est possible d’annuler des
vols afin de réparer le programme de vols. Le deuxiéme modéle permet en plus ’utilisation de
la capacité résiduelle des avions pour réaffecter les passagers. Le troisiéme modéle considére
les annulations et les retards des vols, et le dernier modéle incorpore toutes les décisions
précédemment considérées. La permutation des vols dans la méme flotte d’avions est
¢galement permise dans tous les modeles. L’objectif est toujours de minimiser le colit de
réparation du programme de vols, en respectant les contraintes des passagers. Les deux
premiers modéles sont des problémes de flot purs et sont faciles a résoudre. Les deux autres
modéles sont des modéles de flot dans le réseau avec des contraintes supplémentaires. Ils sont
résolus a I’aide d’une heuristique basée sur la relaxation Lagrangienne. Dans ces approches, la
seule perturbation considérée est & nouveau ’indisponibilité des avions. Thengvall, Bard et
Yu (2000) ont étendu les techniques précédentes de maniére a pouvoir manipuler des
annulations, retards et permutations de vols. Ils ne considérent cependant pas les contraintes
de maintenances des avions et les contraintes des €quipages. Yan et Lin (1997) abordent un
autre problémé critique dans le domaine aérien qui consiste en la fermeture provisoire d’un
aéroport. La différence par rapport aux problémes précédents est qu’ici un seul aéroport est
indisponible au lieu d’un ou plusieurs avions. La fermeture d’un aéroport est un exemple de
perturbation pouvant entrainer de sérieuses conséquences. Cependant le modéle qui est
présenté prend seulement en compte la permutation, le retard et 1’annulation de vols, ce qui
signifie que tous les vols qui arrivent ou partent de I’aéroport fermé doivent étre annulés.
Thengvall, Yu et Bard (2001) ont continué le travail entrepris dans Thengvall, Bard et Yu
(2000) pour prendre en compte les perturbations associées aux fermetures d’aéroports. Love,
Sorensen, Larsen et Clausen (2001) ont développé une recherche locale pour résoudre ce
probléme. Ils considérent les annulations, les retards et les permutations entre les avions du
méme type. Plus récemment, Andersson (2006) a présenté une métaheuristique pour résoudre
le probléme de perturbations de vols. Il a montré en particulier qu’une méthode de recherche
Tabou peut produire de bonnes solutions dans un temps relativement court.

Quelques articles dans la littérature traitent aussi des problémes proches du GPDA avec
plusieurs perturbations. Ainsi par exemple Bratu et Barnhart (2006) considérent
simultanément 1’avion, les équipages et les passagers en déterminant les départs des vols pour

réduire au minimum les frais d’exploitation des avions, le retard estimé des passagers et les
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colits de perturbations. Clausen, Larsen et Rezanova (2009) ont fourni trés récemment une
étude bibliographique sur la gestion de perturbations aériennes incluant les avions, les
équipages, les passagers et ont présenté plusieurs techniques de résolution et modélisation
pour un retour & la normale. Le lecteur peut également se référer a Clarke (1998), Yu (1998)
ou Yu et Qi (2004). D’autre part, un grand nombre de problémes du domaine aérien sont des
problémes d’ordonnancement dont une étude de la littérature peut étre trouvée par exemple

dans Chrétienne et Picouleau (1995).
3.3 Rétablir la réalisabilité / Générer une solution initiale

Dans une premicre phase, notre objectif consiste & trouver une solution réalisable du
probléme. Etant donné 1’importance des cofits d’annulation des itinéraires des passagers, nous
considérons que cette solution doit maximiser le nombre de passagers transportés et
minimiser le retard total (des passagers et des avions). Nous cherchons également 4 ne pas
trop nous éloigner de la situation initiale qui peut étre considérée comme une bonne solution.
L’obtention d’un plan de vols respectant 1’ensemble des contraintes s’avére étre une tdche non
triviale sur certaines instances. Cela est en particulier le cas lorsqu’une combinaison
conséquente de perturbations sur les aéroports, la maintenance des appareils, et les retards de
vols se produit. Nous résolvons un programme linéaire en nombres entiers mixtes présenté
dans la suite pour répondre & ce probléme. Nous commengons par introduire un ensemble de
notations associées aux données du probléme. Dans la suite nous notons vol i le ™ vol dans
la séquence des vols programmeés de 1’avion concerné, et i- (resp. i+) le vol qui précede (resp.

suit) le vol i pour un avion donné. De plus, pour deux vols i et j, i < j signifie que le vol i est

programmé avant le volj et i < j signifie que le vol i est programmé juste avant le vol j.

Données du probléme :

- T : date de début de la période d’intervention.

- T :date de fin de la période d’intervention.

- K : ensemble des aéroports (k un aéroport donné).
- A : ensemble des avions (a un avion donné).

- A™™ . ensemble des avions ayant une maintenance durant la période (A™*™ c A).

- P : ensemble des groupes de passagers (p un groupe de passagers donné et G, le

cardinal de p).
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- T, . date de début du vol i effectué par I’avion a (y compris le retard déja
annoncé).

- T,.’;, : date de fin du vol i effectué par I’avion a (y compris le retard déja annoncé).

- : dernier vol programmé avént la maintenance de 1’avion a.

- E, : temps nécessaire de réengagement de I’avion a.

- M, : date de début de la maintenance de I’avion a lorsque celle-ci est prévue (+oo
sinon). La durée de maintenance de ’avion a est considérée comme étant la
durée d’un intervalle d’indisponibilité de 1’avion.

- I : date de début de la période d’indisponibilité de I’avion a si elle existe.

- T : date de fin de la période d’indisponibilité de 1’avion a si elle existe.

Comme mentionné dans la Section 3.1.2, chaque aéroport & est caractérisé par des capacités
horaires de décollage et d’atterrissage (sans considérer de fenétres glissantes dans chaque

tranche horaire) que nous représentons par :
- T, :débutde latranche & de I’aéroport k.
- T, :findelatranche / de I’aéroport k.

- Hg : ensemble des tranches de 1’aéroport k.

Pour chaque tranche 4 de I’aéroport £, nous notons :
- C,, :capacité de décollage de I’aéroport k pendant la tranche 4.
- C;, :capacité d’atterrissage de I’aéroport k pendant la tranche 4.

De plus, nous introduisons les notations suivantes :

k™(i,a): aéroport de départ du vol i effectué par I’avion a.

k*(i,a): aéroport d’arrivée du vol i effectué par ’avion a.

- D,, :temps nécessaire pour aller de 1’aéroport k 4 I’aéroport &’

-V : suite des vols (indice, avion) initialement prévus pour le groupe de passagers
p (avec indice qui représente le rang du vol dans la rotation de I’avion).

- L : constante importante qui peut prendre la durée de toute la période en minutes.

Nous présentons dans la suite la modélisation proposée pour répondre au probléme traité
dans cette premiére phase, a savoir trouver une solution réalisable du probléme dans le
voisinage du plan de vols initial en respectant au mieux les contraintes considérées comme

dures du probléme. Ainsi les contraintes a respecter concernent les appareils, les aéroports, les
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itinéraires, les rotations, la capacité des cabines des appareils, les maintenances, les capacités
aéroportuaires, le temps minimum de correspondance et le temps minimum de réengagement
ou de transit selon les vols. Nous décomposons ’ensemble des contraintes en trois sous-

ensembles : les contraintes sur les avions, sur les aéroports et sur les passagers.
3.3.1 Contraintes sur les avions

Du point de vue des avions, notre objectif est d’assurer la continuité des vols effectués et
les contraintes de maintenance.

La Figure 3.1 illustre le parcours initialement prévu d’un avion a sous la forme d’un
graphe spatio-temporel dans lequel un sommet est un couple (aéroport, instant). La notion
d’instant correspond ici & la date de départ du vol depuis le sommet associé. Selon ce
programme initial, nous savons que 1’avion a est a 1’aéroport k; a I’instant ¢, qu’il doit partir
pour I’aéroport k, puis pour 1’aéroport k3. Ensuite, il revient a 1’aéroport &, avant de repartir a
’aéroport k; ol sera menée une opération de maintenance, et sa rotation se termine par un vol

vers [’aéroport ;4.
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Maintenance

Figure 3.1 : Continuité des vols d’un avion.

Dans le cas d’une perturbation dans le réseau, nous nous permettons de modifier le
parcours initial des avions pour assurer la réalisabilité. Pour modifier le parcours d’un avion
sans trop perturber le plan de vols initial, nous avons opté pour la suppression de circuits
effectués par un avion, ce qui assure la satisfaction des contraintes de continuité des vols de
chaque avion. Le traitement effectué pour I’avion a est le méme pour tous les autres avions et
il se fait simultanément. Pour cela, nous avons introduit 1a notion de vol fictif, qui correspond
a I’annulation d’un circuit et laisse 1’avion & son aéroport courant. Sur I’exemple de la Figure
3.2, sil’avion a est dans ’aéroport k; 4 I’instant # alors il est possible que cet avion n’effectue
aucun vol avant sa maintenance. Dés lors, il reste 3 I’aéroport k; jusqu’a I’instant #5. Cela se
traduit par le vol fictif (en pointillés) de 1’état (k;, #;) vers Pétat (ky, £5). De la méme maniére,
cet avion peut effectuer le vol vers 1’aéroport k, puis rester & cet aéroport jusqu’a I’instant #4.

Ce type de suppression assure donc de conserver la continuité des vols pour tous les avions.
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Maintenance

Figure 3.2 : Vols fictifs

L’utilisation de vols fictifs ne peut pas toujours assurer le respect des contraintes de
maintenance pour tous les avions dans une fenétre de temps précise et un aéroport précis.
Supposons dans 1’exemple de la Figure 3.2 que I’avion a soit dans 1’aéroport &, a I’instant #, et
que la perturbation provoque 1’impossibilité d’effectuer le vol entre I’aéroport k, a partir de
I’instant #4 et 1’aéroport k; (par exemple si la capacité d’atterrissage en k; est nulle aprés #).
Dans ce cas ’avion ne pourra pas étre a I’aéroport &, 4 temps pour sa maintenance. Il est alors
nécessaire de considérer la création de vols réels. Dans notre exemple, deux vols peuvent étre
créés : le premier s’effectue de ’aéroport k; & partir de I’instant #, vers [’aéroport k; et le
deuxiéme de I’aéroport k3 & partir de I’instant #; vers 1’aéroport &; (Figure 3.3).

Nous ‘autorisons ainsi la modification des routes des avions avec une maintenance en
annulant des circuits sur le trajet et/ou en faisant des "sauts" jusqu’a la destination de
maintenance a temps. Un saut ne peut étre effectué que si ’avion a a assuré les vols
précédents en continu. Les sauts considérés sont de dimension 1 (i.e., un seul vol peut étre

créé pour chaque avion), de maniére a éviter I’explosion combinatoire des cas possibles.
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Figure 3.3 : Vols créés

Pour modéliser les contraintes de continuité des vols et des sauts pour les avions ayant une
maintenance, nous introduisons les variables suivantes :
Uiq : variable binaire égale a 1 si I’avion a effectue le vol existant i, O sinon.

Via : variable binaire égale a 1 si ’avion a effectue le vol fictif i, 0 sinon.
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w;s  : variable binaire égale a 1 si I’avion a effectue le vol créé i, 0 sinon (il n’existe que
pour les avions avec maintenance).
Via : retard associé au vol i effectué éventuellement par I’avion a (variable continue).

tia : instant de départ associé au vol créé i effectué éventuellement par 1’avion a.

Nous présentons dans la Figure 3.4 le parcours de I’avion a avec les détails de chaque

type de vol. Nous considérons d’abord les vols existants avec par exemple le vol (1, a) défini

par l’aéroport de départ k;, ’aéroport d’arrivée ky, la date de départ T, et la date
d’arrivée T, . Les deux variables affectées a ce vol sont u,, qui indique la considération ou

non de ce vol et la variable #, qui indique le retard pour ce vol. Un exemple de vol fictif est
donné par le passage de (k1, #1) & (ki, #5). Ce vol est défini par I’aéroport de repos 4, la date de
début de ce repos T, et lé date de fin de repos T, — E , . Nous affectons une variable a ce vol
v, qui indique la considération ou non de ce vol fictif. Un exemple de vol créé est donné par
le passage de (k, tz) a (k1, £5). Ce vol est défini par 1’aéroport de départ k», 1’aéroport d’arrivée
ki (I’aéroport de maintenance), la date minimum de départ possible T +E, et la date

d’arrivée maximale M, (la date de début de maintenance). Nous affectons deux variables a ce

vol : w,, qui indique la création ou non de ce vol et t,, qui indique la date de départ de ce vol

s’1l est créé.

- +
Tla - Tla

_-N.\ (u5a5r5a) (k1y t5)

Maintenance

-
( (s, ts) b T —
N TSa(_TSa

Figure 3.4 : Les différents vols du réseau
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La nouvelle rotation d’un avion a est ainsi composée d’une série de vols consécutifs de
trois types : existants (déja programmés avant la perturbation et regroupés dans I’ensemble
VE,), fictifs ot I’avion reste dans I’aéroport n’effectuant aucun vol réel (regroupés dans
’ensemble VF,), et créés pour les avions avec maintenance (regroupés dans I’ensemble VC,,).
Notre construction de nouvelles routes impose que Max([VF,|, | VC, |) < | VE,| car les

rotations alternatives sont obligatoirement plus courtes que P’initiale.

La modélisation des contraintes de continuité des vols et des sauts se définit alors comme

suit ;
Uiia Vs, 22U, +V,, W, ac A,i#i, (1 - a)
iz
— maint
U Vi, +Z;wj,a =1 ae A™ (1-b)
j:
(C—avion)< 7}’a+T;;+Ea—L(l—ui_a)_<_l"j,a+T]'.'a+L(1—uj'a) ac A,i<j (1 C)
o+ Th  +E,~L(-u,_,)<t,,+L(1-w,,) ae A™™i<iy (1-d)
ma t - m
r.<M,-T}, ae A™™,i<i™ (1-e)
maint m
ia +Dk'(i,a),k*(i,’,”,a) <M, ae A™™,i<i? (1-f)

La contrainte (1-a) est une contrainte de flot qui précise que I’avion ne peut pas quitter un
aéroport s’il n’a pas atterri dans cet aéroport ou s’il n’est pas déja présent dans cet aéroport.
Notons que toutes les variables v;, ne sont pas forcément présentes dans la contrainte (1-a)
puisque leur existence dépend du circuit présent dans la route initiale de 1’avion a. De méme
pour la présence des variables w;,, sauf si I’avion associé a une maintenance et que le vol
associé est programmé aifant la maintenance. Ceci reste vrai pour toutes les contraintes du
modg¢le impliquant ces variables. De plus, le vol fictif v;, correspond dans (1-a) au circuit
juste avant le vol i. La contrainte (1-b) est considérée seulement pour les avions qui ont une

maintenance. Elle assure le respect de la maintenance en obligeant le dernier vol avant

maintenance référencé par i’ pour I’avion a a avoir lieu, soit par le vol existant, soit par un

vol fictif (noté fa’” , il correspond au circuit juste avant le vol (i +)), soit par un nouveau vol.

La contrainte (1-c) indique que chaque enchainement de vols (i, j) pour un avion doit
respecter le temps minimal de réengagement pour I’avion, & condition que le vol i soit
programmé initialement avant le vol j. Autrement dit, la date d’atterrissage du vol i plus le
temps de réengagement doit étre postérieure 3 la date de décollage du vol j. Si un des deux
vols est annulé alors la contrainte (1-c) est redondante car la constante L est suffisamment

grande pour la relaxer. La contrainte (1-d) joue le méme role que la contrainte (1-c) mais cette
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fois entre les vols prévus et ceux éventuellement créés. De la méme fagon, un vol créé ne doit
pas décoller sans respecter le temps minimum de réengagement pour I’avion.

La contrainte (1-¢) fixe une borne supérieure sur le retard qui peut étre considéré pour un
vol d’un avion qui a une maintenance, la date d’atterrissage de tous les vols prévus avant la
maintenance ne devant pas franchir cette date. La contrainte (1-f) a exactement le méme role

que (1-e) mais elle borne les dates d’atterrissage des vols éventuellement créés avec la durée

du vol prise en compte. Rappelons que D Gk ay St la durée du vol éventuellement créé

de I’avion a entre l’aéroport de départ du vol i et I’aéroport de maintenance de a.
3.3.2 Contraintes sur les aéroports

Nous nous intéressons ici aux contraintes liées aux aéroports, c’est-a-dire les contraintes
de capacité d’atterrissage et de décollage de chaque tranche horaire de chaque aéroport. La
perturbation qui peut arriver pour les aéroports est la diminution des capacités d’atterrissage
et de décollage qui nous obligent & annuler les vols prévus dans ces tranches et/ou a les

décaler. La Figure 3.5 montre comment un vol peut étre décalé et les différents cas associés.

——» Volpréevu = =------ ¥ Vol prévu apres un certain retard
Tranche 1 Tranche 1
Tranche 2 Tranche 2
Tranche 3 Tranche 3
Tranche 4 Tranche 4
Tranche 5 Tranche 5
Tranche 6 Tranche 6
Aéroport & Aéroport k,

Figure 3.5 : Capacités des aéroports

D’aprés la Figure 3.5, I’avion a effectue un vol de I’aéroport &, & la premiére tranche
horaire vers I’aéroport k; et arrive 4 la troisiéme tranche horaire dans le plan de vols initial.
Apreés une perturbation qui réduit drastiquement la capacité de décollage de la tranche 1 de
I’aéroport ky, le décollage de certains avions dans cette tranche devient impossible. Dans ce

cas, il est inévitable de supprimer le vol d’un avion ou de le retarder. Le méme probléme peut
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se produire pour D’atterrissage. Retarder un vol nous oblige a prendre en considération la
situation liée aux tranches suivantes. Remarquons que plusieurs cas peuvent alors se produire
en fonction des capacités des deux aéroports aux différentes tranches et de la durée du vol
entre k; et k». Ainsi par exemple si c’est la capacité d’atterrissage qui pose probléme, il est
peut étre possible de décaler le vol en restant dans la méme tranche de départ comme
I’indique le premier trajet en pointillé. Il est par contre interdit d’avancer un vol. Pour

modéliser ces contraintes, nous introduisons les variables suivantes :
X, .4 - variable binaire égale a 1 si le décollage du vol i de ’avion a s’effectue dans la Beme

tranche de ’aéroport £.

x; ., : variable binaire égale 2 1 si latterrissage du vol i de 1’avion a s’effectue dans la 2*™

tranche de I’aéroport £.

Les contraintes liées aux aéroports peuvent alors étre modélisées comme suit :

-

A, H
Ko £ (i,0)
+ .
ZTI:‘(i,a)Jt ,a,k (1,a)j1 T;_a ;Tk_(t,a) 1 5% ko ac A,ie VE, (I g)
H_
2 A,ic VE, (1-h)
Uia= 27 %akGayh ae A,ieVE, (1-
Hk+(1.a) k*(. ) E (1
- + g .
F.I?k*‘(i,a)’;l Xx,,a K a),h Z kG a),h 1 a,k*(t,a),h ac A,l Vi " )
H +
Yo AicVE, (1-))
= ,1E€ -
ui,a in,a,k"(i,a),h ae . ]
i
b3 <3¢ 4,ieVC, (1-K)
. < 3 € 4,ie -
T"'WV' ik Gan = lia ;T/:(iﬁ),h X%k Gah a a
C—aéroporty ™ Y =
k(1)
= 3 . 1-
Wia Xk G ac A,ieVC, (1-1)
=
Hp(/,a) Hk+(’a) . + (l
_ . =
Tewan™% x,a,k*(z o Slia "D apa S ;Ty(, an > Fiaktian 9E 4,ieVC,
Hk+(l,a) A VC (1 )
= ) » .G -1’1
Wia in,a,k*(i,a),h ac A,i .
Zx;ak,h Sc;c,h ke K, he Hk (1_0)
1k (ayk
+
Z akh—Ckh ‘ ke K,he H, (l-p)
i akt (i,ay=k »
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La contrainte (1-g) vérifie que chaque décollage est dans une tranche existante de 1’aéroport

de départ. Plus formellement, la date de décollage r,,+7T,, doit étre dans une tranche

[Tk'_ o P o, h] . Rappelons que &°(i,a) est I’aéroport de départ du vol i de I’avion a et & est

le numéro de la tranche dans cet aéroport. L’unicité de la tranche choisie est assurée par la
contrainte (1-h) qui exprime que si le vol est annulé alors aucune tranche n’est considérée
- pour le décollage. Les contraintes (1-i) et (1-j) ont les mémes interprétations que les
contraintes (1-g) et (1-h) pour assurer I’atterrissage d’un avion dans une tranche. Les
contraintes (1-k) ... (1-n) ont les mémes interprétations que les contraintes (1-g) ... (1) en
considérant les vols créés au lieu des vols existants. Finalement les contraintes (1-0) et (1-p)
assurent le respect des capacités de décollage et d’atterrissage respectivement associées a

chaque tranche de chaque aéroport.
3.3.3 Contraintes sur les passagers

Les passagers ne sont pas vraiment soumis a des contraintes fortes car nous pouvons
annuler tous les itinéraires (dans la période d’intervention) sans menacer la réalisabilité de la
solution. Cependant I’annulation de I’itinéraire d’un groupe de passagers a un impact
conséquent sur la valeur de la fonction objectif. Cette situation nous oblige a ajouter des
contraintes de maniére a assurer 1’acheminement d’un nombre maximum de passagers a leur
destination. Rappelons que pour assurer un itinéraire, aucun des vols associés ne doit étre
annulé et le temps de transit éventuel doit étre au minimum de 30 minutes. La Figure 3.6

présente schématiquement une situation possible pour les passagers.

vol (2, b)

vol (1, a) vol (2, a)
kl, h > k3, 13
- s »
1(1, b N —
vel(, 5) 7’ 30 minutes

7’

Cen>”

Figure 3.6 : Transit des passagers

La Figure 3.6 illustre le fait que si I’itinéraire initial d’un groupe de passagers est composé

de plusieurs vols, par exemple le vol 1 de ’avion b puis le vol 2 de I’avion a, alors ces deux
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vols ne doivent pas étre annulés et le temps minimum entre la date d’atterrissage du premier
vol et la date de décollage du deuxiéme vol doit étre de plus de 30 minutes. Notons que dans
cette premicre phase nous n’envisageons pas la réaffectation des passagers dans d’autres
avions. Cela s’explique par le fait que I’annulation des itinéraires n’entraine pas la non-
réalisabilité de la solution et le fait que cela entraine un éloignement de la situation initiale (en
plus d’une complexité supplémentaire du modéle).
Pour assurer les contraintes de transit nous introduisons la variable suivante :
Vp : variable binaire égale & 1 si et seulement si le groupe de passagers p arrive 4 sa
destination finale.

Les contraintes des passagers a respecter sont les suivantes :

V< Du, Vpe P (1-q)
(C—passagers G,a)%?, _

ot T, +30<r,+T,, +L(1-,) Vpe P{i,a),(j,b)}<V ,G,a)< (j,b) (1-1)

La contrainte (1-q) indique qu’un itinéraire est annulé si au moins un vol de cet itinéraire est

annulé, avec le] le nombre de vols dans ’itinéraire du groupe p (dans la Figure 3.6 ]Vpl =2).

La contrainte (1-r) est similaire & celle du transit des avions (1-c). Si I’itinéraire est composé

de plusieurs vols, il faut respecter au moins 30 minutes de transit entre la date d’arrivée du

+

groupe p (1, +T},) et la date du prochain départ (7;, +T},).

L’ensemble des contraintes précédentes (1-a) a (1-r) n’est pas suffisant pour modéliser le
probléme car d’autres contraintes associées a la période d’intervention entrent en jeu. En effet
avant et au-dela de cette période de temps, nous ne pouvons pas intervenir sur le plan de vols.

Pour gérer ces problémes, nous proposons d’ajouter d’autres contraintes.
3.3.4 Contraintes supplémentaires et bornes des variables

Avant la Période de Recouvrement : les vols arrivés ou déja débutés en début de période de
recouvrement (dont I’heure de départ. indiquée dans le programme de vols initial est
strictement antérieure au début de la période de recouvrement) ne peuvent pas étre altérés.
Plus formellement, si le départ prévu d’un vol est avant le début de la période, alors la
variable de retard associée a ce vol doit étre fixée a O et la variable associée au vol doit étre

fixée a 1, c’est-a-dire
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r.=0 VaeAVieVET,<T" ()

(C —avant - recouvrement)
u,. =1 Vae AVieVE, T, <T (1-2)

Annulation de vols : si un vol est annulé par les perturbations alors la variable associ€e a ce
vol doit étre fixée a 0, ¢’est-a-dire
(C — Annulation):u,, =0 Vae ANie VE, V4 (1-u)

avec VA4 I’ensemble des vols annulés par les perturbations avant la période de recouvrement.

Période d’indisponibilité d’un avion : si un avion est contraint & une période d’indisponibilité
(hors maintenance) dans un intervalle de temps, alors toutes les variables d’atterrissage et de
décollage associées a tous les vols de cet avion et aux tranches horaires incluses dans la

période d’indisponibilité doivent étres fixées a 0, c’est-a-dire

Xiapn =0 Vi,a,k,h: [Tk-'(i,a),h’Tl:(i,a),h] < [I;’I:] ()

(C - Indisponibilité)
%, =0 Viakh:[T o T (.-,a),;.] clb.r]  a-w)

Distance maximale : si la distance entre deux aéroports dépasse la distance maximum qui peut
étre parcourue par un avion a (notée D™ ), alors la variable associée a ce vol éventuel doit
étre fixée 4 0, c’est-a-dire

(C - Dist — Max): D <D™  Vae 4,VieVE, (1-x)

k'(i,a),k*‘(i,a)wi,a
Notons que les contraintes considérées dans cette partie et les bornes des variables sont

conservées durant tout le processus de résolution de notre modéle.
3.3.5 Fonction objectif

Notre objectif dans cette phase d’initialisation est de maximiser le nombre de passagers
arrivant a destination tout en minimisant le retard total. Plus précisément, la fonction objectif
considérée peut étre formulée comme suit :

Maximiser OBJ = a'z G,y,— P Zr,.,a (1-y)
peP icVE, ,ae A
ou a et B sont les coefficients de pondération et de normalisation des deux codts dans la
fonction objectif. Nous maximisons le nombre de passagers transportés en prenant en
considération le retard de chaque vol. Notons qu’en pratique le retard a un poids trés faible
par rapport au transport des passagers, en raison du cofit associé 4 1’annulation d’un groupe de
passagers. L’ajout du retard dans ’objectif avec un faible poids nous permet cependaﬁt

d’éviter des retards de vols non justifiés qui peuvent se produire lorsqu’un vol peut assurer
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I’acheminement des passagers dans un intervalle, par exemple [11:30,11:50]. Dans ce cas

" nous préférons fixer ’atterrissage a 11:30 pour minimiser les retards.

3.3.6 Méthodes de résolution

Si nous ne tenions pas compte de contraintes sur le temps de calcul, et si I’objectif était

uniquement d’obtenir une solution réalisable du probléme, nous pourrions résoudre le

programme linéaire en nombres entiers mixtes MIP suivant :

MIP Maximiser OBJ=a).G,y,-fB D1,

+V~

1—,a

'm
ui",",a + vf:',a + ij,a =1
=

Fat+T,tE,—L(-u,,)<r,
fg+Th, +E,~L(1-u_,)<t,, +L(1-

I

peP

>uia+via+wia

T,, +L(1-

ieVE,,ac A

ui,a)

+
v, <M,-T
<
t"sﬂ + Dk'(i,a),k*(i,:",a) - M“
Hk_(l a) Hk {i,a) .
- - <r - < Z -
Z Tk (i,a)h xi,a,k' (iayh — r”a + T’-a - Tk' (i,a)h xi,a,k-(i,a),h
Hk_(l,a)
Ui = Xk Gia)h
Hk*(r,a) k*(r ,a)
- + +
k*(ia)h X; akt (ha)yh — r + T Z k*(ia)h xa k*(x,a)h
Hk*(i.a)
Uiag = X, ak* (a)h
Hk'(f,a) (i
k~(ia)h xx:ak @, a)h z k™ (i, a)h xak (i,a)h
Hk'(l.a)
Wia = X, a ke (a)h
Hm. ) k“(l a)
e ¥ & < S
z Tk+ (i,a),h xi,a,k+ (ia)h — ti’“ + Dk Ga) k(i a) — k¥ (i,a), h 1 ak (i,a)h
h=l
Hk+(i,a)
_ +
Wia = X, ak* ha)h
Z Xiatn < Chn
l ak™(i,a)=k
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ac AieVE,
ae AieVE,
ac A,iceVC,
ae AieVC,
ae AieVC,
ac 4,ieVC,
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(1-y)
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Zx:a,k,h < Cia ke K,he H, (1-p)
iak*(i,a)=k
IV ly,, 2t peP (1

(i,a)eV,

Fa+To +30< 7, +Tj, +L(1-3,) pe PiG,a),(.D}V () 2(,b) (1)
r,, =0 ae AieVE, T, <T" (l-s)
U, =1 ac AieVE;T,<T" (I-t)
u,=0 ae AieVE,nVA (1-u)
Xy pn =0 i,a,k b [k(a)h,T;'(m)h] [I' I*] (1-v)
X n=0 i,a,k,h: [ T .o kmﬂ)h] c I 1+ (1-w)
D, imittiayWia S D ac 4,ieVE, (1-x)
Uy V0o Wyo € 101} ac A,icVE,,jeVF,,leVC,
Yiastia 20 ae A,ieVE, IleVC,
X, i ann Frasan € 011 ae A,ie VE, UVC,,he H,
y, €01} peP

Malheureusement, d’aprés nos expériences numériques, la résolution exacte par des
techniques de séparations et évaluations du probléme MIP ne garantit pas toujours de trouver
une solution réalisable dans un délai raisonnable. Ceci est dii en particulier aux contraintes
dures du probléme : les contraintes de maintenance (1-b), les contraintes de capacités
aéroportuaires (1-0) et (1-p), et au fait que les routes initiales des avions ne peuvent pas étre
modifiées. Nous proposons donc des relaxations partielles des contraintes de maintenance et

des capacités aéroportuaires de maniére a contourner ce probléme.
3.3.6.1 Relaxation des contraintes de maintenance

La contrainte de maintenance d’un avion est nécessaire pour la sécurité des passagers, ce
qui justifie le fait qu’elle ne puisse étre violée. L’autorisation d’un saut direct d’un avion vers
I’aéroport de maintenance dans la tranche horaire souhaitée n’est pas suffisante pour assurer
la réalisabilité vis-a-vis de cette contrainte dure. Pour assurer au mieux la réalisabilité des
contraintes de maintenance, nous proposons dans un premier temps de maximiser le nombre
d’avions dont la maintenance vest respectée. Pour cela nous introduisons les variables
binaires suivantes : ,

z, : variable binaire égale a 1 si I’avion a réalise sa maintenance, 0 sinon.

La contrainte de maintenance (1-b) est alors remplacée par
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a

i
— maint
U o FVpat D W =2, Vae 4 (1-b).
J=l

Le mod¢le proposé MIP1 maximise alors le nombre d’avions respectant les contraintes de

maintenance :

(MIP1) Maximiser OBJ1 = Zza sous les contraintes (1-a), (1-b’),..., (1- x).

ae Amainl
Pour résoudre ce modele, nous annulons tous les vols du probléme, exceptés ceux qui sont
fixés (programmés avant la période d’intervention ou programmés pour un avion avant sa
maintenance) et nous ne relaxons aucune contrainte. L’annulation de ces vols libére des
possibilités pour assurer la contrainte de maintenance pour chaque avion. La résolution de ce
probléme n’est pas trés difficile car une grande partie du probléme est annulée. Elle peut se
faire en appliquant directement les procédures de résolution exacte a 1’aide du solveur

CPLEX.

Une solution optimale z" du probléme (MIP1) dont toutes les variables z, (a € A™™) sont

égales a 1 fournit une solution réalisable du probléme (MIP). Au contraire si au moins une
variable z, est égale a 0, alors il existe au moins un avion a qui ne peut pas assurer sa

maintenance. Si ce cas se produit, nous appliquons une procédure de réparation basée sur la
programmation dynamique (voir Section 3.3.6.3). Dans le cas contraire nous fixons les

variables z obtenues en résolvant (MIP1) et nous revenons ensuite au mode¢le d’origine (MIP).
3.3.6.2 Résolution itérative

La résolution exacte de (MIP) exige un temps d’exécution trés important car le probléme
est NP-Difficile, et sa taille dépasse 400 000 variables et 100 000 contraintes d’aprés nos
expérimentations.

Nous appliquons donc des techniques de pénalisations sur un sous-ensemble de
contraintes dans 1’objectif de trouver rapidement une bonne solution. Nous dressons tout
d’abord un diagnostic afin d’identifier le bloc de contraintes qui entraine la difficulté majeure
du probléme.

Nous remarquons que les contraintes (1-a), (1-b’), (1-c) et (1-d) sont dqs contraintes de
flot et de temps. Dés lors, si nous supprimons toutes les autres contraintes et gardons
uniquement ces contraintes, le probléme réduit devient plus facile & traiter. De plus, les
contraintes (1-¢) et (1-f) représentent des bornes supérieures sur les variables continues et ne

compliquent pas excessivement la résolution du probléme. Les contraintes (1-q) et (1-r)
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représentent le probléme de flot des passagers qui n’a pas un grand impact sur la difficulté du
probléme global. Nous remarquons également que si nous considérons les contraintes
(1-g),..., (1-n) sans les contraintes de capacité (1-0) et (1-p), alors ’ensemble des variables
binaires (qui sont les plus nombreuses dans le probléme) ne sont plus que des variables
indicatives. Elles signalent alors uniquement les tranches d’atterrissage et de décollage
associées aux vols modifiés dans une solution optimale. L’ajout des contraintes de capacité
(1-0) et (1-p) rend les variables x* et x” non plus indicatives mais décisionnelles, ce qui a un
grand impact dans le modéle et a une forte influence sur les contraintes de flot sur les vols.
Nous pouvons donc en conclure que les contraintes de capacité aéroportuaires (1-o0) et (1-p)
représentent les contraintes clés du probléme.

Lors de la résolution de ce programme mathématique, nous considérons donc une
relaxation partielle des contraintes aéroportuaires, en ajoutant des variables de tolérance de

violation :

S., - variable entiére qui représente le nombre d’atterrissages autorisés au-deld de la
capacité d’atterrissage de la tranche 4 de ’aéroport £.

Sy, : variable entire qui représente le nombre de décollages autorisés au-dela de la

capacité de décollage de la tranche % de 1’aéroport .

Les contraintes de capacité (1-0) et (1-p) aprés relaxation sont alors écrites comme suit

in_,a,k,h SC;(,h +s;,h ke Kahe Hk (1-0’)
iack™(i,a)=k
+ +
2 i SCintsiy ke K,he H, (1-p”)
iak® (i,a)=k .

Nous obtenons alors le modé¢le mathématique MIP2(Q) suivant :

MIP2(Q) Maximiser OBR2= &) G,y,~B Y. r.— 2.0si,— 2.0si, (1)
pEP ieVE, ,ae A keK,he H, keK,heH,

Uyt V;, 20,V W, ac 4,izi; (l-a)
im

Up \ F Vi, + ij,a =z, ae 4™™  (1-b%)
J=1

Tt T+ E, ~LA~u, ) S +T,, +L(1-u,,) ae 4,j<i (1)

o+t Tl +E,—L(1-u_,)<t,, +L(1-w,,) ae A™™,i<i"  (1-d)

n,<M,-T}, ae A™™,i<i?  (l-e)

maint . .m
Lo+ Dk_(i,a)’y(i:’a) <M, ae A™7,i<iy  (1-D)
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D Xrin SCint S

iak™ (i,a)=k

+ + +
in.a,k,h SCiptSin

iak* (i,a)=k
2 i

.y, <
(i,akV,

r,+T5,+30<r, +
ta =0
u,=1
u,=0

T +L(1-y,)

Xiakh = 0
+ —
Xiakh = 0

< max
])"‘-(i,ﬂ),k+ (i,a)wi,a = Da
u. ,v

ia?’ ja’wla € {0,1}
ta’tla = 0
xi—,a,k‘(i,a),h ’ xi,a,k*(i,a),h € {051}
Y, € 0,1}

- ot
SensSep 2 0

Hk 52 A' (i,a)
B o s $7 VT S ST .
Z Fean ™ Frag-gan S Tha T i S k- Gark = Fia ke (anh a€ AjieVE,
H _
K G.a)
Ua = x,-,a,k‘(i,a),h ac Aie VEa
Hk*u a) k+(, N
- + N .
<r, .
ZTk+(1 a)h xi,a,k+(i,a),h = rl,a + Tx, Z k*(x,a)h ,a k+(1 ah ae A,l S VEa
: Hk*(i,a)
— + .
o = Lk o a€ AjieVE,
h=1
H
£ (,a) k -
sz"(x a)h x, ak” (i,a)h z k (t,a)h 1a k‘(i,a),h ae Ajie VCa
Hk_(i,a)
Wia = x,-,a,k'(i,a)’h aec A,l c VCa
Hk+(1 a) Hk"’(l o
_ + . . .
<t <
;TF(' b " Frawarn =ta T D K ()T (T e) T ZTk*(x, i S Xt aan @€ AieVC,
Hk+(i,a) \
Via = LiFiap gann ae A4,ie VC,

ke K,he H,

ke K,he H,

pe P

pe P{G,a),(j,b)}V . (@) X(j»b)
ae A,ieVE,: T, <T"
ae AieVE, T, <T’

ac AieVE,NVA
lakh[k(xa)h’k(a),] [Ia’a
d,a,k,h: [ki(m)h, k+(m)h] <:I I+
ac A,ie VE,

ac A,ieVE,,je VF,,le VC,
ae A,ie VE,,leVC,

ae A,ie VE,UVC,,he H,
pe P

ke K,he H,
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ou Q est une constante importante qui pénalise la violation des contraintes de capacité des
aéroports. Si Q = 0 (resp. Q tend vers ), alors les contraintes sont reldchées (resp. ne sont pas
relachées). La résolution de ce probléme est basée sur une approche itérative dans laquelle
nous augmentons la valeur de Q a chaque itération puis nous résolvons MIP2((J). Nous
arrétons le processus si Q tend vers o ou, en pratique, si nous dépassons un certain temps.
Cette méthode de résolution permet au solveur de trouver & chaque itération une solution de
départ qui permet d’accélérer la résolution a I’itération suivante ou au moins d’améliorer
rapidement la solution courante.

Les expériences numériques préliminaires ont montré que cette démarche nous permet
d’obtenir des solutions de bonne qualité en 2 minutes d’exécution maximum alors que la
résolution brute et directe du probléme (MIP) prend pour certaines instances plus de 6 heures
d’exécution pour obtenir une solution réalisable (qui n’est pas forcément de bonne qualité).

Apres avoir resserré au maximum les contraintes de capacité des aéroports, nous passons a
une dernicre étape dans laquelle nous fixons toutes les variables du probléme, exceptées les
variables concernant ’annulation et la création des vols (x*, X", », v, w). Nous éliminons
¢galement les variables s dans le but de réintégrer complétement les contraintes de capacité
des aéroports. L’objectif de cette derniére étape est d’assurer la réalisabilité de la solution sans

dégrader sa qualité. Le programme mathématique suivant est obtenu aprés fixation.

MIP3 Maximiser OBJ3= .Gy,
peP

Ui gt Vi, 2U, TV, W, ae Aji#i] (1-a)
'-m
Upn )+ Vi, + ij’a =z, ae A™™" (1-b”)
J=t
Ui =X, iy ac Aie VE, (1-h)
— ot , : .
Uia =X, i avhr ac AieVE, (1-)
Wia =X, v ae€ 4,ieVC, (1-D)
— + y
Wia =X vt ac 4,ieVC, (1-n)
> Xain SChy ke K,he H, (1-0)
iak™(i,a)=k
+ +
in,a,k,h <Cn ' ke K,he H, (1-p)
iak*(i,a)=k
‘Vp|yp < Zui,a pe P (1-q)
(i,a)eVp
r,,=0 ac 4,ieVE, T, <T" (1-s)
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ac€ AieVE, T, <T
ac AieVE,nVA

(1)
(1-u)

Xiaxn =0 i,a,k,h: [ - ] c I I+ (1-v)

k™ (i,a),h? k (i,a)h

x:””"h =0 Lakh: [ k*(xa)h’ xa)h] c I I+ (1-w)
K Gkt Gy Wia S D™ ae A,ie VE, (1-x)
U0sV, s W, € 10,1} ae A,ieVE,,je VF,,leVC,
X G Fra a)he{Ol} ae A,ie VE, UVC,
Y, € {0»1} peP

La résolution du modeéle MIP3 se fait & I’aide du solveur CPLEX avec un temps

d’exécution limité & 2 minutes.

L’application de la premiére phase ne permet malheureusement pas toujours d’obtenir une
solution réalisable du probléme initial (pour 2 instances sur les 30 traitées). Dans ce cas nous

proposons I’utilisation d’une procédure de réparation.
3.3.6.3 Procédure de réparation

Seules les contraintes de maintenance peuvent mener a une solution irréalisable dans
laquelle au moins un avion est incapable d’atteindre a temps 1’aéroport assigné pour sa
maintenance sans modification importante du plan de vols initial. Si cela arrive, nous
appliquons un algorithme basé sur la programmation dynamique pour trouver un chemin
approprié pour atteindre a temps 1’aéroport de maintenance pour chaque avion. L’objectif est
d’assurer la maintenance de cet avion sans trop perturber son parcours initial.

Dans certains cas, il n’est pas possible de créer un vol direct A I’aéroport de maintenance 4
cause des capacités des aéroports (sinon le modele de la premiere phase aurait su gérer le
probléme), ou si le vol est plus long que la longueur maximum autorisée pour I’avion. En
conséquence, un nouveau chemin peut €tre nécessaire, ce qui modifie profondément la
structure de la solution initiale.

L’algorithme emploie un graphe spatio-temporel dans lequel les sommets sont des couples
(aéroport, temps) de situations et chaque arc représente la possibilité d’atteindre une situation
a partir d’une autre. Dans ce graphe, nous calculons le chemin de meilleur coiit entre la
situation initiale et la situation finale associée au sommet (aéroport de maintenance, date de
maintenance). D’un point de vue pratique, il n’est pas envisageable de réaliser un couplage

by

(aéroport, temps) associ€¢ & chaque minute. Nous utilisons en conséquence des périodes

(intervalles) d’une heure. L’approche utilisée est une heuristique car elle ne modifie pas les
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vols des avions avec maintenance et ne considére que des périodes de temps. La qualité de la

solution dépend ainsi de I’ordre de traitement des avions et de la précision de cette période.
3.3.6.3.1 Création du graphe

Le graphe est créé de fagon dynamique. Nous créons seulement les sommets qui peuvent étre
atteints depuis le sommet initial en suivant un chemin valide (il peut donc y avoir un grand
nombre de sommets). Les arcs représentent la possibilité d’aller d’un sommet (k, £) a un autre
sommet (k°, ¢*). Ils sont ajoutés dynamiquement et simultanément lors de la création des
sommets. La possibilité d’atteindre un sommet est définie par la relation de récurrence
suivante : »

1. le sommet initial (début) est atteint.

2. un sommet (k, f) est atteint s’il est possible de créer un vol d’un autre sommet

(K, 2-Dpy)a(k, ), ou Dy est la distance (en temps) entre 1’aéroport &’ et 1’aéroport .

3. un sommet (%, ) est atteint si (k, ¢-1) est atteint.

Lors de la construction, nous relaxons les contraintes de capacité (dans la relation 2) en
autorisant 1’annulation des vols d’avions sans maintenance. Cette modification est cependant
prise en compte dans le cotit de I’arc.

Soient [K| le nombre d’aéroports et |T| le nombre d’intervalles de temps considéré. Si le
graphe est représenté par sa matrice d’adjacence, 1’algorithme de construction nécessite
O(K]| + [T} ) en temps et en espace mémoire.

Nous associons deux valeurs & chaque arc: un temps (le temps de voyage si 1’arc
correspond 4 un vol, 0 s’il correspond & un avion non mobilisé) et un cofit. Ce cofit dépend du
nombre de vols & annuler pour pouvoir créer un nouveau vol. Nous avons testé une autre
version dans laquelle nous cherchions & minimiser le nombre de passagers avec un itinéraire
annul€. La premiére version a fourni les meilleurs résultats en général. Cela peut s’expliquer

par le fait que dans ce cas nous ne modifions pas trop la solution initiale.
3.3.6.3.2 Calcul du meilleur chemin

Etant donné que le graphe est spatio-temporel et que chaque arc relie un sommet (k, £) a
un sommet (k’, £’) tels que #* > ¢, il ne peut contenir aucun circuit. L’algorithme de Bellman
(1957) peut donc étre appliqué avec les relations de récurrences suivantes :

e V(aéroport de départ, date de départ) = 0
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« W)= Min (K, 0)+3)

ou d est le coiit lié¢ & I"arc reliant (k, #) a (K, #) et N'(k, 7) ’ensemble des prédécesseurs du
sommet (, ).

La méthode est donc linéaire par rapport au nombre d’aéroports et elle dépend de la
longueur des intervalles de temps considéré.

Dans la premiére version étudiée (orientée coit), la valeur de 8 correspond au nombre de
vols qui doivent &tre annulés pour créer le vol qui assure la maintenance de 1’avion
(6=0,1,2,...). Dans la deuxiéme version (orientée temps), la valeur de & est la durée du vol
pour relier ces sommets. Les dates d’arrivée sont des informations cruciales, puisque nous
employons des fenétres de temps d’une heure. Cela entraine plusieurs maniéres d’atteindre un
sommet avec différentes dates d’arrivée, ce qui peut rendre certains vols réalisables ou non.

Quand P’algorithme de Bellman est appliqué, un seul coit peut étre pris en considération.
Dans notre cas chaque arc est marqué par deux valeurs (temps, coiit). Nous avons aussi testé
deux versions : la premiére considére seulement la valeur du chemin, la seconde considére le
temps et ensuite la valeur du chemin selon un ordre lexicographique. La premiére version
donne en général de meilleurs résultats en termes de cofit sans garantie de réparer la solution.
La deuxiéme version assure la validité de la solution, mais le nombre d’annulations de vols
est en général plus grand. Nous avons opté pour cette deuxiéme version, puisque notre
objectif est avant tout de réparer la solution.

S’il est possible d’atteindre le sommet final (aéroport de maintenance, date de début de
maintenance), il est possible de trouver un chemin réalisable pour 1’avion. Pour que le chemin
soit généré, quelques vols doivent éventuellement étre annulés. Si 1’algorithme a le choix
entre plusieurs vols, il annule en priorité ceux qui comportent le plus petit nombre de

passagers.

Avant de décrire la seconde phase de notre approche, nous résumons dans I’Algorithme
3.1 les grandes étapes de la résolution du probléme dans cette premiére partie. Nous
commengons par la résolution du probléme MIP1 afin de trouver une premiére solution Sol’.
Cette solution représente la meilleure situation possible pour laquelle un maximum d’avions
assure leur maintenance. Dans le but de garder cette situation, nous fixons les variables
associées aux contraintes de maintenances, z =z (z représente le vecteur des variable z dans
la solution Sol’). Nous résolvons ensuite le probléme MIP2(Q). Nous considérons a chaque.

lk- 1

itération k la solution précédente So/”" comme une solution d’entrée pour accélérer le

processus. A chaque itération nous augmentons arbitrairement la valeur de Q (a ’aide d’un
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pas noté g = 100 ou 200). Nous avons considéré la constante importante Q Max comme une
borne supérieure pour la valeur de Q. La valeur de Q_Max est fixée en pratique 4 la plus

grande capacité des avions. Rappelons que nous avons pénalisé la fonction objectif du
probléme MIP2(Q) de la fagon suivante —ZQS,;,, —ZQS,:,, , ou Os;, (resp. Os;,) est le
k.h k.h

nombre d’atterrissages (resp. décollages) supplémentaires dans la tranche 4 de 1’aéroport £
multiplié par Q. Si Q@ = Q_Max, alors la quantité Q_ Maxxs;, (resp. Q_ MaxXs;,) est une

estimation du nombre de passagers qui ne vont pas assurer leur destination finale. En sortant
de cette boucle itérative nous fixons les variables associées aux dates des vols (7, ¢) & (r*, )
dans la derniére solution Solk. Cette fixation permet de relaxer les contraintes (1-c),..., (1) et
(1-n), ce qui nous raméne a résoudre un probléme de flot MIP3 plus facile. La résolution de
MIP3 donne une solution Sol” qui assure la réalisabilité de toutes les contraintes du probléme
sauf éventuellement celles de la maintenance. Dans ce cas, nous appliquons I’heuristique de

réparation.

Algorithme 3.1 : La premiére phase

Sol’ = résoudre (MIP1) ;
Fixer les variables z 3 z* ;
0=0;k=0;

tant que Q < Q Max faire
Sol* = résoudre (MIP 2(Q), Sol*") ;
k=k+1;
Q=0+q;

fin tant que

Fix*er les variables (r,f) & (r*,t*) ;
Sol = résoudre (MIP 3) ;
si Sol” n’est pas réalisable alors Appliquer la procédure de réparation ; fin si

La Figure 3.7 illustre une partie du plan de vols associée 4 la solution réalisable obtenue a

la fin de cette premiere phase.

Vol considéré = -e=------ Vol annulé
Aviona G T e Coe D i 7
Avion b e e
Avionc T T ey (e e

Figure 3.7 : Solution réalisable initiale
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Cette figure montre que les avions peuvent étre libres dans plusieurs intervalles en raison de
’annulation de vols. Ces intervalles, dits de disponibilité, seront notre zone de traitement
privilégiée de la deuxiéme phase de 1’algorithme ol nous allons créer des vols pour assurer le

transport de passagers n’ayant pas atteint leur destination.
3.4 Stratégie d’oscillation

La stratégie d’oscillation est étroitement liée aux origines de la recherche Tabou (Glover
(1989), Glover (1990)) et fournit un moyen d’obtenir une interaction efficace entre
I’intensification et la diversification sur le moyen terme jusqu’au long terme. Le processus
consiste 4 approcher et & traverser de maniére répétée un niveau critique a partir de différentes
directions, ce qui crée un comportement oscillatoire. La stratégie d’oscillation consiste donc &
définir un rythme alterné plus ou moins régulier pour traverser les niveaux critiques dans
différentes directions. Toutes ces solutions critiques constituent la zone prometteuse. Notons
que méme si en général une stratégie d’oscillation autorise la visite de solutions non
réalisables, nous nous limitons a ’espace des solutions réalisables, en particulier en raison de
la difficulté de générer une solution réalisable du GPDA. La stratégie d’oscillation a été
appliquée pour résoudre efficacement quelques problémes classiques de la famille du sac a
dos (voir Glover et Kochenberger (1996), Hanafi et Fréville (1998), Li et Curry (2005) par
exemple). L’esquisse de notre algorithme d’oscillation peut étre établie comme suit
(Algorithme 3.2).

Algorithme 3.2 : Algorithme d’Oscillation

x : solution réalisable;
stop = Faux;

tant que Non Stop faire
// Phase Constructive

Etape 1.1 : Générer des routes admissibles pour les avions ;
Etape 1.2 : Générer des itinéraires admissibles pour les passagers ;
Etape 1.3 : Affecter des routes aux avions et des passagers aux vols simultanément ;

// Phase Destructive

Etape 2.1 : Supprimer des routes de certains avions selon un ou plusieurs critéres;
Etape 2.2 : Affecter des passagers aux vols restants;

Mise a jour des parameétres de la stratégie d’oscillation;

fin tant que
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Notons que dans cet algorithme les deux phases de construction et de destruction peuvent
étre permutées. Les étapes 1.1, 1.2, 2.1 sont gérées par des heuristiques et controlées par un
modéle en nombres entiers mixtes dans les étapes d’affectation 1.3 et 2.2.

Le modéle utilisé dans les étapes d’affectation prend en entrée un ensemble de routes
possibles pour les avions et un ensemble d’itinéraires possibles pour les passagers. Ce modéle
peut étre appliqué dans les deux phases (constructive et destructive). Dans la phase
constructive, il considére les places vides dans les vols existants et 1’ensemble des places dans
les vols potentiellement créés. Il s’agit alors de prendre en compte simultanément les avions
et les passagers. Dans la phase destructive, il ne considére que les places vides dans les vols
existants. Les heuristiques de génération de routes et d’itinéraires reposent sur des recherches
arborescentes tronquées, de type "meilleur d’abord”. Elles prennent en entrée une situation
globale courante, un groupe (avions ou passagers), et cherche a générer un ensemble de
routes/itinéraires pour les membres de ce groupe, de leur position courante & 1’aéroport de
destination (placement final ou aéroport de disponibilité pour un avion).

L’heuristique de suppression de routes pour les avions et d’itinéraires pour les passagers
repose sur le principe dual de la génération. Comme nous le verrons dans la suite, nous
éliminons surtout des sous-chemins de routes qui sont les moins remplis par rapport aux
capacités des avions. Nous donnons une priorité & la suppression de circuits pour maintenir la
réalisabilité de la solution.

Dans la partie suivante, nous présentons plus en détails les différentes étapes de

1’algorithme d’oscillation. Nous commengons par les heuristiques de génération.
3.4.1 Heuristiques constructives

Nous avons développé deux familles d’heuristiques. La premiére cherche & créer de
nouveaux vols pour les avions afin de satisfaire des demandes supplémentaires de passagers
et éventuellement d’assurer les contraintes de positionnement final des avions. La deuxieme

cherche a générer des itinéraires pour les passagers a partir d’un ensemble de vols.
3.4.1.1 Génération des routes pour les avions

. Notre heuristique de création de vols cherche a générer un ensemble de routes possibles
pour un avion dans un intervalle (ou tranche) de disponibilité. Un intervalle de disponibilité
est un intervalle de temps ou I’avion n’est pas mobilisé et peut effectuer des vols. Dans notre

algorithme de génération de vols, nous avons distingué deux types d’intervalle de
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disponibilité : les intervalles "intérieures” qui se situent entre deux vols successifs déja
existants (par exemple dans la Figure 3.7, ’avion a a une tranche de disponibilité intérieure
entre les vols 1 et 4), et I’intervalle "final" qui se situe aprés le dernier vol existant (dans la
Figure 3.7 I’avion a a une tranche de disponibilité finale aprés le vol 5). Dans ce dernier cas,
nous cherchons éventuellement & rejoindre 1’aéroport de positionnement final de 1’avion, si
nous cherchons & minimiser les colts associés aux contraintes de positionnement. Cette
décision dépend de la stratégie globale sur la préférence donnée a ces contraintes ou & celles
liées au nombre de passagers arrivant 4 destination. Ces deux types de tranches conduisent &
deux types de problémes légerement différents : dans le premier cas, nous cherchons a créer
une tournée pour I’avion. Dans le deuxiéme cas, il s’agit d’une tournée "ouverte" ou la
destination finale n’est pas précisée. Le premier cas est un peu plus délicat a gérer, car il
nécessite de s’assurer qu’il est toujours possible d’atteindre ’aéroport de retour dans une
fenétre de temps donnée pour assurer la continuité des vols.

L’heuristique de création de tournées fonctionne selon un critére glouton. Nous avons
testé plusieurs criteres pour décider de l’éjout d’un vol: aéroports les moins visités, se
rapprocher du positionnement final (s’il existe), vol le plus court, aéroports les moins
surchargés, vol le plus demandé par les passagers, vol qui part au plus tdt. Le critére le plus
efficace en pratique est 1i¢ aux passagers qui peuvent emprunter le vol créé.

Initialement, I’avion est dans la position de départ spécifiée par la tranche de disponibilité
considérée. L’heuristique est initialisée avec une tournée vide. Nous cherchons ensuite a
ajouter itérativement un vol a la fin de la tournée courante. Chaque prise de décision (ajout
d’un vol) dépend d’une procédure de "vote" pour décider de la prochaine destination. Chaque
passager présent dans 1’aéroport courant au moment considéré, ainsi que tous ceux qui
peuvent atteindre 1’aéroport courant & 1’aide d’uﬂvol déja existant, participent au vote. Des
poids différents sont affectés aux passagers selon qu’ils sont sur un itinéraire retour ou qu’ils
doivent emprunter un vol pour arriver a I’aéroport courant. Les destinations sont classées par
ordre décroissant des votes, et la premiére qui satisfait les différentes contraintes (capacité de
décollage et d’atterrissage’ des adroports, distance franchissable, durée du vol avant la
maintenance) est choisie. Le choix des stratégies d’exploration est d’autant plus critique qu’il
est possible qu’aucune solution ne soit trouvée a la fin de la méthode, si les capacités des
adroports ou les tranches de disponibilit¢ de 1’avion sont trop contraignantes.

L’algorithme suivant décrit I’heuristique de création d’une tournée sur une tranche de
disponibilité. Dans cet algorithme nous utilisons deux crit¢res d’arrét qui sont le nombre

maximum de nceuds a explorer et le nombre maximum de solutions & générer.
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Algorithme 3.3 : Procédure de création de tournées

// Entrée
ac A : un avion ayant une période de disponibilité.
[Disp’, Disp'] : un intervalle de disponibilité de a.
ki : ’aéroport d’origine de I’avion a.
k : ’aéroport de destination de a.
Max, : le nombre maximum de nceuds a explorer.
Max, : le nombre maximum de routes générées.
Liste_routes : la liste des solutions (liste de tournées).
- List : une liste de routes partielles.
// Initialisation

Liste_routes := ¢ ;

List=0;

pour chaque aéroport y atteignable depuis k; aprés Disp” et avant Disp" en un seul vol faire
si k, n’existe pas ou y = k; alors ajouter (k), y) & Liste_routes ; fin si
ajouter (k, y) a List;

fin pour

cpt=0;

// Recherche pas a pas

tant que cpt < Max, et | Liste_routes |< Max; et List # & faire

cpt=cpt+1;
retirer la meilleure solution partielle s de List ;
soit x 1’aéroport courant d’arrivée de s ;

pour chaque aéroport y atteignable depuis x en un seul vol avant Disp* faire
si k, n’existe pas ou y = k, alors ajouter s U (x, y) a Liste_routes ; fin si
ajouter s (x, y) a List;

fin pour

fin tant que

retourner Liste routes ;

3.4.1.2 Génération des itinéraires pour les passagers

L’heuristique de génération d’itinéraires a pour but de produire un ensemble de chemins
possibles pour réaffecter un groupe de passagers donné, éventuellement en divisant ce groupe
en plusieurs sous-groupes. Le principe général de ’heuristique est de chercher les itinéraires
de longueur / empruntant les vols et permettant d’acheminer les passagers du lieu ou ils se
trouvent vers leur destination finale. Pour chaque groupe de passagers, les itinéraires sont
examinés dans 1’ordre d’arrivée au plus tot. L’algorithme de génération d’itinéraires repose

sur le méme principe que celui de génération de vols. Une des différences est qu’ici il n’est
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envisageable d’emprunter que des vols ayant des places libres, alors que dans la génération de
routes il est envisageable d’aller vers n’importe quel autre aéroport a partir d’un aéroport
donné (en respectant tout de méme les contraintes du probléme). Le nombre de solutions
possibles pour les itinéraires est par conséquent beaucoup moins grand que celui de la
génération de routes. De plus, pour les avions nous autorisons la visite d’un aéroport plusicurs
fois, ce qui n’est pas le cas pour les passagers. Finalement, nous devons élaguer tous les
itinéraires qui dépassent le retard maximum autorisé.

L’heuristique prend en entrée I’ensemble des groupes de passagers n’ayant pas atteint leur
“destination finale. Chaque groupe est caractérisé par sa position courante, sa date de
disponibilité, ainsi que la situation courante (vols existants, affectations déja effectudes). La
méthode poss¢de plusieurs paramétres qui déterminent 1’ordre dans lequel les groupes de
passagers sont considérés, la manicre de générer les itinéraires, et le nombre potentiel de
passagers du groupe pouvant étre affectés. En ce qui concerne I’ordre des groupes, nous avons
testé plusieurs possibilités : disponibilité au plus t6t, nombre de passagers dans le groupe,
itinéraire déja commencé ou non. En pratique, les meilleurs résultats sont obtenus en
considérant le nombre de passagers, avec un poids plus important pour les passagers en
correspondance.

Les différents itinéraires possibles pour un groupe donné sont générés de la fagon
suivante. La file de solutions est initialisée avec tous les itinéraires possibles de longueur un
(un seul vol) vers n’importe quelle destination a partir de sa position courante. A chaque
étape, 1’algorithme sélectionne la solution partielle la plus profitable et cherche a I’étendre en
lui ajoutant un vol. Chaque itinéraire partiel ainsi obtenu est placé dans I’ensemble des
solutions s’il arrive & destination. Sinon il est placé dans la file de priorité et ’algorithme
continue. L’algorithme s’arréte lorsque I’un des critéres d’arrét spécifiés est satisfait (nombre
de solutions, nombre d’état explorés, ...). L’efficacité de la méthode dépend en grande partie
de la pertinence des différents critéres de choix. Nous avons testé plusieilrs stratégies :
itinéraire contenant les aéroports les moins visités d’abord, ceux qui se rapprochent le plus de
la destination finale, minimum d’attente dans les aéroports. Se rapprocher le plus possible de
la destination finale est souvent la meilleure stratégie (ce qui peut se comprendre car il est

inutile de trop s’éloigner sous peine de devoir ajouter plusieurs autres vols 3 I’itinéraire).
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3.4.1.3 Modéle de création des routes et d’affectation des passagers

La phase d’affection vise a trouver une solution de bonne qualité qui combine au mieux la
création de nouvelles routes pour les avions et I’affectation des passagers. Pour prendre en
considération les avions et les passagers simultanément, nous avons modélisé le probléme
sous forme d’un sac & dos multidimensionnel en variables binaires et entic¢res. Les variables
binaires correspondent aux choix des routes et les variables entiéres aux nombres de passagers
affectés dans chaque groupe. Ce modéle prend en entrée un ensemble d’itinéraires possibles
pour les passagers et un ensemble de routes possibles pour les avions. Les contraintes de
capacités aéroportuaires ainsi que les capacités des cabines des avions sont prises en compte.

Pour décrire plus en détails le modéle proposé, nous introduisons d’abord un ensemble de

notations.

R, : ensemble des routes potentielles considérées pour I’avion a.

R’;  :ensemble des routes fixées pour 1’avion a.

I, : ensemble des vols dans la route i de ’avion a.

Sp : ensemble des itinéraires potentiels pour le groupe de passagers p.

Vsp  :ensemble des vols dans I’itinéraire s du groupe p.

C,,. :capacité résiduelle de I’avion a associé au vol j de la route i.

c'j, , . colt du groupe p par rapport a I’itinéraire j égal au cofit d’annulation d’un passager

du groupe p moins le cofit du retard éventuel (si un itinéraire est choisi).

c? : colit de création des vols de P’avion a dans la route i.

Nous donnons dans 1a Figure 3.8 un exemple de routes possibles pour un avion a donné
dans un intervalle de disponibilit¢é donné. Supposons vque I’avion a a un intervalle de
disponibilité¢ dans 1’aéroport k, de la tranche T1 jusqu’a la tranche T8. L’ensemble R, est
P’ensemble des routes qui peuvent étre parcourues par ’avion g comme le montre le
graphique. L’avion a est disponible & 1’aéroport k, dans I’intervalle [T1, T8]. Il peut par
exemple emprunter les vols de (k, #1) vers (ks, #3), puis de (ks, #3) vers (k4, t5) et terminer son
chemin par le vol de (ks, %) vers (kz, t5). L’ensemble des vols précédents forme une route
possible qui appartient a l’ens‘emble R,. 1l peut également prendr'e les deux vols ((kz, t;) —
(k1, t3)) puis ((k1, t4) — (k2, t7)) (nous remarquons que dans ce dernier vol I’avion sera a
I’aéroport k, avant la tranche 7g). Cet avion peut aussi emprunter d’autres chemins si le réseau

le permet.
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Iy ky ks k4 ks vveeenns
Figure 3.8 : Génération des chemins d’avions
Pour modéliser notre probléme nous introduisons les variables suivantes :
Xia : variable binaire égale & 1 si ’avion a emprunte la route i, 0 sinon.
2o  : variable binaire égale a 1 si I’avion a emprunte le vol j de la route 7, 0 sinon.
¥sp  : variable enti¢re égale au nombre de passagers du groupe p qui empruntent I’itinéraire
S.
Jspijia . variable entiére égale au nombre de passagers du groupe p qui empruntent le vol j du
chemin i de I’avion a sur I’itinéraire s.

L’ensemble des contraintes du modéle s’établit alors comme suit ;

Xia = Zija ac€ A,ieR,etjel;, (2-a)
D %o 1 . aed (2-b)
iER, '

X0 =1 ac d,ieR’, (2-¢)
ZZ sz,i,a SCin ke K,heH (2-d)
acdieR, jel; ,

Z Z sz,i,a <Cia ke K, heH (2-¢)
acAieR, jel; ,

Yoo =Jepiia se S,pePet(i,j, a)eVs,, (2-f)
Zys,p SGP perp (22
ses,
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Z Zfs,p, e S C jialiia ac A,ieR,etjel, (2-h)

peP se§,

Xiar Zjia € {0, 1}, Vsps fspjia € N a€A, ie R’UR,, pEP, SE Sy, j€lia

Les contraintes (2-a) expriment le fait que si I’avion emprunte un chemin alors il doit
parcourir tous les vols de ce chemin. Les contraintes (2-b) indiquent que chaque avion ne peut
prendre au maximum qu’un seul chemin parmi les chemins générés dans un méme intervalle
de disponibilité. Les contraintes (2-c) assurent que les chemins existants sont conserves et
fixés (ces chemins peuvent étre supprimés complétement ou partiellement dans la partie
destructive de la méthode). Les contraintes (2-d) indiquent que ’ensemble des vols qui
atterrissent dans une tranche horaire ne doivent pas dépasser la capacité d’atterrissage de cette
tranche. Les contraintes (2-e¢) ont le méme réle pour les capacités de décollage. Les
contraintes (2-f) assurent que I’ensemble des passagers affectés a un itinéraire est le méme sur
chaque vol composant cet itinéraire. Les contraintes (2-g) expriment que la somme de tous les
passagers du groupe p affectés dans tous les itinéraires ne doit pas dépasser le nombre de
passagers du groupe. Les contraintes (2-h) assurent le respect des contraintes de capacité des
avions. Si le vol associé n’est pas créé dans cette itération, cela signifie qu’il existe et qu’il a
déja des passagers a transporter. Nous déduisons alors la capacité résiduelle du vol.

L’objectif du modele est obtenu a partir des cofits définis pour le probléme global, et vise
a maximiser le gain associé aux passagers pour lesquels il est possible de trouver un itinéraire

moins le colit de retard engendré par cet itinéraire :

Maximiser »° > ¢}y, , =D > clx,

peP jes, acdieR,
Nous remarquons que nous pouvons réduire la taille du probléme précédent en remplagant

les variables z;;, par x;q et f;pjia par ysp. Plus formellement, nous obtenons alors grice aux

contraintes d’égalité (2-a) et (2-f) le modéle mathématique réduit suivant :

Maximiser D> ¢y, , =D > clx,,

PeP jes§, acdieR,
se. Y .x,sl1 . aed
ieR,
X, =1 a€d,ieR,
>3 x,<Ci, keK,he H
acAdieR,
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> ¥ x,.,<Cj, ke K,he H

acdieR,

Zyj,p s Gp pPEP

Jjes,

ZZ Vip S C jiaXia ae€ A,ieR,etjel;,

se8§, peP

xia€ {0,1},yp€ N a€d,ieR;UR,pe P,je S,

La taille de ce probléme NP-Difficile dépend principalement du nombre de chemins
générés pour les avions et du nombre d’itinéraires générés pour les passagers. Il est
indispensable d’avoir une résolution rapide de ce probléme pour pouvoir évaluer le maximum
de chemins et d’itinéraires possibles. Dans le cadre de notre étude, ce modéle mathématique

est résolu a 1’aide du logiciel CPLEX avec un temps limité.
3.4.2 Heuristique destructive

L’idée générale de la suppression de vols vient de la constatation que les avions ne sont
pas nécessairement pleins dans la situation initiale ou aprés la création et 1’affectation des
passagers. ‘Il se peut que nous trouvions des vols & moiti¢ vides par exemple. Cette situation
entraine 1’idée de supprimer certains vols pour :

e libérer des capacités des aéroports, et ainsi laisser de la place pour la création de vols.

e augmenter le taux de remplissage des autres vols aprés réaffectation des passagers dans
ces vols. Nous considérons ici qu’un vol transportant peu de passagers par rapport a sa
capacité est"inefficace”.

Devant la difficulté d’obtenir une solution réalisable du probléme, le processus de
suppression assure le maintien de la réalisabilité de la solution. Pour cela, il faut donc
respecter les contraintes de continuité des vols : nous ne supprimons que des circuits effectués
par des avions. De plus, nous ne considérons pas les circuits qui contiennent un sommet de
maintenance (aéroport de maintenance, date de maintenance). Nous avons retenu comme
critére de sélection des vols inefficaces le taux de remplissage des vols du circuit. 11 est
cependant possible d’utiliser d’autres criteres tels que le nombre de passagers transportés, le
nombre de places des avions ou le type de vols du circuit. Nous présentons dans la Figure 3.9

un exemple de suppression d’un circuit pour un avion.
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Figure 3.9 : Suppression des circuits d’un avion

Nous remarquons dans la Figure 3.9 que 1’avion a effectue trois circuits durant son parcours.
Circuit 1 : (ky, ) — (ka, t2) — (k3, 1) — (ko ts) — (1, E5).
Circuit 2 : (ky, &) — (k3, t3) — (ka, 13).
Circuit 3 : (k2, ts) — (k1, ts) — (ka, t6).
Parmi les trois circuits existants nous ignorons le circuit 3 car si 1’avion a est a (k2, #) et que
nous supprimons les vols vers (ky, #s) et (ka, 26) alors il résulte une solution qui ne réalise pas
la contrainte de maintenance de 1’avion a. Le choix de la suppression se fait alors entre les
circuits 1 et 2. A titre d’exemple le taux de remplissage pour le circuit 2 est calculé par la

formule suivante :

C C

a a

(NBP,, ((kats) > (1), NBP, (et) = et ») /2

avec NBP, ((kt)— (k',7')) le nombre de passagers dans le vol allant de k & &’ entre ¢ et ¢’ par

’avion a,.et C, la capacité de I’avion a. Il est important de préciser que nous n’autorisons la
suppression que si sa combinaison avec 1’affectation des passagers améliore la valeur de la
solution courante.
.La procédure de suppression se fait en respectant les deux étapes suivantes: (1) les
circuits sont triés dans I’ordre croissant de leur taux de remplissage ; (2) la suppression de
- chaque circuit est évaluée en termes de réalisabilité et en termes d’amélioration de la fonction
objectif. Notons qu’en pratique nous limitons le nombre de circuits évalués et que nous

utilisons un seuil pour le taux minimum de remplissage.
3.5 Résultats numériques

Nous présentons dans cette section une synthése des résultats obtenus lors du challenge.

La plupart de ces résultats sont consultables sur le site internet du challenge. L’ordinateur
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utilisé posseéde un processeur de 2Ghz et 2 Gb de RAM. Le temps d’exécution est limité 4 10
minutes pour 1’évaluation.

Il y avait trois ensembles d’instances A, B et X. L’ensemble A contient 10 instances et a
¢té utilisé pour la phase de qualification du challenge réunissant au départ 29 équipes de
différentes nationalités. Les ensembles B et X contiennent respectivement 10 et 8 instances, et
ont €t¢ utilisées pour départager les 11 équipes finalistes. ,

Le Tableau 3.1 présente les résultats numériques concernant les instances A4. Il donne par
colonne, le nom de l’instancé, le nombre d’aéroports, le nombre d’avions, le nombre
d’itinéraires. Le champ "Réal" indique si la solution trouvée par le modéle mathématique dans
la premicre phase est réalisable ou non ; le champ "Q (Qualif)" indique la meilleure valeur
trouvée par toutes les équipes finalistes lors de la qualification (nous n’avons pas A notre
disposition la valeur finale des autres équipes pour ces instances) ; le champ "QI (Qualité
Initiale)" donne la valeur obtenue par la premic¢re phase de notre algorithme ; et le champ "QF
(Qualité Finale)" indique notre valeur finale. Les résultats dans ces trois derniers champs sont
donnés en €. Une valeur en gras dans les deux derni¢res colonnes indique 1’obtention de la

meilleure valeur.

Instance | Aéroports | Avions | Itinéraires | Réal. Q(®©) QI(© QF (©)
A0l 35 85 1943 MIP 23 789.0 28 155.6 | -11059.1
A02 35 85 1943 MIP 83515.0| 126684.7| 904294
A03 35 85 1943 MIP | 131694.6 | 131694.6| 796479
A04 35 85 1943 MIP | 108081.9| 523678.8] 36379.5|
A05 35 85 3959 | MIP |3717376.3 | 8092 977.5 | 1332420.6
A06 35 85 1872 | MIP 44 305.0 7135521 617529
A07 - 35 85 1872 | MIP [ 202247.7( 245696.7| 157931.3
A08 35 85 1872 [MIP [ 329521.8| 329521.8| 199 834.3
A09 35 85 1872 [MIP [ 1871444 |1096303.8 | 128 526.4
Al10 35 85 3773 MIP | 7210166.9 | 17166321.7 | 3570361.9

Tableau 3.1 : Résultats pour les instances A

Notre approche a été classée seconde lors de la phase de qualification par rapport aux
valeurs fournies dans le champ QI. Le Tableau 3.1 montre que [’utilisation de la
programmation mathématique sans la procédure de réparation €était suffisante pour obtenir une
solution réalisable pour toutes les instances du groupe A. La dernié¢re colonne montre que
I’amélioration obtenue en appliquant la stratégie d’oscillation est considérable, notamment
pour les plus grandes instances A05 et A10. Cette stratégie nous a méme perfnis d’obtenir des
colits négatifs (profit supplémentaire pour la compagnie) comme dans le cas de I’instance
AOL. La version compléte de notre algorithme fournit la meilleure valeur pour 8 instances sur
les 10 de ’ensemble A. ’
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Nous donnons dans le Tableau 3.2 les résultats obtenus lors de la finale du challenge. Le
Tableau 3.2 présente par colonne, le nom de I’instance, le nombre d’aéroports, le nombre
d’avions, le nombre d’itinéraires, la phase ayant permis d’obtenir une solution réalisable, la
qualité de la solution obtenue dans la premiére phase, et la qualité de notre solution finale.
Notohs que la qualité des solutions est relative aux meilleures solutions obtenues par les
finalistes. Cette qualité est calculée par la formule (zw(J) - z(1)) / (zw(1) - zb(D)), ou zb(J) (resp.
zw(l)) représente la valeur de la meilleure (resp. la plus mauvaise) solution pour I’instance 7,
et z(I) représente le cofit de la solution trouvée par notre approche. Notons que si une méthode
ne fournit pas de solution ou si la solution retournée est irréalisable, la valeur zw(J) considérée
est égale a deux fois la plus mauvaise valeur trouvée par les autres équipes. Une valeur de 1.0
dans une des deux derniéres colonnes signifie donc que notre approche obtient la meilleure

valeur parmi les finalistes.

Instance | Aéroports | Avions | Itinéraires | Réalisable | QI | QF
B0O1 44 255 11214 MIP 0.80 | 0.89
B02 44 255 11214 | Réparation | 0.47 | 0.71
B03 44 255 11214 MIP 0.83 1 0.90
B04 44 255 11214 MIP 0.82 | 0.90
BO05 44 255 11214 MIP 0.86 | 0.96
B06 44 255 11565 MIP 0.76 | 0.91
B07 44 255 11565 | Réparation | 0.26 | 0.73
BOS§ 44 255 11565 MIP 0.76 | 0.89
B09 44 255 11565 MIP 0.77 | 0.90
B10 44 255 11565 MIP 0.82 | 1.00

XAO01 35 85 1943 MIP 0.89 | 1.00
XA02 35 85 3959 MIP 0.95 | 1.00
XA03 35 85 1872 MIP 0.80 | 1.00
XA04 35 85 3773 MIP 0.20 | 1.00
XB01 44 255 11214 MIP 0.92 | 0.96
XB02 44 255 11214 MIP 0.94 | 0.99
XBO03 44 255 11565 | MIP 0.89 | 0.96
XB04 44 255 11565 MIP 0.91 | 1.00

Tableau 3.2 : Résultats pour les instances B et X

Le Tableau 3.2 montre que notre approche obtient des résultats intéressants, en particulier
pour les instances de 1’ensemble X qui étaient inconnues par les finalistes. Les instances
XA01 a XA04 ont ét¢ produites a partir de I’ensemble des instances A. Pour I’ensemble B les
résultats moyens obtenus pour les instances B02 et BO7 sont étroitement liés a la présence
d’une combinaison de contraintes de maintenance empéchant le modeéle de la premiére phase
de trouver une solution réalisable. Notre algorithme doit éIors s’éloigner du programme de

vols initial pour chercher une solution réalisable & 1’aide de la procédure de réparation. Un
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autre €lément qui peut expliquer le comportement de notre méthode sur I’ensemble B est la
recherche partielle qui n’est pas suffisante pour produire de "bonnes" routes dans la phase
constructive. Toutefois, nous pouvons noter que pour les instances les plus difficiles (celles
dans les capacités d’aéroports sont les plus perturbées, & savoir BO5 et B10) notre méthode
obtient des résultats trés encourageants.

Dans le tableau suivant, publié sur le site du ce challenge, nous présentons le score de
chacune des 9 équipes qualifiées pour la phase finale. Ce tableau donne le classement final

obtenu sur la base du score normalisé moyen calculé comme expliqué précédemment.

Classement 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Catégorie | Senior | Senior | Senior | Junior | Junior | Senior | Senior | Junior | Junior
Score 95.90 | 92.73 | 74.26 | 72.01 | 70.62 | 70.31 | 64.02 | 42.02 | 20.48

Tableau 3.3 : Score final des 9 premiéres équipes qualifiées
Nous remarquons que notre heuristique, classée en deuxiéme position et en catégorie senior, a
un score trés proche de 1’équipe classée en premiére position. L’écart avec les autres équipes

et par contre nettement plus important.
3.6 Conclusions

La gestion de perturbations dans le domaine aérien a fait I’objet de nombreux travaux ces
derniéres décennies. L’importance de ce probléme repose sur 1’énorme enjeu économique
qu’il représente. Pour résoudre celui-ci, nous avons choisi une méthode hybride basée sur une
stratégie d’oscillation qui utilise des heuristiques et des méthodes exactes. Aprés avoir produit
une premiére solution réalisable a ’aide d’un programme linéaire en nombres mixtes et une
heuristique, nous alternons entre des phases constructives et destructives pour améliorer cette
solution en ajoutant et en supprimant des vols et des itinéraires. La création de vols et
’affectation des passagers aux vols sont contrélées par un modéle linéaire en nombre entiers
tandis que la génération des vols et des itinéraires potentiels est assurée par des méthodes
heuristiques. Notre approche a obtenu des résultats intéressants dans un contexte difficile de
challenge (ressources et temps d’exécution limités). La deuxiéme place obtenue au classement
général confirme que I’hybridation entre méthodes exactes et approchées est efficace pour des

problémes NP-Difficiles de grande taille.

Notre méthode peut encore étre améliorée en intégrant la mémoire adaptative dans le
processus de recherche et en révisant les paramétres de la génération de routes pour les avions
et des itinéraires pour les passagers. De plus, un renforcement de la procédure de suppression

peut nous permettre d’améliorer le comportement oscillatoire de notre méthode. Finalement,

137




Partie 3: Gestion de perturbations dans le domaine aérien

I’exploitation d’informations duales pour la génération des itinéraires ou la permission de
visiter des solutions non réalisables durant 1’algorithme d’oscillation sont d’autres éléments

possibles a explorer.
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