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Introduction générale 

0.1 Contexte du travail 

Dans toute formulation d'un problème de commande, le modèle mathématique dévelo

ppé dans le but d'établir la loi de commande ne reflète pas exactement le processus réel. 

La modélisation théorique requiert une connaissance précise des phénomènes intervenant 

dans le système et une aptitude à les représenter par des relations mathématiques. Les 

systèmes physiques sont souvent complexes et difficilement exploitables, notamment pour 

leur commande. Le grand problème de l'automaticien est de représenter ces systèmes phy

siques avec une précision suffisante et un modèle de structure simple. Le dilemme réside 

alors entre la fidélité du modèle vis-à-vis du processus réel et l'adéquation de ce modèle 

à une forme mathématiquement exploitable. On doit néanmoins s'assurer que, malgré 

toutes ces incertitudes, la loi de commande résultante permet d'atteindre les objectifs 

prédéfinis. Ceci a conduit à un important intérêt pour la synthèse de contrôles dits ro

bustes et capables de pallier à ce problème. 

En automatique, pour décrire le comportement d'un système, une hypothèse communément 

faite est la linéarité du système, car les techniques d'analyse des modèles linéaires, ont 

été largement développées dans la littérature. Cependant, l'hypothèse de linéarité n'est 

vérifiée que dans une plage de fonctionnement restreinte autour d'un point d'équilibre du 

système. Alors, les performances du modèle se dégradent dès qu'on s'en éloigne et la re

cherche d'un modèle plus adapté et notamment non linéaire devient nécessaire. Maîtriser 

l'effet des non-linéarités d'un modèle sans avoir besoin de l'hypothèse de linéarité autour 

d'un point de fonctionnement était donc un défi de taille pour les chercheurs. Dans un 

cadre non linéaire, si le domaine de fonctionnement est restreint, les modèles linéaires four

nissent une bonne approximation des procédés non linéaires (équivalent au premier ordre 
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d'un développement en série de Taylor des fonctions non linéaires). Cependant, cette ap

proximation devient insuffisante si l'on considère des systèmes complexes à large domaine 

de fonctionnement (robotique, aviation, procédés économiques ou écologiques, etc). Dans 

ce cas, il s'avère nécessaire de faire appel aux méthodologies d'analyse des procédés non 

linéaires. Sur le plan théorique, ce problème a été résolu par le développement de tech

niques de commande non-linéaire basées sur la théorie de la géométrie différentielle. En 

plus de la problématique susmentionnée, un autre problème d'ordre théorique se pose lors 

de l'application de ces types de commande à un problème pratique: celui de la robustesse. 

0.2 Travaux effectués 

Pour positionner notre travail, il est nécessaire de citer les travaux déjà réalisés. Dès le 

début des années 1980, la commande par mode de glissement a connu un intérêt croissant 

chez les automaticiens. Elle se range dans la catégorie des commandes en boucle fermée à 

structure variable, et possède à ce titre un caractère non linéaire. Elle présente en outre 

des qualités de convergence en un temps fini et une robustesse face à une large classe d'in

certitudes et de perturbations extérieures. Ces différents points justifient son application 

dans des domaines très variés tels que la robotique, la mécanique ou l'électrotechnique 

[BSE96, BD95, SK95], [XLP03, FX05, CTDGLR08, MCAVAB08] ;[BD95, ES96, LL05, 

WRPS02]; [Fos91, Fos77, ZEGB82]; [BDB96, CdWS91, HB96, KZ95, Ina07]. 

Cependant, ce type de commande est à l'origine du phénomène bien connu de chattering. 

En effet, ce phénomène est indésirable car : 

- Il implique une grande sollicitation de l'organe de commande, ce qui empêche son 

application à des systèmes réels. 

- Il peut exciter les dynamiques hautes fréquences négligées au cours de la modélisation 

[Utk83]. 

- Il augmente le degré relatif du système et perturbe le mode de glissement idéal 

[Utk83, BBKU85, Fri85]. 

Pour réduire ce phénomène de chattering de nombreuses solutions ont été proposées parmi 

lesquelles on peut citer : 
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- Le remplacement, à l'intérieur de la couche limite, de la commande discontinue par 

une commande continue voir les travaux de [Utk77, DSM88, Slo84, SL91]. 

- L'utilisation d'observateurs d'états asymptotiques. 

- L'introduction des modes glissants d'ordres supérieures [EK193, Lev93, FL02, Utk06] 

dont le principe est de rejeter les discontinuités au niveau des dérivées supérieures 

de l'entrée du système. 

Depuis 1996, le nombre de publications sur la théorie du mode de glissement d'ordre 

supérieur ont augmenté de façon significative par les efforts du professeur Bartolini et son 

groupe [BFU97, BPUOl, BPPU03]. Deux autres contributions importantes de Levant qui 

propose une commande par mode de glissement (CMG) d'ordre arbitraire en 2001 [Lev01] 

et un différentiateur d'ordre quelconque asymptotiquement optimale en 2003 [Lev03). Ces 

deux derniers ont permis la conception et la mise en œuvre d'une commande avec un 

différentiateur d'ordre quelconque [Lev05). Cependant, la conception de nouveaux types 

de contrôleurs par Mode de Glissement d'Ordre Supérieur (MGOS) reste compliquée. 

Récemment, la généralisation de la conception d'algorithmes de commande d'ordre uni

versel arbitraire MGOS a été élaborée, basée sur les propriétés d'homogénéité [Lev05] 

et de quasi-homogénéité [Orl05) de la dynamique du MGOS. D'autres applications sur 

l'ordre supérieur peuvent être trouvées dans [LSBP04, PU04, KS06, NFP08). 

Dans les années 1990 une nouvelle famille d'algorithmes de commandes adaptatives uti

lisant l'approche backstepping a été développée. Ce type de contrôle permet la synthèse 

systématique de contrôleurs adaptatifs pour les systèmes non linéaires triangulaires. Son 

principe est basé sur la construction progressive d'une fonction de Lyapunov et la mise 

au point d'une loi de commande permettant la négativité de sa dérivée. [DD96, JN97, 

ASBKOO, LK05, UUP06]. 

Quand les limites supérieures des incertitudes sont inconnues, on fait appel au backstep

ping adaptatif. Dans Bodson et al. [BCNR93], une version adaptative basée sur l'identifica

tion des paramètres du système en temps différé est présentée. Blauch et al. [BBC93], ont 

présenté une méthode d'identification de paramètres basée sur la technique des moindres 

carrés et qui a besoin de dériver les états du système. Ces deux versions présentent l'in

convénient d'être en temps différé. En effet, si un ou plusieurs paramètres changent du

rant le fonctionnement, ces méthodes ne seront plus valables. D'autre part, Grcar et al. 
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[GCZG96], ont présenté une version adaptative basée sur une linéarisation exacte et qui 

utilise les techniques de Lyapunov afin de concevoir un signal de commande qui compense 

continuellement les chutes de tension produites par les paramètres incertains. 

Dans [KAALLA08], une nouvelle méthode d'estimation des paramètres variables en temps 

réel d'une grande classe des systèmes non linéaires a été proposée. L'algorithme développé 

est potentiellement utile pour ajuster les paramètres du contrôleur des entraînements à 

vitesse variable (machine asynchrone). Mais la stabilité de 1 'ensemble n'est pas démontrée. 

Dans [AAKLL09], l'auteur propose une méthode d'identification des systèmes non linéaires 

avec des paramètres variables dans le temps utilisant un observateur basé sur la combinai

son entre le mode glissant et les réseaux de neurones. Dans [ZW05], l'auteur valide la tech

nique du backstepping adaptatif sur un moteur synchrone après avoir linéariser le système. 

Sans oublier les travaux de Marino sur la commande et l'estimation en temps réel des pa

ramètres de la machine asynchrone avec incertitudes [MT99, MTV05, MTV08]. La com

mande par mode de glissement a été associée avec d'autres types de commande robuste et 

adaptative telle que la logique floue [Haj96, Waiül], la commande prédictive [PdlPC02], la 

linéarisation entrée-sortie [BEOl, ECRC02], les réseaux de neurones [WC03, LL05], la pas

sivité [VPB03], le backstepping, [KZ99, LCH07]. Une autre combinaison du mode glissant 

d'ordre supérieur basée sur l'algorithme sous optimal a été présentée par [FLOl, LSBP04], 

etc. 

0.3 Objectifs de la thèse 

L'analyse et la synthèse de lois de commande des systèmes incertains ont été lar

gement abordées dans la littérature ces deux dernières décennies. Cependant, les solu

tions théoriques proposées pour résoudre analytiquement les problèmes de commande des 

systèmes partiellement connus, n'ont pas été suffisamment validées expérimentalement sur 

des systèmés réels complexes. En effet, ces solutions sont souvent peu aisées à mettre en 

œuvre . L'objectif global de cette thèse, est l'élaboration de lois de commandes robustes 

avec pour idée maîtresse l'étude expérimentale approfondie d'un cas concret de systèmes 

complexes: la régulation d'un système hydraulique à trois cuves. Dans la première phase 

du travail, nous avons cherché à mettre en évidence les difficultés d'applicabilité concrète 
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d'une loi de commande sur des modèles de systèmes non standard, ceci à travers des 

adaptations d'algorithmes de la littérature. 

En se basant sur cette première phase nous avons élaboré des algorithmes permettant 

une mise en œuvre simple pour la commande des systèmes non linéaire incertains. Ces 

algorithmes incluent les approches modes glissants (CMG d'ordre un et deux) et les tech

niques backstepping (classique et adaptative). Toutes nos stratégies de commande ont été 

validées expérimentalement. Dans ce travail de thèse, nous avons cherché à apporter des 

réponses aux questions suivantes : 

- Comment atténuer voire éliminer le phénomène de chatterring dans 1' approche mode 

glissant? 

- Est-ce que l'approche mode glissant d'ordre 2 conduit à des résultats satisfaisants? 

- Comment adapter l'approche backstepping classique ou adaptatif sur un système ne 

respectant pas la forme "Strict feedback" ? 

- Cette adaptation permet-elle d'assurer la stabilité de la boucle fermée ainsi qu'un 

niveau raisonnable de performances asymptotiques, en présence de dynamiques 

négligées et jou d'incertitudes bornées? 

- Dans le cas du système hydraulique étudié, le problème de surparametrisation est 

il résolu? 

- Est-ce que la combinaison entre les approches CMG et backstepping adaptatif 

permet-elle d'assurer un bon comportement transitoire et de meilleure performance? 

- Est ce que nos stratégies de commandes en présence de bruit de mesure donnent-t

elles satisfactions sur le système hydraulique nonlinear à paramètres incertains va

riant dans le temps (dus aux variations de volumes dans les vannes de connexions) ? 

- Est-ce que les stratégies étudiées sont elles mises aisément en œuvre expérimentalement 

sur notre banc d'essai à trois cuves? 

Devant les défis d'ordre théorique et pratique mentionnés ci dessus, nous avons cherché à 

concilier une démarche de mise en œuvre pratique avec les fondements théoriques. Ainsi, 

les réponses concrètent apportées aux questions ci-dessus s'articulent autour de l'associa

tion de différents critères techniques de contrôle des systèmes complexes. Les lignes qui 

suivent résument notre contribution : 
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1. Les stratégies de commande étudiées sont des commandes non-linéaires utilisant les 

techniques des modes glissants d'ordre un et deux, du backstepping classique et 

adaptatif appliquées à un système interconnecté hydraulique à trois cuves. 

2. Concernant la CMG d'ordre 1 classique, nous proposons deux solutions de com

mande qui présentent des propriétés de robustesse supérieure à celles garanties par 

la CMG de base. La première concerne le rejet d'une classe d'erreurs de modélisation, 

en présence de perturbations extérieures. Pour ce faire une action intégrale est intro

duite dans la CMG d'ordre 1 afin de compenser l'erreur en régime permanent sous 

certaine condition. Une deuxième solution pour diminuer le phénomène de broute

ment provoqué par la CMG classique est de proposer un algorithme avec une couche 

limite variable [BMMCA +og], [BMMLB09]. 

3. Pour rendre possible l'implantation pratique de la commande, nous mettons en 

œuvre un différentiateur robuste basé sur la technique des modes glissants d'ordre 

supérieure, pour estimer ou dériver une sortie bruitée [BCABC09b], [BCABC09c]. 

4. Le nouvel algorithme de commande d'un banc d'essais à 3 colonnes que nous propo

sons est basé sur le backstepping adaptatif. Le modèle associé à ce système n'a 

pas la forme standard triangulaire, alors que la majorité des applications dans 

la littérature est réalisée sur des systèmes sous forme triangulaire. L'avantage de 

notre algorithme de commande est qu'il permet de résoudre le problème de surpa

ramétrisation, contrairement aux méthodes proposées par [HHVM05] pour la com

mande d'un système à deux colonnes interconnectées [BCADB09], [BCABC09a]. 

5. Une autre contribution concerne la combinaison entre le concept backstepping adap

tatif et le mode glissant d'ordre 1. L'avantage de cette stratégie réside dans la 

simplicité de synthèse de la surface de glissement. On note également un meilleur 

comportement transitoire lors de rejet de perturbation brusque [BCABClOa]. 

6. Pour réduire à la fois la complexité du contrôleur et le temps de calcul, nous pro

posons une solution qui consiste à associer le backstepping classique et la technique 

super twisting de l'approche CMG d'ordre supérieur. Cette solution améliore la ro

bustesse de la commande face aux variations paramétriques ; elle permet également 

d'atténuer considérablement le phénomène de broutement [BCABClOb]. 
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0.4 Plan du mémoire 

La thèse s'articule donc autour des chapitres suivants : 

Chapitre! 

Le premier chapitre comporte deux parties. La première partie est consacrée à un 

bref rappel de la commande à structure variable. Des éléments théoriques nécessaires à 

la compréhension du mode de glissement sont introduits. Nous abordons également les 

conditions d'existence du mode de glissement ainsi que les différentes méthodes qui per

mettent sa détermination (méthode de Filippov, méthode de la commande équivalente). 

Dans la deuxième partie, nous présentons la conception d'un contrôleur non-linéaire basé 

sur la technique de mode glissant d'ordre un et utilisant les fonctions d'adoucissement 

afin de diminuer l'effet de broutement. Ce contrôleur est appliqué à la régulation de ni

veau d'un système à trois cuves; ses performances sont comparées à celles d'un contrôleur 

par mode de glissement classique. Nous montrons que, le contrôleur non-linéaire élaboré 

utilisant les fonctions d'adoucissement n'est pas robuste, notamment lors des variations 

paramétriques du modèle du système. Nous proposons deux algorithmes. Le premier est 

basé sur l'introduction d'une action intégrale afin d'assurer le rejet d'une classe d'erreurs 

de modélisation, en présence de perturbations extérieures. Le second est basé sur 1 'utili

sation d'une couche limite variable pour atténuer l'effet de broutement. 

Chapitre 2 

Dans le deuxième chapitre nous nous intéressons aux méthodes de commande par 

modes glissants d'ordre supérieur. Nous décrivons en particulier les algorithmes dédiés 

aux modes glissants d'ordre deux. Deux commandes par modes glissants d'ordre supérieur 

à convergence en un temps fini sont développées :la première est fondée sur l'algorithme 

de twisting, la seconde est une commande à trajectoire convergente (principe de super 

twisting simplifié). Ces commandes sont élaborées et mises en œuvre sur un banc d'es

sais. Nous présentons également dans ce chapitre un différentiateur robuste basé sur la 

technique des modes glissants. Ce différentiateur est utilisé pour estimer la dérivée de la 

surface de glissement à partir des états mesurés. 
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Chapitre 3 

Les techniques de commande non linéaires basées sur le backstepping font l'objet du 

troisième chapitre. Le concept du backstepping bien adapté aux systèmes présentant une 

structure pyramidale, est basé sur la synthèse récurrente des fonction de Lyapunov qui 

assurent pas à pas la stabilisation de chaque étape du système. A chaque étape du pro

cessus, une commande virtuelle est ainsi générée pour assurer la convergence du système 

vers son état d'équilibre. Cette technique permet également de construire un contrôleur 

adaptatif. Cet aspect est exploité dans la première partie du chapitre, pour élaborer un 

contrôleur adaptatif non linéaire qui tient compte des incertitudes dans les paramètres du 

système, contrairement aux méthodes non linéaires classiques. Les paramètres inhérents 

à la régulation d'un système hydraulique tels que le coefficient de débit entre les cuves et 

du coefficient de fuite sont pris en compte. La deuxième partie du chapitre est consacrée à 

l'étude des performances en temps réel du contrôleur adaptatif non-linéaire mis en œuvre. 

Ses performances sont comparées à celles d'un contrôleur non linéaire du backstepping 

classique. 

Chapitre 4 

Dans le quatrième chapitre, nous étudions la stabilisation du niveau du liquide dans 

un système hydraulique à 3 cuves. L'approche développée dans le premier chapitre et la 

technique de commande adaptative par backstepping sont combinées pour élaborer une 

commande implantable en temps réel. Un deuxième algorithme associant la commande 

par modes glissants d'ordre deux et la technique de stabilisation par backstepping est 

également proposé. Cet algorithme bien adapté pour des systèmes non linéaires incertains 

permet de garantir l'établissement d'un régime glissant d'ordre deux avec un réglage 

simple des paramètres de la loi de commande. L'efficacité de cette stratégie de commande 

est illustrée par des tests expérimentaux sur un système hydraulique à 3 cuves, système 

fortement non linéaire. 

Conclusions et Perspectives 

Enfin dans une dernière partie, nous présentons les conclusions générales de ce travail 

ainsi que les perspectives qui se présentent pour la suite des recherches sur le sujet. 



Chapitre 1 

Modélisation et Commande par 

modes glissants 

Introduction 

De nombreuses techniques de commande non linéaire ont été développées depuis le 

début des années 80, telles que, la commande floue, la commande neuronale [BS90], 

[Mam75], [TS85], la commande linéarisante par bouclage entrées-sorties [IsiOOJ, et également 

la technique des modes glissants. Cette technique consiste à définir une surface dite de 

glissement, et une loi de Commande par Mode de Glissement (CMG) obtenue de manière 

à conduire et à contraindre le système à rester au voisinage d'une surface dite de "com

mutation". 

La CMG s'inscrit dans la théorie des systèmes à structure variable qui a pour but l'obten

tion, en boucle fermée, d'une dynamique largement indépendante de celle du processus et 

surtout de ses variations éventuelles. En ce sens, la commande à structure variable est une 

commande non linéaire qui possède la propriété de robustesse [Efe04], [ESOOb, ESOOa], 

[Gao93), [SR88], [Utk77], [Eme67], [WLT98, Z099, LL003, DK04, GKY05], [AZ06]. Elle 

est basée sur la commutation des fonctions de variables d'état, utilisées pour créer une 

variété ou hypersurface de glissement, dont le but est de forcer la dynamique du système 

à correspondre avec celle définie par l'équation de la variété. Quand l'état est maintenu 

sur cette hypersurface, le système se trouve en régime glissant, et sa dynamique est alors 

insensible aux variations des paramètres du processus, aux erreurs de modélisation et à 
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certaines perturbations extérieures tant que le régime glissant est assuré, [Dra69), [Utk77], 

[ESOOb). 

Ce chapitre est consacré dans un premier temps à une présentation générale des concepts 

de base de la CMG. Son principe, ses propriétés de robustesse ainsi que ses défauts sont 

abordés. Dans un second temps, un nouvel algorithme de CMG est proposé. Ce dernier 

est basé sur le remplacement de la couche limite constante par une autre, variable dans 

le temps. Cet algorithme permet d'obtenir un bon suivi de trajectoire et de diminuer le 

phénomène de chattering. A titre d'illustration, un exemple de simulation est développé. 

L'objectif de l'exemple choisi est de mettre en évidence les particularités de la CMG par 

l'approche proposée combinée avec une action intégrale. Une comparaison est proposée 

avec d'autres méthodes. Enfin, nous présentons la modélisation du système et les pre

miers résultats expérimentaux obtenus par les différentes méthodes proposées au cours de 

ce chapitre. 

1.1 Les systèmes à structure variable en mode glis

sant 

Les systèmes à structure variable sont caractérisés par le choix d'une fonction et 

d'une logique de commutation. Ce choix permettra de commuter à tout instant entre 

les différentes structures, en combinant les propriétés utiles de chacune de ces structures, 

afin d'avoir le comportement désiré du système. Soit le système décrit par l'équation 

différentielle suivante : 

x(t) = f(x, t, u) (1.1) 

où x= [x1 , x2, · · · , xnJT ERnest le vecteur d'état; uER est le vecteur de commande. 

On définit également s E R, une fonction suffisamment différentiable, telle que g; soit 

non nulle, la variété de glissement est définie par : 

S ={xE Rn: s(x) = 0} (1.2) 

Dans le but de maintenir l'état représentatif de l'évolution du système sur une variété S, 

on définit le vecteur de commande u qui commute entre deux valeurs (u-, u+) selon le 
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signe de la surface de commutation s(x) : 

{ 

u+(x, t) 
u(x, t) = 

u-(x, t) 

si s(x) > 0 

si s(x) < 0 
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(1.3) 

u+(x, t) et u-(x, t) étant des fonctions continues. S ={xE Rn: s(x) = 0} est une variété 

de glissement qui divise l'espace d'état en deux parties disjointes s(x) > 0 et s(x) < O. 

Cette logique de commutation a pour but de contraindre la trajectoire à suivre la surface 

de commutation. On dit alors que la trajectoire du système glisse le long de la surface de 

commutation s(x) = 0 et on parle alors du phénomène de glissement. 

La trajectoire dans le plan de phase est constituée de deux parties : le mode d'accès 

Phase d' iJtcès 
Mode glissant 

(Convergence vers l'état désiré) 

Figure 1.1 : Trajectoire d'état dans le plan de phase. 

(reaching mode) et le mode de glissement (figure 1.1). Dans la première phase, l'état du 

système (à partir d'une condition initiale quelconque x1(0) = x0 ) tend vers une surface 

de commutation s(x) =O. La deuxième phase est caractérisée par le mode de glissement 

durant lequel la variable d'état évolue sur la surface de glissement et converge vers l'état 

désiré xd(t) . 

1.1.1 A pp roche de Filippov 

Les trajectoires du système sur la surface s(x) ne sont pas clairement définies puisque 

le vecteur de commande u n'est pas défini pour s =O. Filippov a introduit une solution 

à ce problème en termes d'inclusion différentielle [UGS99]. 

Soit n+ et n- les deux régions dans l'espace d'état (séparées par la variété S) définies 
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Figure 1.2 : Mode de glissement au sens de Filippov. 

comme suit: 

n+ ={xE ~n, s(x) > 0} et n- ={xE ~n,s(x) < 0} 

Nous appellerons f,;t et f;; les projections respectives de f+ et f- sur la normale à la 

surface s(x) = 0 (figure 1.2). La fonction f(x, t, u) est discontinue autour de s(x) =O. 

{ 

f+ = f(x, t, u+) 
f(x, t, u) = 

f- = f(x, t, u-) 

sis(x)>O 

sis(x)<O 
(1.4) 

Les conditions d'existence et d'unicité d'une solution x(t) du système (1.1) sont fournies 

par le théorème de Filippov suivant : 

Théorème 1.1. [Fil60} Considérons le système décrit par l'équation (1.1) satisfaisant la 

condition 

3k E JR+ 'ix En+ U n-1 Bfi 1 < k , , a -
Xj 

(i J. = 1 2 · · · n) 
' ' ' ' 

Soit une fonction s(x, t) deux fois différentiables, telle que f;t et f;; soient continues par 

rapport à x et t , pour x solution de s = O. Le vecteur h = f;t - f;; est continûment 

différentiable. Si en chaque point de la surface s = 0, les inégalités f;t < 0 et f;; > 0 

sont vérifiées, il existe alors dans le domaine D une solution unique de l'équation (1.1) 

qui dépend des conditions initiales de façon continue. 

On peut conclure à partir de ce théorème que si les conditions de glissement f;t < 0 et 

f;; > 0 sont vérifiées, la trajectoire de phase atteint et reste sur la surface de commutation, 
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ce qui signifie que s est attractive au moins dans un voisinage. 

La solution unique du système (1.1) pour xE S est définie par : 

{

xE S 

X= fsm(X, t) 
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(1.5) 

avec !sm E { ronv( F)x n Txs}, où con v( F) est le plus petit espace convexe engendré par 

J+ et /- en x, corw(·) sa fermeture et Txs l'espace tangent à sen x. Pour un point sur 

la surface de glissement, la dynamique équivalente au sens de Filippov [Fil83] est donnée 

par: 

!sm= aj+ + (1- a)f- (1.6) 

Le paramètre a est choisi de manière à avoir le vecteur de vitesse !sm tangent à la surface 

de commutation, autrement dit : 

grad[s(x)]fsm = 0 avec grad[s(x)] = [ôsjôx1 , · · • , ôsjôxn] (1.7) 

En remplaçant !sm par son expression donnée par l'équation (1.6), on obtient : 

grad[s(x)][aj+ + (1- a)f-] = 0 (1.8) 

La résolution de l'équation (1.8) permet d'obtenir la valeur de a pour que les trajectoires 

de phases pendant le régime glissant restent sur la surface de glissement s( x) = 0, soit : 

grad[s(x)]f-
a = -~--:--~~;.._~ 

grad[s(x)](J-- J+) (1.9) 

En substituant l'équation (1.9) dans l'expression de !sm (1.6), la dynamique de glissement 

est alors donnée par : 

x= !sm= grad[s(x)]f- j+ _ grad[s(x)]!+ _ 
grad[s(x)](!-- J+) grad[s(x)](J-- j+)f 

Les valeurs que prend f(x, t) en mode glissant au voisinage de s(x) = 0, génèrent des 

solutions contraintes à glisser sur la surface de commutation avec, .s+ = gr ad( s) j+ < 0 et 

.s- = grad(s)J- > 0, et par conséquent la trajectoire de phase du système (1.1) reste sur 

la surface s(x). Lorsque le système est en régime glissant, les trajectoires doivent rester et 

évoluer sur la surface de commutations, en effet la dérivée de la surface de glissement au 

voisinage de l'hyperplan de commutation, doit être de signe opposé à celui de la surface 
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s(x). Les conditions suffisantes pour garantir l'existence des modes glissants sont alors 

décrites par : 

lim s(x) < 0 
s-->0+ 

et lim s(x) > 0 
s-o-

(1.10) 

Ces deux conditions peuvent se résumer par l'inégalité suivante : 

s(x)s(x) < 0 (1.11) 

Cette condition, appelée condition de glissement qui est aussi une condition nécessaire 

y 

x 

Figure 1.3 : Attractivité de la surface 

et suffisante de stabilité, représente l'inégalité fondamentale pour la synthèse de la com

mande par mode de glissement. Elle traduit le fait que si les projections de j+ et f- sur la 

normale à la surface s(x) = 0 sont de signes opposées, alors leurs trajectoires convergent 

vers la variété S et qui ont la particularité de glisser sur celle-ci, d'où l'attractivité de la 

surface s(x) (figure 1.3). 

La condition d'attractivité basée sur la théorie de Filippov décrite dans l'équation (1.11) 

est difficilement applicable dans le cas des systèmes multivariables. Pour résoudre ce 

problème, la méthode proposée par Utkin [Utk77], appelée approche de la commande 

équivalente, est présentée par la suite. Elle est basée sur le choix d'une fonction de Lya

punov qui satisfait la stabilité asymptotique du système et garantit une convergence en 

temps fini. 

1.1.2 Approche de la commande équivalente 

En mode de glissement idéal, on suppose que la commande discontinue commute à 

haute fréquence dirigeant le vecteur d'état avec précision vers la surface de glissement. 
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Malheureusement, la commutation rapide n'est pas réalisable dans la pratique. En effet 

pendant le mode de glissement, il existe toujours un temps de retard à la commutation, et 

donc une apparition de diverses imperfections, qui font osciller les états à proximité de la 

surface. On considère alors que le mode de glissement se produit au voisinage de s(x) =O. 

Afin de rendre la surface invariante dans le temps (s = 0), Utkin a proposé une méthode 

dite" commande équivalente" qui permet de maintenir l'état du système sur la surface de 

commutation et de diminuer l'amplitude de la discontinuité. Cette méthode représente 

la valeur moyenne que prendrait la commande u lors des commutations entre Umax et 

Umin· Elle est composée d'une dynamique lente (composante continue injectée) à laquelle 

s'ajoute une composante rapide en haute fréquence (partie discontinue). La méthode de 

la commande équivalente consiste à admettre qu'en modes glissants tout se passe comme 

si le système était piloté par une commande dite commande équivalente [Utk92]. 

Considérons le système non linéaire affine en la commande, donné par le modèle dyna

mique suivant : 

x= f(x, t) + b(x, t)u (1.12) 

avec x= [xl, x2, · · · , Xn]T le vecteur d'état, xE IRn, f(x, t) = [ft (x, t), h(x, t), · · · , fn(x, t)]T 

le champ de vecteur supposé lisse, b(x, t) est la matrice de commande de dimension n x m. 

u E IRm est le vecteur de commande tel que chacune de ses composantes ui subisse une 

discontinuité sur une hypersurface, de dimension (n- 1), suivant une loi de commande 

définie par l'équation (1.3). 

Le procédé de conception de la commande par mode de glissement peut se faire en deux 

étapes. Il faut d'abord définir une surface de commutation telle que la dynamique du 

système soit stable, et ensuite concevoir une commande permettant le suivi de la surface 

de glissement. L'hypersurface de glissement est définie par : 

S - {x: s(x, t) = 0} 
m 

- n{x: si(x, t) = 0} (1.13) 
i=l 

avec: 

s(x, t) = [s1 (x, t), · · · , sm(x, t)]T = 0 
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Nous cherchons une commande continue, vérifiant : 

'ïlx E ~n ( ) as( x, t) [/( ) b( ) ] as( x, t) 
8 x, t - ax x, t + x, t u + 8t 

as( x, t) 
- L1s(x, t) +Lbs( x, t)u + at = 0 (1.14) 

où L,s(x, t) est la dérivée de Lie de l'opérateur s(x, t) dans la direction J, et Lbs(x, t) est 

la dérivée de Lie de l'opérateur s(x, t) dans la direction b. 

1.1.3 Conception de la commande 

On suppose que la trajectoire du système (1.12) intercepte la surfaces à t = Tr. Pour 

t :;::: Trun mode de glissement existe. Tr définit donc le temps que l'ont met pour atteindre 

la surface de glissement. Il est appelé temps d'atteinte ou temps d'accès. 

L'existence d'un mode de glissement implique : s(x, t) = 0 et s(x, t) = 0, 'ï/t :;::: Tr. Si 

la condition nécessaire pour l'existence de la commande équivalente (inversibilité de la 

matrice Bs~~,t)b(x, t)) est vérifiée, alors la solution de l'équation (1.14) est donnée par: 

[
as J-I [as as J 

Ueq =- ax b(x, t) at + axf(x, t) 

En régime glissant, on obtient la dynamique suivante : 

. [as ]-
1 as [as ]-

1 as x= f(x, t)- b(x, t) ax b(x, t) axf(x, t)- b(x, t) ax b(x, t) at 

(1.15) 

(1.16) 

L'approche générale basée sur la méthode directe de Lyapunov sera employée pour la 

conception de la commande. Soit la fonction candidate de Lyapunov suivante : 

1 
V(s, x, t) = 2sTQ(x, t)s (1.17) 

où Q est une matrice de pondération symétrique définie positive. La stabilité asymptotique 

globale est assurée si la dérivée de (1.17) est strictement négative : 

V(s, x, t) < -G(V(s, x, t)) (1.18) 

où G(·) :;::: O. Cette condition est équivalente à: 

V. _ T [Qas Qas 1 aQ -1 (avec(Q)f) ] 
- s at + ax + at s + vec ax s 

T as (avec(Q) ) + s Q ax bu+ ST vee-l ax bu s < -G(V(s, x, t)) (1.19) 
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(Pour plus d'explications sur les opérateurs vec et vec-1, voir [Bre78]) 

Dans le cas où V(s, x, t) = sTQ(x, t)s avec Q(x, t) constante et G(V) = 0, (1.19) devient 

V= S Q- + Q-j + ST Q-bu < 0 · T [ Ôs ÔS ] ÔS 
ôt ôx ôx 

(1.20) 

Pour s =j; O. Substituons u(t) = un(t) + ueq{t), avec Ueq(t) définie par (1.15), on obtient : 

Le problème se réduit à sélectionner Un pour garantir que V(s, x, t) < O. Un peut être 

choisie par de nombreuses techniques [DSM88J, [Utk78] de manière à satisfaire l'inégalité 

(1.20), avec : 

[
ô ] -l 

Un= Ô; b(x, t) Ûn 

Les lois de commande plus utilisées sont indiquées dans le tableau 1.1. 

La loi de commande Ûn Conditions 
A as 
un= -iiBii a> 0 Vs:/= 0 et 0 sinon 

Ûn = -Ps P est une matrice symétrique définie positive, 

P=PT>O 

Ûn = Pï;X Pii =aï;< 0 si SïXj > 0 

=ai;> 0 si SïXj < 0 

Ûn = -aii(.-r, t)sign(si) aii(x, t) = Ài[s;o + 17i] avec Ài > 0, 17i > 0 

et 8 EN. 

Table 1.1 : Différentes stratégies de commande 

1.1.4 Etude de robustesse 

1.1.4.1 Modèle avec incertitudes paramétriques et perturbations mal adaptées 

La plupart des systèmes non linéaires sont caractérisés par des incertitudes adaptés 

et/ou mal adptés variant dans le temps, ce qui rend leurs commandes très délicates et 

complexes à mettre en œuvre. Dans ce qui suit, nous proposons de concevoir une com

mande par mode de glissement en présence de perturbations mal adaptées pour une classe 
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de systèmes représentés par les équations suivantes : 

±1 = Î1(x, t) + ~!1(x, t) + (b(x, t) + ~b(x, t))u 

±2 = A(x, t) + ~h(x, t) + d(t) (1.21) 

où Xl E el c Rm, X2 E 82 c Rn-m, sont deux vecteurs d'état x= [xf, xf]. u E u c Rm 

est la commande bornée telle que : juil :5 Uo, avec Uo > 0 (i = 1, 2, ... , m) et u = 

Î1(x, t), Î2(x, t) et b(x, t) sont les fonctions estimées de JI(x, t), h(x, t) et b(x, t). fi: Rn---+ 

Rm et h :Rn ---+ Rn-m, b(x, t) est une matrice (m x m), avec rang(b) = m et n > 2m 

[MM07]. 

~JI (x, t), ~h(x, t) et D.b(x, t) sont des incertitudes paramétriques bornées. d(t) et sa 

dérivée par rapport au temps sont bornées, d(t) E RP avec jd(t)l < Do et jd(t)j < D1, 

y E Y C Rm est la sortie du système. 

1.1.4.2 Choix de la surface de glissement 

La surface de glissement peut être une expression linéaire ou non linéaire [SL91]. En 

suivi de trajectoire, la surface devra être choisie de façon à garantir la stabilité du point 

d'équilibre x= 0 (x représente l'erreur d'état). C'est à dire que le choix de la surface doit 

assurer la stabilité du système en boucle fermée. Pour notre cas, nous allons choisir la 

surface de glissement en fonction de la sortie x2(t) et de sa dérivée ±2 (t) : 

avec X2 = X2 - X2ref. X2ref E Yret C Rm est le vecteur de la référence souhaitée. 

Soit les notations suivantes : 

Âl = 8s 8Î2 
8±2 8x1 

A 8s 8Î2A 
A=--b 

8.t2 8x2 
M 

8s .. ôs . 
= -

8
. X2re! + -

8
--x2ref 

X2rej X2ref 

1.1.4.3 Synthèse d'une commande par mode de glissement 

(1.22) 

Dans cette section, nous allons déterminer une loi de commande, capable d'attirer 

toutes les trajectoires d'état vers la surface de glissement et de les maintenir sur cette 



1.1 : Les systèmes à structure variable en mode glissant 37 

surface. 

Soit F(x) une fonction vectorielle telle que : 

avec les matrices Â, Â1, Â2 , A3 et M définies précédemment. 6F(x) est une incertitude sur 

la fonction vectorielle F(x) supposée bornée et F(x) la fonction estimée de F(x). De même 

b(x) = b(x) + 6b(x), avec 6b(x) une matrice d'incertitude sur la matrice b(x) constituée 

d'éléments 6bij bornés. b(x) la matrice estimée de b(x). Les erreurs d'estimation sur F(x) 

et b( x) sont supposées bornées telles que : 

IFi(x)- Êi(x)l < Gi et i,j = 1, ... ,m 

avec: 

et 

H= 

Proposition 1.1. Considérons le système (1.21) et la surface de glissement (1.22). Soit 

la loi de commande u appliquée au système définie par : 

u = -Â-1(F(x) + K(q)sign(s)) (1.24) 

.... .... .... A A T T 
Avec F(x) = Ad1 + Ad2 + M, et N = [Nt. N2, ... , Nm] , q = (qi, Q2, ... , qm] deux 

vecteurs tels que : 

et 

Avec la commande (1.24), chaque surface si converge en un temps fini Tr vers le domaine 

de glissement Ds tel que : 

<P est l'amplitude de la couche limite du domaine de glissement. 
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Preuve : Nous pouvons vérifier la convergence et la stabilité de la surface de glissement 

en appliquant le théorème de Lyapunov. 

Soit la fonction : 

1 
V(s) = -sTs 

2 
(1.25) 

La dérivée de cette fonction doit être négative pour que la surface de glissement converge 

vers zéro, c'est-à-dire : 

(1.26) 

Par dérivation de la surface de glissement(l.22), nous obtenons : 

Nous substituons la valeur de la commande donnée par l'expression (1.24), on trouve : 

s = llF + llBu- K(q)sign(s) (1.28) 

avec !lB= Â1llb. Une condition suffisante de convergence au sens de Lyapunov est : 

TI suffit de choisir la matrice K(q) telle que : 

On remarque que malgré la présence d'erreurs de modélisation et des perturbations 

extérieures, la stabilité exponentielle est garantie et la surface converge vers zéro (s(i2, x2) = 

0) et reste dans le domaine Ds tel que Ds = { s(i2, x2)/1is(i2, x2)11 < </>}, 4> étant l'ampli

tude de la couche limite du domaine de glissement. 
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1.1.5 Conditions de convergence en temps fini (cas monova

riable) 

Les problèmes de la poursuite de xd où le maintien de s à zéro du système (1.1), 

peuvent être résolus en considérant la fonction de Lyapunov suivante : 

La condition d'accès est donnée par: 

1 
V= -s2 

2 

v= ss < 0 

(1.30) 

(1.31) 

Pour garantir un temps d'accès fini, la dynamique de la surface de glissement sera spécifiée 

par la loi d'atteinte (77-attractivité) : 

s = -K11sign(s) (1.32) 

On suppose que K11 > 0, alors: 

(1.33) 

Soit Tr, le temps d'accès pour atteindre la surface s(x, t) = 0, et supposons qu'à t = 0, 

s(x, t) >O. La relation (1.33) peut alors se réécrire : 

(1.34) 

Si nous faisons l'intégration de l'expression (1.34) entre le temps initial t = 0 et le temps 

de convergence Tr, nous avons : 

(1.35) 

Sachant qu'à t = Tr, s(x, t) = 0 alors le temps Tr requis pour atteindre la surface, à partir 

d'une condition initiale quelconque s(t = 0), est borné par : 

T. is(t=O)i 
r< K 

17 

(1.36) 
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1.2 Phénomène de broutement (chattering) 

Dans la pratique, un régimeglissant idéal n'existe pas car la fréquence de commuta

tion des organes de commande a une limite finie. Autrement dit, il n'existe aucun organe 

de commutation pouvant commuter à une fréquence infinie (en effet cet organe devrait 

délivrer une énergie infinie). 

Le caractère discontinu de la commande engendre un comportement dynamique particu

lier autour d'une couche limite de la surface de glissement qui est communément appelé 

chattering ou phénomène de réticence (figurel.4). Cette oscillation au voisinage de la sur

face est due à l'imperfection des éléments de commutation ou des limites technologiques 

et physiques, telles que les retards au niveau des commutations ou des comportements 

avec hystérésis, qui peuvent exciter les dynamiques négligées (non modélisées) en haute 

fréquence. 

0 /réticence 
1(x)=/ 

x(t) 
Mode glissant 

(Convergence vers l'état 
désiré) 

.x, 

Figure 1.4 : Phénomène de réticence 

Le chattering peut dégrader les performances du système et même conduire à l'instabi

lité [Hec91]. La réticence implique également d'importantes sollicitations mécaniques au 

niveau des actionneurs, augmentant la consommation énergétique qui peut endommager 

les circuits électriques de puissance. 

1.2.1 Approximation continue de la commande par régime glis

sant 

Le phénomène de réticence (broutement) est le principal inconvénient de la commande 

par mode de glissement d'ordre un. Pour remédier à ce problème de nombreux algo-
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rithmes à structure variable ont été développés. On peut citer la commande continue 

dans une bande de la surface [8191], la commande avec correction intégrale en régime 

permanent [SK02, SK05],[HHP86], l'utilisation d'un observateur pour estimer la com

mande équivalente [BBKU85] et les solutions par limitation de la condition de glissement 

[UGS99]. Parmi les nombreuses méthodes proposées pour résoudre le problème de brou

tement, nous allons étudier en particulier une méthode de synthèse où la fonction" signe" 

est remplacée par une fonction "sat'' pour le calcul de la commande. Dans cette section 

.\' 
u(l) 

Couche limite 

s=O 

Figure 1.5 : Fonction de saturation et couche limite autour de la droite de glissement 

nous allons décrire les différentes fonctions d'adoucissement de la commande telles que 

la fonction saturation (figure 1.5), la fonction Comsin et les fonctions sigmoïdes, définies 

ci-dessous. 

Définition 1.1. [Slo84] Cette fonction consiste à substituer à la commutation une droite 

de pente ! dans la couche interne de la surface de discontinuité que nous appelons "couche 

limite" (figure 1. 6). L 'expression de cette fonction est donnée par : 

sat(s) ~ { ;:11 

cp est l'épaisseur de la couche limite, cp > O. 

si llsll ~ 4> 

si llsll < 4> 
(1.37) 

Définition 1.2. Une autre solution proposée pour lisser la commande au voisinage de 

la surface de commutation est de remplacer la fonction sign par une fonction continue 

"comsin" (figure 1. 7}, de la forme : 

com,;n(s) ~ { 

avec cp est l'épaisseur de la couche limite, cp > O. 

si llsll ~cp 

sillsll<4> 
(1.38) 
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/ v 
/ 

-1 
/ 

-~ 0 +f/1 

Figure 1.6 : Fonction de saturation Sat 

/ v 
J 

-1 / 

-f/> 0 

Figure 1. 7 : Fonction d'adoucissement Corn sin 

Définition 1.3. La fonction proposée par {HYYH88j consiste à remplacer la commuta

tion sign par une fonction continue à l'intérieur de la couche limite (figure 1.8) donnée 

par: 
s 

cont(s)= IJsJJ+I/J (1.39) 

/ -r 
./ ~~ - / Pente ..:. 

f/> -1 

Figure 1.8 : Fonction d'adoucissement Cont(s) 

Définition 1.4. La fonction comarc (figure 1. 9) substitue la commutation par la fonction 
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arctangente définie par : 

Comarc(s) = ~arctan (~) (1.40) 

/ ...--
R' 

A -........... f:::!en 1 
e , .c. 

~ / 
~,~y 

-1 

0 

Figure 1.9 : Fonction d'adoucissement Cam arc 

Le choix entre les différentes fonctions d'adoucissement précédentes n'est pas évident. On 

remarque cependant qu'il y a une grande analogie entre les deux premières fonctions et 

les deux dernières. 

15 

~~· ::· .. __,- -
IY 

A - -fon~tion Sign 
___,- ·1 •••••** foncnon Sat 

- • • fonction CDm.,. .·· -- fonction CDnt 
-fonction CDm,.. 

-1.5 0 

Figure 1.10 : Les différentes fonctions d'adoucissement 

Remarques 1.1. 

1. Les fonctions sat( s) et comsin(s) sont toutes deux exactement égales à la commuta

tion sign(s) à l'extérieur de la couche limite cf;. Par conséquent, ceci rend l'analyse 

vis à vis des erreurs de perturbation plus facile car on connaît d'une manière précise 

la frontière à partir de laquelle la commutation sign(s) n'est plus utilisée. Ceci n'est 

pas le cas des deux autres fonctions cont(s) et comarctg(s), pour lesquelles le choix 

de cf; n'est pas simple. 



44 Chapitre 1 : Modélisation et Commande par modes glissants 

2. Dans un cas idéal, la substitution de la fonction sign par l'une des fonctions de 

lissage ne change rien quant à "l'atteignabilité" de la surface de glissements = 0, 

car la condition ss < 0 reste toujours valable. En présence d'erreurs de modèle et de 

perturbations, on ne pourra assurer que s < cp et des erreurs de suivi en découleront. 

3. Par la suite, nous préférerons utiliser la fonction sat( s) qui est linéaire à l'intérieur 

de cp et qui rend l'analyse du comportement de s(t) à l'intérieur de la couche limite 

cp plus facile. 

1.2.2 Comportement à l'intérieur de la couche limite 

Dans cette section, nous proposons dans un premier temps la commande avec la fonc

tion "sat" dont la couche limite est variable. Ceci constitue une première approche pour 

diminuer le chattering. Ensuite nous présenterons les intérêts de la commande avec un 

intégrateur à l'intérieur dé la couche limite pour annuler l'erreur statique produite par 

les incertitudes paramétriques et les perturbations extérieures. Ces deux approches nous 

amèneront à résoudre le problème standard proposé dans de nombreuses publications 

concernant la robustesse de la commande. Considérons le système dynamique représenté 

sous sa forme canonique commandable suivante : 

xl(t) - x2(t) 

x2(t) - x3(t) 

Xn-l(t) - Xn(t) 

Xn(t) - f(xl, X2, · · · , Xn, t) + b(xb x2, · · · , Xn, t)u + d(t) 

y(t) - xl (1.41) 

avec X(t) = [x1(t), x2(t), · · · , Xn(t)f = [x(t), x(t), · · · , x(n-l)(t)f E 8 C IRn, u(t) est 

l'entrée de commande. Supposons que : 

llb(x, t) = lb(x, t)- b(x, t)l < H(x, t) 

llf(x, t) =1 f(x, t) - Î(x, t) 1 < G(x, t) 

ld(t)l < D 

(1.42) 
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Î(x, t) et b(x, t) sont les fonctions estimées de f(x, t) et b(x, t) avec b(x, t) =1= O. D.f(x, t) 

et D.b(x, t) sont des incertitudes paramétriques bornées, d(t) et sa dérivée par rapport au 

temps sont bornées. 

Notons xd = [xld( t)' X2d( t)' ... 'Xnd( t) ]T = [ Xd( t)' Xd( t)' ... 'x~n-l) ( t)] T E IR.n les consignes 

désirées du système. 

La surface de commutation est définie par : 

n 

s(x) =en+ Cn-len-1 + · · · + c1e1 = L c.;,ei avec 
i=l 

Cn = 1 (1.43) 

c.;,(i = 1, 2, · · · , n) sont des coefficients qui assurent la stabilité asymptotique du système. 

Ils sont choisis de telle manière à ce que le polynôme P(p) = c1 + c2p + · · · + p(n-l) soit 

un polynôme de Hurwitz. E1 = [e1, è1, · · · , ein-l)] est le vecteur d'erreurs de suivi dont 

les éléments sont définis par les égalités suivantes : 

e1(t) = x1(t)-x1d(t) 

e2(t) - x2(t)- x2d(t) = ±1(t)- :i:1d(t) 

(1.44) 

Théorème 1.2. Considérons le système (1.41) et la surface de glissement (1.43). Sup

posons que les incertitudes paramétriques et les perturbations extérieures soient bornées, 

alors la loi de commande assurant la stabilité asymptotique est donnée par : 

avec: 
1 

Ueq = b(x, t) 'lj; 

U = Ueq +Un 

Un= -~sign(s) 
b(x, t) 

où K satisfait la condition : 

K> AH l'!f;l+ A lbl (G+D+ry) 
lb!- H lbl- H 

avec: n-1 
- '""" . (n) A 'lj;- - ~ c.;,ei(t) + x1d - f(x, t) 

i=l 

(1.45) 

(1.46) 

(1.47) 

(1.48) 

Ainsi, les erreurs de suivi ei(i = 1, 2, · · · , n) convergent asymptotiquement vers zéro. 
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Preuve: 

La commande équivalente est déduite de la surface de glissement en imposant 8 = 0 
n 

s(x) = L <;ëi(t) 
i=l 

n-1 

= én(t) + L Cïèi(t) 
i=l 

= f(xr, x2, · · · , Xn, t) + b(xr, X2, · · · , Xn, t)u(t) 
n-1 

+ d(t)- xi~)(t) + L Cïèi(t) 
i=l 

= Î(x, t) + .6.f(x, t) + (b(x, t) + b..b(x, t)) u(t) 
n-1 

+ d(t)- xi~)(t) + L cièi(t) = 0 
i=l 

(1.49) 

Substituons la dernière égalité du système (1.41) dans la dérivée de la surface de glissement 

(1.49). Il en résulte que : 
n-1 

Î(x, t) + b(x, t}ueq- xi~)+ L <;èi(t) = 0 (1.50) 
i=l 

Ainsi, la loi de la commande équivalente peut être obtenue par : 

1 [ ~ ( (i) (i)) JA( ) (n)l Ueq = -A - - 6 Ci x 1 - x1d - x, t + x1d 

b(x, t) i=l 

(1.51) 

En choisissant la fonction candidate de Lyapunov V = !s2 , la condition d'atteinte est 

obtenue par : 
. 1 d 2 
V= 2 dts = ss::; -7Jis(x)l, s =rf 0 (1.52) 

où 1J est une constante strictement positive. 

Pour satisfaire la condition (1.52) et assurer que l'erreur d'état converge asymptotique-

ment vers 0, la commande équivalente est augmentée par une loi de commande discontinue 

un, ce qui donne: 

8 - Î(x, t) + .6.f(x, t) + ( b(x, t) + .6.b(x, t)) ( Ueq +Un) 

n-1 

+d(t) + L Cïèi(t)- xi~)(t) (1.53) 
i=l 

La dynamique réelle de la surface obtenue en commandant le système perturbé (1.41) 

avec u = Ueq - Kb- 1 (x, t)sign( s) est alors exprimée par : 

. _ .6.b(x, t) ( ~ . ( ) (n)( ) A( )) ( ) ( ) . ( s- ~ - L-Ciei t +x1d t-f x,t +.6.! x,t +dt -p,Kszgn s) 
b(x,t) i=l 

(1.54) 
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avec: 

f.1 = 1 + ~b(x, t) 
b(x, t) 

En utilisant les relations (1.54) et (1.52) nous pouvons récrire V : 

47 

V = s [ l>.f + L>.bb-1 
( - ~ e;é;( t) + xi( t) - Î) -(b + L>.b )b-1 K sign( s) + d( t)] ,s:-~lsl 

(1.55) 

En posant: 
n-1 

't/J =- L ~ëi(t) + xi~)(t)- Î 
i=1 

L'équation (1.55) devient : 

V = 8 ( .6.f + b.bb-1'1/J- (b + .6.b )b-1 K 8ign( 8) + d( t)) ::; -TJI81 (1.56) 

La condition (1.52) est vérifiée si : 

K > (b + .6.bt1b(l.6.bb-1't/J + .6.J + ldl + TJ) 

6-b b 
> A l't/JI + A (1.6./l + ldl + TJ) 

b + .6.b b + b.b 
(1.57) 

Rappelons que lb.JI ::; G, l.6.bl ::; H et sous la condition (1.52), nous pouvons finalement 

obtenir la condition suffisante de la convergence asymptotique : 

.6.b b 
K > A l't/JI+A (G+D+ry) 

b + 6-b b + .6.b 

> H l't/JI + lbl (G + D + ) 
lbl- H ibi- H TJ 

(1.58) 

alors ss < 0, par conséquent le mode glissant existe. 
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1.2.3 Couche limite variable 

La commande continue est conçue pour rendre la couche limite attractive, de façon à 

ce que les trajectoires démarrant de la couche limite soient attirées vers cette region en un 

temps fini. Bien que le phénomène de broutement puisse être diminué si la couche limite 

est choisie assez grande, l'erreur de suivi de trajectoire augmente si la bande de fréquence 

de commande est limitée. 

Dans le but d'obtenir un suivi de trajectoire de haute précision, une couche limite fine est 

nécessaire. Toutefois, elle risque d'exciter la commande à haute fréquence. Pour arriver 

à un meilleur compromis entre un minimum de broutement et une bonne précision de 

suivi de trajectoire en présence des incertitudes paramétriques, différentes stratégies de 

compensations ont été proposées. Parmi elles, on peut citer la commande par mode de 

glissement avec intégrateur [FWH97, FY98], [CW91], celle en utilisant les couches limites 

[Hwa96], [SL91] et la commande par mode de glissement complémentaire [CSR02], [Su01]. 

Dans cette partie, une stratégie de commande par mode de glissement basée sur la va

riation de la couche limite est proposée. Ce contrôleur permet à la fois de diminuer le 

broutement et d'obtenir un suivi de trajectoire de haute précision. Pour démontrer la 

validité de l'approche proposée, un exemple de simulation sera traité en détail à la fin de 

ce paragraphe. La loi de commande est donnée par : 

K s si isi >cp avec e1 # 0 -~j.;j 

Un= K s si isi :S cp avec e1 # 0 - b(x,t) tPIÀ(el)+t/>2(1-À(el)) (1.59) 

0 si e1 = 0 

avec cp= cp1>.(e1)+cp2(1->.(e1)), où cp1 et cp2 sont des couches limites différentes, vérifiant 

0 < cp2 < cpl et >.(el) = 1 pourie1i > eo, >.(el) = 0 pour ie1i ::; eo, eo étant une constante 

positive. 

Par conséquent, si l'état initial est à l'extérieur de la couche limite, isl ~ cp, il sera attiré 

à la couche limite de la surface de glissement. En outre, si la valeur absolue de l'erreur 

de suivie de trajectoire est plus petite que e0 , la couche limite est remplacée par cp2 < cp1 

de façon à ce que l'erreur de suivi ainsi que le phénomène de broutement soient atténuées 

de façon significative. Par conséquent, la région délimitée par l'épaisseur cp autour de la 

surface est attractive. 
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Lemme 1.1. [MM07} Considérons le système (1.41), l'expression de la commande (1.45), 

(1.59) et la surface (1.43). Si les incertitudes paramétriques et les perturbations extérieures 

sont bornées, pour tout t > Tr , où Tr est le temps de convergence vers la région s = cp 

et si 0 < !-Lm < IL < /-LM, alors la surface s est bornée à l'intérieur de la couche limite 

is(t)i < </J. 

Preuve: 

À Tr = ls(o~-<P, les trajectoires de phase franchissent la frontière de la couche limite. À cet 

instant la fonction discontinue sign( s) est remplacée par la fonction ~, nous avons alors : 

8 = ~b(x, t) (I: Ciêi(t)- x~~)(t)- }(x, t)) + !:l.f(x, t) + d(t)- 1-LKs~) 
b( x, t) i=l 'fJ 

(1.60) 

Si la surface s > <P alors la convergence des trajectoires de phase est garantie pour atteindre 

la région isl < <P par la condition ss < O. Une fois que la surface entre dans la couche 

limitée </J, la commande change de structure. La fonction discontinue définie par sign( s) 

devient ~'donc à l'intérieur de la couche limites < </J, nous avons l'équation différentielle 

suivante : 

:IL s(t) = ê(t)- s(t) (1.61) 

avec 

ê(t) = tJ:(~b(x,t) [I:Ciêi(t)- xi~)(t)- }(x, t)] + !:l.f(x, t) + d(t)) IL b(x, t) i=l 

(1.62) 

C'est une équation du premier ordre avec second membre, dont la solution de l'équation 

(1.61) est donnée comme suit pour t > Tr : 

K lt /-LK K s(t) = e-JJ.-:ft -ê(T)eJJ.-:fr dT 
tr </J 

(1.63) 

De l'équation (1.60) et (1.62), nous avons -<Pk 5 ê(t) 5 <Pf<, avec : 

c - H ·'· + 1 bj (G + D + ) 
'> - jbj - H 'l-'max jbj - H 'Tl 

(1.64) 

Donc: 

(1.65) 

avec: 

(1.66) 
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Dans le cas, s(Tr) > 0, nous avons : 

Donc: 

Sm(t) =-if> (f- (1+ f) e-llMt(t-Tr)) 

BM(t) =if> (f + (1- f) e-JLmt(t-Tr)) 

-if>< s(t) <if> 

Et de s(Tr) < 0, on obtient : 

Sm(t) = -if> ( f + ( 1 - f) e-llMt(t-Tr)) 

BM(t) =if> (f- (1 + f) e-JLmt(t-Tr)) 

Donc: 

-if>< s(t) <if> 

Donc, dans tous les cas : 

ls(t)l <if> 

(1.67) 

(1.68) 

(1.69) 

(1.70) 

(1.71) 

(1.72) 

(1.73) 

(1.74) 

En conclusion, la surface s est bien bornée à l'intérieur de la couche limite, d'où la 

démonstration du lemme 1.1. 

Si la dynamique de c(t) est supposée négligeable par rapport à la dynamique du système 

alors : 

lim s(t) = lim c(t) =En 
t-HX> t--+oo 

(1.75) 

Par conséquent, nous avons une erreur créée par c(t) : 

(1.76) 

avec Co une constante positive. 

1.2.4 Introduction de l'action intégrale 

Dans le but de compenser l'erreur en régime permanent, on peut ajouter un terme 

intégral dans la surface de glissement [HYYH88], [EA05] et [SK02, SK05]. Ce perfec

tionnement (à l'instar d'autres) est introduit a priori et justifié par des essais sur des 
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systèmes particuliers. Notre objectif dans ce paragraphe est de concevoir une nouvelle 

approche basée sur la théorie de la commande à structure variable, en introduisant un 

correcteur de type intégrateur sans toutefois perdre les propriétés de la CMG. Nous sup

posons que la dynamique de ê(t) est négligeable par rapport à la dynamique du système 

[MCAPB06). 

Dans ce qui suit, afin d'étudier la robustesse des méthodes de commande fondées sur 

l'utilisation des fonctions d'adoucissement vis-à-vis des incertitudes paramétriques, nous 

étudions le cas de la deuxième solution proposée. Cette solution consiste à introduire un 

intégrateur à l'intérieur de la couche limite pour éliminer l'erreur. 

U = Ueq + Uc + Ur (1.77) 

avec 'Ueq et Uc définies par (1.51) et (1.59) respectivement, Ur est donnée par : 

si 1 e1 ( t) 1 ::; eo 

si le1(t)l > eo 
(1.78) 

avec : Kr la constante intégrale et e1 = x1 - x1d. e0 est une constante positive satisfaisant : 

(1.79) 

1.3 Exemple de simulation 

Afin de tester les différents algorithmes présentés, considérons l'exemple décrit par : 

(1.80) 

avec f = a1x 1x2 + a2 x 1• Supposons que dans le cas nominal J = x 1x2 - x1 et que l'erreur 

d'estimation sur fest supposée bornée par une fonction connue G = G(xb x1 ) telle que : 

Il- JI ::; G !dl <D 

Les paramètres a1 , a2 et b sont des inconnus qui vérifient : 0.5 ::; a1 ::; 1.5, -1.5 ::; a2 ::; 

-0.5 et 0.8::; b::; 1.2, respectivement. (â1 ,â2 ,b) = (1,-l,l),d = 0 sont les paramètres 

dans le cas nominal. On considère la surface de glissement donnée par la fonction suivante : 

(1.81) 
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avec e1 = x1 - x1d, où x1d représente la sortie désirée. 

Par dérivation de cette surface (1.81), nous obtenons : 

s = f+bu+d(t)-xid+c1ë1 

= llf+llbu+d(t)+Î+bu-xld+clël (1.82) 

La meilleure approximation de la commande équivalente û calculée à partir de s = 0 est 

donnée par: 

Ueq 

(1.83) 

Pour satisfaire la condition (1.52) et assurer que l'erreur d'état converge asymptotique

ment vers 0, la commande équivalente est augmentée par une loi de commande discontinue 

Un= -ksign(s) : 

u = Ûeq- ksign(s) (1.84) 

En choisissant k = k(xb ±1) assez grand, la condition (1.52) peut être satisfaite à tout 

moment: 

v = ~!!_s2 - ss 
2dt 

- s [Î +!::if+ (1 + !::ib)u + d- x1d + c1e1] 

- s[!::if+d+llb(-Î+xid-clëi)] -(1+llb)Kisi:::;-7Jisl (1.85) 

La condition d'attractivité de la surface ~fts2 :::; -rJisl (1.52) est vérifiée si : 

Les résultats de simulation ont été obtenus en choisissant c1 = 2, k = 3.5 et </> = 0.1. La 

figure 1.11 montre la commande chahutée obtenue avec la loi de commande discontinue 

(1.84). La figure 1.12 montre l'évolution de la commande avec la fonction sat, nous re

marquons que la commande est douce. Les résultats de simulation des figures 1.13(a) et 

1.13(b), ont été obtenus avec la variation de la couche limite 1.59 en choisissant </>1 = 0.1, 

</>2 = 0.01, >.(el) = 1 pour le1l > 0.01, >.(ei) = 0 pour le1i :::; 0.01 et Kr = 100. Nous 

constatons que dans le cas nominal, nous n'avons pas d'erreur (figure 1.13(a)), ce qui 

n'est pas le cas quand le système est incertain (figure 1.13(b)). Dans la figure 1.13(b), 
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Figure 1.11 : La loi de commande par mode de glissement avec la fonction Sign. 
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Figure 1.12 : La loi de commande par mode de glissement avec la fonction Sat. 
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on constate que l'erreur de suivi en utilisant la nouvelle approche est de 0.0009 (avec 

r/J1 = 0.1 et cp2 = 0.01). En même temps, l'erreur de suivi pour la commande par mode 

de glissement avec la fonction sat standard (couche limite constante) s'élève à 0.009, ce 

qui est évidemment beaucoup plus grand. La même figure 1.13(b) montre l'élimination 

de l'erreur par l'addition d'un nouveau terme à la commande d'entrée (compensation de 

l'erreur). 

Ces résultats de simulation montrent que la stratégie de commande proposée est robuste 

face aux incertitudes paramétriques et aux perturbations extérieures. 
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Figure 1.13 : Erreurs statiques pour différentes strategies de commande 

1.4 Présentation du banc d'essai 

La commande non linéaire est appliquée à un système hydraulique comme illustré 

par la figure 1.14. Ce procédé peut être dédié à divers traitements : les eaux, d'autres 

liquides, ... , où des réactions chimiques sont supposées apparaître à différents points de 

fonctionnement. Afin de valider nos stratégies de commande présentées précédemment, 

nous avons utilisé un banc d'essai du Laboratoire (LTI) de l'université de Picardie Jules 

Verne. Il s'agit d'un système hydraulique à trois cuves comme le montre la figure 1.14 

comportant : 

- trois cuves T1 , T2 , T3 de 9.2 litres chacune, 

- un capteur de niveau par colonne, 

-un PC muni d'une carte d'acquisition Dspace DS1102, 

- un "actuateur" pré-actionneur. 

1.4.0.1 Description du banc d'essai 

La maquette est constituée de 3 colonnes T11 T2 et T3 , de hauteur maximale hmax, de 

section A, couplées par des vannes de transfert et qui peuvent être vidangées dans une 

cuve de rétention par des vannes de fuite. Ces vannes de fuite et de transfert notées Va.
1

, 

Va.3 et l/b.4 ont des sections efficaces identiques Sn. Deux soupapes rotatives peuvent être 

utilisées pour changer la section du canal et par conséquent changer les caractéristiques 
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Figure 1.14 : Système réel 

d'écoulement entre les colonnes. Ces deux soupapes ont des coefficients de conduite az1 et 

az3 · Chaque cuve a une conduite supplémentaire qui peut être utilisée comme perturbation 

par l'intermédiaire d'une valve Vbzi (i = 1, 2, 3) ajustable manuellement. 

Les cuves 1 et 2 sont alimentées en fluide par l'intermédiaire de 2 pompes de débit maximal 

Qmax· Ces pompes à vitesse variable sont utilisées pour pomper de l'eau dans le réservoir 

et la rejeter dans les colonnes situées en partie supérieure du réservoir. La vitesse d'une 

pompe peut être ajustée pour remplir un réservoir à gauche ou à droite, à un niveau 

exigé, sous contrôle manuel ou automatique. Le débit maximal de la pompe (1l7mlfs) 

est atteint quand une tension de 10 volts est appliquée à la pompe et le débit est nul à -10 

volt. Chaque colonne est équipée d'un capteur de pression donnant le niveau du liquide 

dans le réservoir. Les capteurs sont calibrés pour fournir des signaux de sortie variant de 

+10 volts à -10 volts correspondant à une variation de niveau d'eau de Omm à 600mm 

pour chaque colonne. Le système expérimental est équipé de capteurs et d'actionneurs qui 

communiquent via une carte d'acquisition (DAC6214) et un ordinateur. 

Deux convertisseurs D/A avec une gamme de tensions comprises entre -10 et +lOV, sont 

utilisées pour commander les pompes. Le plus grand débit de la pompe i est noté Qimax 

(voir Tableau 1.2). La fréquence d'échantillonnage utilisée est de 1kHz. 
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Symbole Valeurs Paramètres 

A 0.0154m2 Section de cuve 

Sn 5.10-5m2 Section des vannes de connexion 

SL 5.10-5m2 Section des vannes de fuite 

azi 0 < az ::; 1. 7 Coefficient de conduite entre les colonnes 

bzi 0 < bz ::; 1.2 Coefficient de conduite de fuite 

g 9.8lms-2 Constante de gravitation 

hmax 0.6m Hauteur maximum de l'eau dans les cuves 

Qimax 1.17.10-4m3 / s Débit maximum de la pompe i(i = 1; 2) 

Table 1.2 : Paramètres de la maquette à trois cuves 

1.4.0.2 Carte d'acquisition 

La carte utilisée est une DS1102 commercialisée par la société "dSpace". Elle convient 

parfaitement au prototypage de lois de commande. Elle est connectée via le bus ISA d'un 

PC. Cette liaison permet le téléchargement de codes exécutables pour le DSP depuis le 

PC siège de la compilation. Le lien par le bus ISA est également mis à profit pour per

mettre un dialogue de haut niveau en temps réel entre le DSP et les outils de supervision 

installés (logiciel Control Desk dans le cadre de notre étude) sur le PC. Le processeur est 

entièrement programmable à partir d'un langage de type schémas blocs (Simulink) grâce 

à l'interface software RTl (Real Time Interface) et RTW (Real Time Workshop). 

1.4.0.3 Les capteurs 

Les mesures des niveaux sont effectuées par des capteurs de pression par différence de 

piezo-résistivité. Un tuyau rempli d'air est fixé sur toute la hauteur de la colonne. Son 

extrémité haute est bouchée par le capteur de pression, et l'extrémité basse est fixée dans 

le bas de la colonne, le poids de l'eau dans la colonne fait donc pression sur le capteur qui 

détermine une hauteur d'eau via une résistance. 

1.4.0.4 L'actionneur 

L'actionneur permet : 
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- d'appliquer aux 2 pompes des tensions variables de -10 à +10 Volts, correspondant 

respectivement à un débit variant de 0 à Qmax, 

- de mesurer les tensions issues des 3 capteurs variables de +10 à -10 Volts, corres-

pondant respectivement à une hauteur de Om à hmax (environ 0.6 rn). 

Notons que sur la face avant de l'actionneur, 2 potentiomètres permettent de commander 

manuellement les 2 pompes à condition que les interrupteurs associés soient placés en 

mode manuel. Les différents signaux de mesure ou de commande transitent entre le PC 

et le système de contrôle par l'intermédiaire d'une carte de connexion. 

1.4.1 Modélisation 

Considérons maintenant le système comprenant trois cuves et représenté sur la figure 

1.15. 

Les équations d'état sont obtenues en écrivant que la variation du volume d'eau dans 

Pompe2 ~--------------------, 
Pompe 1 1 

1 
1 
1 

J 
1 
1 

1 1 _____________________ __. 

Figure 1.15 Système constitué de trois cuves contenant de l'eau et reliées par deux 

canaux 

un bac est égale à la somme des débits entrants moins la somme des débits sortants, 

c'est-à-dire, l'eau des bacs 1 et 3 peut se déverser vers le bac 2, mais aussi vers le réservoir 

d'alimentation. En utilisant les équations massiques (équilibre des débits), le système peut 

être représenté par : 

(1.86) 
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où Qijt1 ( t) représente le débit d'eau entre les cuves i et j ( i, j = 1, 2, 3\f i "1= j), et peut 

être exprimé en utilisant la loi de Torricelli [Oga78], voir annexe C : 

(1.87) 

et Qijt2 (t) représente le débit de sortie avec : 

(3 = 1,2,3,4 (1.88) 

où hi(t), Qfn(t) et Qfjt(t) sont respectivement les niveaux d'eau, le débit d'entrée et le 

débit de fuite. Le système des trois réservoirs peut être modélisé par le système de trois 

équations différentielles ci-dessous : 

dhl 
dt 

dh2 

= -C1sign(h1- h3)Jih1- h3l- B1 .;h; + ~1 
(1.89) 

-C3sign(h3- h2)Jih3- h2l- (B4 + B2)jh; + ~2 
dt 

dh3 
dt 

= C1sign(h1- h3)Jih1- h31- B3y'hs- C3sign(h3- h2)Jih3- h2l 

avec CJ! et B!3 des coefficients donnés respectivement par : 

1 
COi.= A aZO!.SnA Œ = 1, 3 (1.90) 

1 
B!3 = A bzf3SL.j29 (3 = 1, 2, 3, 4 (1.91) 

1.4.1.1 Modèle dynamique du système à deux colonnes 

Le système que nous voulons contrôler se compose de deux réservoirs T1 et T3 connecté 

comme indiqué sur la figure 1.15. Les valves az3 et bz1 sont entièrement fermées pendant 

les expériences, la valve az1 a été entièrement ouverte et la valve bz3 a été partiellement 

ouverte (on l'ouvre juste pour créer une perturbation). La position des valves n'a pas 

changé pendant les expériences. Le signal commandé (y) est la hauteur du niveau de 

liquide dans le réservoir T3 du milieu (y = h3 ). Ce niveau est contrôlé par la tension de 

commande de la pompe P1 ( u). Le système peut être considéré comme système à une seule 

sortie et une seule entrée où l'entrée est le débit Q1 et la sortie est le niveau du liquide 

h3, le système à deux colonnes peut être modélisé par les deux équations différentielles 

suivantes: 

(1.92) 
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où les paramètres sont définis par : 

1.4.1.2 Les contraintes du système 
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(1.93) 

(1.94) 

(1.95) 

Pour la maquette de colonnes couplées, le débit du fluide, Q1 , dans le réservoir 1, ne 
-

peut pas être négatif parce que la pompe ne peut que pomper l'eau dans le réservoir. Par 

conséquent, la contrainte sur le débit d'entrée est donnée par : 

(1.96) 

À l'équilibre, pour une consigne constante de niveau d'eau, les dérivées doivent être nulles: 

(1.97) 

Par conséquent, utilisant les équations (1.92) et (1.93) dans l'état d'équilibre, la relation 

algébrique suivante devient : 

- C1sign(h1- h3)y'jh1- h3i + ~1 
= 0 

C1sign(h1- h3)Vih1- h3j- B2Vha = 0 

où Q1 est le débit d'entrée à l'état d'équilibre, donné par : 

(1.98) 

(1.99) 

A partir de la relation (1.99), et pour satisfaire la contrainte (1.96) sur le débit d'entrée, 

nous devrions avoir C1sign(h1 - h3) ~ 0, ce qui implique: 

1.4.1.3 La forte non linéarité du système physique 

Dans ce paragraphe, nous abordons la problématique de non linéarité du système 

physique. Plus particulièrement, nous nous intéressons aux caractéristiques de la sortie 



60 Chapitre 1 : Modélisation et Commande par modes glissants 

1
x10-4 

~o.s 

"' ---1; 
;:3 0.6 

i s 0.4 

§ 
..!ll 0.2 ni Il . 

-

,~--

-· -1 ,-,1 
~ 

5000 10000 15000 
Temps (sec) 

Figure 1.16 : Différentes entrées du système en boucle ouverte 
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Figure 1.17 : Réponse du système pour différents débits volumétriques d'entrée 

en fonction de l'entrée, et aux variations des paramètres du système en boucle ouverte. 

La commande et les trajectoires du système en boucle ouverte résultants des essais ef

fectués sont illustrées respectivement par les figures 1.16 et 1.17. Ces trajectoires corres

pondent à la position de la vanne Vb,1 =lOO% (Vanne complètement ouverte). 

Les courbes résultantes (figures 1.18 et 1.19) ont été déterminées par interpolation et elle 

sont sensiblement imprécises aux positions extrêmes de la vanne. Si ces courbes sont em

ployées pour calculer les stratégies de commande basée sur le modèle du système, cette 

inexactitude peut conduire à des performances insuffisantes du système. 

La figure 1.18 montre la relation entre le coefficient de section bz1 et la position de valve 

pour différents débits volumétriques d'entrée, comme déterminé expérimentalement. L'ef

fet du débit d'eau sur les paramètres du système est montré sur les figures 1.20, 1.21 et 

1.22. 

Le système physique présente un comportement fortement non-linéaire en raison des ca-
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Figure 1.18 Caractéristique du coefficient de section en fonction de la position de la 
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pour différentes positions de la vanne 
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Figure 1.20 Différents débits volumétriques d'entrée du système en boucle ouverte 

ractéristiques non-linéaires d'écoulement, comme l'équation d'écoulement de Torricelli et 

les deux paramètres incertains az1 et bzs· En raison des caractéristiques des valves, tuyau 
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Figure 1.21 : Sortie du système pour pour différents débits volumétriques d'entrée 
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Figure 1.22 : Paramètres du système 

et pompe, le comportement du système contient plus de non-linéarités que le modèle 

mathématique décrit par les équations (1.92) et (1.93). Ceci peut être vérifié à partir des 

caractéristiques statiques montrées par les figures 1.18 et 1.19. 

1.5 Conception d'une loi de commande robuste par 

mode de glissement d'ordre un 

1.5.1 Présentation de la loi de commande 

La stratégie de commande proposée est appliquée au banc d'essai incluant deux 

réservoirs (figure 1.14)[BMMCAB07]. Soit x1 = h1 , x2 = h3 et u = Q1 . Le système 

à deux cuves peut être modélisé par les deux équations différentielles suivantes : 

Xl= -ClVXl- X2 +-x 
X2 =cl Jxl- X2- B3..fii2 + d(t) 

(1.100) 
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d(t) représente la perturbation mal adaptées. d(t) et sa dérivée par rapport au temps sont 

bornées, ld(t)l < D0 et ld(t)l < D1 . Le degré relatif du système (1.100) est égal à deux. 

Afin de faire apparaître l'entrée u(t) de manière explicite dans la dérivée de la surface de 

glissement, l'ordre du système nous impose le choix d'une surface décrite par l'équation 

suivante : 

(1.101) 

où À est un paramètre positif. Notons par x2d la consigne désirée du système, et i 2(t) = 
x2(t)- x2d(t) l'erreur de suivi. Par dérivation de cette surface, nous obtenons : 

s -

-

+ 

-

(x2 - x2d) + -\(±2 - ±2d) 

-Cf+~~+ -\(Cl Jx1- x2- B3y'X2- ±2d)- Ï2d 

C1 B3 2x2 - x1 + -\d + d + C1 u 
2 Jx2 (x1 - x2) 2A ..jx1 - x2 

. c1 u 
'I/J1 + Àd + d + -A---;=== 

2 ..Jx1- x2 
(1.102) 

Nous définissons la commande équivalente à partir de la relation (1.102) en supposant 

que s = 0: 

(1.103) 

-J;1 étant une estimation de 'lj;1 , à savoir : 

où ê1 est un paramètre non nul. Finalement la commande appliquée au système, en 

respectant l'attractivité de la surface de glissement est la suivante : 

(1.104) 

En choisissant la fonction candidate de Lyapunov V = ts2 , la condition d'atteinte est 

obtenue par : 

. 1 d 2 
V= 2 dt s = ss::; -7Jis(x)l, s # 0 (1.105) 
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où 'fJ est une constante strictement positive. 

En utilisant les relations (1.102) et (1.104) nous pouvons récrire V : 

v - ss 

- S [1/Jl + Àd + d + 2CAl 
1 

( Ueq + Un)] 
yx1- x2 

- s [~1 + .Xd + d + ~1- (G\ + Ô1)Ôï 1~1- (C1 + Ô1)Ôï1 ~sign(s) J (1.106) 

- s [~1 + .Xd + d- C1Ôï 1~1- (cl+ êl)Ôï1r;,sign(s) J (1.107) 

où ~1 = 'lj;1 - ~1 . La condition (1.105) est vérifiée si : 

~ > (cl+ êl)Ôï1 (1Clêl~ + ~1 + .Xd +di+ TJ) 

> C1(ê1 + c1t1 l~1l + C1(ê1 + cl)-1 (1~11 +-Xl dl+ idi + TJ) (1.108) 

L'expression de la fonction inconnue est donnée par : 

,Pl= -Cî- 2Clêl + B§ + B3Ê3 + .XClVXl- x2 + B3Ôl + ClB3 + Ê3Cl 2x2- xl 
2 2 .Jx2(x1- x2) 

-.XB3y'x2 

idl <Do (1.109) 

Le choix de la valeur de la constante r;, est donné tel que : 

(1.110) 

Avec un bon choix de r;,, la condition ss < 0 est toujours vérifiée. La fonction de commu

tation s(i2, x2), converge en un temps fini Tr vers zéro et, par conséquent, la convergence 

des trajectoires de phase est assurée vers les références désirées du système en boucle 

fermée. 
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1.5.2 Résultats expérimentaux de la CMG classique 

La loi de commande est obtenue à partir de l'équation (1.104). Elle a été implantée 

sur la carte dSpace1102. La fréquence d'échantillonnage a été fixée à 1kHz. Cette loi de 

commande nécessite trois paramètres de réglage À, 1J et K. Pour assurer la négativité de 

la dérivée de la fonction de Lyapunov et garantir une erreur de niveau relativement faible 

et sans dépassement, nous avons réglé ces paramètres tels que : À = 25, 1J = 5 et K = 25. 

Nous mettons en œuvre successivement deux tests expérimentaux sur le banc d'essai. 
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Figure 1.23 : Résultats expérimentaux obtenus avec la CMG classique 

Nous remarquons au premier test l'effet du changement de la consigne. Dans le deuxième, 

et dans le but de montrer l'intérêt de la technique de commande, nous nous proposons 

d'étudier la robustesse par rapport aux perturbations extérieures. Pour ce faire nous avons 

utilisé la troisième colonne T2 pour créer des perturbations extérieures par l'ouverture et 

fermeture de la Vanne Vaz3 , (voir figure 1.15). 

Les courbes de la figure 1.23 montrent les résultats obtenus en appliquant la commande 
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classique par mode de glissement. La figure 1.23(a) montre la commande chahutée obtenue 

avec la loi de commande discontinue (1.104). Nous constatons que dans le cas nominal, 

nous n'avons pas d'erreur (figure 1.23(d)). 
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Figure 1.24 : Résultats expérimentaux obtenus avec la CMG classique en présence de 

perturbations mal adaptées 

La figure 1.24(c) montre bien que la sortie suit sa référence malgré la présence de pertur

bations. La figure 1.24(a) montre la réaction de la commande pour garder la valeur de la 

sortie à h(t) = href = O.lm. Toutefois, la sortie est toujours maintenue, ce qui montre la 

robustesse de la loi de commande par rapport aux perturbations extérieures. 

Les courbes d'évolution du niveau d'eau et de la commande montrent l'effet indésirable de 

broutement. La sortie oscille autour de la référence avec une amplitude maximale égale à 
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2mm. Les résultats expérimentaux obtenus en utilisant la Commande par Mode de Glis

sement avec la fonction de Saturation ( CMGS) seront présentées comme suit. 
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Figure 1.25: Résultats expérimentaux obtenus avec la CMGS en présence de perturba

tions mal adaptées 

On peut conclure à partir de la figure 1.25 qu'il existe un compromis entre la robustesse 

et la valeur de l'amplitude de la couche limite cjJ et que le chattering devient important 

en augmentant la constante K. Pour remédier au phénomène de broutement sans perdre 

les propriétés de robustesse, nous allons utiliser dans la section qui va suivre une approxi

mation continue de la commande par mode de glissement avec une couche limite variable 

(CMGCLV). 
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1.5.3 Résultats expérimentaux avec couche limite variable 

Dans ce qui suit, les algorithme les résultats portant sur l'utilisation des fonctions 

d'adoucissement avec couche limite variable seront exposés. L'objectif étant de résoudre 

le problème de broutement souligné au paragraphe précèdent. 
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Figure 1.26 : Résultats expérimentaux obtenus avec la CMGCLV 

À partir des résultats expérimentaux montrés dans la figure 1.25(a), on constate que le 

broutement existe et il est inévitable pour la commande continue avec une couche limite 
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fixe (c/>). La fonction d'adoucissement utilisée dans notre cas est donnée comme suit: 

si lsl ?. cl> 

si lsl <cl> 
(1.111) 

En revanche, on peut observer à la figure 1.26(b) que le chattering n'existe plus en utilisant 

la CMGCLV. Toutefois, sur une échelle agrandie, à la figure 1.26(f), l'erreur de suivi 

obtenue avec la nouvelle approche CMGCLV est de 0.1mm, alors que cette erreur de 

suivi en utilisant la CMGS était approximativement de 0.5mm, ce qui était évidemment 

beaucoup trop important. 

1.5.4 Introduction de l'action intégrale 

Nous avons vu que l'introduction d'une fonction continue à la place de la fonction 

sign fait apparaître une erreur sur la sortie. L'approche de la couche limite variable nous 

a permis de diminuer le chattering et l'erreur statique. Par ailleurs, nous avons montré 

au paragraphe 1.2.3 que la surface de glissement reste à l'intérieur de la couche limite 

et nous avons vu que la solution de l'équation différentielle 1.61 dépend des erreurs de 

modélisation et des perturbations extérieures. Dans le cas d'une régulation, nous avons 

une erreur statique qui dépend de é. Pour éliminer cette erreur, on injecte une action 

intégrale quand la surface se trouve à l'intérieur de la couche limite bornée par c/>. En 

régime permanent on définit e0 ?. supt_,oollx2ll telle que : 

avec: 

si llx21i :5 eo 
si 1i:f21i > eo 

(1.112) 

(1.113) 

Kr est une constante d'intégration. Dans le cas où la dynamique de c(t) n'est pas négligée, 

la solution de l'équation (1.61) dépend de c(t). 

La figure 1.27(f) présente la réponse h3(t) du système. Dans le cas où on applique une 

perturbation w1 (i.e la dynamique du système est négligeable), la sortie converge vers la 

référence et nous avons une erreur inférieure à 0.2%. On remarque comme nous l'avons dit 

à la proposition 1.1, que l'action intégrale compense bien les incertitudes paramétriques 

et les perturbations extérieures. 
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Figure 1.27 : Résultats expérimentaux obtenus avec la Commande par mode de glisse

ment avec action Intégrale (CMGI) 
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Figure 1.28: Sortie du système en utilisant les trois commandes CMG, CMGS et CMGI 

Les trajectoires d'états du système en boucle fermée sont illustrées par la figure 1.28(a). 

Ces trajectoires correspondent à des résultats obtenus respectivement par la CMG, la 

CMGS et enfin la CMGI. La figure 1.28(b) représente un zoom de l'évolution des sorties 

commandées. Nous pouvons constater que la commande du système en boucle fermée est 

robuste et que l'objectif d'atténuation de broutement est atteint. 

1.6 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons abordé le problème de la commande par mode de glisse

ment d'ordre un des systèmes non linéaires incertains. La première partie de ce chapitre 

a été consacrée à une présentation générale des concepts de base de la CMG (condition 



72 Chapitre 1 : Modélisation et Commande par modes glissants 

d'existence, phénomène de réticence, propriétés de robustesse, ... ). 

Les avantages de la commande par mode de glissement se situent d'une part dans la sim

plicité de l'implantation des lois de commande, et d'autre part dans la robustesse qu'elle 

offre vis-à-vis des incertitudes et des perturbations extérieures. On peut cependant noter 

que les performances du système peuvent être altérées à cause de l'oscillation forte de 

l'organe de commande. Ce phénomène, appelé broutement (Chattering Problem), rend la 

régulation difficile voire même impossible dans certains cas. 

La seconde partie de ce chapitre a été dédiée à la construction d'un algorithme de com

mande par mode glissant d'ordre un qui diminue le broutement et qui garanti une bonne 

régulation. Cet algorithme consiste dans un premier temps à remplacer la couche limite 

constante par une autre variable dans le temps et par la suite à ajouter un terme intégral 

à la commande d'entrée (compensation de l'erreur), afin de rendre robuste vis-à-vis des 

perturbations cette commande nominale basée sur des fonctions d'adoucissement. 



Chapitre 2 

Commande par mode de glissement 

d'ordre supérieur 

Introduction 

La CMG est une approche largement utilisée pour la conception de loi de commande 

des systèmes incertains. L'avantage d'une telle approche réside dans sa robustesse par 

rapport aux perturbations (Utk92], (UGS99]. De plus, elle est généralement très simple à 

mettre en œuvre. L'inconvénient majeur des modes glissants classiques du premier ordre 

est l'existence d'un effet de réticence ou broutement [Boi03), (Friül], [UGS99]. Ce brou

tement est en particulier généré par les dynamiques non modélisées dans les dispositifs 

de commutation [BBKU85]. Pour palier à ce problème, trois approches sont utilisées : 

l'approximation continue de la fonction "sign" (par exemple, la fonction de saturation 

[BZ86]), l'observateur d'état asymptotique pour limiter la réticence [BBKU85], les algo

rithmes de commande d'ordre supérieur [EKL86]. L'approche par mode de glissement 

d'ordre supérieur permet la réduction voir même l'annulation du phénomène de chatte

ring, tout en conservant les propriétés de robustesse et de convergence en un temps fini. 

([BPPU03), [BPUOl), [FL02],[Lev93, Lev03), [OAC03), [SR02] ). 

Ce chapitre présente la méthode de commande par mode de glissement d'ordre supérieur 

(CMGOS). Nous décrivons en particulier les algorithmes d'ordre deux (twisting et super 

twisting). Nous démontrons que, contrairement à l'algorithme de super twisting, la loi de 

commande utilisant l'algorithme de twisting nécessite la dérivée de la surface, ce qui en-
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traîne le" chahutement" de la commande. Dans ce contexte, nous présentons l'algorithme 

de dérivation ( différentiateur) basé sur les modes glissant d'ordre supérieur ainsi que son 

implantation sur un système avec des sorties fortement bruitées. Les deux méthodes sont 

exposées puis validées sur le banc d'essai présenté au chapitre 1. 

2.1 Formulation du problème 

L'inconvénient majeur de la CMG d'ordre un, réside dans les oscillations appelées 

phénomène de " broutement " ou " chattering ". Plusieurs solutions ont été exposées 

dans le premier chapitre pour remédier à ces oscillations. Nous présentons une autre 

méthodologie pour atténuer ce phénomène de chattering en appliquant la discontinuité 

sur la dérivée de la commande [Lev93]. Cette commande permet aussi d'assurer un com

portement robuste du système et une convergence en un temps fini. 

Considérons un système non linéaire affine, dont la dynamique est décrite par le système 

différentiel : 

x = f(x, t) + b(x, t)u 

s - s(x, t) 

y - h(x) (2.1) 

où x - [x1 , ... ,xn] E X C ~n représente l'état du système avec X un ouvert de ~n, 

u E U C ~l'entrée de commande, et y E ~est la sortie à commander. On suppose que 

l'entrée de commande u est bornée, éventuellement discontinue et dépendante de l'état et 

du temps. f et b sont des fonctions supposées suffisamment différentiable, mais connues 

de façon incertaine. s(x, t) est une fonction suffisamment differentiable telle que ses (r -1) 

premières dérivées par rapport au temps ne soient fonction que de l'état x (ce qui signifie 

qu'elles ne contiennent aucune discontinuité). Enfin r désigne le degré relatif du système 

(Définition 2.1). 

L'objectif de la synthèse d'une Commande par Mode de Glissement d'Ordre Supérieur 

(CMGOS) est de contraindre les trajectoires du système (2.1) à évoluer en un temps fini 

sur l'ensemble de glissements d'ordre r défini par : 

sr= {xE ~nls = s = ... =sr-I = 0}, rE N (2.2) 
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Nous présentons ici brièvement la théorie de la CMGOS. Pour plus de précisions, cette 

théorie est bien développée dans [EKL86], [Lev93],[BFLU99], [FloOO], [FL02]. 

Définition 2.1. [Lev93j Soit sr l'ensemble de glissements d'ordre r, considéré non vide, 

et supposons qu'il définisse localement un ensemble intégral au sens de Filippov. Alors la 

dynamique satisfaisant (2.2) est appelée mode glissant d'ordre r par rapport à la surface 

de glissement s. 

Définition 2.2. [Lev93j On dit que la loi de commande u est un algorithme glissant 

idéal d'ordre r par rapport à s si elle génère un mode glissant d'ordre r sur sr, i.e. 

s = s = ... = s(r-l) = 0 (2.3) 

Comme pour un mode glissant classique, on peut considérer qu'en régime glissant le 

système est régi par la dynamique équivalente : 

X= f(t, X, Ueq(t, x)) 

où Ueq est la commande équivalente selon Utkin [Utk77] déterminée à partir de l'équation: 

s = s~(t,x) + s'x(t,x)f(t,x,ueq(t,x)) = 0 

dont la solution est supposée unique. 

2. 2 Mode de glissement réel 

Dans la définition 2.1, il est supposé que l'ensemble de glissement d'ordre rest atteint 

exactement, et lorsque la fréquence de commutation tend vers l'infini, un tel régime est 

appelé" glissement idéal". Toutefois, ce n'est pas le cas en pratique étant donné les imper

fections des organes de commande, le régime glissant ne prend place que dans un proche 

voisinage de la surface considérée. Ce comportement est qualifié de régime glissant réel. 

Définition 2.3. Soit une fonction 1'( c) telle que 1'( c) tend vers 0 si E tend vers O. Un 

algorithme de commande réel sur la surfaces= 0 est dit d'ordre r(r > 0) par rapport 

à )'(E), si pour tout ensemble local de conditions initiales et pour tout intervalle [t1 t2], il 

existe une constante C, telle que l'état x en régime permanent satisfait: 



76 Chapitre 2: Commande par mode de glissement d'ordre supérieur 

Cette définition implique en outre que l'inégalité ci-dessus est vérifiée en un temps fini. 

Si 'Y( E) est le plus intervalle de temps de la commande alors le terme " par rapport à 'Y( E) 

" est omis. La définition suivante est une extension aux algorithmes concernant des lois 

de commande discontinues et des fréquences de commutations bornées [Lev93], [FL02]. 

Définition 2.4. Soit un algorithme, dépendant d'un paramètre E, générant un régime 

glissant sur la surfaces, et dont l'action est continue par morceau par rapport au temps, 

avec des intervalles de continuité pas plus petits que T(E) > 0, où T(E) --+ 0 quand E--+ O. 

Si cet algorithme est d'ordre r par rapport à T, on dit alors que c'est un algorithme par 

modes glissants réel d'ordre r par rapport à la surface s. 

Proposition 2.1. [Lev01j Soit l un nombre entier inférieur à r. Si la lierne dérivée s(l) = 

(djdt)1s(t, x(t, E)) est uniformément bornée, alors il existe des constantes C1, C2, ... , C1_1 

telles que, en régime établi on a les inégalités suivantes : 

1
.1 < c l-1 1 .. 1 < c 1-2 1 (1-1) 1 < c S _ 1T , S _ 2T , ... , S _ l-IT 

Il en résulte qu'un algorithme d'ordre r permettra, si la méthode d'intégration est à pas 

variable majorée parT, d'obtenir la précision de convergence suivante {FloOOj: 

Proposition 2.2. {Lev01j Soit 6 > 0 et p > 0 des entiers et soit { Ei} une séquence avec 

Ei tendant vers O. Supposons que pour chaque Ei il existe un intervalle de temps sur lequel, 

le régime permanent de l'état est régulier et pour chaque intervalle la pième dérivée de s 

satisfait : 

sur l'ensemble de l'intervalle, alors l'ordre du glissement réel satisfait r ::; p. 

À partir de ces propositions, l'ordre r du glissement réel satisfait : 

s = s = s = ... = s(r-l) = 0 

Pour les régulateurs à structure variable classique, seul le premier ordre est vérifié avec 

commutation discrète. 



2.3 : Surface généralisée et degré relatif 77 

2.3 Surface généralisée et degré relatif 

Considérons un système dynamique et son modèle présumé linéaire issu de l'identifi

cation [Lan88] : 
n a L aky(k) = L biu(i), (2.4) 

k=O j=O 

L'ordre du système est n, la dynamique des zéros est d'ordre a et le degré relatif n* = 

n-a. On présente ci-dessous une évaluation des ordres et degré du système à commander 

(n,n*,a). 

À partir du glissement sur des surfaces d'ordre croissant par observation des évolutions 

s(x, t) et de u(t). Confirmons un résultat fondamental, démontré au paragraphe 1.1.3 du 

Chapitre 1, sur l'existence d'un régime glissant, c'est-à-dire la condition ss < 0 exprimée 

en fonction du degré relatif du système ayant comme entrée la commande discontinue u(t) 

et comme sortie la fonction de surface s(x, t). 

Considérons une surface de glissement linéaire par rapport aux variables d'état, définie 

dans l'espace des phases, par la fonction de surface généralisée d'indice j3 ci-après : 

f3 
Sf3(t) = L CkY(k-1) Cf3 = 1 (2.5) 

k=1 

Le vecteur x= (y, y, ... , y<n-1)) concerne le système d'entrée u, j3 est un entier voisin de 

n*. 

Théorème 2.1. Un régime glissant existe sur la surface définie par s13(t) si le degré relatif 

r du système ayant comme entrée la commande discontinue u et comme sortie s13(t) est 

égal à un. 

On montre que l'ordre j3 de la surface est alors égal au degré relatif n* du système étudié, 

l'équation (2.4) s'écrivant dans le formalisme de Laplace : 

n a 

L aipiy(p) = L bi pi u(p) (2.6) 
i=O j=O 

La fonction de surface s13(t) a pour expression dans le formalisme de Laplace : 

(3 

Sf3(P) = L CkPk-1y(p) (2.7) 
k=O 
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On en déduit : 

(2.8) 

Le degré relatif r est égal à : 

r = n- (a+ J)- 1) =(n-a)- J) + 1 avec n - a = n* ===> r = n * - f3 + 1 

Si le régime glissant existe sur s13 = 0 alors r = 1 soit f3 = n*. 

Le théorème précédent peut être généralisé pour un système d'ordre n (degré de son 

équation caractéristique) et pour cela la transmittance s'écrit : 

"a b ,_,j "'n k-1 
Sn (p) Ltj=O jl' Ltk=1 CkP 

v(p) = a "'n . i P Lti=O atp 
(2.9) 

On obtient pour le degré relatif : 

r = (n +a)- (n- 1)- a= 1 (2.10) 

On retrouve bien le résultat du théorème concernant le degré relatif égal à un pour le 

système ayant comme entrée la commande discontinue v= u(o:) et comme sortie sn(x, t). 

Il lui correspond le régime glissant sur la surface sn(x, t) = 0 pour le système de degré 

(n, a). 

Il faut noter que cette méthode fait apparaître deux cas différents de modes glissants : 

Le premier est un régime glissant classique d'ordre un sur la surface s(x, t) = 0, alors 

que le second est un ordre n, asymptotiquement stable, par rapport à la surface S, car 

on contraint le système à évoluer sur la variété de glissement d'ordre n ( s = s = ... = 

sCn-1)). Un des inconvénients de cette méthode est qu'il est nécessaire d'avoir un nombre 

d'informations croissant avec le degré relatif du système, sur une partie de l'état. Ceci 

montre, d'autre part que, pour un système de degré relatif strictement supérieur à un, 

il n'est pas possible d'obtenir une convergence en un temps fini sur une surface s par 

un mode glissant d'ordre un. Pour avoir un tel résultat, l'utilisation d'un algorithme de 

contrôle d'ordre supérieur s'avère alors nécessaire. En effet, si le système est de degré 

relatif r par rapport à la fonction contrainte s, un algorithme par mode glissant d'ordre 

r permettra d'obtenir une convergence en un temps fini sur la surfaces= 0 [FloOO]. 
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2.4 Mode de glissement d'ordre supérieur 

Le régime glissant standard est basé sur l'annulation de la surface de glissement. 

Un régime glissant d'ordre "r" (noté r-glissant) agit sur les (r- 1) premières dérivées 

successives de la variable de glissement. L'objectif est de forcer le système à évoluer sur 

la surface et à la maintenir, ainsi que ses (r- 1) premières dérivées successives à zéro : 

s = s = ... = s(r-l) = 0 (2.11) 

où r désigne le degré relatif du système par rapport à la surface de glissement. 

Le degré relatif d'un système est en fait le nombre minimum de fois qu'il faut dériver la 

sortie, par rapport au temps, pour y faire apparaître l'entrée de manière explicite [PB02]. 

Par exemple pour un degré relatif r = 1, nous avons : 

Et pour un degré relatif r > 1 : 

as 
-=0 au et 

âs(i) 
âu = 0 (i = 1, 2, ... , r- 1) et 

2.4.1 Mode de glissement d'ordre deux 

as(r) 
-#0 au 

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser aux algorithmes par modes glissants 

d'ordre deux (CMGOD). Le but est de générer un régime glissant d'ordre deux sur une 

surface convenablement choisie et donc de contraindre les trajectoires du système à évoluer 

au bout d'un temps fini sur l'ensemble : 

S2 = {x E x : s = s = o} (2.12) 

On peut observer qu'aux points de glissement d'ordre deux l'ensemble de Filippov des 

trajectoires admissibles est inclus dans l'espace tangent à la surface S (figure 2.1). Afin 

de réaliser les algorithmes par modes glissants d'ordre deux, il est nécessaire d'établir 

certaines hypothèses de travail pour valider l'atteignabilité de la surface de glissement et 

la bornitude de la surfaces [BFLU99] : 
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s=O 

Figure 2.1 : Ensemble de glissement d'ordre deux 

1. Concernant la fonction contraintes et le système d'équations (2.1), nous supposons 

que lui ::::; K, constante strictement supérieure à 1; f est une fonction continue 

de classe C1 : la contrainte s est de classe C2 ; 1 'état est dans une variété X de 

dimension finie. Chaque solution de l'équation (2.1) est définie pour une commande 

u(t) continue satisfaisant lu(t)l ::::; K pour tout t. 

2. Supposons qu'il existe u1 dans ]0, 1[ telle que pour toute fonction continue u(t) avec 

lu(t)l ::::; u1 quel que soit t, alors on a s(t)u(t) > 0 pour un ensemble fini du temps t. 

3. Il existe des constantes positives s0 , Km, KM, u0 avec u0 < 1 telles que : 

Si ls(x, t)l < so alors 

lui > Uo ===? s(x, t)u > 0 

L'ensemble R1 = {t,x,u: ls(t,x)l < s0} est appelé région linéaire. 

4. Supposons que la dérivée seconde de la contrainte s est bornée pour toute com

mande fixée au préalable. Dans la région linéaire {t,x,u: ls(t,x)l < so}, l'inégalité 

ILuLus(t, x)l < Co est vérifiée. 

Remarque 2.1. La dérivée de Lie, Lu par rapport à la variable u, est définie par: 
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En utilisant le principe de la dérivée partielle indiqué dans la remarque 2.1, s(t) peut être 

exprimé par : 

s(t, x, u) = Lus(t, x) - Bt(t, x)+ sx(t, x)f(t, x)+ sx(t, x)b(x, t)u(t) 

- a(x, t) + {J(x, t)u(t) 

avec: 

st( t, x) = 

a( x, t) = 
{J(x,t) = 

On distingue les deux cas suivants : 

1. cas A : ({J(x, t) =f. 0 Vx E X) 

2. cas B: ({J(x, t) = OVx EX) 

Cas A. 

âs 
ât 
Bt(t, x)+ sx(t, x)j(t, x) 

Bx(t, x)b(x, t) 

Considérons la dérivée seconde de s(t) représentée sous la forme suivante : 

8 = 'f?A(x, u, t) + f3(x, t)ü(t) 

avec 

'PA(x, u, t) - Œt(t, x)+ Œx(t, x)j(t, x) 

(2.13) 

(2.14) 

+ [ax(t, x)b(x, t) + /3t(x, t) + /Jx(x, t)(J(x, t) + b(x, t)u(t))] (2.15) 

Dans ce cas, ü est considérée comme la nouvelle entrée de commande. On suppose que 

l'hypothèse(3) est vérifiée alors dans la région linéaire R1 et l'inégalité ILuLus(t, x)l < C0 

est vérifiée. 

Cas B. Dans ce cas, la commande n'affecte pas directement la dynamique de s(t), qui 

est donnée par : 

s(t) = a(x, t) (2.16) 

La dérivée seconde de s(t) peut être exprimée par : 

s(t) =)Os( x, t) + !s(x, t)u(t) (2.17) 
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avec 

On suppose que : 
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r.ps(x, t) = 6t(t, x)+ ax(t, x)f(t, x) 

"Ys(x, t) = ax(t, x)b(x, t) 

"fs(x, t) # 0 \fx E X 

L'hypothèse (3) peut être transposée au cas présent. Particulièrement, r.ps(x, t) et "fs(x, t) 

sont des fonctions bornées à l'intérieur de la région de linéarité nl : 

0 <Km :::; "(s(x, t) :::; KM lr.ps(x, t)l < Co (2.18) 

Le problème posé revient, dans les deux cas, à la stabilisation en un temps fini du système 

auxiliaire du second ordre modélisé par : 

YI(t) = s(x, t) 

YI = Y2(t) (2.19) 

Y2 = r.p(·) + "f(X, t)v(t) 

Quant aux termes r.p(·), 'Y(·) et v(t) ils ont des structures différentes dans le cas A et B. 

v(t) représente l'entrée du système où sa dérivée par rapport au temps suivant le degré 

cas A cas B 

r.p(·) = r.p(x, u, t) r.p(·) = r.p(x, t) 

v(t) = u(t) v(t) = u(t) 

Table 2.1 : Différentes structures du système modélisé ( s) 

relatif par rapport à la fonction contrainte. D'autre part, toute solution (2.14) ou (2.17) 

doit satisfaire l'inclusion différentielle [FloOD] 

sE [-Co, Co]+ [Km, KM] v (2.20) 

Notons que les hypothèses (2.18), sont relativement peu restrictives puisque si 'PB et 'YB 

sont continues sur un compact où r.p8 ne s'annule pas, elles sont automatiquement vérifiées. 

On pourra donc se ramener à un compact afin d'appliquer les algorithmes de commande 

qui seront développés par la suite. Nous allons ensuite décrire quelques algorithmes du 

second ordre les plus utilisés dans la littérature, tels que l'algorithme de "twisting", l'al

gorithme de "super-twisting" et les algorithmes de "convergence prédéfinie" [FL02] 
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2.4.2 Algorithme du twisting 

Dans l'algorithme dit de "twisting", la convergence en un temps fini vers l'origine du 

plan de phase (y1 , y2 ) est due à la commutation de la commande entre deux valeurs. Elle 

est calculée de telle manière que, à chaque commutation, les axes des abscisses et des 

ordonnées soient croisés de plus en plus près de l'origine (figure2.2). 

a 

Figure 2.2 : Trajectoire dans le plan de phase de l'algorithme de twisting 

La loi de commande est énoncée par le théorème suivant : 

Théorème 2.2. [Lev93} Considérant le système (2.1) et la surface de glissements, la loi 

de commande : 

où Àm et ÀM vérifient : 

ÀM > 

Àm > 

Àm > 

KmÀM-Co > 

Àm 

si Yl'iJ2 ~ 0 

si Yl'ih > 0 

4
KM 

so 
Co 
Km 

KMÀm+Co 

est un algorithme glissant d'ordre deux par rapport à S (figure??). 

La preuve de ce théorème est donnée dans l'Annexe (A). 

(2.21) 

(2.22) 

Dans le cas où le système est de degré relatif un, l'algorithme de commande est défini par 
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la loi de commande ci-dessous [Lev93], [EK193], dans laquelle la condition sur lui prévoit 

lui:::; 1. 

si Y1Y2 :::; 0 

si Y1Y2 > 0 
(2.23) 

En prenant en considération les trajectoires résultant de la dynamique incertaine de (2.17) 

et les intervalles de temps d'évaluation entre les croisements successifs de l'axe d'abscisse, 

il est possible de définir la borne supérieure du temps de convergence [FL02] : 

y1u 1 représente la valeur de y1 au premier croisement d'abscisse dans le plan (YI. y2), tu1 

est le temps correspondant. 8tw et Otw sont donnés par les relations [FL02] 

Dans la pratique quand y2 n'est pas mesurable, son signe peut être estimé par le signe de 

la dérivée de la surface dans un intervalle de temps Llt. Le sign(y2(t)) est estimé par l'ex

pression sign(y1(t)- y1(t -7)), d'où l'appellation d'algorithme du twisting échantillonné. 

Ce dernier est utilisé lorsque le degré relatif du système par rapport à s est r = 2. Son 

intérêt est que, non seulement il ne requiert pas d'information sur la dérivée de la surface 

considérée, mais il prend également en compte des contraintes d'ordre pratique telles que 

l'échantillonnage des mesures et de la loi de commande. 

Pour des raisons de simplification, la période d'échantillonnage (notée 7) considérée est 

la même pour la prise de mesures et la commande. La loi de commande se présente de la 

manière suivante : 

avec 

-Àmsign(s) 

-Àusign(s) Si SLl8 > 0 
u~ { 

À { 0 
Lls = (s(k7)- s((k- 1)7)) 

si k = 0 

si k ~ 1 

(2.24) 

(2.25) 

où 7 est la période d'échantillonnage. Les conditions suffisantes sur les gains Àm et Àu 

assurant la convergence en temps fini vers l'origine du plan de phase sont données par les 

conditions (2.23) 
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2.4.3 Algorithme du super twisting 

Dans l'algorithme du twisting, set s sont nécessaires pour le calcul de la commande. 

Toutefois, dans la majorité des cas, s ne peut être directement déterminée et elle doit 

être calculée à partir de s. Une telle inférence conduirait à des résultats erronés dans la 

plupart des cas en raison de la présence de bruit dans le système. L'algorithme de super 

twisting est conçu afin de réaliser une CMGOD en utilisant uniquement les informations 

sur s. Il est caractérisé par la rotation des trajectoires autour de l'origine du diagramme de 

phase (s, s) (figure 2.3). La convergence en temps fini vers l'origine du plan de phase (s, s) 

est due à la commutation de l'amplitude de commande entre deux valeurs différentes 

de telle sorte que l'axe des abscisses et l'axe des ordonnées (c'est à dire s et s) soient 

traversés de plus en plus près de l'origine. L'amplitude de la commande permute à chaque 

croisement d'axe, nécessitant de connaître le signe de la dérivée temporelle de la variable 

de glissement. Cet algorithme a été développé pour le cas du système de degré relatif 

Figure 2.3 : Trajectoire dans le plan de phase de l'algorithme de super twisting 

r = 1 afin d'éviter le phénomène de broutement. La loi de commande est alors donnée 

par [Lev93] : 

{ 

-u 
ùl = 

-Wsign(s) 

~={ ->.!so!Psign(s) 

->.is!Psign(s) 

si lui > 1 

si lui ~ 1 

si lsl > so 

si !si ~ so 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 
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Les conditions suffisantes pour la convergence en temps fini sur l'ensemble de glissement 

(2.12) sont données par [Lev93] : 

Co 
W> Km' 

À2 > 4Co KM(W +Co) 
- K 2 K (W- G)' m m 0 

0 < p ~ 0.5 (2.29) 

L'algorithme ci-dessus n'a pas besoin de l'évaluation du signe de s. Un mode de glissement 

du second ordre exponentiellement stable apparaît si la loi de commande avec r = 1 

est employée. Le choix p = 0.5 assure que l'ordre du glissement réel maximum pour 

la réalisation du glissement d'ordre deux soit atteint. Récemment, une nouvelle loi de 

commande basée sur l'algorithme de super twisting modifié a été développée par [KSL03]. 

La loi de commande est dans ce cas donnée par : 

ù1 = 

u(t) = -Àsign(s) + u1(t) 

{ 

-ku 

-Wsign(s) 

si lui> uo 

lui~ uo 

(2.30) 

(2.31) 

La simplicité de la structure de la loi de commande est tout à fait évidente avec seule

ment quatre paramètres à déterminer. Les conditions suffisantes correspondantes sur ces 

paramètres pour la convergence en temps fini sont : 

et ..l. devrait être grand. uo 

Co 
Uo >Km' À> uo, k,W>O 

2.4.4 Algorithmes par modes glissants d'ordre quelconque 

(2.32) 

L'algorithme avec une convergence pré-définie a été généralisé par Levant[Lev99] pour 

générer des modes glissants d'ordre quelconque. En effet, définissons les fonctions sui

vantes: 

J - isl(r-1)/r 1,r 

Ji,r - (jsjpfr + jsjP/(r-1) + ... + isi-1jp/(r-i+l)) (r-i)fp 

Jr-1,r - (jsjpfr + jsjP/(r-1) + ... + jsr-2jpf2)1/p 

Wo,r = s 

W1,r - s + /31 Jr,rsign( s) 

Wr-1,r = s(i) + f3iJi,rsign(wi-1,r) i = 1, ... , r- 1 

i=1, ... ,r-1 



2.4: Mode de glissement d'ordre supérieur 87 

où /31 , ... , f3r- 1 et p sont des constantes positives. Le résultat principal de ces travaux se 

traduit par le théorème 2.3 

Théorème 2.3. [Lev98J, [Lev99j, [Lev01j Le système (2.1) a un degré relatijr, par rap

port à la surface de glissements satisfaisant la condition (2.18). Avec la bonne sélection 

des valeurs des paramètres positives /31 , ... , !3r-1 et a, il est possible de définir l'expression 

suivante, qui donnera un régime glissant d'ordre r avec un temps de convergence fini vers 

s = 0: 

- _ · (-· ( · (r-1))] u- aszgn w~-1,r s, s, ... , s (2.33) 

Les paramètres positifs /31, ... , f3r_ 1 , doivent être choisis suffisamment grands. Ils déterminent 

une famille de contrôleurs applicables à tous les systèmes (2.1) du degré relatif r satis

faisant la condition (2.18). Le paramètre a > 0 est fixé en fonction des constantes C0 , 

Km et KM. L'algorithme proposé peut être généralisé pour générer des modes glissants 

d'ordre quelconque. Les lois de commande par mode de glissement d'ordre un, deux, trois 

et quatre ont respectivement les expressions suivantes : 

u - -asign(s) 

u -
1 

-asign(8 + isl2sign(s)) (2.34) 

u - -asign(s + 2(83 + lsl 2)~sign(s + lsi~sign(s))) 

u - -asign {·s· + 3(86 + 84 + lsl 3 )-hsign[s + (84 + lsl 3 )isign(s + 0.5lsl~sign(s))]} 

Le principe de base de cette technique développé par [Lev99] est d'établir un régime 

glissant d'ordre un sur les parties lisses de l'ensemble de discontinuité r de (2.33). Ce 

mode de glissement est décrit par l'équation différentiel Wr- 1,r = 0, qui donne à son tour 

l'existence d'un mode glissant d'ordre un. Mais le mode de glissement primaire disparaît 

au moment où le secondaire apparaît. Le mouvement résultant a lieu dans un certain 

voisinage du sous-ensemble r satisfaisant Wr-2,r = O. Puis il les transfere en un temps fini 

dans un voisinage du sous-ensemble r satisfaisant Wr-s,r = 0, et ainsi de suite. Pendant 

que la trajectoire s'approche de l'ensemble r-glissant, l'ensemble r se rétracte à l'origine 

dans les coordonnées s, s, ... , sr-1 (voir figure (2.4)). 
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Figure 2.4 : Trajectoire dans le plan de phase de l'algorithme de convergence prédefinie 

2.4.5 Algorithme sous-optimal 

Une classe d'algorithmes CMGOD tirée d'une généralisation de l'algorithme "sous

optimal" [BPPU03), peut être définie par la loi de commande suivante [BFI+06] : 

avec: 

{ 

a* 
a(t) = 

1 

si YrM(t) [Yl(t)- ,ByrM(t)] ~ 0 

si YrM (t) [Yl (t) - ,BylM (t)] < 0 

(2.35) 

(2.36) 

où y1M(t) représente la dernière valeur singulière de la fonction y1(t) (c'est à dire la 

plus récente valeur y1(tM.) tel que y1(tMJ = 0). UM est l'effort minimum de commande, 

,B E [0, 1) est le paramètre d'anticipation et a* ~ 1 est le paramètre de modulation. Alors 

la loi de commande (2.35) avec les conditions suffisantes de convergence : 

(2.37) 

impose un mode de glissement d'ordre deux sur la surface de glissement y1 (t) = 0 

[BPPU03]. Cet algorithme est caractérisé par trois paramètres de réglage. Un réglage 

spécial de la commande (2.35) donne l'algorithme de "twisting" [Lev93] (,8 = 0) et la com

mande relais (,B = 0, a* = 1). Dans l'algorithme "sous-optimal" classique [BFU97] (stabilité 
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Figure 2.5 : Trajectoire dans le plan de phase de l'algorithme sous-optimal 

semi-globale) on a {3 = ~'tandis que la version globale de l'algorithme [BPUOl] est basée 

sur l'ajustement en ligne de {3. 

2.5 Différentiateur robuste via modes glissants d'ordre 
, . 

superieur 

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser brièvement à l'étude d'un nouvel algo

rithme de dérivation numérique via les modes glissants, en particulier, un différentiateur 

robuste en temps réel, basé sur l'algorithme de Super-twisting [Lev98]. Il est utilisé pour 

garantir une meilleure estimation de la dérivation de s. Soit une fonction s(t) définie sur 

[0, oo(. Supposons que cette fonction possède une dérivée ayant une constante de Lipschitz 

C>O. 

Considérons l'équation auxiliaire suivante : 

X=U 

Définissons les équations dynamiques des erreurs d'estimation données par: 

a1 - x- s(t) 

a2 - &1 = u- s(t) 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 
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Pour réaliser la différentiation de s en temps réel, on utilise le différentiateur robuste 

suivant [Levül] : 

x - u 
1 

u - u1- aolx- sJ2sign(x- s) 

u1 - -a1sign(x-s) (2.41) 

où a 0 et a 1 sont des constantes positives. x est l'estimation de s et u est l'estimation de 

s. 
Les paramètres a0 et a 1 sont choisis de telle manière à satisfaire les conditions de conver

gence de u(t) vers s 
a6 > 4Cal + C 

- al- c (2.42) 

On peut obtenir après bouclage la convergence de u1 = &1 = 0 en un temps fini. Donc : 

(2.43) 

L'estimation obtenue u = s est ensuite utilisée pour déterminer la commande par mode 

de glissement d'ordre deux (algorithme de twisting)(2.23). 

La figure 2.6 présente le schéma de principe du différentiateur robuste. 

s(t) 
u(t) 

~ -Ut J sign(ut) - uov'i0Jsign(a1) s(t) 

x(t) 
;--

1 
-

Figure 2.6 : Schéma de principe du différentiateur robuste 
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2.6 Application de la commande par mode de glisse

ment d'ordre deux 

Dans ce paragraphe nous présentons une application sur le banc d'essai présenté au 

premier chapitre section 1.4.1. Nous allons appliquer les différents algorithmes proposés 

dans ce chapitre sur les deux colonnes T1 et T3 . La colonne T2 est utilisée comme pertur

bation extérieure (voir figure 1.15)[BCABC09b, BCABC09c). 

2.6.1 Algorithme du twisting 

2.6.1.1 Synthèse de la commande 

Pour élaborer cette loi de commande, le degré relatif peut être égal à un où deux. Dans 

notre cas, nous avons choisi une surface de glissement de telle sorte que le degré relatif du 

système soit égale à un par rapport à cette surface. L'algorithme de commande twisting 

est appliqué à la dérivée de la commande ( ü) : 

(2.44) 

Le modèle utilisé dans cette section est donné dans (1.100). x2 est la sortie du système, 

x2d représente le niveau de la colonne T3 souhaité et Àt est un paramètre positif. 

L'objectif est de générer un régime glissant d'ordre deux sur l'ensemble de glissement 

d'ordre deux donné par les égalités s = s = O. La dérivée seconde de s peut être écrite 

comme suit: 

i = 1,2 (2.45) 

avec: 

F(·) 

(2.46) 

G(·) = (2.47) 

F et â sont les expressions nominales connues. Les expressions ~F et l:lG représentent 

les incertitudes dues aux variations de paramètres et aux perturbations extérieures w. Le 
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terme w doit être borné ainsi que ses dérivées première et seconde. La commande finale 

utilisant le retour d'état statique [LSBP04], est donnée par : 

(2.48) 

Le scalaire âne pouvant jamais être égal à 0, la commande d'entrée u est toujours définie. 

v est considérée comme la nouvelle entrée du système. Dans ce cas l'équation (2.45) s'écrit: 

s = ( ~F - ~; F) + ( 1 + ~;) v (2.49) 

Supposons que les fonctions suivantes sont bornées telles que : 

0 < Km < ( 1 + ~;) ~ KM (2.50) 

et 

1 

~G ~~ ~F- ê F < C0 (2.51) 

avec Km, KM et Co des constantes positives. 

On suppose que x 1 , x2 sont bornés, et !~FI < F, I~GI < G. Dans ce cas la loi de 

commande est donnée par : 

v= { 
-Àmsign(s) 

-ÀMsign(s) 

si ss ~ 0 

si ss > 0 

où Àm, ÀM, sont des constantes positives qui satisfont les conditions suivantes : 

0 < Àm < ÀM, 

(2.52) 

(2.53) 

(2.54) 

Pour la mise en œuvre de la CMGOS en utilisant l'algorithme de twisting (2.52), nous 

avons besoin de la dérivée s. Pour ce faire et pour avoir une dérivée de qualité malgré la 

présence de bruit, on utilise le différentiateur robuste détaillé dans la section 2.5. 

2.6.1.2 Résultats expérimentaux 

Deux types d'essais ont été utilisés pour valider la loi de commande préposée : un 

premier essai sans perturbation (figure 2.7) puis un second avec l'introduction d'une per

turbation extérieure à t = 500s (figure2.8). 
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a) Suivi avec une commande dynamique 

Les résultats suivants ont été obtenus par le logiciel Matlab/Simulink en utilisant l'inter

face à temps réel DSPACE(DS1102). 

0.2 

~-- comngne 

-ht mesuré 
-hl ést1mé 

-ha mesuré 
-h3 ésttmé 

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 
Temps (s) 

(a) 

0.08,-----r-----.,----.,----...,..---., 

0.06 

0.04 

0.02 

-0.02 

-0.04 

-006 

-o.060!:-"----::::=-----:::=-----::".:::-----::=---:-:! 
200 400 600 800 1000 

Temps (s) 

(c) 

0.08 

0.06 

0.04 

002 

0 

-0.02 

-0.04 

-o.os 

-0.0!13 

(e) 

1x 
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"o. 6 

A 

~ 

\jltvv ~ 
% ~ ~ 300 400 500 600 ~ 800 800 1000 

Temps (s) 

(b) 

100 200 300 400 500 
Temps (s) 
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Figure 2. 7 : Résultats expérimentaux obtenus en utilisant l'algorithme de twisting com

biné avec un différentiateur robuste 

La figure 2.7 présente dans l'ordre les niveaux h1 et h3 , la commande u, la surface et sa 

dérivée, et le plan de phase ( s, s). Les valeurs numériques utilisées pour les expérimentations 
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sont les suivantes: Àm = 1,6.10-5 , ÀM = 0,65.10-4, a0 = 0.01, a 1 = 10-4 et Àt =50. 

Pour le premier test expérimental, la vanne Vaz3 est fermée. La figure 2. 7( a) montre le 

suivi de la référence par le niveau du liquide dans la colonne 2. 

Ces résultats expérimentaux montrent que la réponse du niveau h2 suit bien sa référence. 

Le temps de réponse observé est de 90s, On remarque que la commande oscille au départ 

pour se stabiliser aux bout d'un certain temps. Cela est dû à la nature de convergence de 

l'algorithme de twisting. Les figures 2.7(c) et 2.7(d) présentent respectivement la surface 

et sa dérivée obtenues par un différentiateur robuste. On peut constater à partir de la 

figure 2.7(b) que la commande n'est pas affectée par le phénomène de chattering. 

Sur les figures 2.7(e) et 2.9(c), nous avons illustré les trajectoires du système dans le plan 

de phase (s, s). Ces courbes montrent que la loi de commande est caractérisée par un 

mouvement en spirale convergeant vers l'origine. 

b) Tests de robustesse 

Pour montrer la robustesse du système commandé face aux perturbations agissant sur le 

système, nous introduisons une fuite d'amplitude 0.5.10-4m3 / s dans le deuxième réservoir 

(figure 2.8). On peut observer à partir des réponses (figure 2.8(a)) que la sortie converge 

~02 

i 
-20.15 
t 
~ 
~ 0.1 - -- -
<Il 

.~ 
<=o.os 
j 

--- consigne 
-h1 mesuré 
-h1 éstimé 
-ha mesuré 
-ha éstimé 

400 600 800 1000 
TPmn< !o\ 

(a) 

1 x 10 .. 

";.'0.8 ...__ 

l 
"06 

i 
E 0.4 

§ 
j 0.2 

0
0 1 DO 200 300 400 500 600 700 BOO 900 1000 

Temps (s) 

(b) 

Figure 2.8 : Résultats expérimentaux obtenus en utilisant l'algorithme de twisting com

biné avec un différentiateur robuste- système perturbé 

vers sa référence. La figure 2.8(b) montre comment la commande réagit pour maintenir 

la sortie sur la référence. Par conséquent, il peut être conclu que la CMGOD utilisant 

l'algorithme de twisting est robuste face à des perturbations agissant sur le processus. Les 

résultats présentés sont obtenus sans modifier la valeur des paramètres de la commande. 

À partir de ces résultats expérimentaux (figure 2.9), nous pouvons conclure que le différentiateur 
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Figure 2.9 : Résultats expérimentaux obtenus en utilisant l'algorithme de twisting com

biné avec un différentiateur robuste- système perturbé 

utilisant le mode de glissement permet d'assurer un meilleur calcul de s en temps réel. 

Cette estimation assure une bonne précision en terme de suivi d'une trajectoire désirée. 

2.6.2 Algorithme du super-twisting 

2.6.2.1 Synthèse de la commande 

L'algorithme de twisting exposé précédemment nécessite la connaissance de la dérivée 

de la surface de glissement. Cependant, une autre solution consiste alors en la synthèse 

d'un algorithme par modes glissants d'ordre deux qui nécessite uniquement la connaissance 

de s. Il en existe très peu dans la littérature. On peut citer par exemple l'algorithme dit 

sous-optimal [BPPU03). Cependant, celui-ci requiert une évaluation précise en temps réel 

de la valeur singulière de la variable de glissement s, c'est à dire la valeur correspondant 

au passage par zéro de la fonction s. Nous avons donc choisi d'appliquer l'algorithme de 

super-twisting sur le système de 3 colonnes. Le degré relatif du système (1.100) est égal 

à deux. Afin de faire apparaître l'entrée u(t) de manière explicite dans la dérivée de la 
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surface de glissement, l'ordre du système nous impose le choix d'une surface décrite par 

l'équation suivante : 

(2.55) 

Soit x2d la référence à suivre, x2(t) = x2(t)-x2d(t) l'erreur de suivi et Àst est un paramètre 

positif. La surface s est de degré relatif un, avec : 

(2.56) 

où: 

- âst + âst 
c1 u A -

bst = 2A VXl _ X
2 

= bst + bst 

Les calculs détaillés dans ce paragraphe ont été obtenus en utilisant le modèle décrit 

dans l'équation (1.100) âst et bst sont les expressions nominales. âst et bst sont des termes 

contenant toutes les incertitudes : 

(2.57) 

- ÀstB3y'x2 (2.58) 

A ê1 1 
bst = - ---;:::=== 

2A Jx1- x2 
(2.59) 

- êl 1 
bst = - -;:.=== 

2A yl.r1- .r2 
(2.60) 

La commande finale est donnée par : 

u = b;/[-âst +v] (2.61) 

v est considérée comme la nouvelle entrée du système. Dans ce cas l'équation (2.56) 

s'écrit : 

( - ) ( - ) . - bsL bst 
s = ast - -A ast + 1 + -A v 

bst bst 
(2.62) 
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L'algorithme de super-twisting a été développé pour la commande de système de degré 

relatif un dans le but d'éliminer le phénomène de reticence. Dans ce cas, la loi de com

mande est formulée par deux termes : le premier est défini par la dérivée temporelle de 

sa discontinuité et le deuxième est une fonction continue de la variable de glissement 8 : 

avec (2.63) 

Les paramètres o:3 et o:4 sont déterminés de telle manière à satisfaire les conditions de 

convergence en temps fini sur l'ensemble de glissement { 8 = 8 = 0} (2.29). L'application 

de la commande (2.61) permet la convergence en un temps fini de l'erreur x2 vers zéro en 

évitant le phénomène de réticence. 

2.6.2.2 Résultats expérimentaux 

Les mêmes essais que pour la commande précédente ont été réalisés de manière à 

pouvoir comparer les résultats (figures 2.10 et 2.11). Les mesures sont bruitées et les 
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Figure 2.10: Résultats expérimentaux obtenus en utilisant l'algorithme de super twisting 
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paramètres a 3, a 4 , pet Àst sont respectivement choisis égaux à 3.5.10-4 , 0.005, 0.5 et 30. 

Les résultats obtenus sont présentés sur les figures (2.10). Ces courbes montrent bien que 

l'erreur est très faible. De plus, il est clair qu'en régime statique, le niveau est mieux 

stabilisé qu'avec l'algorithme par mode de glissement d'ordre un. La commande n'est ni 

chahutée ni saturée. La figure (2.11) présente les résultats expérimentaux lorsqu'une fuite 

est introduite dans la deuxième colonne. Comme dans le cas de l'algorithme de twisting, 

les résultats sont assez satisfaisants, l'erreur ne dépasse pas 0.01. 
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Figure 2.11 :Résultats expérimentaux obtenus en utilisant l'algorithme de super twisting 

en présence de variations paramétriques et des perturbations extérieurs 

L'avantage de cet algorithme n'est pas seulement l'atténuation de broutement, mais aussi 

sa robustesse pour des systèmes incertains. De plus cet algorithme ne nécessite aucune 

connaissance de la dérivée de la variable de glissement s, ce qui nous permet d'éviter le 

problème de la dérivée numérique. 
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2. 7 Conclusion 

Les deux algorithmes présentés dans ce chapitre permettent la commande des systèmes 

non linéaires incertains, en particulier les systèmes hydrauliques. La commande fondée sur 

l'algorithme de twisting et utilisant un différentiateur robuste est décrite dans la première 

partie du chapitre. La commande par mode de glissement d'ordre supérieur fondée sur 

l'algorithme de super-twisting est présentée dans la seconde partie. 

La validation expérimentale de ces algorithmes pour la commande du système à trois 

colonnes a permis de montrer l'applicabilité effective de ces stratégies. Pour des niveaux 

de perturbations importantes et semblables à celles introduites au chapitre précédent, 

les résultats expérimentaux ont montré la robustesse et la convergence en un temps fini 

de l'algorithme de twisting et la faisabilité du différentiateur robuste pour la commande 

du système hydraulique de 3 colonnes. Nous avons montré que la commande par super 

twisting est plus simple à implanter, en effet, elle ne nécessite pas la connaissance de la 

dérivée de la surface de glissement. On note cependant que le réglage du paramètre a4 

(gain de glissement) n'est pas aisé. Il nécessite de trouver un compromis entre le temps 

de convergence et l'amplitude du broutement. 

Des solutions pour y palier peuvent être proposées comme perspective : régler le gain en 

utilisant des techniques de commande comme la logique flou; rendre le gain de glisse

ment adaptatif face aux incertitudes et aux perturbations extérieures. Nous présentons 

au chapitre 4 une nouvelle approche qui consiste à combiner le backstepping classique 

avec l'algorithme de super twisting. 





Chapitre 3 

Théories et Application de la 

Commande par backstepping 

adaptatif 

Introduction 

La technique de backstepping a été largement explorée dans le but de rechercher 

de procédures récursives pour la mise au point de lois de commande des systèmes non 

linéaires. Parmi les nombreux travaux sur cette technique, on peut notamment citer 

([KKM91],[KKK95J,[FK93, FK96J, [Kha96, Khaül), [SJK97),[ASBKOO],[EPKOOJ. 

Des applications à des procédés ont aussi été présentées dans la littérature. A titre in

dicatif, citons pour le domaine de l'hydraulique [ALOO], [PWKQ05], [LK05], [UUP06] de 

l'électrique [DCS94), [XLJW98), [LLOOJ, [ZW05), du magnétique [DD96], [YMOI] de la 

robotique [JN97], [JJNOI], [LSLTOI], [ZLG97]. Ces techniques relativement bien connues 

sont essentiellement basées sur l'utilisation de la fonction de Lyapunov pour l'étude de la 

stabilité. L'objectif est de trouver une loi de commande qui rend la dérivée d'une fonc

tion de Lyapunov, choisie à priori, définie ou semi-définie négative. La principale difficulté 

réside alors dans le choix d'une fonction de Lyapunov convenable. La technique du backs

tepping surmonte cette difficulté en construisant itérativement une fonction de Lyapunov 

adaptée au système, et permet de déduire la commande qui rend la dérivée de cette fonc

tion définie ou semi-définie négative. 
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Dans leur ouvrage [KKK95], Krstic et al. ont développé un cadre théorique pour l'applica

tion de backstepping adaptatif en présence de perturbations lentement variables. Quand 

un système évolue au milieu d'éléments perturbateurs difficiles à modéliser, le contrôle 

adaptatif consiste à estimer les paramètres inconnus en ligne et à intégrer l'estimation de 

ces paramètres à la commande. 

Le backstepping représente une alternative intéressante aux méthodes basées sur l'équivalence 

certaine [BenOO]. Le principe est basé sur la deuxième méthode de Lyapunov, il combine 

le choix de la fonction avec celui des lois de commande et d'adaptation. Ceci lui permet, 

en plus de la tâche pour laquelle le contrôleur est conçu (poursuite et/ou régulation), de 

garantir, en tout temps, la stabilité globale du système. 

Dans la première partie du chapitre, nous présentons les concepts de base de la commande 

par la technique du backstepping. La théorie de la commande adaptative des systèmes non 

linéaires incluant la technique du backstepping est décrite. L'association des deux aspects, 

traduits en termes d'algorithme, sont appliqués à la commande d'un système hydraulique 

à trois cuves. La deuxième partie de ce chapitre est consacrée à l'étude des performances en 

temps réel du contrôleur adaptatif non-linéaire élaboré. Ce contrôleur permet d'appliquer 

la version adaptative du backstepping sur un système qui n'est pas sous forme triangulaire 

(système de 3 colonnes) et réduit en même temps le" surparamétage ". Ses performances 

sont comparées à celles d'un contrôleur non linéaire du backstepping classique. 

3.1 Principe de la technique du backstepping 

La technique de backstepping, appelée aussi ajout d'intégrateur, introduite par Byrnes 

et Isidori [Cor92], Kolesnikov [Kol87], Tsinias [Tee92], Coron et Praly [CP91], est deve

nue l'une des méthodes de base de construction de lois de commande stabilisantes. Les 

avantages inhérents à cette technique sont bien connus. Krstic a démontré en 1995 que 

cette méthode enveloppe une grande famille de lois de commande globalement asympto

tiquement stabilisantes et permet de résoudre diveres difficultés liées à la robustesse et à 

la commande adaptative [KKK95]. 

Considérons le système décrit par : 

x= f(x) + g(x)u, f(O) = 0 (3.1) 
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où xE Rn représente l'état et u E IR l'entrée de commande. 

On suppose qu'il existe une loi de commande connue continûment différentiable : 

u = a(x), a(O) = 0 (3.2) 

Cette condition assure que x = 0 est bien un point d'équilibre du système (3.1). Et 

supposons qu'il existe une fonction V: Rn -JR+ régulière, définie positive telle que : 

av 
ox (x)[f(x) + g(x)a(x)J ~ - W(x) ~ 0, 'ï!x E Rn (3.3) 

où W : Rn - JR+ est continue et définie ou semi-définie positive. 

À partir de ces deux hypothèse (3.2) et (3.3), nous pouvons conclure que le système est 

globalement borné. 

Considérons maintenant le système (3.1) augmenté par un intégrateur pur, figure3.1 : 

{ 

~ = f(x) +g(x)( 

(=u 
(3.4) 

En additionnant et en retranchant g(x)a(x) à la première équation de (3.1), il vient : 

u 

ï---------------------------------ï 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 x 
1 1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

! /(x) 
1 
1 
1 

L---------------------------------

Figure 3.1 : Schéma bloc du système (3.4). 

{ 
~ = J(x) + g(x)a(x) + g(x)(Ç- a(x)) 

(=u 

On considère le système (3.5) et on définit la nouvelle variable d'erreur : 

z=Ç-a(x) 

qui représente l'écart entre la commande virtuelle (et la fonction stabilisante a(x). 

Ce changement de variable conduit à : 

{ 
x= f(x) + g(x)(a(x) + z) 

z = u- ~~(x)[f(x) + g(x)(a(x) + z)J 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 



104 Chapitre 3: Théories et Application de la Commande par backstepping adaptatif 

Le système ci-dessus est représenté par le schéma bloc (figure 3.2). La fonction candidate 

u x 

-a(x) {(.) + 9(.)a(x) 

Figure 3.2 : Principe de la technique du backstepping. 

de Lyapunov pour le système complet est alors choisie de la manière suivante : 

Va(x, z) = V(x) + ~z2 (3.8) 

Il vient, après dérivation : 

av aa 
- ax (!+ga+ gz) + z[u- ax (! + g(a + z))] 

av aa av 
- ax (!+ga)+ z[u- ax (! + g(a + z)) + ax g] 

aa av 
< - W (x) + z[u - ax (! + g( a + z)) + ax g] (3.9) 

Si nous choisissons : 

aa av 
u = -(! + g(a + z))- -g- cz, 

ax ax 
c>O (3.10) 

Nous obtenons: 

Va~ -W(x)- cz2 = -Wa(x, z) ~ 0 (3.11) 

Si W(x) est définie positive, la commande u assure les objectifs de stabilité et de perfor

mance asymptotique. 
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3.2 Synthèse récursive par Backstepping 

3.2.1 Cas des systèmes sous forme "strict-feedback" 

Dans cette section, nous nous intéressons à une classe de systèmes non linéaires sous 

forme "strict feedback" [KKK95J. Les équations d'un tel système sont données par : 

x - f(x) + g(x)Ç1 

(I - fi(x, (I) + 9I(X, (I)(2 

(2 - h(x, (I, (2) + 92(x, (I> (2)(3 

(k-1 - !k-I(x, (I, ... , (k-1) + 9k-1(x, (1, ... , (k-1)(k 

(k - fk(x,(1, ... ,(k)+gk(x,(1, ... ,(k)u (3.12) 

où x E ~n et (1 , ... , (k sont des fonctions scalaires. Nous supposons par ailleurs que le 

système admet l'origine comme état d'équilibre(!, j 1 , ... , !k s'annulent à l'origine). 

Pour commencer la procédure récursive par backstepping, nous considérons, tout d'abord, 

le sous système suivant : 

x - f(x) + g(x)(I 

(I = fi (x, (I) + 91 (x, (1)(2 (3.13) 

On désire trouver la loi de commande virtuelle a 1 (x, ( 1) qui assure la stabilité de l'origine 

du système (3.13). Pour ce faire, on prend comme Fonction de Contrôle de Lyapunov 

(FCL), la forme quadratique : 

1 
VJ.(x) = V(x) + '2[(1 - a(x)]2 

qui est définie positive. En utilisant (3.13), sa dérivée s'écrit : 

vl =v+ zz, z = (I- a(x) 

Nous avons: 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 
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En substituant (3.16) et (3.17) dans (3.15), on obtient : 

av av [ ao. ] il- ax(/+9o.)+ ax9((1-o.)+((1-o.) /I(x,(1)+91(x,(1)(2- ax(!(x)+9(x)(1) 

< -W(x) + [(1- o.(x)J{ ~~ (x)9(x) + !I(x, (1) + 9l(x, (1)(2 

- ~: (x)[f(x) + 9(x)(1]} (3.18) 

En additionnant et en retranchant 91(x, (1)o.1(x, (1), à l'inéquation (3.18), il vient : 

vl ::; -W(x) + [(1 -a( x)] { ~~ (x)9(x) +II (x, (1) + 91 (x, (l)o.l (x, (I) 

+91(x, (1)[(2- o.1(x, (1)]- ~: (x)[f(x) + 9(x)(1]} 

a Vi 
- -Wl(x, (1) + a(l (x, (1)9l(x, (1)((2- a1(x, (1)] (3.19) 

Le choix de la loi de commande stabilisante : 

1 { av ao. } (2 = o.1(x,(1) = ( ) -ci[(1 - a(x)J- -a (x)9(x)- /I(x,(I) +-a (x)[f(x) + 9(x)(1] 91 x, (1 x x 
(3.20) 

où c1 > 0, permet de rendre V1 négative. En effet avec un tel choix, on a: 

(3.21) 

Après avoir déterminé la fonction stabilisante o.1 (x, (1), notre prochaine étape consiste 

à augmenter le sous système (3.13) par la troisième équation du système (3.12), nous 

obtenons : 

x= f(x) + g(x)(l 

(1 = fi(x, (1) + 9l(x, (1)(2 (3.22) 

(2 = h(x, (1, (2) + g2(x, (1, (2)(3 

Le système (3.22) peut être reformulé comme suit : 

{ 

X1 = F1(X1) + G1(X1)(2 

(2 = h(Xl, (2) + 92(X1, (2)(3 
(3.23) 

avec 
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Cela permet d'obtenir la fonction stabilisante suivante : 

1[ w ~ ~ ] a2(x, (I, (2) = 
92 

-ci((2- ai)- 8(
1 
91- fz + ox (f + 9(1) + 8(

1 
(II+ 91(2) (3.24) 

où c1 est une constante positive. 

La fonction de Lyapunov est donnée dans ce cas là par : 

1 2 
V2(x,(I,(2) = Vi(x,(l) + 2 [(2- a1(x,(1)] (3.25) 

L'application récursive du backstepping permet l'éxtention de la procédure de conception 

aux systèmes triangulaires d'ordre" k" (3.12). 

Les différentes fonctions de Lyapunov sont données par : 

1 2 
Vk(x, (b ... ' (k) = vk-l(Xk-l) + 2 {(k- Œk-l(Xk-1)] 

1 k 

- V(x) + 2 L [(i- Œi-I(Xi-1)]
2 (3.26) 

i=l 

Si la condition de singularité 

V(i E :IR, i = 1, ... , k 

est satisfaite, alors la commande u qui permet d'atteindre les objectifs de la conception 

pour le système global, est donnée par : 

1 [ 8ak-1 8Vk-1 J 
u = 

9
k 8Xk-l (Fk-1 + Gk-I(k)- 8(k 9k-1 - ck((k- Œk-1)- !k (3.27) 

avec ck >O. 

3.2.2 Exemple 

Afin d'illustrer le principe de la méthode récursive par backstepping, on considère le 

modèle non linéaire suivant : 

XI= xr + X2 

±2 =x~+ xs 

xs = x3 + u 

(3.28) 

Etapel : Pour stabiliser l'origine du système (3.28), les deux premières équations de ce 

système sont considérées en premier lieu. Étant donné que z1 = x1 - a 0 , avec a 0 = O. On 

choisit comme première fonction de Lyapunov : 

1 2 
Vi= 2x1 (3.29) 
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Sa dérivée le long de la trajectoire (3.28) est donnée par : 

(3.30) 

La première fonction satbilisante maintenant est choisie comme suit : 

(3.31) 

où x 2det représente l'état détecté qui joue le rôle d'une commande virtuelle. Avec ce choix, 

la dérivée de FCL (3.29) devient : 

X
2 

- 1 

< 0 

Ce qui garantit la stabilité du premier sous système (3.28). 

Etape2: La deuxième variable d'erreur est donnée par : 

Le sous système (3.28) peut être écrit sous la forme suivante : 

Considérons maintenant la fonction de Lyapunov augmentée suivante : 

Sa dérivée par rapport au temps est exprimée par : 

- x1(z2- x1) + z2i2 

- -xî + Z2(3x~ + xr +X~+ 3X2XÎ + X1 + X2 + X3) 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 

(3.37) 

La fonction stabilisante a 2 peut être choisie afin de stabiliser la dynamique de (3.35) 

comme suit: 

(3.38) 
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Avec ce choix, on a : 

< 0 

Dont la négativité assure la stabilité de l'origine (3.34) et (3.35). 

Etape3 : La dernière variable d'erreur est donnée par : 

Le système (3.28) s'écrit alors : 

X1 = Z2- X1 

i2 = Z3 - z2 - xl 

z3 = x3 + u- a2 

Et la nouvelle fonction de Lyapunov est une version augmentée de la précédente : 

12 121212 
V3 = V2 + 2z3 = 2xl + 2z2 + 2z3 

Sa dérivée le long des trajectoires du système global est donnée par : 

- x1(z2- x1) + z2(z3- z2- x1) + za(u + 15xi + 6x~ + 3x~ + 21x2.1:i 
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(3.39) 

(3.40) 

(3.41) 

(3.42) 

+ 3xîx~ + 2x~ + 2x~ + 6x2xî + 6x1x~ + 3x3x~ + 3xaxî + 3xs + 2xl) (3.43) 

La loi de commande est ainsi déduite de l'équation (3.43), elle s'écrit : 

u - -[15xi + 9x~ + 3x~ + 21x2xi + 3xîx~ + 5x~ + 3x~ + 9x2xÎ + 6x1x~ 

+ 3xax~ + 3xaxî + 4xa + 3x2 + 6x1] 

Et la fonction de Lyapunov correspondante est donnée par : 

1 2 1 ( 3)2 1 ( 5 3 3 2 )2 V3 = 2x1 + 2 x2 + x1 + x1 + 2 3x1 + 2x1 + x 2 + 3x2x1 + x3 + 2x2 + 2x1 

(3.44) 

(3.45) 

Avec un tel choix de la commande (3.44). La dérivée de la fonction de Lyapunov devient: 

< 0 (3.46) 

D'où la stabilité asymptotique de l'origine (3.41), et donc la stabilité globale du système 

original (3.28). 
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3.3 Stabilisation avec incertitudes 

Le problème de stabilisation robuste se pose naturellement lorsque le système est af

fecté par des incertitudes telles que les paramètres inconnus qui varient dans le temps ou 

des perturbations. Au cours de la dernière décennie, différentes techniques de stabilisa

tion robuste ont été développées pour les systèmes non linéaires incertains. La méthode 

dite " la resynthèse par Lyapunov ", développée par Corless et Leitmann [CL81], et Bar

mish [BCL83], utilise la fonction de Lyapunov d'un système nominal pour calculer une 

commande qui vient s'ajouter à la commande initiale, afin de robustifier le système en 

présence d'incertitudes qui satisfont la matching condition ( c.à.d que la perturbation ne 

se trove dans la même équation que la commande). Les premiers résultats de backstepping 

robuste apparurent pour la première fois dans Kokotovic et Freeman [FK92]. Ils ont été 

obtenus indépendamment par Marino [MT93], Qu [Qu93], Slotine et Hedrick [SH93]. Pour 

de plus amples informations sur la technique de backstepping, voir les livres de Marino et 

Tomei [MT95], Kristic et al.[KKK95], Freeman et Kokotovic [FK96]. 

La première méthode de stabilisation robuste que nous allons présenter est appelée amor

tissement non-linéaire "Non-Linear Damping" (NLD). 

3.3.1 Stabilisation robuste 

Dans cette section, nous allons nous intéresser à une méthode de reconfiguration de la 

loi de commande basée sur l'approche de Lyapunov:" NLD". Cette méthode considère que 

les incertitudes affectant le système ont des bornes inconnues, et vérifient une hypothèse 

appelée condition de localisation "Matching condition". Dans ce cas les incertitudes et la 

commande figure dans la même équation. L'objectif est de trouver une loi de commande 

qui assure des trajectoires bornées du système en boucle fermée, malgré la présence de 

perturbation vérifiant la "matching condition". 

Considérons le système décrit par l'équation suivante : 

x= f(x) + g(x)[u + 'lj;T(x)8(t, x, u)] (3.47) 

où 'lj;(x) est un vecteur de fonctions non linéaires connues de dimension (px 1), et 8(t, x, u) 

est un vecteur d'incertitudes non linéaires qui sont bornés de manière uniforme pour toutes 

les valeurs de :r, u, t. Une condition nécessaire pour l'existence de la loi de commande est 
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qu'il existe une borne supérieure ll8lloo pour 11811. 

On suppose que l'on connaît une fonction de Lyapunov V(x) pour le système (3.47) 

vérifiant : 

Ql(lxl) < V(x) ::; e2(lxl) 

Q3(1xl) < W(x) 

(3.48) 

(3.49) 

où e1 , e2 et g3 sont des fonctions de classe /C00 et W (x) est une fonction définie positive. 

La dérivée de la fonction de Lyapunov V(x) est donnée comme suit : 

. av av 
V= ax (j +gu]+ ax g'l/JTO (3.50) 

Pour surmonter le problème des incertitudes inconnues et garantir que la solution x(t) du 

système (3.47) est bornée pour toutes les conditions initiales x(t0 ), on augmente la loi de 

commande u = o:(x) par un terme d'amortissement non linéaire v, soit : 

u = o:(x) +v (3.51) 

À partir de l'équation (3.51), nous avons : 

. av av 
V = 8x (! +go:] + ax g[v + 1/JT 8] (3.52) 

L'objectif de garantir la bornitude globale de la solution est équivalent à rendre V négative 

à l'extérieur de la région compacte. Ce résultat est obtenu avec le choix de : 

Ce qui donne la commande suivante : 

La dérivée s'écrit alors : 

av 2 u = a(x)- "(-gl'l/JI a x 

v < w (av )21·'·12 av .,,r8 - - 'Y a x g 'f' + a x g 'f' 

< - w - "~ ( ~~ g) 
2

I'I/JI
2 + 1 ~~ gll'l/JIII8IIoo 

où ll8lloo est la borne supérieure de 11811. 

(3.53) 

(3.54) 

(3.55) 

Comparant (3.52) avec (3.55) on constate que le bon choix du terme d'amortissement non 
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linéaire (3.53) permet de rendre l'analyse de V plus facile. 

L'inégalité de Young (Annexe B.4) affirme que si les constantes p > 1 et q > 1 sont telles 

que (p- 1)(q- 1) = 1, alors pour tous c > 0 et tous (x, y) E JR.2, on a: 

(3.56) 

Si nous choisissons p = q = 2 et c2 = 2')' , (3.56) devient : 

(3.57) 

En utilisant l'équation (3.55) et en appliquant l'inégalité de Young, on en déduit alors 

que: 

1 

av gii1/JIIIolloo ::; 'l' 1 av gi211/JI2 + llo li~ ax ax 4')' 
(3.58) 

Le calcul de la dérivée du système (3.47) le long de la trajectoire nous donne enfin l'ex-

pression suivante : 

V::; -W(x) + Il~~~ (3.59) 

À partir de l'équation (3.59), on peut dire que V est négative si : W(x) > ~~~~~. Avec la 

condition (3.49) on peut conclure que : 

(3.60) 

Ce qui garantit que la solution du système (3.47), ainsi compensée, est bornée pour toutes 

les conditions initiales x(t0 ). 

3.3.2 Backstepping avec incertitudes 

L'avantage majeur du backstepping, c'est qu'il a la souplesse nécessaire pour éviter 

les annulations de non-linéarités utiles. Il peut être utilisé pour garantir la bornitude des 

incertitudes dans le cas où celles ci ne vérifient pas la " matching condition". Dans le cas 

contraire, la combinaison du backstepping avec la technique du robustification "NLD" 

offre l'avantage de garantir la bornitude de la solution x(t) du système (3.47) sans passer 

par les lois d'adaptation. Pour illustrer cela, considérons le système suivant : 

± = f(x) + g(:r:)u + B(x)81(x, u, t) (3.61) 
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où xE lRn, u E JR, B(x) est une matrice de fonctions non linéaires connues et c51 (x, u, t) est 

un vecteur d'incertitudes non linéaires bornées de manière uniforme pour toutes les valeurs 

de x, u, t. Considérons maintenant le système précédent augmenté par un intégrateur pur: 

{ 
~ = f(x) + g(x)( + B(x)c51 (x, u, t) 

( = u + '1/JT(x, ()c52(x, u, t) 
(3.62) 

où '1/J(x, () est un vecteur de fonctions non linéaires connues de dimension (p x 1), et 

c52 (t, x, u) est un vecteur de dimension (p x 1) d'incertitudes non lineaires bornées de 

manière uniforme pour toutes les valeurs de x, (, u, t . 

Soit a( x) une fonction stabilisante du système (3.62). On peut donc considérer qu'il existe 

une fonction de Lyapunov V, définie positive, telle que : 

av 
âx (x)[f(x) + g(x)a(x) + B(x)o1(x, u, t)]:::; -W(x) + b 

où W(x) est définie positive et b est une constante. 

Soit le changement de variable suivant : 

l'équation (3.62) devient : 

z - (- a(x) 

u1 - u- â(x) 

{ 
x = [!+ga] + gz + 0'1 (x, z) 

z = u1 + '1/JT(x, ()o2(x, z) 

(3.63) 

(3.64) 

(3.65) 

(3.66) 

Notons que le système (3.66) est représenté sous la description initiale (3.62). De plus le 

nouveau système est maintenant asymptotiquement stable lorsque z = O. 

Considérons maintenant la fonction de stockage ~, qui est la fonction V augmentée par 

un terme d'erreur z : 

) 
1 2 V1 = V(x + 2z 

Le calcul de la dérivée le long de la solution de (3.61) donne : 

(3.67) 
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Le choix de la commande est donné par : 

âa âV 
u = -c [(- a(x)] + âx [f(x) + g(x)Ç]- âx (x) 

7 [(- œ(x)] { [1/J(x, ()[ 2 + 1:: (x)B(x)l'} 

Avec un tel choix de la commande, la dérivée de V2 peut s'écrire comme suit : 

V, < -W(x)- c?- 722 [[,P[2 + 1:: BI'] 
+ lzii1/JIII82IIoo + lzll ~~ Bljj81lloo 

(3.69) 

(3.70) 

(3.71) 

Il s'agit maintenant d'assurer que les deux derniers termes perturbateurs dont le signe de 

V2 est a priori inconnu, ne déstabilise pas le système. Les deux termes perturbateurs sont 

majorés en utilisant les résultats du Théorème de Young (Annexe B.4) et sont donnés 

par: 

lzii1/JI 1!82 !loo (3.72) 

lzii~~B~ ll81lloo (3.73) 

La dérivée temporelle de V2 peut être majorée de la façon suivante : 

(3.74) 

À ce stade, nous pouvons assurer que V; est négative à l'extérieur d'un ensemble com

pact (une certaine sphère) malgré la présence des incertitudes. Cependant, pour assurer 

la stabilité asymptotique globale, une solution consiste à traiter le système comme une 

interconnexion de deux systèmes et ensuite utiliser le théorème de petit gain [KKK95]. 

3.4 Backstepping Adaptatif et fonctions de réglages 

Pour des systèmes avec des incertitudes paramétriques, une loi de mise à jour de 

paramètres assurant la stabilité en boucle fermée peut être intégrer dans la commande. 

Ceci est réalisé en prolongeant la fonction de Lyapunov V (x) avec un terme pénalisant 

l'erreur d'estimation. 

L'idée est d'utiliser le backstepping pour concevoir une loi de commande en faisant comme 
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si tous les paramètres était connus, et ensuite de remplacer les paramètres inconnus par 

leurs estimations. Dans un premier temps, les propriétés seront énoncées et illustrées sur 

des systèmes d'ordre deux, puis une généralisation aux systèmes d'ordre n sera donnée. 

3.4.1 Algorithme de base 

Nous considérons le système non linéaire sous la forme suivante : 

(3.75) 

où x1 (t), x2 (t), y(t), u(t) E IR, 7/J(x1 ) est une fonction non linéaire lisse (7/J(O) = 0) et(} est 

un paramètre inconnu et constant. 

Étape 1 : Dans cette première étape nous introduisons la variable z1 = x1 - Ya (dans 

ce qui suit, on considère Ya = 0). La loi de commande doit assurer la convergence de z1 

vers zéro. Par conséquent, on peut définir une première FCL associée à z1, Vi = ~zr. La 

dérivée de vl est donnée par : 

La fonction stabilisante choisie pour rendre (; négative est définie comme suit : 

Le paramètre connu {Jr étant l'estimé de(} à l'étape 1 (avec B1 = 0 + Ô1). 

(3.76) 

(3.77) 

(3.78) 

À partir de la deuxième variable d'erreur z2 = x2 - a, on peut exprimer la dynamique de 

z1 en fonction de z2 : 

(3.79) 

Choisissons ensuite une fonction candidate de Lyapunov définie sous la forme suivante : 

(3.80) 
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où m est une constante positive non nulle et e est l'erreur entre la valeur exacte et la 

valeur estimée. En dérivant (3.80) par rapport au temps, en se servant de (3. 79), il vient : 

(3.81) 

Le signe de la dérivée reste toujours indéterminé, mais un choix judicieux de la loi d'adap

tation de l'estimé Ô1 permet d'éliminer le terme incertain. Avec le choix Ô1 = mzl'l/;, la 

dérivée de Via devient : 

(3.82) 

Etape 2 : On considère le système (3.75) et on définit la nouvelle variable d'erreur z2 = 

x2 - a. Les équations du système à commander, dans l'espace (z1 , z2 ), s'écrivent : 

{ 
~~ = -c~z~ + z2 + 01'1j; 

z2=u-a 
(3.83) 

La présence du terme z1z2 dans l'expression de la dérivée (3.82) ne permet pas la détermination 

de son signe. Afin d'en savoir plus sur la stabilité du système, on construit la fonction de 

Lyapunov augmentée par un nouveau terme d'erreur z2 : 

(3.84) 

Sa dérivée s'écrit : 

V2(zl, Z2, el) = Vla + Z2i2 

= -c1zî + Z1Z2 + z2(u- â1) 

- -c1zî + Z2 [z1 + u- ôôa (x2 + 'lj;O)- ô~ Ô1] 
x1 ô01 

= -c1zî + Z2 [u + Z1 - Ôa X2 - Ô~ m'lj;zl - 0 Ôa 'lj;] 
ôx1 ôe 1 ôx1 

(3.85) 

La commande qu'on va définir par la suite doit être capable d'éliminer les termes incer

tains. Elle est donnée en fonction des paramètres estimés : 

(3.86) 
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On obtient alors comme dérivée : 

(3.87) 

Il est clair, d'après l'équation (3.87), que nous n'avons plus aucun moyen pour éliminer 

le terme 01 . Pour surmonter cette difficulté, nous remplaçons Ô1 dans l'expression de 

u (3.86) par une nouvelle estimation Ô2 • Les équations du système à commander, dans 

l'espace (z1 , z2 ) s'écrivent de nouveau par: 

Z} - -C}Z} + Z2 + Ôl'lj; 

- oa 
z2 - -c2z2 - Z1 - B2 -·tj; 

OX} 

(3.88) 

(3.89) 

avec comme loi d'adaptation Ô1. Pour arriver à éliminer tous les termes incertains, on 

considère la fonction de Lyapunov du système global : 

(3.90) 

où m est une constante positive et 02 est l'erreur d'estimation. Sa dérivée le long de la 

trajectoire du système (3. 75), s'écrit : 

(3.91) 

Avec le choix : 

(3.92) 

La dérivée se réduit à : 

(3.93) 

D'où la stabilité du système global. 

3.4.2 Réduction du surparamétrage 

La surestimation du paramètres () cause une augmentation de l'ordre dynamique 

résultant du contrôleur adaptatif. Dans la section suivante le surparamétrage sera éliminé 
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par la méthode des fonctions de réglage. Comme préalable à cette étude, nous montrons 

comment le surparamétrage peut être évité dans le cas présent (voir (3.81) et (3.91))où le 

terme incertain ne se trouve pas directement dans la même équation que la commande, 

mais séparé de celle-ci par un intégrateur. L'objectif de cette section est de trouver une loi 

de commande u(x, Ô) qui assure la stabilité de l'origine du système (3.75), avec une seule 

loi d'adaptation Ô. Pour ce faire, on considère le même système (3. 75) et on en déduit de 

la même façon que précédemment la fonction stabilisante suivante, en prenant les même 

notations que précédemment : 

(3.94) 

La dérivée résultante de ce choix est donnée comme suit : 

(3.95) 

On remarque l'apparition d'un terme incertain O. Son signe est indéfini et aucune conclu

sion ne peut être déduite sur la stabilité du système. 

Remarque 3.1. Afin d'éviter le surparamétrage, la construction d'une loi de mise à jour 

est supprimée dans cette étape et le signe de la dérivée de i'J. reste indéterminé. Sans que 

cela n'ait d'influence sur la stabilité globale. Nous allons, dans ce qui suit démontrer que 

la fonction V2 assure la stabilité globale du système. 

Afin d'en savoir plus sur la stabilité du système, on utilise la fonction de Lyapunov sui

vante: 

Sa dérivée est donnée par : 

1 _;. 
V2 = z1i1 + z2i2 - -ee 

m 

1 2 1 2 1 -2 V2 = -z1 + -z2 + -e 
2 2 2m 

(3.96) 

2 ( aa A aa -aa aa ;.) - 1 -;. 
= ZIZ2 - clzl + Z2 u - -X2 - {}-'lj; - 8-'lj; - -A e + O'lj;zl - -{}(} 

OXI OXI OXI ae m 

- -c1zi + (u + Z1- [}[}a (x2 + Ô'lj;)- [}~ê) +Ô ('l/Jz1- Z2
0
[}a_ '1/J- ]:_è) (3.97) 

X1 [}() X1 m 

La loi de commande assurant la stabilité, et la loi de mise à jour qui adapte le paramètre 

Ô sont données par : 

(3.98) 

(3.99) 
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Un tel choix permet de réduire la dérivée à: 

(3.100) 

Ce qui assure la stabilité de l'origine de (3.75). 

3.4.3 Fonctions de réglage pour un système d'ordre "n" 

Une des améliorations qui peut être réalisée avec la conception par les fonctions de 

réglage est la réduction de l'ordre dynamique du contrôleur adaptatif à son minimum 

(le nombre d'estimations est égal au nombre de paramètres inconnus). Cette conception 

d'ordre minimale est avantageuse non seulement pour la mise en œuvre mais aussi parce 

qu'elle garantit les meilleures propriétés de stabilité et de convergence. L'objectif de ce 

paragraphe est donc de généraliser le mécanisme de décomposition donné dans le para

graphe 3.4.1. pour des systèmes d'ordre deux aux systèmes d'ordre n. Le système sous 

forme "strict-feedback" est donné par l'expression suivante : 

±1 - x2 + 1/JÎ(xi)B 

±2 = x3+1/Jf(x1,x2)B 

±n = b(x)u + 1/J~(x)O (3.101) 

où 0 E JRP représente un vecteur de paramètres inconnus et b(x) =/:- 0, Vx E lRn. La 

généralisation de la procédure de conception par backstepping avec les fonctions de réglage 

s'exprime par le théorème ci-dessous [KKK95]. La preuve de ce dernier s'appuie sur la 

théorie de Lyapunov. 

Théorème 3.1. Soit le système (3.101) avec b(x) =1- O. Le contrôleur adaptatif par backs

tepping et sa loi d'adaptation correspondante sont donnés par : 

an( x, Ô) 
u = b(x) (3.102) 

OÙ la matrice de gain d'adaptation r = rT > 0, la loi de commande ai, i = 1, ... , n, et 
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la fonction de réglage Tn sont donnés par les équations récursives suivantes : 

Zi - Xi- Œi-l 

i-1 
8 8 

i-1 
8 TA L Œi-l Œi-l L Œk-1 

- -Z·-1- r,z.- W· e + --Xk+l +--A-f-r:·+ --A-fw·zk 
t '""/. t t axk ae t ae ~ 

k=l k=2 

A ~Bai-l 
wi(x11 ... , Xi, 0) = '1/Ji-~ -

8
--'1/Jk 

k=l Xk 

et z0 = a 0 = To = 0, c; > O. La variable z représente l'erreur. Ci sont des constantes posi

tives. Par conséquent la Commande par Backstepping Adaptatif (CBA) avec les fonctions 

de réglage assure la stabilité asymptotique globale du point d'équilibre x= Xe du système 

(3.101) : 

avec: 

Az= 

et 

-cl 

-1 

0 

0 

i - Az(z, Ô)z + W(z, êfe 

ê - rw(z, Ô)z 

1 0 

-c2 1 + 0"23 

-1- 0"23 

-1- O"n-l,n 

1 0 0 

-~ 
W(z, ê)T = OXl 

1 

0 
OOn-1 OOn-1 1 -""""&! - OXn-1 

0 

1 + O"n-l,n 

F(x)T 

(3.103) 

(3.104) 

(3.105) 

où F(x) = ['l/J1(x1), ... , '1/Jn(x)] représente un vecteur de fonctions non linéaires connues. 

3.4.4 Exemple de simulation 

Pour illustrer les performances des techniques développées vis-à-vis de variations de 

paramètres du système, nous reprenons le système non linéaire utilisé au paragraphe 3.2.2 
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où les paramètres a1 , a2 et a3 sont incertains[ASOO] : 

X1 = al X~ + Xz + d 

Xz = azx~ + x3 

x3 = a3x3 + u 

121 

(3.106) 

Les grandeurs scalaires, ai, sont des paramètres inconnus qui ont des valeurs nominales 

a1 = a2 = a3 = 1. Cette représentation est équivalente à un système simple qui est sous 

la forme "strict feedback" avec l'incertitude paramétrique comme le montre l'équation 

(3.101). Supposons maintenant que le système (3.106) n'est pas affecté par des perturba

tions extérieures ( d = 0). Les deux premières commandes virtuelles et la loi de commande 

finale déterminées systématiquement étape par étape, sont données par : 

où Va est donnée par : 

Les gains pour ce contrôleur sont des constantes positives ki > 0 et les 1'i > 0 sont les 

gains d'estimation. Le contrôleur est augmenté avec les estimateurs suivants: 

âl = 3 ( OŒ1 OŒz) 
1'1X1 Z1 - Zz OXl - Z3 OXl 

âz - 3 ( OŒz) 'YzXz Zz - Z3 OXz 

â3 - 'Y3X3Z3 (3.109) 

Les équations (3.107), (3.108) sont construites itérativement par la méthode directe de 

Lyapunov. Spécifiquement, la fonction de Lyapunov suivante est utilisée : 

(3.110) 

où §T = [âl âz â3] et r = diag('Yl, "}'z, 1'a). Si l'équation (3.110) est différentiable le long des 

trajectoires de l'équation (3.106) avec la commande par backstepping adaptatif (CBA) 
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donnée par les équations (3.107) et (3.109), alors la dérivée de la fonction de Lyapunov 

est semi-définie négative : 

(3.111) 
i=l 

Le lemme de Barbalat (Annexe B.2.3) peut alors être appliqué pour conclure que toutes 

les erreurs convergent vers zéro. 

Les paramètres de la CBA sont donnés comme suit : 

et /1 = /2 = /3 = 0.1 

Le vecteur de condition initiale pour le système est choisi égal à [0.5, 0.8, 0.2] et les valeurs 

initiales des paramètres d'estimations sont choisies telles-que : [â1(0), â2 (0), â3(0)]T = 

[1.1, 0.9, 0.9]T. 

-:=. 1 x 
J§ 
·Q) ,._ 
Q) 
~ 

0.8 
c 

~ 
0 0.6 > w 
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"0 
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Figure 3.3 : Backstepping adaptatif pour un système avec des paramètres incertains et 

sans perturbations extérieures. 

Le premier graphe de la figure 3.3 montre que la sortie converge vers la consigne souhaitée 

et la deuxième courbe montre que toutes les erreurs convergent également vers zéro. Si 

nous faisons un zoom sur les erreurs de suivi nous remarquons que l'erreur z3 converge 

la première suivi par z2 et ensuit z1 . C'est la convergence séquentielle imposée par la 
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conception basée sur le backstepping adaptatif. 

Pour simuler l'effet de l'erreur du modèle non paramétrique, le système précédent (3.106) 

est perturbé en ajoutant une perturbation sinusoïdale à la première équation d'état 

( d = 25sin (227:)). 

0.1~~----~----r---~--~----~--~--~----~--~ 

·;; 0.05 
'3 
ch 
Q) 

0 "0 
~ 

:::1 
~ 
~ 

-0.05 w 

2 
-0.1 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 
Temps (sec) 

Figure 3.4 : Backstepping adaptatif pour un système avec des paramètres incertains et 

des perturbations extérieures. 

L'évolution des erreurs de suivi du système en boucle fermée résultant de la commande 

adaptative par backstepping est illustrée par la figure 3.4. La propriété importante de 

cette courbe est que toutes les trois erreurs intermédiaires oscillent de la même façon au

tour de O. Ces trajectoires montrent aussi que l'erreur z1 est nettement inférieure à z2 et 

à z3 . Nous pouvons conclure à travers ces différentes figures que l'objectif d'atténuation 

des perturbations est atteint et que le système en boucle fermée est asymptotiquement 

stable, et cela malgré la présence des incertitudes et des perturbations qui ne vérifient pas 

la condition de recouvrement (" matching condition"). 

L'utilisation du contrôle adaptatif assure la stabilité des systèmes en boucle fermée tout 

en faisant converger les paramètres estimés vers les paramètres réels. 

3.5 Application de la CBC sur un système de 3 cuves 

Dans la première partie de ce chapitre, une solution complète, correctement forma

lisée, a été présentée lorsque le modèle du système est linéaire où écrit sous une forme 
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triangulaire. Par contre, il n'existe pas actuellement de théorie générale de conception par 

backstepping lorsque le modèle est non linéaire écrit sous la forme générale. Les approches 

les plus répandues nécessitent de transformer le système sous une forme adaptée. Dans 

bien des cas, la détermination de cette transformation n'est pas triviale. Le présent travail 

reprend et complète une approche de génération développée initialement dans la première 

partie. La formulation de cette méthode utilise le système de 2 colonnes représenté dans 

(1.100). Les deux sous-sections suivantes présentent la conception complète et l'analyse 

de stabilité de la commande par backstepping classique ( CBC). 

3.5.1 Conception de la loi de Commande 

Le modèle utilisé pour concevoir la loi de commande est donné dans (1.100). 

Étape 1 : soit x 2d le niveau désiré du liquide pour la variable d'état x 2 (t). L'écart z1 = 

x2 - X2d définit l'erreur entre le niveau actuel et le niveau désiré. La loi de contrôle doit 

assurer la convergence de z1 vers zéro. Par conséquent, on définit une première fonction 

de Lyapunov Vi, associée à z1 : 

(3.112) 

La dérivation de Vi entraîne : 

(3.113) 

En rappelant la dynamique du niveau de liquide :i:3 (1.100), la dérivée de z1 est donnée 

par: 

- cl Jxl- X2- Bg.JX2- X2d 
(3.114) 

En additionnant et en retranchant a 1 (x2 , :i:2d) à la deuxième équation de (3.114), il vient : 

(3.115) 

avec z2 = C1 Jx1 - x2 - a 1 (x2 , i:2d). Basée sur la dynamique d'erreur de poursuite (3.114), 

la fonction stabilisante correspondante a 1 ( x2 , :i:2d) est conçue ainsi : 

où k1 est une constante positive. Il apparaît alors l'expression de z2 - C1 Jx1 - x2 -

a1 (x2, .i:2d), qu'on peut définir comme l'écart entre la commande virtuelle et la fonction 
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stabilisante a 1 assurant la convergence de z1 vers zéro. Ainsi, à la fin de la première étape 

du backstepping, nous avons : 

(3.117) 

(3.118) 

Étape 2 : La méthodologie de conception de la commande par backstepping de (KKK95] 

exige maintenant la dérivation de Z2 par rapport au temps. Suite à cela, nous utilisons 

(1.100) et (3.116) pour obtenir : 

. c2 B~ cl Bs 2x2 - XI k . cl u .. 
z2 = - 1 + -

2 
+ -

2
- + 1Z1 +- - x2d 

Jx2(x1 - x2) 2A.jxl- x2 
(3.119) 

Maintenant, substituons (3.115) dans (3.119) en isolant la commande u, on obtient : 

(3.120) 

avec: 

= -C2 + B~ + C1Bs 2x2 - x1 
1 

2 2 Jx2(x1- x2) 

+ kl (cl V Xl- X2- Bs.JX2- X2d)- x2d 

f (xi. x2 , x2d, x2d) est une fonction connue. Ainsi, la conception de la commande d'entrée 

u est réalisée comme suit : 

(3.121) 

En utilisant (3.115) et (3.120), la dérivée de V2 peut être calculée de la manière suivante : 

Ï2 - z1i1 + z2i2 

. [! ( . .. ) c1 u J - ZIZI+ Z2 XI,X2,X2d,X2d + 2A.jxl- X2 

k 2 [ 1 ( . .. ) c1 u ] - - lzl + Z2 Zl + Xl,X2,X2d,X2d + 2A.jxl- X2 (3.122) 

Selon (3.122), la CBC est conçue comme suit : 

u = -~~V Xl- X2 (zl + f(xl, X2, ±2d, x2d) + k2z2) (3.123) 

où k2 est une constante positive résultante de la dynamique suivante : 

(3.124) 
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Remarque 3.2. On peut remarquer, qu'à partir des équations (3.119)-(3.122), il y a une 

singularité de commande x1(t) = x 2(t). En outre, si x1(t) = 0 aucune commande ne sera 

appliquée au système, qui cause par la suite x 1(t)- x2 (t) = 0 créant ainsi une singularité. 

Dans le paragraphe suivant, l'analyse de la stabilité de la dynamique en boucle fermée 

(3.118), (3.124) est réalisée en utilisant la théorie de Lyapunov. 

3.5.2 Analyse de stabilité 

L'objectif de la commande (3.123) est de rendre le niveau du liquide d'eau x2 capable 

de suivre la trajectoire de référence. Nous montrons, par le biais du théorème suivant, 

que le système (1.100) en boucle fermée est stable. Afin d'énoncer le résultat principal de 

cette section, nous utilisons la notation x(t) = [z1 z2]T E JR2 . 

Théorème 3.2. La loi de commande CBC (3.123) assure la convergence exponentielle 

de l'état du vecteur augmenté x(t), comme le montre l'inégalité suivante : 

!lx(t)ll :::; llx(O)IIe->.t (3.125) 

avec: 

(3.126) 

ainsi, toutes les composantes de x(t), z1 et z2 , convergent exponentiellement vers l'origine. 

Pour prouver le théorème 3.3, nous définissons la fonction candidate de Lyapunov sui

vante: 

La dérivée de la fonction de Lyapunov V2 s'écrit : 

Sa dérivée le long des trajectoires de (3.118), (3.124) devient : 

V2(x) - -k1z~ + z1z2 + z2( -k2z2- z1) 

- -k1z~ - k2z~ :::; 0 

(3.127) 

(3.128) 

(3.129) 

Par conséquent, le système est stable, ce qui entraîne la convergence exponentielle de z1 

et z2 vers zéro quand t --+ oo. 
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3.6 Application de la CBA sur un système de 3 cuves 

La problématique de la commande adaptative par backstepping des systèmes non 

linéaires sous une forme adaptée a été initialement considérée en première partie où les 

principaux résultats sont donnés en termes de solution d'équations du système sous forme 

triangulaire. En effet, pour la synthèse de la loi de commande par backstepping adaptatif 

pour les systèmes sous une forme adaptée, les auteurs se basent sur les fonctions de 

réglage pour réduire le problème de surparamétrisation. Cependant, ces résultats peuvent 

être exploités pour l'application du backstepping adaptatif sur les systèmes sous forme 

générale sans passer par la transformation du système (voir la première partie du chapitre 

3). Les paramètres adaptés ainsi obtenus pour le système de 3 colonnes sont regroupés 

dans une seule équation, rendant ces résultats inapplicables en pratique et provoquant 

ainsi le problème de singularité. Dans ce paragraphe, nous abordons la problématique 

de commande adaptative par backstepping des systèmes non linéaires sous une forme 

générale. Plus particulièrement, nous nous intéressons à l'application de la procédure de 

conception sur le système de 3 colonnes [BCADB09]. Nous désirons déterminer une loi de 

commande u qui stabilise exponentiellement le système (1.100), sachant que les valeurs 

exactes du coefficient de débit az1 et du coefficient de débit de fuite bz3 ne sont pas connues. 

Les expressions de ces deux paramètres incertains sont données par : 

c1 az}O:, a:= 
Sn-/29 

-
A 

Bs bzs/3, (3= 
SLvffi 

- A 

Ce qui permet d'aboutir à la forme suivante : 

xl= -azlo:Jxl- x2 + * 
±2 = az1o:.Jx1- X2- bzsf3-/X2 

(3.130) 

Etapel : La première étape pour construire la loi commande CBA est de considérer 

l'écart entre la sortie et la valeur désirée z1 = x2 - x2d. La loi de commande doit assurer la 

convergence de z1 vers zéro. Par conséquent, on définit une première fonction de stockage 

associée à zr, Vi = ~zr La dérivée de Vi entraîne : 

(3.131) 

(3.132) 
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Le terme âz1ay'(x1 - x2 ) peut être considéré comme une commande virtuelle dans l'équation 

ci-dessus. La fonction stabilisante choisie pour rendre il négative est définie comme suit : 

(3.133) 

où k1 est une constante positive. 

À partir de la deuxième variable d'erreur z2 = x2 - a 11 on peut exprimer la dynamique 

de z1 en fonction de z2 : 

(3.134) 

La dérivée résultante du choix de la fonction stabilisante est donnée par : 

(3.135) 

On remarque l'apparition de deux termes incertains iiz1 et bz3. leurs signe sont indéfinis 

et aucune conclusion ne peut être tirée sur la stabilité du système. 

Etape2 : On considère le système (3.130) et on définit la nouvelle variable d'erreur 

z2 = àz1avx1 - x2 - a 1 (x2 , ±2d), qui représente l'écart entre la commande virtuelle et 

la fonction stabilisante. Les équations du système à commander, dans l'espace (z1 , z2 ) 

s'écrivent : 

(3.136) 

âzlll' U 
+ 2A +v1 +v2 yx1- x2 

(3.137) 

où j(x1, x2, âz1, hz3) est une fonction connue définie par: 

(3.138) 

v1 et v2 sont deux fonctions connues exprimées en fonction des lois d'adaptations : 

V1 = Èiz1aVX1 - X2 

V2 = -bz3/3y'X2 

Notez que les paramètres du système (3.130) sont supposés constants : 
. . 

àzl = azl - âzl' bz3 = bz3 - hz3, ~zl = -àzl' bz3 = -hz3 

(3.139) 

(3.140) 



3.6: Application de la CBA sur un système de 3 cuves 129 

Théorème 3.3. La loi de commande exprimée par : 

(3.141) 

assure la convergence asymptotique du vecteur d'état augmenté x(t) telle que : 

lim llx(t)ll = 0 
t-+oo 

(3.142) 

Ainsi, toutes les composantes de x(t), z1 et z2 , convergent exponentiellement vers l'origine. 

La convergence de z2 entraîne naturellement la convergence de z1 . Pour assurer la conver

gence de z2 , on ajoute ~z~ à la fonction de Lyapunov V]_. Dans l'expression de i 2 , la 

dynamique de x2 va apparaître, perturbée par les deux termes inconnus az1 et bz3. Soit 

âz1 et bz3 les estimations de ces deux paramètres inconnus. Il faut veiller à réduire l'erreur 

d'estimation az1 = az1 -âz1, bz3 = bz3- bz3. Par conséquent, ces erreurs seront ajoutées à la 

fonction de stockage V]_, conduisant à la définition d'une fonction de Lyapunov augmentée 

V2: 
1 2 1 2 1 -1-2 1 -1-2 

V2 = 2Z1 + 2Z2 + 2'~'I az1 + 21'3 bz3 

où '/'I et ')'3 sont des gains d'adaptation. 

(3.143) 

Utilisant (3.137) et (3.143), la dérivée de V2 peut être calculée de la manière suivante 

i2 - ZIZI+ Z2Z2- 1'}1
az1âzi - 1'i1bz3bz3 

- -k1zî + z1z2 + z2z2 + z1az1aJx1- x2 

- 1 . 1- ~ 
Z1 bz3f3JX2- '/'Ï azi âzl - '/'s bz3bz3 (3.144) 

En prenant la dérivée de (3.144) et en substituant (3.137) dans cette dérivée nous pouvons 

obtenir: 

~ = 

(3.145) 

Basée sur la théorie de stabilité de Lyapunov, i2 doit être une fonction définie négative. 

Par conséquent la loi de commande est choisie comme suit : 

(3.146) 
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Avec âziO:: =/= O. Pour éliminer les termes iizi et bz3 , les lois de mise à jour peuvent être 

déterminées par les équations suivantes : 

(3.147) 

(3.148) 

où ki > 0 et k2 >O. 

Substituant dans la dérivée de la FCL (3.145) l'entrée u(t) par la loi de commande (3.146) 

et la loi de paramètres définie dans (3.147) et (3.148), nous obtenons alors : 

(3.149) 

Pour montrer la convergence des états ZI et z2 ainsi que leurs bornitudes, nous intégrons 

la relation : (3.149) 

\12(zi(t), z2(t))- V2(zi(to), z2(to)) =-kilt zî(r)dr- k21t z~(r)dr 
to to 

(3.150) 

En utilisant le fait que V2(t) ~ 0, pour t ~ t0 , nous avons : 

(3.151) 

Puisque W2 (t) est une fonction uniformément continue, alors d'après la Lemme de Bar

balat (Annexe B.1), zi et z2 sont bornés. De plus limt--oo W2 = 0 et par conséquent 

limt-+oo ZI = 0 et limt-+oo z2 =O. De plus à partir de (3.149), nous pouvons écrire que : 

lÎ;(t) < -2min {ki, k2} V2(t) (3.152) 

V2(t) < V2(to)e-JL(t-to) (3.153) 

avec f-L = 2min {ki, k2}, ce qui implique que le vecteur d'état x(t) - [zi z2f converge 

exponentiellement vers zéro quand t __... oo selon la loi suivante : 

llx(t)ll ~ llx(to) lle-~JL(t-to) (3.154) 
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3.7 Résultats expérimentaux 

Pour visualiser le comportement dynamique transitoire du niveau commandé, nous 

avons appliqué un signal de référence de type échelon d'amplitude O.lm, puis à t = 500s, 

nous imposons une référence d'amplitude 0.12m. Le premier test concerne le système dans 

le cas nominal, en supposant qu'il n'y a pas de fuite, et que les vannes az1 et bz3 sont 

ouvertes et la vanne az3 est fermée. 
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Figure 3.5 : Résultats expérimentaux avec la CBC sans perturbations extérieures ni 

paramètres incertains 
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Figure 3.6 : Résultats expérimentaux avec la CBC sans perturbations extérieures m 

paramètres incertains 
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La figure 3.5 montre les résultats obtenus en utilisant la CBC sans perturbation, on 

remarque à la figure 3.5( c) la sensibilité de la commande envers le changement de consigne 

à t = 500s (apparition d'une erreur de O.Olm). 

La figure 3.6 montre les résultats expérimentaux de la commande adaptative sans pertur

bations extérieures, les figures 3.6(b) et 3.6(d) montrent respectivement le niveau et les 

paramètres estimés du modèle de deux colonnes. Nous remarquons une bonne régulation 

de niveau. L'erreur de suivi de niveau est très faible (erreur maximale égale à O.Olmm). 

Pour montrer l'intérêt de notre technique de commande, nous nous proposons d'étudier 

les performances de la commande par rapport aux perturbations extérieures. Pour ce faire 

nous avons utilisé la colonne 2 pour créer des perturbations extérieures par l'ouverture de 

la Vanne az3 à t =Os, voir figure 1.15. 
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Figure 3. 7 : Résultats avec la CBC en présence de paramètres incertains az1 = 0.5âz1 et 

des perturbations extérieures qext = 0.5.10-4(m3 / s) 
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Toutefois, lorsqu'on introduit une fuite au niveau de la colonne 3 à t = 0, à travers l'ou

verture de la vanne az3 , les résultats sont assez différents. La commande classique par 

backstepping présente une grande erreur sous la variation paramétrique et les perturba

tions extérieures ( figure3. 7). 

La figure 3.8(b) montre bien que le niveau du liquide est stabilisé autour de la référence 

imposée malgré la présence de perturbations et les couplages entre les colonnes (variations 

paramétriques). La figure 3.8(a) montre la réaction de notre commande CBC pour garder 

la valeur de la sortie à x2d = 0.12m. La sortie est toujours maintenue, ce qui montre les 

bonnes performances de notre loi de commande par rapport aux perturbations extérieures. 

Les commandes appliquées au moteur de la pompe, dans les deux cas, sont illustrées dans 

la figure 3.7(a) et 3.8(a). On constate que le phénomène de réticence est pratiquement in

existant dans les signaux de commande. Les commandes sont physiquement acceptables. 

En effet, la CMG d'ordre un [Utk97] des systèmes non linéaires incertains a été limitée 

par la présence du "chattering". Ce phénomène risque d'entraîner des crépitements du 

moteur utilisé par la pompe lorsque l'amplitude des variations est trop importante. C'est 

pourquoi la CBA d'un système hydraulique incertain est une bonne solution pour résoudre 

le problème du "chattering". 

3.8 Conclusion 

Dans la première partie de ce chapitre, nous avons présenté le concept " backstepping ", 

concept qui s'applique couramment à la commande des systèmes dont la modélisation est 

triangulaire. Nous avons ensuite étudié l'extension de cette technique à la commande d'un 

système hydraulique dont le comportement n'est pas de type strict feedback. Cette étude 

nous a conduit à l'élaboration d'un nouvel algorithme par backstepping adaptatif appliqué 

au contrôle d'un système hydraulique dont les paramètres sont incertains et variables dans 

le temps. Nous avons montré que ce type d'approche pourrait être avantageusement utilisé 

pour compenser les incertitudes du système non linéaire à partir de paramètres inconnus. 

Les résultats expérimentaux montrent en effet un bon suivi de trajectoires du niveau de 

l'eau, et ceci même en présence des paramètres non linéaires incertains dus aux variations 

des volumes dans les vannes. Comparée aux lois de commande présentées au chapitre 
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précédent, celle développée ici permet de s'affranchir : 

- d'une "surparametrisation" que l'on peut observer dans la méthode proposée par 

[HHVM05]. 

- d'un algorithme d'adaptation indirecte pour l'estimation des valeurs de az1 et bz3 • 

- d'une étape de transformation du modèle dynamique associé au système hydraulique 

en un modèle sous forme "strict feedback" 

Pour des applications pratiques, la loi de commande ABMG que nous préconisons semble 

mieux adaptée que d'autres méthodes de commande. 



Chapitre 4 

Combinaison du backstepping 

adaptatif avec les modes glissants 

Introduction 

La conception de lois de commande des systèmes non linéaires incertains est généralement 

fondée sur une association de techniques ayant conduit à plus de robustesse telles que : 

le backstepping, et les lois de commande polynômiales auto-ajustables et adaptatives. 

Lorsque le système physique comprend des incertitudes avec un manque d'informations 

sur les bornes inconnues des paramètres, la commande adaptative devient plus convenable, 

tandis que, si des informations sont suffisantes sur l'incertitude, comme la connaissance 

des bornes supérieures, les commandes robustes sont faciles à concevoir. 

Le problème de stabilisation a été étudié pour différentes classes de systèmes avec in

certitudes au cours de ces dernières années [BL82], [Qu92). La plupart des approches de 

conception de commande sont basées sur Lyapunov et sur les méthodes de linéarisation. 

Dans l'approche de Lyapunov, il est très difficile de trouver une fonction de Lyapunov pour 

concevoir la loi de commande et stabiliser le système. L'approche de linéarisation assure 

la stabilité locale. L'approche de backstepping présente une méthode systématique pour 

concevoir une commande pour suivre un signal de référence en choisissant une fonction de 

Lyapunov appropriée et en changeant les coordonnées [KKK91), [KKM91); elle garantit la 

stabilité asymptotique globale. La CMG est une méthode de contrôle robuste et on peut 

considérer que le concept backstepping est une méthode de commande adaptative. La 
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combinaison adaptative backstepping CMG, rassemble des avantages des deux approches. 

Cette méthode peut être utilisée même si le système ne comprend pas de paramètres incon

nus. La méthode du backstepping pour concevoir la CMG pour une classe de systèmes non 

linéaires sans incertitude, a été présentée par Rios-Bolvar et Zinober [RBZ98], [RBZ97]. 

La commande adaptative backstepping mode de glissement des systèmes à rétroaction 

semi-stricts (RSS) [Yao97] a été étudiée par Koshkouei et Zinober [KZ99]. 

Dans ce chapitre, une procédure de conception systématique est proposée pour combiner 

la commande adaptative et les techniques CMG pour une classe de systèmes non linéaires. 

Nous développons une approche de backstepping dédiée aux systèmes RSS avec l'incerti

tude mal adaptée, où l'on cherche à rapprocher les trajectoires d'état à une hypersurface 

spécifiée. Ces méthodes systématiques ne nécessitent ni de condition supplémentaire sur les 

paramètres ni de condition suffisante garantissant la stabilité du système. Un ensemble de 

tests est effectué pour valider la stratégie de commande adaptative proposée. Un deuxième 

algorithme associant la commande par modes glissants d'ordre deux et la technique de 

stabilisation par backstepping est également proposé. Cet algorithme bien adapté pour des 

systèmes non linéaires incertains permet de garantir l'établissement d'un régime glissant 

d'ordre deux avec un réglage simple des paramètres de la loi de commande. L'efficacité 

de cette stratégie de commande est illustrée par des tests expérimentaux sur un système 

hydraulique à 3 cuves, système fortement non linéaire. 

4.1 Systèmes non linéaires incertains 

Considérons un système non linéaire incertain 

x(t) = fo(x) + D.f(x, w) + go(x)u (4.1) 

où xE ~n est le vecteur d'état, u est la commande scalaire, w E 0 représente le paramètre 

incertain variable dans le temps, Jo et g0 sont les champs de vecteur lisses connus sur Bx 

(le sous-ensemble de ~n est dans le voisinage de x0 E ~n), et D.f est un champ de vecteur 

inconnu sur Bx. En outre, sans perte de généralité on suppose que D.f(x0 , w) = 0 pour 

tout w E 0 et g(xo) =/= O. 



4.1 : Systèmes non linéaires incertains 139 

Hypothèse 4.1. (Linéarisation exacte entrée-état) On suppose que les conditions sui

vantes sont vérifiées : 

dim (inv (span {9, adt0 9, ... , adj
0
-

19})) = n, 'Vx = Xo (4.2) 

dim (in v ( span {9, adt0 9, ... , adj
0
-

29})) = n- 1, 'V x E Bx ( 4.3) 

où inv signifie la distribution involutive. 

C'est à dire qu'un système avec une seule entrée est linéarisable entrée-état si, et seule

ment si, la distribution engendrée par (9, ad10g, ... , adj;;1g) est de plein rang et que celle 

engendrée par (9, adto9, ... , adf
0
-

29) est involutive. 

Hypothèse 4.2. (La condition de commandabilité) 

dim (inv ( span { g, ad1g, ... , ad'_f-1g})) = n, 

où J =Jo+ !lf 

Vx = x0 (4.4) 

Si les con di ti ons d'existence sont satisfaites [Isi89], il existe une fonction 'll1 (x) telle que : 

!l'll1ad}0 - 0 i = 0, ... ,n- 2 

!l wl adfo-l =J:. 0 

La transformation linéarisante llf(x) est donnée comme suit : 

llf(x) = 

et la commande linéarisante : 

u =a( x)+ -y(x)u 

avec: 

a(x) = 

Avec cette loi de commande, le système devient : 

Zn-1 = Zn+ TJn-1 (z, w) 

Zn = f(z) + TJn(z, w) + g(z)u 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 
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Notez que la forme du système ( 4.9) est plus générale. 

4.2 Combinaison du backstepping avec le mode glis

sant 

Dans cette section, nous discutons une technique de conception basée sur la combinai

son du backstepping avec les modes glissants pour les systèmes incertains multi-variables. 

La loi de commande est synthétisée pour les systèmes tridimensionnels dans le premier 

cas dans un souci de simplicité (section 4.2.1), les résultats pour les systèmes multi

dimensionnels étendus seront donnés par la suite dans la section 4.2.2. 

4.2.1 Systèmes tridimensionnels 

On considère le système non-linéaire incertain tridimensionnel de la forme : 

±1 - x2 + 'f/I(x, w) 

X2 - Xg + 'f/2(x, w) 

Xg - f(x) + rJg(x, w) + g(x)u 

satisfaisant les hypothèses 4.1 et 4.2. 

(4.10) 

Hypothèse 4.3. Les incertitudes dans le système (4.10) satisfont les conditions de bor

nitude: 

lrJl(x,w)l < d1(xi,x2) 

lrJ2(.r, w)l < d2(x1, .r2, xg) 

lrJ3(x, w)l < d3(x1, x2, x3) 

(4.11) 

pour tout w En où di, i = 1, 2, 3, sont des fonctions non négatives différentiables connues, 

et 

(4.12) 



4.2: Combinaison du backstepping avec le mode glissant 

Nous considérons le système étendu correspondant : 

±1 - x2 + r}l(x, w) 

±2 - Xs + 1J2(x, w) 

±s - ](x)+ 'TJs(x, w) + g(x)u 

u - v 

. 141 

( 4.13) 

Étape 0 : Définissons la première variable d'erreur z1 = x1 et écrivons sa dérivée par 

rapport au temps qui est donnée par l'équation suivante : 

( 4.14) 

avec z2 = x2 - a 1. 

Étape 1 :Maintenant, nous employons a 1 comme commande virtuelle pour stabiliser le 

sous-système unidimensionnel (4.14), pour cela nous considérons la fonction de Lyapunov 

suivante: 

(4.15) 

où k1 est une constante positive. La première fonction satbilisante peut maintenant être 

choisie comme suit : 

(4.16) 

a 1 existe à partir de l'hypothèse 4.3, et c1 est une constante positive. Nous avons donc : 

1iJ. - k1z1(zz + a1 + 'T}I) 

< -k1c1zi 50 

pour Xz = a 1 , c'est à dire z2 = O. 

Étape 2 : à partir de la dernière variable d'erreur z3 = x3 - a 2 , on peut exprimer la 

dynamique de z1 en fonction de z2 et celle de z2 en fonction de z3 : 

.i1 - Zz + a1 + 'TJ1 
âa1 

Zz - zs + az + 'T}z - -
8 

( Zz + az + 'TJ1) 
zl 

Choisissons ensuite une fonction candidate de Lyapunov sous la forme suivante : 

(4.17) 

(4.18) 
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où k2 est une constante positive. Puisque d1 est différentiable, il existe une fonction c/>1 

telle que: 

(4.19) 

à partir de: 

(4.20) 

avec: 

(4.21) 

La deuxième fonction stabilisante peut être choisie afin de stabiliser la dynamique de 

( 4.17) comme suit : 

a2 = ~: z1 (1 + sign(z1)c/>1 (z1, z2)) - 11 (zb z2) 

c2z2- sign(z2)d2(z1, z2 + a1, a2) 

sign(z2) 1 ~:: 1 d1 (z1, z2 +ai) 

Pour x3 = a 2 , nous avons: 

dont la négativité assure la stabilité de l'origine (4.17). 

Étape 3: 

(4.22) 

Dans cette étape finale, la loi de commande réelle v sera déterminée. La dynamique pour 

la dernière étape peut être déterminée en prenant la dérivée de l'expression z3 = x3 - a 2 , 

et en substituant l'équation ( 4.13), dans le résultat. La dynamique transformée combinée 

du système entier peut alors être écrite comme suit : 

i1 = z2 - c1z1 - sign(z1)d1 (z1, a1) + "71 

i2 = Z3- c2z2- ~z1 + A(z1, z2) + "72- ~"71 

Z3 = J + "73 +gu- ~(z2- c1z1- sign(zi)di(zi, a1) + 'TJI) (4.23) 

- ~ (z3 - c2z2 - !El.zl + A(z1 z2) + n2 - f!ili.) âz2 k2 ' ' 1 âz1 

Û=V 

avec: 



4.2: Combinaison du backstepping avec le mode glissant 143 

De la même façon que (4.19), en raison de la différentiabilité de d2 , il existe une fonction 

rp2 telle que : 

(4.25) 

Considérons maintenant la fonction de Lyapunov V3, qui est la fonction V2 augmentée par 

un terme d'erreur en z3 et une surface de glissement s : 

k3 2 1 2 kl 2 k2 2 k3 2 1 2 
v3 = V2 + -z3 + -s = - zl + - z2 + - z3 + -s 

2 2 2 2 2 2 
(4.26) 

Afin de commencer la conception de la commande pour la dernière étape, une surface de 

glissement est choisie telle que : 

avec: 

8a2 
s = c3z3 + f +gu- -

8 
(z2- c1z1- sign(z1)d1) 

Zl 

ôa2 (z3- c2z2- k1 
z1 +A) 

az1 k2 

+ sign(z3 ) [d3 + ~~~; 1 d2 + IBid1] 
k2 + k
3 

(z2 + lz2ir/Y2(zl, z2 +ab z3)) 

- 0 

B(z1, z
2

) = 8a2 8a1 _ aa2 
az2 az1 az1 

(4.27) 

et c3 est une constante strictement positive. Avec la définition précédente de V3 et de s, 

on obtient : Vs :$ -k1c1zî- k2c2z~- k3c3z5 + k3z3s + ss. 

Soit les notations suivantes : 

D1 - z2- c1z1 - sign(z1)d1(z1, a1) 

kl 
D2 - Z3 - C:!Z2 - -z1 +A 

k2 
aa2 . 

D3 - --a (z2- c1z1 - S'l-gn(zi)d1(z1, a1)) 
Zl 

+ ~:: ( c2z2 + ~: z1 - Z3 - A) + f + gu 

La dynamique de la surface de glissement est trouvée en prenant la dérivée de l'équation 

(4.27), ce qui donne: 

as as . as . 
S - -Zl + -z2 + -z3 + gv 

az1 az2 az3 
- D + B1 "11 + B2"12 + B3'T73 + gv (4.28) 
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où D, B1 , B2 et B sont des fonctions connues. En substituant (4.28) dans l'inégalité Vs, 
la loi de commande étendue v peut être choisie comme : 

1 . 
v=-- (kgzg + D + szgn(s) [IBIIdi + IB2Id2 + JBgJdg + M]) (4.29) 

g 

En notant qu'on suppose que g(z) satisfait g(z) =J. 0, pour llzll =J. O. Finalement nous 

déterminons M tel que : 

SB< 0 pour s =J. 0, isl2 E 

à partir de (4.23)-(4.28), nous avons: 

Puisque z3 est borné avec la commande v (4.31), il existe une constante positive F 

M = k3F+6 

tels que lzl :s; F satisfait la condition d'atteinte sB < -6lzl avec 6 tout nombre positif. 

Théorème 4.1. Supposons que g(z) =J. 0, alors la loi de commande (4.29) du système en 

boucle fermée (4.23)-(4.28) a les solutions qui satisfont: 

lim z1(t) = lim z2 (t) = lim zg(t) = lim s(t) = 0 
hoo hoo hoo hoo 

(4.30) 

i.e. Le système est asymptotiquement stable. De plus, les fonction z1 (t), z2 (t), z3 (t) et s(t) 

sont bornées pour tous t E R 

La commande discontinue v (4.29) peut produire le phénomène de broutement à proximité 

de la surface de glissement. Ce phénomène peut être éliminé en employant l'approximation 

continue [BZ86] au lieu de la fonction sign dans (4.29), c.-à-d : 

v=-~ ( k3Z3 + D + lsl: f/J [IBIId1 + IB2Id2 + IBgJdg +Ml) (4.31) 

où fjJ représente l'épaisseur de la couche limite. 

4.2.2 Procédure de conception pour le cas général 

En suivant la même procédure détaillée dans la section précédente, Zinober [ZL96] a 

donné directement la fonction de Lyapunov finale : 

k1 2 kn 2 1 2 
Vn = 2zl + ... + 2zn + 2s (4.32) 
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où s est la fonction de glissement. 

f . ( ) { 1 ax~ 1 d 1 ax~ ax~ ax~_1 , d } s = CnZn + +gu+ an - stgn Zn dn + -a-- n-1 + -a-- + _a ___ a__ n-2 
Zn-l Zn-2 Zn-l Zn-2 

. ( ) { 1 ax~ ax~ ( ax~ ) 1 d } - · · · - S'tgn Zn az1 + az2 - az1 + · · · 1 (4.33) 

qui est une fonction connue (de (z, u)), où Cn est une constante positive et 

ax~( d) ax~ [ d ax~_1 ( d )] Un= --a Z2 + X2 - ... --a-- Zn+ Xn- -a-- Zn-1 + Xn-1- ... 
Z1 Zn-1 Zn-2 

(4.34) 

Il est facile de vérifier que, lorsque la surface s = 0 est atteinte, le système résultant est 

asymptotiquement stable à l'égard de la fonction de Lyapunov Vn = !(k1zr + ... + knz~.). 

La commande u sur la surface de glissement, notée par U 8 , peut être obtenue directement 

à partir s = O. Depuis : 

as . as . as . 
S - -a Z1 + -a Z2 + ... + -a Zn+ gV 

Z1 Z2 Zn 

- D + B1TJ1 + B2TJ2 + ... + BnTJn + gv (4.35) 

où D, B1, ... , En sont des fonctions connues non données ici pour la brièveté [ZL96]. 

Substituant s dans l'inégalité de Vn, la loi de commande 

(4.36) 

rend la dérivée de Vn négative bien déterminée. M est un nombre positif qui peut être 

déterminé de la même façon que dans la section 4.2.1. Nous utilisons de nouveau la loi 

de commande modifiée suivante pour "atténuer" le broutement provoqué par la fonction 

sign dans (4.29). 

v=-~ ( k,.z,. + D+ lsl :</> [t IB;jd, + M]) (4.37) 

où cp représente l'épaisseur de la couche limite. 

4.3 Procédure de conception de la CBAMG 

La procédure par backstepping est une méthode systématique pour la conception 

de la commande des systèmes non linéaires sous forme de rétroaction stricte [KKK95], 
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[KKM91]. Elle est utilisée pour résoudre le problème de stabilisation d'une classe des 

systèmes non linéaires sous la forme dite paramétrique stricte [NA88], [ZW95]. Les pro

priétés de poursuite et de régulation obtenues avec un tel système sont globales [FL01]. 

Les équations de ce système sont données alors par : 

{ 

Xi ( t) = Xi+l ( t) + ()T '1/Ji ( X1, ... , Xi) i = 1, ... , n - 1 

Xn(t) = '1/Jo (x(t)) + ()T'l/Jn (x(t)) + (3 (x(t)) u(t) 
(4.38) 

avec .x(t) = [.x1, ... , .xn(t)]T E ~n, () = [()1 , ... , OPJT est un vecteur constant de paramètres 

inconnus, et '1/Ji(x(t)) E JR.P, (30(.x(t)) E IR. sont les fonctions non linéaires lisses connues. 

L'objectif, pour l'instant, est de stabiliser le système autour du point d'équilibre .xî = 0, 

.XÎ+l = -()T '1/Jf = -()T '1/Ji(O, -()T '1/J~, ... , -()T 'lj;f_1), i = 1, ... , n - 1. Notons que l'ex

tension du problème de suivi est réellement différent, mais pour des raisons de clarté, 

seul le problème de stabilisation est considéré. La procédure par backstepping consiste 

en construction étape-par-étape d'un système transformé avec l'état Zi = .Xi - Œi-l, 

i = 1, ... , n, où ai sont les signaux de commande virtuels à l'étape de conception i. Ils 

sont calculés à l'étape i + 1 pour conduire z = [z1, ... , znJT à l'état d'équilibre (0, ... , 0). 

La stabilité est assurée par une analyse standard de Lyapunov. Les fonctions de Lyapunov 

calculées étape par étape sont utilisées pour déterminer ai et celle qu'on appelle fonction 

de réglage Ti, est une formule partielle pour la mise à jour adaptative du vecteur de pa

ramètre. La dernière fonction stabilisante an, est la vraie commande u(t) qui est appliquée 

directement sur le système d'origine ( 4. 70). Dans la suite, la procédure de conception sera 

brièvement décrite pour la commodité du lecteur. 

Etape i :soit zi+1 = .xi+1 -ai ( i = 0, ... , n-1, a0 = 0) et substituons dans Xi = Xi+I +()T '1/Ji, 

on obtient: 

Le système partiel dans les coordonnées Zk , avec k = 1, ... , i est stabilisé en respectant 

la fonction de Lyapunov 
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où ê(t) est l'estimation du vecteur de paramètres inconnus 8 et rE JR.PXP est une matrice 

définie positive. La stabilité de Lyapunov est assurée en mettant : 

i ( 1-1 8 ) 
7i - r tt z1 1/Jt-~ ::1

1/Jk 

- Ti-l+ rzi (1/Ji- Î: 8;~:1 1/Jk) 
k=l 

(4.40) 

où Ti est la fonction de réglage à l'étape i. Si l'étape i est considérée comme une dernière 

étape, avec ê =Ti et zi+1, alors~=- E~=1 ckz~ S 0, cette dernière étape i contient des 

termes incertains. Ils seront éliminés à l'étape i + 1. 

Étape n: 

(4.41) 

L'expression complète de Zn= Xn- Ctn-1 pourrait être interprétée comme une adaptation 

de surface de mode glissant dans l'espace d'état d'origine alors un mode de glissement peut 

être généré par le remplacement de Zn dans l'équation (4.41), avec le terme Zn+ hsign(zn) 

[SRZA93]. Plus précisément, dénotant s la surface de glissement, on a s = Zn. Ainsi, en 

choisissant : 

1 [ k( h . ( )) .J, ~ Ôan-l ÔŒn-1 
U = a - Zn-1- S + S~gn S - 'f/0 + L.J -

0
--Xk+1 + --A-Tn 

PO k=l Xk 08 

+ (f Zk+l ôaAk r - êT) (1/Jn - Ë OOin-11/Jk) l ( 4.42) 
k=l ô() k=l ôxk 

( 4.43) 
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On obtient Vn = - E;~; ciz] - s2 - kisl. La convergence de la sortie vers la trajec

toire désirée peut être prouvée en utilisant le théorème d'invariance de LaSalle B.l. Par 

conséquent, la stabilité est garantie et le suivi asymptotique de la sortie est réalisé. En 

outre, la condition ss < 0 assure qu'un mode glissant est produit sur la surface de glisse

ment s =O. 

4.4 Application de la CBAMG au système hydrau

lique 

Dans cette section, nous discutons une technique de conception par backstepping adap

tatif combiné avec le mode glissant pour un système incertain non-linéaire. 

L'objectif est de concevoir une commande par backstepping adaptatif mode de glissement 

(CBAMG) capable de conduire asymptotiquement la sortie x2 vers sa référence désirée x2d. 

4.4.1 Conception de la commande 

Les difficultés à concevoir une commande très performante pour le système décrit dans 

l'équation (3.130) proviennent du fait que plusieurs paramètres inconnus et perturbations 

sont liés aux incertitudes et au coefficient d'écoulement, comme indiqué dans (1.100). 

Nous verrons comment nous surmontons ces difficultés en utilisant la combinaison du 

mode glissant avec le backstepping adaptatif. 

On suppose que les coefficients d'écoulement de fuite az1 et bz3 sont les paramètres incon

nus du système : 

( 4.44) 

où âz1 et bz3 sont les valeurs nominales connues du coefficient d'écoulement et du coefficient 

de débit de fuite respectivement. az1 et bz3 sont les différences entre les valeurs réelles et 

les valeurs nominales de ces paramètres inconnus. 

Étape 1 : Tout d'abord, nous commençons notre conception par définir l'erreur de suivi 
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du niveau du liquide : 

(4.45) 

Et sa dynamique peut être obtenue de ( 4.45) par : 

(4.46) 

En utilisant la méthode de conception par backstepping, nous considérons le terme 

âz1aJ(x1 - x2 ) comme notre commande virtuelle et spécifions son comportement désiré 

comme suit: 

(4.47) 

où k1 est une constante positive. Ç s'appelle la fonction stabilisante dans la terminologie 

de conception par backstepping. 

Maintenant, en substituant z2 = âz1aJx1 - x 2 - Ç et (4.47) dans (4.46) on obtient la 

dynamique de l'erreur en boucle fermée : 

( 4.48) 

Pour surmonter le problème de surparamétrisation, nous reportons le choix de la loi de 

mise à jour de âz1 et de bz3 à la prochaine étape. 

Étape 2 : La deuxième variable d'erreur est définie comme suit : 

( 4.49) 

En utilisant les équations ( 4.45) et ( 4.4 7), la dérivée de cette nouvelle variable est donnée 

par: 
0 !( A bA ) A - 2 âz1bz3a:j3 .JX2 

Z2 = xl, x2, aZll z3 - azlazlO: + 2 . 1 
. v~-~ 

êizl bz3aj3 Jxl - X2 bz3bz3/32 âzl a u 
+ + + ---;:==== 

2 JX2 2 2A J x 1 - x2 

+VI+ v2 + k1(êiz10:VX1- X2- bz3f3.JX2) 

où v1 et v2 sont des fonctions connues données par les expressions suivantes : 

VI= azlO:VXl- X2 

V2 = -bz3f3y'X2 

(4.50) 

(4.51) 
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et f(xl, x2, âz1, hz3) est une fonction connue définie par : 

(4.52) 

(4.53) 

Il est à noter que les paramètres du système de 3 colonnes sont supposés inconnus, mais 

constants [BCABC08] : 
. . 

azl = azl- âzb bz3 = bz3- hz3, iizl = -azl, bz3 = -bz3 (4.54) 

Pour obtenir la CBAMG et la loi d'adaptation des paramètres inconnus az1 et bz3, nous 

définissons la FCL pour le système en boucle fermée comme suit : 

1 2 1 2 1 -1-2 1 -1-2 
V2 = 2Z1 + 2s + 2'h azl + 2/3 bz3 

Avec la surface de glissement : 

où /l et 13 sont les gains d'adaptation et c1 est une constante positive. 

En utilisant (4.48) et (4.50), la dérivée de V2 est exprimée comme suit: 

V2 - z1i1 + ss - !ï1
liz1Ô.z1 - !31bz3bz3 

- -k1zf + Z1Z2 + ss + Z1az1avfx1- X2 

- 1 • ~- A 

zlbz3f3JX2- /Ï azlâzl - 13 bz3bz3 

( 4.55) 

(4.56) 

(4.57) 

En prenant la dérivée de (4.48) et en substituant (4.48), (4.50) dans cette dérivée nous 

pouvons obtenir : 

Ï2 - s(c1(z2- k1z1) + 2AJ;:a_ x
2 

u + f + V1 + v2) 

[

A bz3f3 Jx1 - X2 ] _ 
s azl a + -

2
- .[X2 + k1 v' x1 - X2 aazl 

+ 8 [bz3f3 + âz1a .[X2 _ kl.../X2] {3b 3 2 2 y'x1- x2 z 

+ [zl\/x1 - x2 - ~:] <>ii,1 

[ 
bz3] -+ - Z1 JX2 -
13 

f3bz3 

k1zî + Z1Z2 (4.58) 
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Basée sur la théorie de stabilité de Lyapunov, t2 doit être une fonction définie négative. 

Pour cela la loi de commande est choisie comme : 

( 4.59) 

où c1, k1 sont des constantes positives et g = 2AJ1 a of. O. Les gains h et K peuvent être 
Xl-X2 

choisis de telle manière que l'erreur du système en boucle fermée converge rapidement 

vers zéro exponentiellement. sign(.) désigne la fonction signe. 

Dans l'équation (4.58), tous les termes contenant az1 et bz3 ont été regroupés pour les 

éliminer. Les lois mises à jour sont déterminées comme : 

(4.60) 

(4.61) 

où k1 > 0 et k2 >O. 

Remarque 4.1. . Il y a deux incertitudes az1 et bz3 : de ((4.60)) et ((4.61)). Chaque 

paramètre est estimée par une seule loi d'adaptation. Donc, il n'y a aucun surparamétrage, 

contrairement à ce qu'on peut trouver par exemple dans [HHVM05j. 

Le schéma du système de commande est indiqué à la figure (4.1). 

Dans le paragraphe suivant, l'analyse de stabilité de la dynamique (4.46), (4.50) en boucle 

fermée est étudiée. 

4.4.2 Analyse de la stabilité 

La loi de commande par BAMG (4.59) assure la stabilité exponentielle de l'erreur de 

suivi comme démontré par le théorème 4.1 suivant. Afin d'énoncer le résultat principal de 

cette section, définissant les notations suivantes : z(t) = [z1 z2]T E JR2 . 

Théorème 4.1. Avec la loi de commande non linéaire CBAMG développée en ((4.59)) 

et une surface de glissement stable définie par ( ( 4.56)), la condition d'attractivité ss < 0 
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, 

Figure 4.1 : Commande par backstepping mode glissant 

est satisfaite. Alors, toutes les composantes z(t), z1 et z2 , convergent exponentiellement 

vers l'origine. 

Preuve : Pour prouver le théorème, calculons la dérivée temporelle de ( ( 4.55)) : 

(4.62) 

L'expression de cette dérivée le long des trajectoires ((4.48)), ((4.50)) du système global 

est donnée par : 

~ = -k1 z~ + z1z2 + s(-hs- Ksign(s)) 

= -k~z~ + z1z2- hs2
- Kssign(s) 

< -k~z~ + z1z2- hs2
- Klsl 

Nous pouvons récrire la formule ((4.86)) telle que : 

. T 
V2 = -z Qz- Klsl ::; 0 

où Q est une matrice symétrique définie par 

(4.63) 

(4.64) 
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Dans le but d'avoir V2 < 0, Q doit être une matrice symétrique positive. Donc : 

( 1) 2 1 IQI = h(k1 + hdf)- hc1- 2 = h(k1 + c1)- 4 > 0 (4.65) 

En choisissant des bonnes valeurs de h, k1 et c1 nous pouvons mettre Q >O. Q sera une 

matrice symétrique positive. 

Définissant maintenant le terme suivant : 

alors : 

1t f!(T)dT = \t2(zi(O), z2(0))- "2(z1(t), .q(t)) 

= k1 1t zf(T)dT + k21t z~(T)dT 
Puisque \12(0) est bornée et \t2(t) est une fonction décroissante bornée, alors : 

lim 1t fl(T)dT < 00 
t--+oo 0 

D 

(4.66) 

(4.67) 

(4.68) 

Aussi n est bornée, ainsi par le lemme de Barbalat [Kha96), il peut être démontré que 

limt-+oo n = O. Cela implique que z1 et z2 convergent vers zéro quand t ~ oo. Pour 

éliminer le phénomène de broutement, la fonction signe dans l'expression de la CBAMG 

de l'équation ((4.59)), est remplacée par la fonction de saturation suivante : 

où 

8 

sat(s) = lsl + 6 

si isl 2: cp 

si lsl < cp 

<50 est une constante positive et cp est l'épaisseur de la couche limite. 

(4.69) 

(4.70) 

Pour cette application, deux types de commande sont appliqués à un système physique 

composé de trois réservoirs : la commande par mode de glissement classique avec la fonc

tion d'adoucissement (sat) et la commande par backstepping adaptatif combiné avec 

le mode glissant. La loi de commande est obtenue à partir de l'équation (4.59). Pour 
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la CBAMG, les paramètres de réglages sont : 'Yl = 0.0144, 'Y3 = 0.0218, k1 = 0.001, 

k2 = 0.007. Les figures 4.2 et 4.3 présentent les résultats expérimentaux des deux lois de 

commande (CMG et CBAMG) sans perturbations extérieures. Nous pouvons constater 

que les deux stratégies régulent la sortie x2 parfaitement. La réponse du système a montré 

un suivi parfait, sans dépassement ni oscillation. La raison est que le système se comporte 

comme un système de premier ordre une fois qu'il est sur la surface de glissement. Les 

résultats obtenus en utilisant la CMG avec la fonction sat sont montrés à la figure 4.3. Les 

paramètres de commande qui ont donné la meilleure performance ont été fixés comme suit 

Àm9 = 25 et km9 = 5. Le résultat obtenu lorsque le gain de commutation est passé à 1 est 

0.11 ,----..----...,.,-BA-,M-G:----.------,-----, 

0.1 

:g:o.o9 
.i? 0.08 
:'Sl 
g0.07 

..§ 0.06 

-~ 0.05 

z 0.04 

100 200 300 400 500 
Temps (sec) 

Figure 4.2 : Sortie du système en utilisant les deux méthodes 

-;;;--1:0.8 ., ., 
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0.2 

%~~-~10~0:----~2~0~0--~30~0---4~00:----~500 
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Figure 4.3 : Entrée du système en utilisant les deux méthodes 

tracée dans la figure 4.3. Cette fois, nous avons obtenu un contrôle parfait comme dans 

le cas de la stratégie de commande proposée. Cependant, nous avons également obtenu 
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une commande très chahutée avec cette valeur, qui est extrêmement indésirable. Pour 

avoir une commande moins chahutée et assurer la robustesse de la commande nous allons 

prendre une valeur intermédiaire de 0.4. 

Les signaux des commandes sont présentés dans la figure 4.3. On peut remarqué que le 

signal de commande CBAMG ne présente pas de broutement. A partir de cette courbe, 

nous pouvons voir que dès que le système est à l'extérieur de la surface de commutation 

s = 0, la commande conduira les états de système vers set oblige ces états à rester et à 

évoluer sur cette surface (attractivité de la surface)[BMMCA +o9]. 

0.7r-----.-----.----.-------,-------, 

0.6 

-~ 
.§ 0.5 

:il 
~0.4 

-~ 
"'0.3 

t 
j 0.2 

..... -..... .. -....... -....... -...... --···· ........ -........ .. 

100 200 300 400 500 
Temps (sec) 

Figure 4.4 : Les paramètres estimés en utilisant la CBAMG 

En comparant ces résultats à ceux obtenues par CBAMG, la combinaison du backstep

ping adaptatif a rendu la commande par mode de glissement capable de commander le 

système même si un petit gain de commutation est utilisé, et cela en utilisant l'adaptation 

des paramètres en temps réel (figure 4.4). Grâce à ce dernier, la commande ne présente 

pas de broutement malgré l'utilisation d'une couche limite très fine. 

Le prochain test de performance, nous nous intéressons à la réponse du système en 

présence de perturbations externes. Pour introduire une perturbation, à t = 0 on ouvre la 

vanne Vaz3 • Les résultats obtenus par la CBAMG sont montrés dans figure 4.5. La sortie 

du système atteint l'état d'équilibre sans oscillation. Lorsqu'il existe des incertitudes et 

des perturbations extérieures, l'erreur en utilisant la commande CMG devient très im

portante et la stabilité asymptotique de s(t) n'est pas assurée à l'intérieur de la couche 

limite [SL91]. La commande par mode de glissement avec les fonctions d'adoucissement 

seules ne peut pas commander le système quand le gain de commutation de 0.1 est utilisé. 
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Figure 4.5 : Sortie du système en présence de perturbations 

Quand ce dernier est augmenté à 1, l'erreur est considérablement réduite. Cependant, ceci 

est accompagné d'un broutement plus important sur le signal de commande 4.6. 

Dans notre stratégie de commande proposée CBAMG, Le signal de commande est tou-

~ 

"' -'lo.a 
Q) 

] 0.6 
al 
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<.> 

"' ....::1 
0.2 

CMG 

CBAMG 

%~~~-10~0---~2~00---3~0~0----40~0---~500 

Temps (sec) 

Figure 4.6 : Entrée du système en présence de perturbations 

jours lisse et conduit les états du système à la surface de glissement s = O. Aucune 

action intégrale n'a été nécessaire pour annuler l'erreur statique parce que les paramètres 

du backstepping ont été adaptés en ligne sans interruption pour réaliser une compensa

tion des erreurs sur le modèle. Il est évident que la commande proposée a amélioré la 

performance dynamique et la performance à l'état d'équilibre de façon significative. Les 

résultats présentés sont obtenus sans modifier la valeur des gains de commande. A partir 

de ces expériences en temps réel, nous pouvons conclure que la commande non linéaire 

proposée en utilisant la combinaison entre le backstepping adaptatif et le mode glissant 
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Figure 4. 7 : Paramètres estimés du système perturbé 

est très efficace sous des variations paramétriques et des perturbations extérieures sans 

singularité et sans surparamétrisation. 

4.5 Combinaison du backstepping avec les modes glis-

sants d'ordre deux 

Le fait de considérer la version adaptative rend l'expression du contrôleur encore plus 

complexe. Notre défi consiste à optimiser l'algorithme afin de réduire son temps de calcul 

et ainsi obtenir des performances plus efficaces lors de l'implantation pratique. Pour cela 

l'algorithme de backstepping peut être modifié pour produire un algorithme robuste sans 

passer par l'adaptation des paramètres. Cette modification est effectuée à l'étape finale de 

l'algorithme en intégrant un terme de commande inspiré de l'algorithme de super twisting, 

tout en assurant la stabilité globale du système. 

Pour étudier la robustesse de l'algorithme proposé il est nécessaire de transformer le 

système en une forme qui facilite la conception de la commande. 

Soit: 
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La sortie du système couplé est considérée comme le niveau de la colonne h3 . Par conséquent, 

le modèle dynamique dans (1.100) peut être écrit comme : 

tl -

t2 -

y -

c1 .;L; - B3 yiL; 

B3 J"L; - 2Cl .jL;, + ~ 

L1 (4.71) 

Le modèle dynamique du système couplé de réservoirs est fortement non linéaires. Par 

conséquent, nous allons définir une transformation afin que le modèle dynamique donnée 

dans ( 4. 71) peut être transformée en une forme qui facilite la conception de la commande. 

Soit x~ [ :: ] , et définissant la transformation x~ T(L) telle que' 

Xl - Ll 

(4.72) 

La dérivée de (4.72) est maintenant exprimé comme suit : 

x1 - C1 .jL;, - B3 J"L; = x2 

c1t2 B3L1 
x2 - 2.[L; - 2VJ;; (4.73) 

Nous pouvons écrire le modèle dynamique dans ( 4. 73) par la forme suivante : 

XI - X2 (4.74) 

x
2 

C2 B~ B3C1 (L1 - L2) C1 1 
- - 1 + 2 + -2- ..j L

1 
- L

2 
+ 2A yr; u 

L'objectif de la commande est de réguler la sortie y(t) = x 1(t) = h3(t) à une valeur désirée 

h3d. Soit x 1d le niveau de liquide souhaité pour la variable d'état h3(t). 

Step 1: La première étape pour construire la loi commande BSOSMC est de considérer 

l'écart entre la sortie et la valeur désirée : 

(4.75) 

En rappelant la dynamique du niveau de liquide x1 (4.75), la dérivée de z1 est donnée 

par: 

(4.76) 
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En additionnant et en retranchant Çà la deuxième équation de (4.76), il vient : 

(4.77) 

avec z2 = x2 - Ç. 

Basée sur la dynamique d'erreur de suivi ( 4. 77), la fonction stabilisante correspondante 

a 1(x2 , x2d) est conçue ainsi : 

où k1 est une constante positive. 

Step 2 : La dérivée de z2 est maintenant exprimée par : 

~ - êl u z2=F+F+---
2A .;L; 

avec: 
~ 2 ~ ~ 

p ê2 B3 C1B3 (L1- L2) 
- - 1 + 2 + -2- .j L

1 
- L

2 

+ kl ( êl IL; - Ê3 yiL; - j;ld) - !ild 

fr est une fonction connue. L'expression de la fonction inconnue F est donné par : 
fj2 

fr - -Cl- zc1 ê1 + --:f + B3Ê3 + >..C1 ..[L; 

+ B3ê1 + C1B3 + Ê3C1 (L1- L2) _ >..iJ
3
yiL; 

2 .jL1-L2 

cl u d 
+ 2A y':[;"+ 

(4.78) 

(4.79) 

où d est une perturbation extérieure. Pour concevoir la commande CBMGOD, l'incertitude 

localisée est supposé être borné, c.-à-d jFj < F, et définissant la fonction de Lyapunov 

suivante : 
1 2 1 2 

t-2 = 2zl + 2s 
avec la surface de glissement donnée par : 

Utilisant (4.77) et (4.79), la dérivé de t-2 peut être calculée comme suit : 

(4.80) 

(4.81) 

(4.82) 
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Le BSOSMC se produit si s = s = 0, et la condition suffisante est la suivante : 

s = -hs- KlsiPsgn(s) (4.83) 

où h, K > 0 et 0 < p ::; 0.5 est satisfaisant [Lev05]. La loi de commande suivant satisfait 

la condition (4.83) : 

(4.84) 

Pour notre cas, nous choisissons p = 0.5. 

Dans le paragraphe suivant, l'analyse de la stabilité de la dynamique en boucle fermée 

(4.77), (4.79) est envisagée. Pour prouver la convergence d'un tel algorithme, nous allons 

considéré la fonction de Lyapunov suivante : 

Sa déerivée est donnée par : 

1 2 1 2 v2 = -zl + -s 
2 2 

v2 - -klzî + Z!Z2 + sF -lsiF- Ks.Jfsïsign(s)- hs2 

< -k1zî + z1z2- hs2 - Klsi.Jfsï + lsi(F- F) 

::; -k1zî + Z1Z2- hs2 - KlsiM 

On peut réécrire la formule ( 4.86) comme : 

(4.85) 

(4.86) 

(4.87) 

Suivant la même analyse que celle faite dans la section 4.4.2, on peut conclure que le 

système est stable, ce qui entraîne la convergence exponentielle de z1 et z2 vers zéro 

quand t---+ oo. 

Selon (4.86), une autre loi de commande par Backstepping second ordre est conçue comme 

suit : 

u=-
2!.JL;{z1 +F+ajsign(s)dt+KisiPsgn(s)} 
c1 

(4.88) 

où h, K > 0 et 0 < p ::; 0.5, est satisfaisant [Lev05], et la condition suffisante pour cette 

loi de commande est la suivante : 

s =-a J sign(s)dt- KlsiPsgn(s) (4.89) 
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L'objectif de l'algorithme proposé consiste à minimiser l'erreur de suivi de niveau de li

quide en présence d'incertitudes de modèle et des perturbations dans le réservoir 2. Deux 

types de commande sont appliquées au système hydraulique à 2 colonnes, le mode de glis

sement classique, avec la fonction de saturation et le backstepping combiné avec le mode 

de glissement d'ordre deux. Une comparaison est effectuée entre eux (CMG et CBMGOD) 

afin de montrer les avantages et les inconvénients de chacun. Dans tous les cas, les mêmes 

configurations de processus sont choisies avec les mêmes conditions de fonctionnement 

à savoir les niveaux d'eau initiaux et les paramètres de réglage de la commande. Les 

paramètres utilisés pendant cette expérience sont : k1 = 0.001, k2 = 0.007, a 1 = 10, 

{3 = 0.005 et 'Y= 35.10-5 • 

0.14,-----,-----,-----.,--------r=~=====:=:=ïl 

1

---CBMGOD 
- - ·Référence 
-CMG 0.12 ~,-~--~~--

~0.1 ~.: :-

=' 0.08 
~ ::;:, 1 =' 0.06 

~ 
z 0.04 1 

0.02,_.. 

%L---~2~oo~---4~o~o---~6~oo~---~ao~o------~1ooo 
Temps (sec) 

Figure 4.8 : Stabilisation du niveau d'eau dans le reservoir 2 en utilisant la CMG et la 

CBMGOD. 
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Figure 4.9 : La commande de la pompe 1 en utilisant la CMG et la CBMGOD. 
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Figure 4.10 : La surface de glissement s 
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Figure 4.11 : Les erreurs de niveau d'eau en utilisant les deux méthodes de commande 

Les figures. 4.8, 4.9 et 4.11 présentent les résultats expérimentaux des deux commandes 

CMG et CBMGOD, sans perturbations extérieures. On peut constater que nous avons 

une bonne réponse avec une bonne précision dans les deux cas. Le niveau de liquide de 

référence est fixé à lOOmm, puis à 120mm. Les résultats obtenus par la stratégie de com

mande CBMGOD sont montrés dans la figure 4.8 (ligne pointillée). La réponse du système 

a montré un suivi parfait sans dépassement ni oscillation. Il ressort de ces réponses que 

la sortie converge vers sa valeur désirée. La figure 4.11 représente la surface et l'erreur de 

suivi lorsque la CBMGOD est appliquée. On peut remarquer qu'à partir de ces réponses 

la surface converge vers 0. 

Pour montrer l'apport de la méthode CBMGOD par rapport à la CMG, le système est 

en présence de perturbation extérieures. Pour introduire une perturbation, la valve Vazs 

du réservoir 2 est ouverte à t = O. Dans ce cas, la commande CBMGOD proposée est 
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Figure 4.12 Stabilisation du niveau d'eau h3 en présence de fuite dans la colonne 2. 
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Figure 4.13 : Zoom sur le niveau d'eau h3 . 
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Figure 4.14 : Entrée du système en présence de perturbations 

robuste et présente une bonne précision. Nous remarquons qu'il n'y a pas de baisse signi

ficative du niveau d'eau malgré la présence de fuites dans la colonne 2, introduite à t = 0 
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(figure 4.13)(1igne discontinue). La figure 4.14 montre les deux commandes obtenues par 

la CMG et CBMGOD, nous pouvons constater que cette dernière n'est pas affectée par 

le phénomène de broutement. 
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Figure 4.15 : Surfaces de glissement 
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Figure 4.16 : Erreurs de suivi 

Il est évident que la commande proposée a amélioré les performances en régime dynamique 

et en régime permanent de manière significative. Les résultats présentés sont obtenus sans 

modifier les paramètres de contrôleur. 
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4.6 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode combinant l'approche backstep

ping adaptatif et les techniques de commande par modes glissants. Le choix de ces deux 

stratégies a été motivé par les objectifs de stabilité et de robustesse qu'elles offrent. L'al

gorithme associé a été appliqué aux systèmes non linéaires qui peuvent être transformés 

sous la forme de rétroaction stricte avec incertitude paramétrique; le système pouvant 

avoir des perturbations extérieures non modélisées. 

La combinaison du backstepping avec le mode glissant donne la possibilité de synthétiser la 

surface de glissement ; la commande alors obtenue peut contenir un paramètre supplémentaire 

qui facilite le choix de la vitesse de convergence de la trajectoire d'état vers la surface 

de glissement. La méthode ne nécessite pas l'existence d'une condition suffisante pour 

garantir que les trajectoires d'état convergent vers une surface de glissement donnée. 

Des résultats expérimentaux ont été obtenus pour la régulation de niveau d'eau du système 

hydraulique. Les bonnes performances observées montrent la supériorité de cette nouvelle 

approche par rapport à la version proposée au premier chapitre. Un deuxième algorithme 

associant la commande par modes glissants d'ordre deux et la technique de stabilisation 

par backstepping a été proposé. Cet algorithme a permis de garantir l'établissement d'un 

régime glissant d'ordre deux avec un réglage simple des paramètres de la loi de commande. 

Les résultats expérimentaux sur un système hydraulique à 3 cuves, système fortement non 

linéaire, ont montré l'efficacité et la robustesse de cette stratégie de commande. 





Conclusion générale 

Nous avons au cours de ce travail de thèse élaboré différents algorithmes de com

mande robuste et/ou adaptative des systèmes fortement non linéaires. La mise en œuvre 

des algorithmes repose sur une démarche naturelle mettant en avant l'applicabilité des 

solutions théoriques préconisées pour la commande des systèmes complexes non linéaires. 

Pour l'ensemble des algorithmes, en nous fondant sur les travaux scientifiques antérieurs, 

nous avons recherché une association de critères de robustesse et de stabilité conduisant à 

une mise en pratique simple des lois de commande. Les techniques de commande par mode 

de glissement et de backsteping ont été largement explorées et combinées afin d'obtenir 

une régulation simple et efficace d'un système hydraulique à trois cuves. 

Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous exposons les bases de la CMG, ainsi que ses 

avantages (simplicité d'implantation, robustesse vis-à-vis des perturbations extérieures). 

Nous rappelons également le principal inconvénient de ce type de commande à savoir, 

l'existence d'un phénomène important de chattering. Nous proposons alors dans la deuxième 

partie du chapitre, une solution qui permet de réduire efficacement ce phénomène. L'al

gorithme implanté consiste dans un premier temps à remplacer la couche limite constante 

par une autre variable dans le temps et par la suite à ajouter un terme intégral à la 

commande d'entrée (compensation de l'erreur). Ceci permet de rendre la commande plus 

robuste vis-à-vis des perturbations. La validation sur un système hydraulique à 3 cuves 

montre les performances de la contribution préconisée. Le deuxième chapitre a été consacré 

à la mise en œuvre de deux lois de commande CMG d'ordre supérieur dédiées au contrôle 

de systèmes non linéaires incertains, en particulier les systèmes hydrauliques. 

Le premier est fondé sur l'algorithme de twisting utilisant un différentiateur robuste. Le 

second exploite l'algorithme de super-twisting. La validation expérimentale de ces lois 

pour la commande du système à trois colonnes a permis de montrer l'applicabilité effec-
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tive de ces stratégies. Pour des niveaux de perturbations importantes, on constate une 

nette atténuation du phénomène de broutement. Nous avons montré que la commande 

par super twisting est plus simple à implanter, en effet, elle ne nécessite pas la connais

sance de la dérivée de la surface de glissement. On note cependant que le réglage du 

gain de glissement nécessite de trouver un compromis entre le temps de convergence et 

l'amplitude du broutement. Des solutions pour palier à ce problème sont présentées dans 

la suite du mémoire, ces solutions s'articulent autour d'une combinaison de la technique 

backstepping et de l'algorithme de super twisting. 

Dans la première partie du chapitre 3, nous avons présenté le concept "backstepping", et 

étudié l'extension de cette technique à la commande des systèmes dont le comportement 

n'est pas de type strict feedback . Cette étude a permis l'élaboration d'un nouvel algo

rithme par backstepping adaptatif que nous avons appliqué à la régulation d'un système 

hydraulique comportant des paramètres non linéaires incertains. Nous avons montré que 

ce type d'approche pourrait être avantageusement utilisé pour compenser les incertitudes 

du système non linéaire à partir de paramètres inconnus. Elle permet par ailleurs de s'af

franchir d'une "surparametrisation", ainsi que, d'une étape de transformation du modèle 

dynamique associé au système hydraulique en un modèle strict feedback. Les résultats 

expérimentaux montrent un bon suivi des trajectoires du niveau du liquide, et ceci même 

en présence des paramètres non linéaires incertains dus aux variations des volumes dans 

les vannes. 

Dans le chapitre 4, nous avons proposé une méthode combinant l'approche backstep

ping adaptatif et les techniques de commande par modes glissants. Le choix de ces deux 

stratégies a été motivé par les objectifs de stabilité et de robustesse qu'elles offrent. L'al

gorithme associé a été appliqué aux systèmes non linéaires pouvant présentés des pertur

bations extérieures non modélisées. La combinaison du backstepping avec le mode glissant 

donne la possibilité de synthétiser facilement la surface de glissement ; la commande alors 

obtenue peut contenir un paramètre supplémentaire qui facilitera le choix de la vitesse de 

convergence de la trajectoire d'état vers la surface de glissement. La méthode ne nécessite 

pas l'existence d'une condition suffisante pour garantir que les trajectoires d'état conver

geant vers une surface de glissement donnée. Des résultats expérimentaux ont été obtenus 

pour la régulation de niveau d'eau du système hydraulique. Les bonnes performances 
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observées montrent la supériorité de cette nouvelle approche par rapport à la version pro

posée au premier chapitre. Un deuxième algorithme associant la commande par modes 

glissants d'ordre deux et la technique de stabilisation par backstepping a été proposé. Cet 

algorithme a permis de garantir l'établissement d'un régime glissant d'ordre deux avec un 

réglage simple des paramètres de la loi de commande. Les résultats expérimentaux sur un 

système hydraulique à 3 cuves, système fortement non linéaire, ont montré l'efficacité et 

la robustesse de cette stratégie de commande. 





Perspectives 

Le travail effectué nous a permis non seulement de proposer des réponses aux questions 

posées au début de cette étude, mais également d'ouvrir des perspectives concernant la 

synthèse de commande robuste par les techniques des modes glissants et du backstepping. 

Pour faire évoluer les algorithmes préconisés, il nous semble intéressant d'approfondir les 

points suivants : 

- Le réglage du paramètre de gain de glissement : Nous avons montré que la com

mande par super twisting est simple à implanter, mais que le réglage du paramètre 

gain de glissement n'est pas aisé. En effet, les expériences menées ont montré que 

les gains des commandes doivent être adaptés aux contraintes du processus. Ceci 

implique de trouver un compromis entre le temps de convergence et l'amplitude du 

broutement. Une solution pourrait être d'introduire les techniques de commande 

par logique flou, ou de rendre le gain de glissement adaptatif face aux incertitudes 

et aux perturbations extérieures. 

- Technique de calcul de la dérivée de la surface de glissement. Nous avons utilisé un 

différentiateur robuste basé sur les modes glissants d'ordre supérieur. L'utilisation 

d'un observateur d'état pourrait être une alternative, suivie d'une étude comparative 

des deux méthodes. 

- Loi de commande robuste par mode de glissement d'ordre n: Actuellement plusieurs 

travaux concernent les modes glissants d'ordre 2 ou 3, des inconvénients persistent 

sur le rejet de bruit de mesures dues aux dérivées successives des surfaces de glisse

ment. Dans le cas des systèmes non linéaires, il serait intéressant d'envisager une loi 

de commande robuste par mode de glissement d'ordre n. Ceci permettrait d'obtenir 

des convergences sur les surfaces de glissement plus précises. 

- Elaborer des régulateurs numériques à mode glissant ou adaptatifs non linéaires 
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Les principaux résultats disponibles sur la commande non linéaire concernent les 

systèmes continus où on a essentiellement suivi la voie qui consiste à discrétiser le 

régulateur continu et à construire, à partir de la version discrète ainsi obtenue, un 

régulateur numérique moyennant un blocage d'ordre zéro. 

- Proposer l'extension de l'approche par backstepping aux systèmes non linéaire non 

triangulaire. 

Outre les améliorations indiquées, il nous apparaît également intéressant de tester les lois 

de commandes d'ordre supérieur sur des systèmes liés à la robotique, tels que les robots 

mobiles. D'un point de vue théorique, généraliser nos différents algorithmes aux systèmes 

multivariables est une piste intéressante. 
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Annexe A 

Preuve de la convergence de 

l'algorithme de twisting 

D'après 2.20, nous avons : 

avec CE [-Co, Co) et K E [-Km, KM] 

(A.l) 

La loi de commande de l'algorithme de Twisting est caractérisée par un mouvement en 

spirale autour de l'origine. Les trajectoires exécutent des tours et convergent vers l'origine. 

Posons d'abord: 

L1 - Co- >wKm 

L2 - Co- ÀmKm 

La - Co+ÀmKM 

L4 - Co+>..MKM 

Nous avons, par hypothèse, La > 0, L4 > 0, L1 < 0 et L2 < O. 

1er quadrant 

(A.2) 

Prenons une condition initiale (s0 , s0) dans le 1er quadrant, tant que la trajectoire reste 

dans ce quadrant nous avons : 

s(t) = a(t)- (3(t)ÀM (A.3) 

donc: 

(A.4) 
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d'où: 

(A.5) 

et 

(A.6) 

La trajectoire peut elle rester indéfiniment dans le 1er quadrant ! Si la solution est définie 

pour t 2:: 0, puisque L1 < 0, s(t) devient négatif pour tout t assez grand, ce qui est 

une contradiction. Si la solution est définie sur un intervalle [0 T max [ (avec T max < +oo), 

la trajectoire doit tendre vers l'infini, ce qui n'est pas possible puisque s(t) et s(t) sont 

majorées par un polynôme en t qui est borné sur l'intervalle [0 Tmax[. La trajectoire doit 

donc quitter le 1er quadrant, et elle ne peut le faire qu'en coupant l'axe des abscisses 

puisque 8 2:: 0 dans ce quadrant. Soit alors t1 le temps pour lequel la trajectoire coupe 

l'axe des abscisses, pour t = -fî, nous avons s ~ 0, donc t 1 ~ -fî. On déduit que 

s1 = s(t1), l'abscisse du point d'intersection de la trajectoire avec l'axe des abscisses 

vérifie l'inégalité : 
·2 sa 

81 < So--
- 2Ll 

(A.7) 

Remarquons en passant que, si s0 et 80 sont assez petits, s(t) reste lui aussi petit, si bien 

que l'on ne quite jamais la zone de linéarité. 

Nous pouvons montrer de la même manière que toute trajectoire issue d'un point du 3e 

quadrant le quitte en coupant l'axe des abscisses et que toute trajectoire issue d'un point 

du 2e ou 4e quadrant le quitte en coupant l'axe des ordonnées. 

2e quadrant 

Nous allons voir ce qu'il devient d'une trajectoire issue d'une condition initiale (s1, 0) du 

2e quadrant. Tant que la trajectoire issue de ce point reste dans le 2e quadrant, nous 

avons: 

- L3 < s ( t) < L2 (A.8) 

Considérons alors la parabole d'équation 

1 ·2 0 s+-s -s1 = 
2L3 

(A.9) 

Cette parabole sépare le plan en deux parties disjointes. Si on note P(s, s) le membre de 

gauche de l'égalité ci-dessus, ces régions sont caractérisées par P(s, s) < 0 et P(s, s) >O. 
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Nous avons P(O, 0) = -s1 <O. Considérons la fonction <p définie par: 

r.p(t) = P(s(t), s(t)) (A.10) 

un calcul facile montre que : 

dr.p(t) = s(t) ( 1 + s(t)) 
dt L3 

(A.ll) 

qui est une expression de signe négatif pour tout temps t ~ 0 pour lequel la trajectoire 

issue de ( s1 , 0) reste dans le 2e quadrant. Cela prouve que r.p( t) est une fonction décroissante 

donc: 

r.p(t) ~ cp(O) = -s1 (A.12) 

Par conséquent, la trajectoire solution appartient à la région du plan délimitée par la 

parabole P et qui contient l'origine : c'est à dire la région comprise entre les axes de 

coordonnées de cette parabole. La trajectoire solution issue de (s1 , 0) coupera donc l'axe 

des ordonnées en un point d'ordonnée supérieure à -v2L3s1 (cette dernière expression 

est l'ordonnée du point d'intersection de la parabole avec l'axe Os). 

3e quadrant 

En faisant la même analyse, la trajectoire solution issue de ( s1 , 0) coupera l'axe des abs

cisses en un point d'abscisse supérieure à i;s1. 

4e quadrant 

Dans le 4e quadrant, la trajectoire solution issue de (s1 , 0) coupera l'axe des ordonnées en 

un point d'ordonnée inférieure à L3~. Finalement si nous appelons St l'abscisse du 

point d'intersection de la trajectoire avec l'axe des abscisses, nous avons (cf. le paragraphe 

1er quadrant) : 

(A.13) 

La trajectoire effectue donc une spirale autour de l'origine, pour que cette spirale soit 

contractante, il suffit donc que : 

(A.l4) 





Annexe B 

Outils mathématiques et concept de 

stabilité 

B.l Outils mathématiques 

Définition B.l. Une fonction f: 1R x Rn--+ Rn est Lipschitzienne en x, si pour deux 

vecteurs x1 et x2 et pour tout t, nous avons 

(B.l) 

Si cette condition est vraie pour tout x1, x2 E JRn alors la fonction f(t) est dite globalement 

Lipschitzienne et elle est localement Lipschitzienne quand la condition est satisfaite pour 

une région de 1Rn. 

Définition B.2. Une fonction continue a : [0; a) -+ [0; 1) est dite de classe J( si elle est 

strictement croissante et a(O) =O. 

Définition B.3. Une fonction continue a- : 1R~0 --+ 1R~0 est dite de classe .C(o- E .C) si 

elle est décroissante et si elle tend vers zéro lorsque son argument tend vers l'infini. 

Définition B.4. Une fonction continue f3 : [0, a) x [0, oo) --+ [0, oo) est dite fonction de 

classe JC.C(/3 E JC.C) si !3(·, t) E JC pour tout tE JR~0 et f3(s, ·) E .C pour touts E JR~0 • 
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B.2 Notion de stabilité au sens de Lyapunov 

Le concept de la commande par backstepping est basé sur la théorie de Lyapunov. Le 

but est de construire de proche en proche une loi de commande ramenant le système vers 

des états désirés. En d'autres termes, on souhaite faire de l'état désiré un état d'équilibre 

stable en boucle fermée. Dans cette section nous définissons la notion de stabilité au sens 

de Lyapunov et nous passons en revue les principaux outils utilisables pour prouver la 

stabilité d'un système non linéaire. Une étude plus détaillée peut par exemple être trouvée 

dans [Khaül]. On considère un système dynamique décrit par son modèle d'état : 

x= J(x,u) (B.2) 

où x E Rn et f est une application continue de IR x Rn ---+ Rn. On suppose que le 

système possède un équilibre en (xe, ue)· On s'intéresse au comportement de ce système 

au voisinage de cet équilibre. 

B.2.1 Définitions 

Définition B.5 (Équilibre stable) L'équilibre du système (B.2) est dit uniformément 

stable (au sens de Lyapunov) si : 

Vs> 0 :38(s) > 0 t.q. !lx(to)- Xe li < 8 =} llx(t, x(to), ue)- Xe li < s, Vt 2:: t0 (B.3) 

La stabilité au sens de Lyapunov signifie que la trajectoire d'état peut être gardée arbi

trairement prés de Xe, si l'on prend une condition initiale x(t0 ) suffisamment proche de 

l'équilibre (c'est-à-dire llx(to)- xell < 8). Si cette condition n'est pas satisfaite, l'équilibre 

est instable. 

Définition B.6 (Équilibre attracteur) Un point d'équilibre Xe du système (B.2) est 

uniformément attractif (au sens de Lyapunov) si 

:38(s) > 0 t.q. llx(to)- Xe li < 8 =} lim llx(t, x(to), ue) -Xe li = 0 (B.4) 
t--+00 

La condition d'attractivité exprime que si l'état initial x(t0 ) est dans un certain voisinage 

de l'état d'équilibre Xe, alors l'état du système reviendra nécessairement à l'origine au bout 

d'un temps suffisant. Il faut noter que stabilité et attractivité sont deux notions différentes 

et qu'elles ne s'impliquent pas mutuellement. 
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Définition B.7 (stabilité asymptotique) Un point d'équilibre Xe est asymptotique

ment stable s'il est stable et s'il existe 

a> 0 t.q: Jlx(to)- xe JI <a~ lim x(t) =Xe 
t-+oo 

(B.5) 

La stabilité asymptotique signifie que le point d'équilibre Xe est uniformément stable et 

uniformément attractif. 

Définition B.8 (stabilité exponentielle) Un point d'équilibre Xe du système (B.2) est 

exponentiellement stable si : 

'ïlê > 0:36 > 0 t.q: !lx(to)- Xe il < 6 ~ !lx(t, x(to), ue)- Xe li ~ a!lx(to)- Xeile-bt, 'ïlt ~ to 

(B.6) 

La notion de stabilité exponentielle est introduite pour caractériser la vitesse de conver

gence, cela signifie que le vecteur d'état x(t), pour une condition initiale x(t0 ), converge 

vers le point d'équilibre Xe plus rapidement qu'une fonction exponentielle, b est appelé le 

taux de convergence. 

B.2.2 Méthode directe de Lyapunov 

La deuxième méthode de Lyapunov est basée sur l'observation fondamentale de la 

physique. Si l'énergie d'un système dissipatif décroît de manière continue en fonction du 

temps, alors celui-ci évoluera pour rejoindre finalement un point d'équilibre. Ainsi l'idée 

de Lyapunov est d'examiner une fonction scalaire pour analyser la stabilité du système, 

en se basant sur l'étude des variations de l'énergie (signe de V ) le long de la trajectoire 

du système. 

Théorème B.l (stabilité (asymptotique) locale} Soit Xe= 0 un point d'équilibre du 

système (B.2) et supposons que f(x) est Lipshitzienne en x. Soit: V(x, t) : ~n x JR+ _..., JR+ 

une fonction continûment différentiable, appelée fonction candidate de Lyapunov telle que 

- 'D est un ouvert de Rn et Xe E V. 

- V( x) > 0 (ix :f:. 0 dans V) et V(O) =O. 

- V(x) ~ 0 (ix :f:. 0 dans 'D ). 

La dernière condition nous montre que la dérivée temporelle de la fonction de Lyaponov est 

localement semi-définie négative dans un voisinage de l'origine V, alors le point d'équilibre 
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est stable (stabilité simple). 

Si V(x) est localement définie négative dans V (i.e. V(x) < 0 et V(O) = 0), alors la 

stabilité est dite localement asymptotique. 

Afin de garantir la stabilité asymptotique de l'équilibre Xe, dont la dérivée temporelle est 

semi-définie négative dans un voisinage de Xe et de conclure sur la stabilité globale du 

système, nous proposons le principe d'invariance de LaSalle suivant. 

B.2.3 Théorème de LaSalle et Lemme de Barbalat 

Notons que pour avoir une stabilité asymptotique du point d'équilibre Xe = 0, il est 

nécessaire de prouver que V(x) < 0 dans V-{0}. Cela dit, il existe d'autres théorèmes qui 

permettent de montrer la stabilité asymptotique quand V(x).:::; O. Pour les systèmes auto

nomes, il est possible de prouver la stabilité asymptotique quand V (x) :::; 0 en considérant 

le théorème de LaSalle. Pour les systèmes non-autonomes, le Lemme de Barbalat est 

employé pour prouver la stabilité asymptotique. 

Théorème B.2 (Théorème de LaSalle) le point d'equilibre Xe= 0 de (B.2) est asymp

totiquement stable s'il existe une fonction V(x): V-+ IR continûment différentiable ayant 

les propriétés suivantes : 

- V(x) -+ oolorsque llxll -+ oo 
- V(x) :::; 0 'rixE ]Rn 

Soit S, l'ensemble des points où V(x) = 0; 

S ={xE IRn/V(x) = 0} 

Alors toute solution bornée converge vers M le plus grand ensemble invariant inclus dans 

S. Si de plus M = {0}, alors le point d'équilibre Xe= 0 est globalement asymptotiquement 

stable. 

Lemme B .1 (Lemme de Barbalat) Soit x : IR -+ IR une fonction uniformément conti

nue sur [0, oo). Si la limite : 

existe et est finie, alors nous avons : 

lim t x(r)dr 
t-+oo Jo 

lim x(t) = 0 
t-+oo 

(B.7) 

(B.8) 
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En combinant la méthode directe de Lyapunov et le Lemme de Barbalat, nous obtenons le 

théorème de LaSalle et Yoshizawa. Celui ci permet de vérifier si un système non linéaire 

autonome est globalement asymptotiquement stable dans le cas où V est semi définie 

négative. 

Théorème B .3 (Théorème de LaSalle et Yoshizawa) Soit Xe = 0 un point d'équilibre 

de(B.2), {i.e. f(O) = 0}, où f(x) est supposée Lipschitzienne en x. L'équilibre Xe est stable 

s'il existe une fonction scalaire V(x(t)): V~ JR+, continûment differentiable, définie po

sitive telle que 

'YI (!lxii) :::; V(x, t) :::; 'Y2 (!lxii) 

V(x, t) = av~, t) +av~=· t) f(x, t):::; -W (il xli) :::; o 'ïft 2:: 0, 

où '}'1 , '}'2 ::IR+ ~:IR+ sont des fonctions strictement croissantes, s'annulant en 0 et telles 

que: 

lim 'Y1 (llxli) = lim 'Y2 (!lxii) = +oo 
!lx!l->+oo !lxll->+oo 

(B.9) 

W est une fonction continue. Alors, toute solution de x = f(x, t) est globalement uni

formément bornée et vérifie 

lim W(x(t)) = 0 
t->oo 

(B. lü) 

En outre, si W(x) est définie positive, le point d'équilibre Xe = 0 possède une stabilité 

asymptotique globale et uniforme. Le théorème suivant énonce le principe de l'inégalité 

de Young. 

Théorème B.4 (inégalité de Young) Soit f ::IR ~:IR, continue, strictement crois

sante et surjective, vérifiant f(O) = O. On note g = f-1, F et G, respectivement, les 

applications qui à x associent J; f(t)dt et J; g(t)dt. On a alors : 

'ïfx, y E IR, F(x) + G(y) 2:: x.y (B.ll) 

et l'égalité est vérifiée pour y = f (x). 





Annexe C 

Rappel sur la relation de Bernouilli 

On considère 2 bacs disposés comme sur la figure C .1. 

Figure C.l : Système hydraulique formé de deux bacs remplis d'eau reliés par un canal 

Dans le bac de gauche, l'eau s'écoule de façon fluide, contrairement au bac de droite, où 

des turbulences existent. Ce sont ces turbulences qui absorbent l'énergie cinétique de l'eau 

et la transforme en chaleur. Sans ces turbulences, nous aurions un éternel mouvement de 

va et vient de l'eau entre les deux bacs. Dans le but d'appliquer la relation de Bernouilli 

dans le bac de gauche, considérons un tube de courant, c'est à dire, un tube virtuel (voir 

figure C.l) à l'intérieur duquel l'eau possède un mouvement fluide et ne traverse pas les 

parois. La relation de Bernouilli nous dit que dans ce tube, en tout point : 

v2 
P + p"T + pgz = constante 

où Pest la pression au point considéré, z son altitude, v la vitesse de l'eau en ce point. Le 

coefficient pest la masse volumique de l'eau et g est la constante de gravitation. D'après 
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la relation de Bernouilli, nous avons : 

c'est à dire : 

(C.l) 

De plus, nous pouvons supposer que C est loin de la zone de turbulence et que l'eau ne 

bouge pas. Ainsi, nous avons, d'après Bernouilli : 

Pc+ pgzc =PB+ pgzB 

c'est à dire : 

Pc= PB+ pg(zB- zc) (C.2) 

Or, dans cette zone de turbulence, l'eau se trouve ralentie, mais nous pouvons supposer 

que la pression ne varie pas, c'est-à-dire, Pc = Pn. Ainsi, d'après (C.l) et (C.2), nous 

avons: 

Comme PA= PB= Patm, et que zc =zn, cette équation se traduit par: 

ou encore: 

Dans le cas où le niveau du bac droit est supérieur à celui du bac gauche, une étude 

similaire nous donne : 

Le signe moins de l'expression indique que le courant circule maintenant du bac droit vers 

le bac gauche. Donc, la relation générale pour la vitesse de l'eau dans le canal est : 

Si S est la section du canal, le débit d'eau du bac droit vers le bac gauche est : 

(C.3) 



Annexe D 

Les principales caractéristiques de la 

carte Dspace 1102 

Les principales caractéristiques de la carte utilisée sont résumées dans le tableau D 

Table D.l : Principales caractéristiques de la carte dspace dsl102 

Composants Caractéristiques 

Processeur maître 
Texas Instruments TMS320C31 DSP à virgule flottante 

Fréquence d'horloge 60Mhz. 

Texas Instruments TMS320P14 DSP 
Processeur esclave 

Fréquence d'horloge 25Mhz 

Intervalle de tension d'entrée [-lOV, +lOV] 

ADC 16 bits 
Temps de conversion 4~ts 

Offset :±5mV 

Marge d'erreur du gain: ±0.5% 
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Intervalle de tension d'entrée [-lOV, +lOV] 

Temps de conversion 4p,s 

DAC Offset :±5mV 

Marge d'erreur du gain : ±0.5% 

Courant de sortie : 5mA 

Alimentation 
±5V ± 10%,2A 

±12V ± 10%, lOOmA 
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Résumé: 

Le travail présenté dans ce mémoire de thèse s'inscrit dans le cadre de la commande robuste et 
adaptative des systèmes non linéaires et traite une application sur un système interconnecté. La 
première partie du mémoire présente les principes de fonctionnement du mode de glissement, sa 
robustesse et son utilisation pour la synthèse de commandes dédiées aux systèmes physiques mal 
modélisés. Cette partie consiste aussi en l'étude de commandes faisant intervenir les techniques 
des modes glissants d'ordre supérieur. Différentes lois de commande (commande par mode de 
glissement avec action intégral, commande par mode de glissement avec couche limite variable, 
algorithme de twisting et l'algorithme de super twisting) ont été testées en vue d'une compen
sation robuste des erreurs commises à cause de la méconnaissance des perturbations et de pa
ramètres de système. Pour rendre possible l'implantation pratique de la commande, on s'est fixé 
comme objectif de réaliser un différentiateur robuste par mode de glissement d'ordre supérieur 
pour estimer ou dériver la sortie bruitée. La deuxième partie concerne la mise au point par 
expérimentation de la commande par backstepping adaptatif et sa combinaison avec les modes 
glissants. Deux approches distinctes sont étudiées. La première, est le backstepping classique, 
qui idéalise le système mais facilite la conception de la commande. La deuxième approche, est la 
version adaptative, elle prend en compte les perturbations et les paramètres incertains et corrige 
l'erreur en adaptant ces derniers en temps réel. Alors que la majorité des applications dans la 
littérature a été réalisée sur des systèmes sous forme triangulaire, nous proposons de le mettre 
en oeuvre sur le banc d'essais de 3 colonnes sous une forme générale. Nous avons aussi montré 
qu'avec le contrôleur adaptatif par backstepping conçu, le problème de surparamétrisation n'est 
pas apparu. Nous avons aussi présenté une méthode de synthèse de lois de commandes par mode 
de glissement backstepping adaptatif, bien adaptée à ce type de problème. Cette dernière offre 
un moyen de synthèse des surfaces de glissement. Dans le but d'optimiser l'algorithme et afin de 
réduire son temps de calcul et ainsi obtenir des performances désirables lors de l'implantation 
pratique, nous avons proposé une nouvelle combinaison entre le backstepping adaptatif et les 
modes glissants d'ordre supérieur. Les techniques de commande proposées ont été implantées 
avec succès sur un système incertain fortement non linéaires. 

Abstract : 
The work presented in this thesis is part of the robust and adaptive control of highly nonlinear 
systems and treats an application on an interconnected hydraulic system. The fi.rst part of the 
report presents the principles of operation of the sliding mode, its robustness and its use for the 
synthesis of controllers dedicated to the badly modelled physical systems. This part also consists 
of the study of controllers involving the techniques of higher arder sliding modes. Different control 
laws were tested for robust compensation of errors due to ignorance of the disturbance and sys
tem parameters. To make possible the practical implementation of the controller, we settled as 
objective to realize robust differentiator by higher arder sliding modesto estimate or derive the 
noisy measurement. The second part concerns the development by experiment of the controller 
based on backstepping adaptive and its combination with sliding modes. Two distinct approaches 
are studied. The first is the classical backstepping, which idealizes the system but facilitates the 
design of the controller. The second approach is the adaptive version, it takes into account the 
disturbances and uncertain parameters and corrects the error by adapting these parameters in 
real-time. While the majority of applications in the literature was carried out on systems under 
strict feedback form, we propose to implement it on the three tank system which is in a general 
form. The advantage of this control algorithm is that it salves the overparametrization problem. 
We also presented a method of synthesis of controllaws for adaptive backstepping sliding mode, 
adapted well to this type of problem. This last offer a means of synthesis of the sliding surfaces, 
we also note a better transitory behaviour during sudden disturbance rejection. In arder to op
timize the algorithm and to reduce its computation time and thus obtain desirable performance 
in the practical implementation, we proposed a new combination between the adaptive backs
tepping and second arder sliding mode. The proposed control techniques have been successfully 
established on an uncertain hydraulic system strongly nonlinear. 
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