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Les sous-variétés de type CR de la sphére
de dimension 6

Résumé

Soit M une sous-variété Riemannienne d’une variété presque complexe M , Olt nous
notons la structure presque complexe par J. Alors il est naturel de regarder les propriétés
des sous-variétés par rapport a cette structure J. Si 'espace tangent reste invariant par
J, nous dirons que la sous-variété est presque complexe. Par contre si .J envoie I'espace
tangent dans espace normal, nous dirons qu’elle est totalement réelle. Une généralisation
naturelle des sous-variétés presque complexes et des sous-variétés Lagrangiennes sont les
sous-variétés de type CR. Nous disons qu’'une sous-variété M est de type CR si elle admet
une distribution presque complexe et que le complément orthogonal est totalement réel.

Une sous-variété de type CR est dite propre si la sous-variété n’est pas presque complexe
ni totalement réelle.

Un exemple simple d’une variété Riemannienne avec une structure presque complexe
est la sphére de dimension S°. Dans ce cas, la structure presque complexe est construite
en utilisant les nombres de Cayley. Dans ce travail, nous allons étudier les sous-variétés
de type CR de la sphére S® de dimension 3 et 4. A. Gray a montré qu’il n’existe pas de
sous-variété presque complexe de S® de dimension 4. Cela implique que, dans notre cas,
la sous-variété est toujours propre et donc que la dimension de la distribution presque
complexe est 2. La dimension de la distribution totalement réelle est aussi 2.

Nous rappelons que B. Y. Chen a introduit un invariant &, pour une variété M de
dimension n : .

op = 57~ inf K,

inf K (p) = inf{ K (7), courbure sectionelle = C T,(M)}

et 7 est la courbure scalaire. [l a montré que, pour une sous-variété M d’une espace de
courbure sectionelle constante ¢, nous avons toujours
n?(n — 2)

dur < TG HIE 4 5+ 1 = 2

ou ||H]|| est la norme de la courbure moyenne. Une sous-variété est appelée idéale (dans le
sens de Chen) si elle réalise 'égalité dans cette inégalité.

Dans ma thése, nous regardons les sous-variétés minimales de type CR de la sphére de
dimension 3 et 4. Dans les deux cas, nous obtenons une classification des sous-variétés qui
sont contenues dans une sphére de dimension S% (avec S° totalement géodésique dans S°).
Dans le deuxiéme cas, nous obtenons aussi une classification des sous-variétés idéales.

Mots clés et phrases : sphére S°, structure presque complexe, sous-variété idéale, sous-
variété de type CR, sous-variété minimale, sous-variété totalement géodésique.



CR submanifolds of the six-sphere
Abstract

Let M be a Riemannian submanifold of a manifold M with an almost complex structure
J. It is natural to investigate submanifold M according to its relations to J. If the tangent
bundle of M is invariant for J, then M is an almost complex submanifold, and if J maps
tangent bundle into the corresponding normal bundle M is a totally real submanifold. A
natural generalization of almost complex and totally real submanifolds are CR submani-
folds. A submanifold M is called a CR submanifold if there exists on M a differentiable
almost complex distribution H such that its orthogonal complement HL C T'M is a totally
real distribution. A CR submanifold is called proper if its neither totally real nor almost
complex. It is well known that the sphere S® admits an almost complex, nearly Kaehler
structure J, constructed using the Cayley algebra. We will investigate CR submanifolds of
sphere S% A. Gray showed that there are no 4-dimensional almost complex submanifolds
of sphere S%, so the dimension of the almost complex distribution, in nontrivial case has
to be 2, and therefore the dimension of the corresponding totally real distribution is less
or equal 2.

B. Y. Chen introduced an invariant d;; of the n-dimensional submanifold of the real
space form of constant sectional curvature ¢ in the following way

1
O = §T—ian,

where
inf K (p) = inf{ K (r),sectional plane curvature = C T,(M)}

and 7 is the scalar curvature, and proved
2

n?(n —2)

oy < ————=-
M= "9 —1)

where ||H|| is norm of the mean curvature vector. It is interesting to investigate when the
submanifold M satisfies an equality in the above inequality. Then we say that M satisfies
Chen’s basic equality.

We investigate 3 and 4-dimensional minimal submanifolds of the six-sphere. For 4-
dimensional case we classify such submanifolds that satisfy Chen’s basic equality, and in
both dimensions we investigate submanifolds that are contained in a totally geodesic S°. In
the last chapter we investigate the minimal immersions of a surface into the sphere S2**!
whose first (n — 2) ellipses of curvature are circles. For such immersion we construct a
sequence of minimal immersions that satisfy the same condition on the ellipse of curvature
and characterize immersions whose sequences contain two immersions congruent over an
orientation reversing isometry.

1
IHI” + 5(n+ 1)(n = 2)e,

Key words and phrases : sphere S, nearly Kaehler structure, Chen’s basic equality, CR
submanifold, minimal submanifold, totally geodesic submanifold.



CR podmnogostrukosti Sestodimenzione sfere
Apstrakt

Neka je M Rimanova podmnogostrukost mnogostrukosti M sa skoro kompleksnom
strukturom J. Prirodno je ispitivati podmnogostrukost M u skladu sa njenim odnosom
prema J. Ukoliko je tangentno raslojenje podmnogostrukosti M invarijantno u odnosu na
J, tada je M skoro kompleksna podmnogostrukost. Ako J preslikava tangentno raslojenje
u normalno raslojenje tada je M totalno realna podmnogostrukost. Prirodna generaliza-
cija skoro kompleksnih i totalno realnih podmnogostrukosti su CR podmnogostrukosti.
Podmnogostrukost M je CR podmnogostrukost ako na M postoji diferencijabilna skoro
kompleksna distribucija H takva da je njen ortogonalni komplement H+ C TM totalno
realna distribucija. CR podmnogostrukost je prava ako nije ni totalno realna ni skoro kom-
pleksna. Poznato je da na sferi S® postoji skoro kompleksna blizu Kelerova struktura J
konstruisana pomoc¢u Kejlijeve algebre. Ispitivaéemo CR podmnogostrukosti sfere S°. U
netrivijalnom slu¢aju dimenzija skoro kompleksne distribucije mora da bude 2, a zato je i
dimenzija odgovarajuce totalno realne distribucije manja ili jednaka 2.

B. J. Cen je uveo invarijantu d,; n-dimenzione podmnogostrukosti realne prostorne
forme konstantne sekcione krivine ¢ na sledeéi nacin

1
o = éT—ian,

gde je
inf K(p) = inf{K (), sekcione krivine ravni 7 C T,(M)}

1 7 je skalarna krivina, i dokazao

n%(n — 2)
Om < 2(n—1)
gde je ||H|| norma vektora srednje krivine. Interesantno je ispitivati koje podmnogostruko-
sti M zadovoljavaju jednakost u navedenoj nejednakosti. Za takve podmnogostrukosti M
kazemo da zadovoljavaju Cenovu jednakost.

Ispitiva¢emo trodimenzione i ¢etvorodimenzione minimalne podmnogostrukosti Sestodi-
menzione sfere. U ¢etvorodimenzionom slucaju klasifikujemo takve podmnogostrukosti koje
zadovoljavaju Cenovu jednakost, a u obe dimenzije izuc¢avamo podmnogostrukosti koje
pripadaju i totalno geodezijskoj sferi S°. Takodje u poslednjem poglavlju ispitujemo mi-
nimalne imersije povrsi u neparno dimenzionalnu sferu S$*"*! koje zadovoljavaju uslov da
su prvih (n — 2) krivinske elipse viSeg reda krugovi. Pokazujemo da se tada takvoj imersiji
moze pridruziti niz minimalnih imersija koje zadovoljavaju isti uslov vezan za krivinske
elipse i dajemo karakterizaciju povrsi za koje postoje neka dva elementa ovog niza koji su
izometri¢ni putem indirektne izometrije.

[+ o+ 1)~ 2

Kljuéne reci i izrazi : sfera S%, blizu Kelerova struktura, Cenova jednakost, CR pod-
mnogostrukost, minimalna podmnogostrukost, totalno geodezijska podmnogostrukost.
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Résumé substantiel

Ce travail est constitué de deux grandes parties. Dans la premiére partie, nous regardons
les sous-variétés de type CR de la sphére de dimension 6. Dans la deuxiéme partie de la
thése, nous continuons notre étude des sous-variétés minimales A d’une sphére S™(1).

Dans cette premiére partie, nous considérons M une sous-variété Riemannienne d’une
variété presque complexe M, ot nous notons la structure presque complexe par J. Alors
il est naturel de regarder les propriétés des sous-variétés par rapport a cette structure
J. Si Pespace tangent reste invariant par J, nous dirons que la sous-variété est presque
complexe. Par contre, si J envoie ’espace tangent dans ’espace normal, nous dirons qu’elle
est totalement réelle. Une généralisation naturelle des sous-variétés presque complexes et
des sous-variétés Lagrangiennes sont les sous-variétés de type CR. Nous disons qu’une
sous-variété M est de type CR si elle admet une distribution presque complexe et que le
complément orthogonal est totalement réel.

Une sous-variété de type CR est dite propre si la sous-variété n’est pas presque complexe
ni totalement réelle.

Un exemple simple d’une variété Riemannienne avec une structure presque complexe
est la sphére de dimension S°. Dans ce cas, la structure presque complexe est construite
en utilisant les nombres de Cayley. Dous développerons cette construction dans ce résumé.

D’abord, aprés une introduction sur la géométrie Riemannienne dans le Chapitre 2,
nous introduisons la structure presque Kéhlerienne sur la sphére de dimension 3. Pour
cela nous utilisons la multiplication sur les nombres de Cayley O pour définir un produit
vectoriel x sur les nombres imaginaires de Cayley, que nous pouvons identifier avec R” en
utilisant la formule :

1
uxvza(uv—vu), (1)
Nous trouvons aussi que
uX (vxw)+ (uxv)xw=2uwv— (u,v)w— (w,v)u, (2)

et que la forme (u X v,w) est antisymétrique en u, v, w.

Réciproquement, nous pouvons aussi exprimer la multiplication de Cayley sur O en
terme de produit vectoriel et de produit scalaire par

(r+u)(s+v)=rs— (u,v) +1v+ su+ (uxv), rse Re(O),u,velIm(O). (3)

Le groupe de Lie Gy, groupe des automorphismes de O, est le groupe des isométries de R”
qui préserve le produit vectoriel.
Nous disons qu’ un repére orthonormé ey, ..., e; est un repére de G5 si et seulement si

e3=e¢e Xey , e35=€ X€ , €eg=eyXe , €5 =e3Xey. (4)

Il faut remarquer que si ey, €5, €4 sont des vecteurs unitaires qui sont 2 4 2 orthogonaux avec
en plus ey orthogonal & e; X eq, alors ey, g, e4 determinent un unique répére orthonormé



de (G5 et nous avons les expressions suivantes pour le produit vectoriel :

X €1 Co €3 €4 €y €6 ey
el 0 e3 —eq éx —ey —e7 g
€s —eg 0 e1 €6 er —ey —es
€3 €9 —e 0 ey —eg €5 —ey
€4 —es —eg —er 0 €] e es
(&3 €4 —€7 €g —€1 0 —€3 €9
€6 er €4 —es —es €3 0 —e
er —e€g es €4 —es3 —e€s e1 0

La structure presque Kihlerienne de S°(1) est alors construite de la fagon suivante :

Ju=1zxu, uecT,S%1), =zeS°%1).

Il est évident que J est une structure presque complexe qui est compatible avec la métrique
habituelle sur S%(1). Dire que c’est une structure presque Kihlerienne revient a dire que
le tenseur G de type (2,1) définie par

G(X,Y) = (VxJY,

ot V est la connection de Levi-Civita connection sur S%(1) est antisymétrique. Un calcul
élémentaire montre que

GX,)Y)=XxY —{(zx X,Y)x.

Aprés dans le chapitre 3, nous rappelons la construction d’un invariant Riemannien d,y,
introduit B.Y. Chen pour une variété M de dimension n :

1
5M = 57’ —ian,

ou
inf K (p) = inf{ K (), courbure sectionnelle 7 C T,,(M)}

et 7 est la courbure scalaire. Nous rappelons aussi explicitement la preuve du résultat
suivant qui montre que pour une sous-variété M d’un espace de courbure sectionnelle
constante ¢, nous avons toujours

n?(n — 2)

S < Tt I+ 5+ 1) = 2)

2

Dans cette inégalité, | H || est la norme de la courbure moyenne. Une sous-variété est appelée
idéale (dans le sens de Chen) si elle réalise 1’égalité dans cette inégalité. Nous montrons
également le théoréme qui indique quand une sous-variété réalise I’égalité dans I'inégalité
de Chen :



Théoréme 1 Une sous-variété M™ d’une variété & courbure sectionnelle constante M™
réalise ’égalité dans 'inégalité de Chen si et seulement s’ il existe une base orthonormale

€1y s Cny Cnily-n-sEm, OU €1,...,e, Sont des vecteurs tangents et e, 1,...,e, des vec-
teurs normauz, telle que les opérateurs de forme A, = A.,,7 =n+1,...,m satisfont
[a 0 0 0]
0 6 0 0
Apy= | 0 0 o 00 gt b=y, (5)
| 000 i
Wk, 0 0 ]
2 —hy 0 -~ 0
A, = 0 0 0 - 0|, r=n+4+2,...,m (6)
0 o 0 - 0
L .

Dans les chapitres 3 et 4, nous étudions les sous-variétés de type CR de la sphére S°.
Nous rappelons qu’ A. Gray a montré qu’il n’existe pas de sous-variété presque complexe
de S% de dimension 4. Aussi chaque courbe et chaque hypersurface sont trivialement des
variétés de type CR. Dans notre cas, ol nous supposons que la sous-variété de type CR
est toujours propre, cela implique que la dimension de la distribution presque complexe
(qui est toujours un nombre pair) est nécessairement 2. Dans ce cas, la dimension de la
distribution totalement réelle peut étre égal &4 1 ou 2. Ce qui fait que la dimension de A
peut étre 3 ou 4. Le cas de la dimension 3 est étudié au chapitre 3 et celui de la dimension
4 est étudié au chapitre 4.

Nous allons aussi supposer que la sous-variété est minimale. Dans les deux cas, nous
obtenons une classification des sous-variétés qui sont contenues dans une sphére de dimen-
sion S° (avec S® totalement géodésique dans S®). Dans le deuxiéme cas, nous obtenons
aussi une classification des sous-variétés idéales.

En particulier dans le chapitre 3, nous étudions les sous-variétés minimales de type CR
en choisissant un répére orthonormé de G5 de la fagon suivante. Nous prenons le champs
de vecteur position p, E| et 5 = JFE; une base orthonormée de la distribution presque
complexe, E53 un champ de vecteurs qui engendre la distribution totalement réelle et les
champs de vecteurs normaux Ey = JFs, Bs = Fy X E3 et Eg = Fy X Fj.

Bien siir un tel répére n’est pas unique. Un autre répére de (G5 avec les mémes propriétés



est donné par :

E, = cosOF; + sin0F,
Eg = JE| = —sin@E, + cos 0,
Fs3=+F;,
Ey=+E,
Fs = +(cos O F5 + sin 6 )
Fg = +(—sin0F5 + cos O Eg).
Supposons maintenant que M est contenue dans une sphére totalement géodésique S°
dans S®. Cela implique que S° est l'intersection de S°® avec un hyperplan passant par

I'origine. Donc il existe un champ de vecteurs V de longueur constante 1, normal a M et
tangent & la sphére S¢. En utilisant ces propriétés, nous pouvons écrire

V-——pE4—|—TE5—|—O'E6.

Par la liberté de rotation, nous pouvons supposer que 7 = 0 et comme la longueur de
V est 1, nous avons aussi que p? + o2 = 1.
Aprés nous écrivons

Dp Fy = —p+ a1 By +asE3 + a1 Fy + aoEs + aslg, Dp, Fo = —a1B1 + a3 b3 + f1E4 + faFBs + B3 b,

Dp E3 = —ayFy —azBa + 1 Ey + y2 E5 + 3 Es, Dp,Ey = —a1 By — p1Ey — 1 E3 + g1 E5 + goFg,
Dp Es = —agFEy — paFy — v2E3 — g1E4 + g3Es, Dg Eg = —azFy — 83E2 — v3E3 — goFy — g3 Fs,
Dpg,Ey = biEy + boE3 + 1 Eq + B Es + B3 B, Dg,Es = —p — b1 B+ b3 B3+ 61 By + 09 Es+ 03 F,
Dp, B3 = —bo By — b3Ey + p1 By + poBis + psEs, Dp,Ey = —p1E) — 01 Ey — p1 E3 4 hi Bs + ho Fg,
Dp,Es = —BoE1 — 62Ey — paE3 — h1 By + h3 g, Dg,FEs = —B3F1 — 633 — uzE3 — hoEy — h3 s,
Dg,Ey) = c1by + coE3 + 11 Ey + o5 + y3Fsg, Dp,Ey = —c1Ey + c3E3 + p Ey + poEs + psFs,

DE3E3 = —p — CQEl — C3E2 + 1 Ey+ V2E5 + I/3E6, DE3E4 = _')’IEI — ulEQ — I/1E3 + k1E5 -+ kgEG,
Dg,Es = —v2F1 — pabo — vaEs — k1 By + ks g, Dg,Ee = —y3F1 — pu3Ey — v3E3 — ko By — k3 Fs.

Grace aux propriétés du produit vectoriel nous trouvons d’abord :
Go=—", G=1+v, ar=-—a3, Bi=az hi=1—py, h=ps,
01 =by, b3=—as, ki=v3, ky=-1n pm=c, m1=-—c3

az = fa, ap=—L3 03=—fo, po=v3—1, p3=-—7s,
gg=a1—C3 ha=bitcy kr=a+tun

En plus en utilisant les propriétés de V' nous avons aussi

_ P B p _o(—p+a0) by po
vy =0, by=as, c =0, 52—663;, 53——612;, C3__p2_|_—0_2_7 ’Y2=—m7
b0 p(—p + a,0) b, po? b plo
= —— - =, E = — "7, E = -5,
C2 02 4 o2’ 3 02 + o2 1{p) 02 + o2 1(o) 02 + 02
—p+ a0 pl—p + a0
) = o2~ LDy oy = p(a 4 LELTDO) gy 0, Byfo) =0,

p2+0~2
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Il s’en suit que les fonctions ¢ et p ne peuvent pas s’annuler simultanément. Cela implique
que nous pouvons écrire o = pt, ol t est une fonction. Apres, quitte & changer le signe de
E3, nous pouvons supposer que cette fonction est positive. Nous avons p?(t? + 1) = 1, ce
qui implique que la fonction ¢ est une solution du systéme d’équations différentielles :

Ei(t) = —thy, Ey(t) = -3+ ait —2t>, Es(t) =0.

Les équations de Gauss et Codazzi impliquent que
1
Ao = O, asz = O, El(al) = 3(llb1, E}(bl) = 3@1; + 1— 2&? -+ b%,
1 1
EQ((J,l) =2 — a? —+ 2b% + 3@%?, Eg(bl) = 6b1; — 3(1,12)1, Eg(a,l) = 0, Eg(bl) = 0

Maintenant nous pouvons montrer les théorémes suivants.

Théoréme 2 Soit M une variété minimale de type CR de dimension 3. Supposons que M
soit contenue dans une hypersphere de S° et que by = 0. Alors M est congruente a

F(x1,22,13) = (COS 1 COS Ty COS X3, SIN Ty COS Ty COS T3, SIN Ty €OS 2x3, COS T COS Za Sin 3, 0,
— sin xy sin 23, — sin 1 cos xg sin x3).

Un autre cas spécial est le cas o M réalise 'égalité dans l'inégalité de Chen. Nous
montrons que cela ce produit si et seulement si

r=2+at’ + (1+b)t* —ait(3+1%) =0
et nous montrons aussi le

Théoréme 3 Soit M une variété minimale de type CR de dimension 3. Supposons que
M soit contenue dans une hypersphére de S® et qu’ elle réalise I’égalité dans l'inégalité de
Chen. Alors M est congruente a

f(t,u,v) = (cost cosucosv,sint, costsinucosv, costcosusinv, 0, — costsinusin v, 0).

Aprés, toujours dans le chapitre 3, nous étudions le cas générique; c’est a dire le cas
ou ni la fonction b; ni la fonction z s’annulent. Dans ce cas nous pouvons introduire
des coordonnées sur M de la facon suivante. D’abord nous vérifions que la fonction z =
2 + a?t? + (1 + b?)t% — a,t(3 + t?) est une solution du systéme d’équations différentielles :

Ei(x) =0, Ey(x)=—6tz, FE3(x)=0. (7)
Un calcul direct montre aussi que les conditions d’intégrabilité de :
byt?

E = ———
1(/\) 1+ 2’

t(—1+ ast)

E,(\) =~~~ 1Y

2(A) 1+

E3(A) = O,
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sont satisfaites. Nous appelons A, une solution de cette équation différentielle. Aprés nous
vérifions que les champs de vecteurs :

1
G1 = il]'_%blt2E1, G2 = ZEQ, G3 = GAE?,,

satisfont [G;, G;] = 0, pour ¢,j € {1,2,3}. Cela veut dire que nous pouvons introduire des
coordonnées (x1,xa,x3) sur M telle que

0 0 0

Glz'a?l, GQ:E, 3:”8?3.

Malheureusement dans ce cas, il n’est pas possible d’intégrer pour trouver des formules
explicites pour 'immersion et nous devons conclure en utilisant le théoréme fondamental
d’existence et d’unicité.

Aprés, dans le chapitre 4, nous étudions de la méme facon les sous-variétés de type CR
de dimension 4 et nous montrons les théorémes suivants :

Théoréme 4 Soit M une variété minimale de type CR de dimension 4. Supposons que M
réalise ’égalité dans l’inégalité de Chen. Alors M est congruente a l'immersion

flxy, o, 23, 24) = (COS T4 COS Ty COS T, SIN T4 SIN T COS T3,
sin 2x4 sin T3 oS Ty + €OS 214 SiN Ty, 0, sin x4 COS T1 COS To,

COS T4 SIN T'] COS X2, COS 224 Sin T3 COS Tg — Sin 2x4). (8)

Théoréme 5 Soit M une variété minimale de type CR de dimension 4. Supposons que M
est contenue dans une hypersphére de S®. Alors M est congruente a une des immersions
suivantes

1. Uimmersion qui réalise [’égalité dans 'inégalité de Chen :

f(x1, @2, 23, 4) = (COS T4 COS T| COS Tg, SIN X4 SIN 1 COS T,
sin 224 8in x3 cos X9 + €08 224 sin x5, 0, 8in x4 COS T4 COS Ty,

COS T4 SIN T COS Ty, COS 214 SIN T3 COS Ty — SIN 214 ). (9)

2. immersion

1
?(%(3(008 T1 COS Ty + cos T3 sin 1) + V2 cos(vV/3xz4)),

(V2 Cos(\/§x4) — COS T COS Tg — €OS T3 8inxy), 2(sin 1 sin x3 — cos zq sin ),

f2(331;5€2,$3,$4) =

1
0, ——5(—3((308 xysinze + sinxy sinxz) + \/isin(\/gm)), (10)

7

(cos 1 sin x5 + sin z; sin 23 + v/2sin(v/31x4)), 2(cos 23 sin z; — cos 1 cos x3)),
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3. limmersion

o) = (1 V2) cos + cos ) cos(n — i)

+ (cosyz + (1 — v2) cos ys) cos(y1 + ya)

+singe sin ys((V2 — 1) sin(yr +ya) — sin(ys — a))),

(((1+v/2) cosys — cos yz) cos(yr — ya) — ((V2 — 1) cosya + cosy3) cos(yy + ya)
+ sinyz sin ys(sin(ys + ya) — (1 + V2) sin(y1 — wa))),

8v/2 — 8((1 4 v/2)(cos 1 cos yz sin g, — siny; sin y3) sin y4 (11)
— o8 ya(cos y3 sin y sin ya + cosy; sin ys3)),0, ((cos ya + (1 — v/2) cosys) sin(yy + v4))
— (cos(yr — ya) + (V2 — 1) cos(y, + y4)) sinys sin ys
— (14 V/2) cosyp + cos y3) sin(y; — y4),
(—((1+ V2) cos(y1 — ya) + cos(yr + ya) siny; sin ys
+ (cosya — (1 + v2) cosys) sin(yy — ya) — (V2 — 1) cos s + cos ys) sin(yy + y4)),

— 424/ V2 + 1(cos y4(cos y; cos ys sin g, — sin g, sin y;)
+ (V2 — 1)(cosys siny, sin iy + cos y; sinys) sinys)).

Dans la deuxiéme partie de la thése, nous continuons notre étude des sous-variétés
minimales M d’une sphére S™(1). Maintenant nous allons supposer que la dimension de
M est 2 mais que la dimension de la sphére est arbitraire. Comme chaque sphére S™(1)
peut étre vue comme une hypersphére dans une sphére de dimension S™*!, nous pouvons
supposer que m = 2n + 1 et qu’il n’existe pas de sphére de dimension 2n — 1 contenant la
surface qui soit totalement géodésique dans S*"1(1).

Les outils de référence pour étudier les surfaces minimales sont les coordonnées iso-
thermes et les séquences harmoniques. Soit z = x + iy une coordonnée locale isotherme
pour la surface M. Nous notons —5% par 0 et % par 9. Alors pour I'immersion f, les parties
réelles et imaginaires des vecteurs f, = 9f; et fi = 0f, engendrent V'espace tangent.

Nous prenons ( , ) lextension complexe bilinéaire du produit scalaire sur R?"t2,
Comme fy and f; sont orthogonales, nous avons (fo, f1) = 0 et parce que z est une co-
ordonnée isotherme, nous trouvons (fi, fi) = 0. Nous introduisons une fonction wy par
(f17 fl) = el

Suivant cette procédure pour £ = 1,...,n — 1, nous pouvons définir fr,; comme la
composante de Of; qui est orthogonale & f, par rapport a la métrique (, ). De cette
facon nous avons :

?fk- = fre1 + Owr fio
Ofe = =€+ fry, (12)
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ott (fx, fx) = €“*. Maintenant nous allons supposer que 'immersion est (2n—1)-orthogonale.
Cela veut dire que fo, fi, fi,-- -, fa_1, fn_1 sont mutuellement orthogonaux par rapport au
produit scalaire hermitien.

Nous allons aussi supposer que (f,, fn) # 0. Cela veut dire que la surface est (2n — 1)-
orthogonale (ce qui implique par calcul direct la 2n-orthogonalité) mais pas (2n + 1)-
orthogonale.

Nous avons toujours

a — (f'nvfn
afn - (fn 17fn l)fn L

ce qui implique que la fonction ( f,, f,) est une fonction holomorphe. En utilisant cela, nous
voyons que nous pouvons choisir une coordonnée complexe z telle que (f,, f,,) = —1. Cette
coordonnée est unique a rotation d’angle - prés. Nous appelons ce type de coordonnée,
une coordonnée adaptée. Nous écrivons f, = a + ib ol a et b sont des champs de vecteurs
réels et nous trouvons que (a,a) — (b,b) = —1, (a,b) = 0.

Maintenant pour compléter notre répére, nous prenons N, réel et unitaire, tel que N
soit orthogonal & fo, fi, f1,. .., fa, fn et tel que det(fo, f1, f1, -+, fas fas N)i™ > 0. Un calcul
direct montre que

8
Of, =e“r1f,_ 1+23<pcoth2g0fn+2 fn+aN

Of, = —e “»1cosh2pf, 1,

ON = —E—(fn + cosh 2¢ ) (13)
sinh” 2
ot &« = (0f,, N).
Aprés nous définissons des applications :
[ n - —7:
Pes(fo) = 5—-—f 2f + etanh pN, (14)
2 cosh” ¢

oit £,6 € {—1,1}. Comme p . _5(fo) = —ps(fo), il y a seulement deux applications dif-
férentes. Pour simplifier, nous poserons p. s(fo) = po. Il est facile de voir que pg est une
immersion réelle dans la sphére S2"*+1,

Théoréme 6 Soit fo : M — S?! une immersion minimale qui est (2n — 1)-orthogonale.
Alors pe 5 définit aussi une immersion minimale dans 52l qui induit la méme structure
conforme sur M. En plus p.s est aussi (2n — 1)-orthogonale et a la méme coordonnée
adaptée.

Comme nous trouvons seulement deux nouvelles surfaces, nous allons poser :
(1) si n est pair
tfo—Jn

2 cosh2

ps,—l(fO)

+etanh N, (§=-1) (15)
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(ii) si n est impair

p1.s(fo) = 51](" _an + tanh N, (e =1). (16)
2 cosh”

Nous appelons ces constructions les () et (-) constructions, ou le signe dépend de ¢ = +1
dans le premier cas, et de § = =1 dans le deuxiéme.
Pour finir ce chapitre, nous montrons que

p—(p+(fo)) = p(p—(fo)) = fo,

ce qui implique qu’a partir d’une telle surface minimale, nous obtenons toute une séquence
de surfaces minimales. Nous déterminons également quand la séquence est symétrique (par
rapport a une symétrie qui renverse 'orientation de S?"*1).
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Predgovor

Na prostoru imaginarnih oktoniona I'm@ definisan je vektorski proizvod koji je in-
dukovan proizvodom Kejlijevih brojeva. Pomoéu njega na sferi S ¢ Im@ definisemo
skoro kompleksnu strukturu J tj. endomorfizam tangentnog raslojenja sfere koji zado-
voljava jednakost J? = —I, gde je I identitko preslikavanje. Pitanje da li je sfera i
kompleksna podmnogostrukost je i dalje otvoreno. Grupa izometrija sfere S koje &u-
vaju Kejlijev proizvod, a samim tim i skoro kompleksnu strukturu je Gs, podgrupa SO(7).
Struktura J j je blizu Kelerova, u smislu da je (2,1) tenzorsko polje G na S® definisano sa
G(X,Y) = (VxJ)Y kososimetri¢no, gde je V Rimanova koneksija sfere S6. Ovaj uslov za
mnogostrukost je slabiji od uslova da neka mnogostrukost bude Kelerova, tj. G(X,Y) = 0.
A. Grej je dokazao da sfera S° nije Kelerova, tako da je u izvesnom smislu, ova skoro kom-
pleksna struktura, najbolja. Za skoro kompleksnu mnogostrukost je prirodno posmatrati
nekoliko zanimljivih klasa podmnogostrukosti:

— totalno realne, kod kojih J preslikava tangentno raslojenje u normalno,

— skoro kompleksne, kod kojih je tangentno raslojenje invarijantano za J,

— CR podmnogostrukosti, ¢iji je tangentno raslojenje direktna suma dva ortogonalna

raslojenja, jednog invarijantnog za J i jednog koji se sa J preslikava u normalno.
KaZemo da je M prava CR podmnogostrukost ukoliko dimenzije ove dve distribucije nisu
nula. Skoro kompleksne podmnogostrukosti sfere moraju biti parne dimenzije, dakle di-
menzija 2 i 4. Medjutim A. Grej [28] je pokazao da ne postoje ¢etvorodimenzione skoro
kompleksne podmnogostrukosti sfere S° i da je svaka kompleksna podmnogostrukost i min-
imalna. Klasu skoro kompleksnih krivih proucavao je R. Brajant [13], dok su DZ. Bolton,
L. Vranken i L. M. Vudvard [11] pokazali da postoje Cetiri osnovna tipa ovakvih krivih.
Totalno realne podmnogostrukosti sfere mogu biti dimenzije manje ili jednake 3. Svaka
jednodimenziona podmnogostrukost sfere je trivijalno i totalno realna. Totalno realne,
minimalne podmnogostrukosti sfere dimenzije 2 su u potpunosti klasifikovane. Tangentno
raslojenje prave CR podmnogostrukosti je direktna suma skoro kompleksne distribucije
koja je dimenzije 2 i totalno realne, koja stoga ne moze biti dimenzije vece od 2, pa ovakve
podmnogostrukosti mogu biti dimenzija 3 i 4.

B. J. Cen je uveo invarijantu podmnogostrukosti realne prostorne forme koja je ograni-
Cena sa gornje strane veli¢cinom koja zavisi od kvadrata norme vektora glavne krivine. Na
taj nadin je povezao unutrasSnju invarijantu podmnogostrukosti sa spoljasnjom. Ukoliko
podmnogostrukost dostiZze to ogranicenje kaZzemo da za njega vazi Cenova jednakost. Za
njih takodje vaZe 1 izvesna ograni¢enja vezana za dimenziju pridruZzene im kanonske dis-
tribucije.

Glavni predmet proucavanja ovog rada su prave, CR, podmnogostrukosti sfere S%. H
Hagimoto, K. Masimo i K. Sekigava su u [30] pokazali da je Ojlerov broj kompaktne
Eetvorodimenzione CR podmnogostrukosti sfere S° nula, kao i neke druge topologke os-
obine, te da se ona razlikuje od S%,5% x S? CP?. K. Sekigava je u [34] pokazao da u S
ne postoje podmnogostrukosti koje su CR proizvodi, a T. Sasahara u [32] je pokazao da
ukoliko trodimenziona CR podmnogostrukost sfere S® zadovoljava Cenovu jednakost tada
odgovarajuéa distribucija ne moZe biti totalno realna. M. Djori¢ i L. Vranken su u [24]
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klasifikovali minimalne trodimenzione CR podmnogostrukosti sfere S° koje zadovoljavaju
Cenovu jednakost, a u [25] pokazali da ukoliko trodimenziona CR podmnogostrukost sfere
zadovoljava Cenovu jednakost tada mora biti i minimalna.

U ovom radu proucavamo minimalne cetvorodimenzione CR podmnogostrukosti Sesto-
dimenzione sfere koje zadovoljavaju Cenovu jednakost i predstavljamo rezultate iz [6], [1],
kao i minimalne trodimenzione i ¢etvorodimenzione CR podmnogostrukosti koje pripadaju
i totalno geodezijskoj sferi S® koje su klasifikovane u [4] i |2]. Rad je organizovan na sledeci
nac¢in. U prvom poglavlju izlozene su osnovne definicije i teoreme vezane za Rimanovu
geometriju i kompleksne mnogostrukosti. U drugom poglavlju je predstavljena sfera S°
kao podmnogostrukost R” kao i njene podmnogostrukosti, a zatim i konstrukeija blizu
Kelerove strukture na S®. U tre¢em poglavlju izloZena je Cenova nejednakost. Cetvrto
i peto poglavlje sadrze originalne rezultate. Cetvrto poglavlje se odnosi na trodimen-
zione, minimalne CR podmnogostrukosti S°. Teoremom 10 data je veza skoro kontaktne
i CR strukture podmnogostrukosti sfere i tvrdjenja o jedinstvenosti CR imersija u sferu
S koja su izloZena u Teoremama 11 i 12. Teorema 15 daje eksplicitne parametrizacije 3
tipa trodimenzionih, minimalnih, CR. podmnogostrukosti sfere S°® koje pripadaju i totalno
geodezijskoj sferi S° i pokazano je da su jedinstvene do na Go izometriju. Peto poglavlje
je posveéeno minimalnim ¢etvorodimenzionim CR podmnogostrukostima Sestodimenzione
sfere. Teoremom 16 je pokazano da su ¢etvorodimenzione podmnogostrukosti koje zado-
voljavaju Cenovu jednakost Gy kongruentne imersiji (88) i da pripadaju totalno geodezi-
jskoj sferi S®, dok su u Teoremi 17 date jo§ dve eksplicitne parametrizacije etvorodimen-
zionih minimalnih, CR podmnogosrukosti $estodimenzione sfere koje pripadaju i totalno
geodezijskoj sferi S° i pokazano je da su jedine do na G izometriju. U Sestom poglavlju
prouc¢avamo minimalne imersije povrsi u neparnodimenzione sfere koje zadovoljavaju pose-
ban uslov vezan za krivinske elipse viSeg reda. Pokazujemo da sa takvoj imersiji moze
pridruziti niz minimalnih imersija povrsi koje adovoljavaju isti uslov vezan za krivinske
elipse 1 proveravamo da li i kada je moguce da su neka dva elementa takvog niza izometri¢na
putem indirektne izometrije.

Posebno se zahvaljujem dr Mirjani Djori¢ i dr Luku Vrankenu kako na nesebi¢nom trudu
i vremenu koje su mi posvetili u savladjivanju izazova koje je diferencijalna geometrija
postavljala pred mene, tako i na trenucima kada se beleznica i olovka odloZe. Takodje,
zahvaljujem se i dr Srdjanu Vukmirovi¢u na mnogobrojnim sugestijama koje su mi pomogle
da poboljSam prvobitnu verziju ovog rada.

Beograd, 2009. Miroslava Z . Anti¢
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1 Rimanova i kompleksna geometrija

1.1 Rimanove mnogostrukosti

Neka je M realna n-dimenziona povezana diferencijabilna mnogostrukost. Ozna¢imo sa
{U, ="} sistem koordinatnih okolina na M, pri éemu je U okolina a z" su lokalne koordinate
na U. Neka je p tactka mnogostrukosti M. Oznacimo sa D, skup funkcija definisanih na
mnogostrukosti M koje su diferencijabilne u p. Diferencijabilna funkcija « : (—e,6) - M
je kriva na mnogostrukosti M. Ukoliko je a(0) = p, preslikavanje ¢/(0) : D, — R definisano
sa o/ (0)f = d—(];:—a)]t:o, [ € D, je tangentni vektor na krivu « u tacki p. Skup svih tangentnih
vektora u tacki p je vektorski prostor koji ¢emo oznacavati sa T, M. Neka je T'M raslojenje
na mnogostrukosti M ¢&ija je fibra u tacki p prostor T,M. TM je tangentno raslojenje
mnogostrukosti M. Oznacimo sa F(M) algebru diferencijabilnih funkcija na M, a X' (M)
skup svih vektorskih polja na M. Pretpostavljamo da su sve mnogostrukosti i morfizmi
klase C°.

Linearna koneksija je preslikavanje V : X(M) x X(M) — X (M) za koje vazi:

(i) V(Y +2) = VY + V7,
(it) VxyvZ =VxZ+VyZ, VixY = fVxY,
(i) VxfY = (XY + fVxY,

gde XY, Z € X(M), f € F(M).
Kovarijantni izvod funkcije f u odnosu na X se definiSe sa

Vif=Xf.

Za proizvoljno tenzorsko polje S tipa (0, s) ili (1, s), kovarijantni izvod V xS od S u odnosu
na X se definiSe sa

(VxS) (X1, Xs) = Vx(S(X1,..., X)) — Y S(Xu,...,VxXi, ..., X), (17)
i=1
za bilo koja vektorska polja X;, ¢ = 1,...,s. Sli¢no se mozZe definisati 1 kovarijantni izvod

tenzorskog polja tipa (7, s).
Za, tenzorsko polje S kaZzemo da je paralelno u odnosu na linearnu koneksiju V ukoliko
je
VxS =0
za, svako vektorsko polje X.
Tenzor torzije linearne koneksije V je tenzorsko polje 7" tipa (1,2) definisano sa

T(X,Y)=VxY — VyX - [X,Y],

za. proizvoljna vektorska polja X 1Y, pri ¢emu je [X,Y] Lijeva zagrada vektorskih polja
X iY definisana sa
(X Y(f) = XYV f) - Y(X]),
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za, proizvoljno f € F(M). Za linearnu koneksiju kaZemo da je bez torzije ukoliko je
T(X,Y) =0, zasve X, Y. Vazi i slede¢a teorema.

Teorema 1 Nekae su X, X,, ..., X, vektorska polja mnogostrukosti M definisana u nekoj
okolini tacke p € M, takva da X,(p), Xo(p),..., Xn(p) Cine bazu vektorskog prostora T,M
i da vazi [X;, X;] = 0,4,5 € {1,...,n}. Tada postoji koordinatna okolina (U,u") tacke p
takva da je X; lu= 2,1 € {1,...,n}.

Tenzor krivine R linearne koneksije V je tenzorsko polje tipa (1, 3) definisano sa
R(X,)Y)Z =VxVyZ -VyVxZ —VixyZ, (18)

gde su X,Y i Z vektorska polja na M.

Tenzorsko polje g tipa (0, 2) se naziva Rimanova metrika na M ukoliko je g simetri¢no (t;.
9(X,Y) = g(Y, X), za sva vektorska polja na M) i pozitivno definitno (tj. g{(X, X) > 0 za
sve X i g(X, X) =0 ako i samo ako je X = 0). Mnogostrukost M snabdevena Rimanovom
metrikom ¢ se naziva Rimanova mnogostrukost.

Linearna koneksija V na M je Rimanova koneksija ukoliko je Rimanova metrika ¢
paralelna u odnosu na V, tj, koristeéi (17), ukoliko je

X(g(v,2)) = 9(VxY,Z) + g(Y,Vx Z),
za sva vektorska polja X, Y, Z na M. Sledeca teorema je dobro poznata:

Teorema 2 Na Rimanovoj mnogostrukosti postoji jedna i samo jedna Rimanova koneksija
bez torzije.

Rimanova koneksija ¢ija egzistencija i jedinstvenost su utvrdjeni Teoremom 2 se naziva
Levi-Civita koneksija i u ovom radu ¢ée sve koneksije biti Levi-Civita.

Dalje, koristeéi tenzor krivine koneksije V definisan relacijom (18), definisa¢emo jos
neka tenzorska polja koja su interesantna u geometriji Rimanovih mnogostrukosti.

Prvo, defini§imo Rimanov tenzor krivine tipa (0,4) sa

R(X,Y,U, V) =g(R(X,Y)U, V), (19)

za proizvoljna vektorska polja X,Y, U,V na M. Koristeci relacije (18) i (19) lako se prover-
ava da vaze sledece relacije:
R(X,Y, U V)+ R(Y,X, U, V) =0,
R(X,Y,U,V)+ R(X,Y,V,U) =0,
R(X,Y,U, V)= R(U,V,X,Y), (20)
R(X,Y,U,V)+ R(Y,U,X,V) + R(U,X,Y, V) = 0.

Dalje, neka je {F, ..., E,} lokalno polje ortonormiranih baza na M. Tada

S(X,Y) = Zg (E;, X)Y, E;), (21)
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definie simetri¢no tenzorsko polje S tipa (0,2) koje se naziva RiCijevo tenzorsko polje.
Koristeci .S definiSemo skalarno polje 7, koje se naziva skalarna krivina od M, sa

n
= S(E,E). (22)
i=1
Definicije Ri¢ijevog tenzora i skalarne krivine ne zavise od izbora polja ortonormiranih baza.

Za svaku ravan v odredjenu ortonormiranim vektorima X i Y u tangentnom prostoru
T,M, p € M, definiSemo sekcionu krivinu K (7y) sa

K(y) = g(R(X, Y)Y, X). (23)

Lako se proverava da K (vy) ne zavisi od izbora ortonormirane baze {X, Y} ravni . Ukoliko
je K(v) konstantno za sve ravni v u T, M i za sve tacke p iz M, tada se M naziva pros-
tor konstantne sekcione krivine ili realna prostorna forma. Navedimo i slede¢u (Surovu)
teoremu:

Teorema 3 Neka je M povezana Rimanova mnogostrukost dimenzije n > 2. Ukoliko
sekciona krivina K(v) zavisi samo od tacke p, tada je M realna prostorna forma.

Realnu prostornu formu konstantne sekcione krivine ¢ ¢emo oznacavati sa R(c). Tada
je tenzor krivine mnogostrukosti R(c) dat sa

R(X,Y)Z = c{g(Y, Z)X — g(X, Z)Y}, (24)

za proizvoljna vektorska polja XY, Z na M.
Ukoliko je tenzor krivine R = 0, tj. M je prostor krivine 0, kazemo da je M lokalno
euklidski prostor.

1.2 Rimanove podmnogostrukosti

__ Neka je dato diferencijabilno preslikavanje f mnogostrukosti A/ u drugu mnogostrukost
M. Diferencijal preslikavanja f u tacki p € M je linearno preslikavanje (f.), : T,M —
T f(p)z\“] definisano na sledeéi nacin: za svako X € T, M izaberimo krivu 7(¢) u M tako da je
X tangentni vektor za 7(t) u p = 7(¢p). Tada je (f.),(X) tangentni vektor za krivu f(7(t))
u f(p) = f(7(to)). Moze se pokazati da (f.), ne zavisi od izabrane krive. Ako je g funkcija u
okolini f(p), tada direktno sledi da vazi ((f.),X)(g) = X(gof). Na ovaj nac¢in preslikavanje
f: M — M indukuje preslikavanje (fi)p : TpyM =T f(p)M . Preslikavanje f : M — M ima
rang r u tacki p € M ako je dimenzija (f.)p,(T,M) jednaka r. Preslikavanje f: M — M
se zove potapanje ili imersija' ako je preslikavanje (f.), injektivno za svaku tatku p € M,
tj. dim((fu)p(T,M)) = dim M. Tada kaZemo i da je M potopliena podmnogostrukost
mnogostrukosti M , pri ¢emu se M naziva i ambijentni prostor mnogostrukosti M. Kada je

Iimmersion”
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potapanje f ifjektivno, onda f zovemo smestanjeZ M u Mi kazemo da je podmnogostrukost
M (tj. f(M)) smeStena podmnogostrukost mnogostrukosti M.

Neka su M i M Rimanove mnogostrukosti redom sa Rimanovim metrikama g i g.
Preslikavanje f: M — M je izometrija u tacki p € M ukoliko je

9(X,Y) = g((fe)p X, (fe)pY) (25)

za sve X,Y € T,M. U ovom slucaju, (f.), je injektivno (jer (f,),X = 0 povladi X = 0).
Odavde sledi da je preslikavanje f koje je izometrija u svakoj tacki iz M potapanje, koje
zovemo izometrijska imersija. Ukoliko za imersiju f vazi relacija (25) kaZemo da metrika g
indukuje metriku g. .

Neka je f : (M, g) — (M, g) izometrijska imersija. Zbog jednostavnijeg oznacavanja
¢emo identifikovati X sa njegovom slikom f,.(X), tj. izostavljac¢emo f, i obe metrike ¢emo
oznaCavati sa ¢g. Oznacimo sa T'M i T™ tangentna raslojenja mnogostrukosti M i M ,
redom. Ako za tangentni vektor ¢, mnogostrukosti M u tacki p € M vazi

9<Xp> §p) =0

za proizvoljni tangentni vektor X,, podmnogostrukosti M, onda kazemo da je &, normalni

vektor podmnogostrukosti M u M, a sa T+ M oznacavamo vektorsko raslojenje svih nor-
malnih vektora od M u M. Tada je

TM |y=TM & T+M.

Ukoliko su X i Y vektorska polja tangentna na M i V Levi-Civita koneksija na M ,
tada je N
VXY = VXY—{—}L(X,Y), (26)

pri emu su VxY i h(X,Y) redom tangentna i normalna komponenta od VxY. Formula
(26) se naziva Gausova formula.

Teorema 4 Tenzorsko polje V je Levi-Civita koneksija u odnosu na indukovanu metriku
gna M, a h(X,Y) je simetricno (0, 2) tenzorsko polje na M sa vrednostima u normalnom
raslojenju, koje se naziva druga fundamentalna forma podmnogostrukosti M.

Neka je € normalno, a X tangentno vektorsko polje na M. Tada moZzemo razloziti v x&
na tangentnu i normalnu komponentu na slede¢i nacin

Vxé = —A:X 4 Vke, (27)

gde je —AX tangentna, a Vi€ normalna komponenta. MoZe se dokazati da je Ag
simetri¢na linearna transformacija tangentnog prostora u svakoj tacki podmnogostrukosti
M koja se naziva operator oblika, a ¥V metricka koneksija normalnog raslojenja TM u

>"imbedding"
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odnosu na indukovanu metriku na 7+ M, koja se naziva normalna koneksija. Razlaganje
(27) naziva se Vajngartenova formula.

Koriste¢i linearnu koneksiju V- i Levi-Civita koneksiju na M, mozemo definisati ko-
varijantni izvod od h sa

(VR)(X,Y, Z) = (Vxh)(Y, Z) = Vx (MY, 2)) = (VxY, Z) = h(Y,VxZ),  (28)
za proizvoljna vektorska polja tangentna na M.
Lema 1 Neka su X 1Y tangenina, a & normalno vektorsko polje na M. Tada
9(AeX,Y) = g(h(X,Y), ). (29)
Dokaz: 1z g(Y, &) = 0 diferenciranjem i pomoc¢u (26) i (27) sledi

0 = g(VxV,&) +g(¥,Vxé)
gqVxY, &) + g(h(X,Y),€) — g(Y, A: X) + 9(Y, Vx£)
g(h’(Xv Y)> f) - g(AéX’ Y)

I

odakle sledi tvrdjenje. |

Podmnogostrukost M Rimanove mnogostrukosti M je totalno geodezijska ukoliko su
geodezijske linije mnogostrukosti M ujedno i geodezijske linije ambijentne mnogostrukosti
M. Tada vazi i teorema;:

Teorema 5 Neka je f: M — M izometrijsko potapanje Rimanove mnogostrukosti M u
Rimanovu mnogostrukost M. Tada je M totalno geodezijska uw M ako i samo ako je h = 0,
tj. A =0 za svako € € Tt M.

Pri tome, za tacku p podmnogostrukosti M kazemo da je totalno geodezijska ukoliko je
h(X,,Y,) =0gdesu XiY tangentna polja na M. Totalno geodezijske podmnogostrukosti
euklidskog prostora su njegovi afini potprostori, a totalno geodezijske podmnogostrukosti
sfere su velike sfere.

Ako je za normalno vektorsko polje £ na M, A, proporcionalno identickom preslikavanju,
tj.

Ag = pI
za neku funkciju p, onda je &€ umbilicko secenje, a M umbilicka podmnogostrukost u odnosu
na £. Ako je M umbilicka u odnosu na svako normalno vektorsko polje, onda kazemo da
je M totalno umbilicka.

Neka je &, &, ..., &m_n Ortonormirana baza normalnog prostora TpiM u tacki p € M,

pri ¢emu su m i n, redom dimenzije mnogostrukosti M i M i neka je

H=2>Y trag &. (30)
k=1

S|~
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Vektor H je normalan vektor u tacki p koji ne zavisi od izbora ortonormirane baze nor-
malnog prostora 1 naziva se vektorom srednje krivine.

Podmnogostrukost M je minimalna ukoliko je vektor srednje krivine jednak nuli u svakoj
tacki, odnosno ako je trag transformacije A¢ jednak nuli za proizvoljni normalni vektor £.

Primetimo da je svaka podmnogostrukost M koja je minimalna i totalno umbili¢ka,
ujedno i totalno geodezijska. N

Oznadimo sa R i R tenzore krivine mnogostrukosti M i M. Koriste¢i definiciju (18)
tenzora krivine, Gausovu (26) i Vajngartenovu formulu (27), kao i (28), dobijamo

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + Anx.)Y — Any.n X (31)
(VY. Z) — (Vyh)(X, Z)

za proizvoljna vektorska polja X,Y 1 Z tangentna na M.
Dalje, kori¢enjem (29), (31) i (19), za proizvoljno vektorsko polje W tangentno na M,
dobijamo Gausovu jednacinu

R(X,Y,Z,W) = R(X,Y,Z,W) — g(h(X,W), h(Y, Z)) + g(W(X, Z), (Y, W)).  (32)

Takodje, koriste¢i jedna¢inu (31), vidimo da je normalna komponenta od }N?(X, Y)Z
data sa

(R(X,Y)Z)* = (Vxh)(Y, Z) — (Vyh)(X, Z). (33)

Jednacina (33) se zove Kodacijeva jednacina. Dalje, oznatimo sa R* tenzor krivine normalne
koneksije V+. Sli¢no, koriste¢i Gausovu (26) i Vajngartenovu formulu (27), za normalna
vektorska polja £ 1 71 tangentna vektorska polja X i Y, vaZi sledec¢a jednacina koja se zove
jednachina Ricija

R(X,Y,&n) = RH(X,Y, &) — g([Ag, A)) X, Y). (34)

Ukoliko je M podmmnogostrukost Rimanove mnogostrukosti R™(c) konstantne sekcione
krivine ¢ tada pomoéu (24) sledi da jednac¢ine Gausa, Kodacija i Ri¢ija imaju sledeci oblik:

R(X,Y, Z,W) = c(g{X,W)g(Y, Z) — g(X, Z)g(Y,W))

—}—g(h(X, W),h(Y, Z)) —g(h(X, Z)ah(Ya W))? (35)
(Vxh)(Y, Z) = (Vyh)(X, Z), (36)
RHX,Y, &) = g([Ae, A)(X),Y). (37)

1.3 Kompleksne i skoro kompleksne
mnogostrukosti
Neka je M povezan, Hausdorfov topoloski prostor sa prebrojivom bazom. M je kom-

pleksna mnogostrukost dimenzije n ako postoji otvoreno pokrivanje {U,,a € A} od M, i za
svako a € A postoji homeomorfizam f, iz U, na otvoreni podskup D, C C", takvi da je
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za sve a,b € A, za koje je U, N Uy # 0, preslikavanje f, o f, ' 1 fo(Ua NU) = fo(U, N Uy)
biholomorfno3.

Kako je C® = R?" M je ujedno i 2n-dimenziona diferencijabilna mnogostrukost, koja
se ozna¢ava sa Mg. Kompleksna mnogostrukost M se tada naziva kompleksnom strukturom
na Mg. Neka su (z1, ..., 2,) lokalne holomorfne koordinate u okolini tacke p € M, gde je
z; = x; + ty;. Tada je {£1—, - a—‘;;} lokalna pokretna baza tangentnog raslojenja realne
mnogostrukosti Mi. Tangentno raslojenje kompleksne mnogostrukosti M je razapeto sa
{32—1, ey 52—"}, gde je

a 1.0 .0
Dz 2(8331- z(‘?yi)'

Definisimo endomorfizam .J tangentnog raslojenja realne mnogostrukosti Mg sa

J : T(My) — T(Mg)
o 0 9 o

ox; - dy,’ Oy; B ox;’

Endomorfizam J zadovoljava jednakost

Jr=—1,

gde je [ identicko preslikavanje tangentnog raslojenja realne mnogostrukosti My, §to ga
ujedno ¢ini 1 izomorfizmom.

Endomorfizam J tangentnog raslojenja realne diferencijabilne mnogostrukosti N koji
zadovoljava jednakost J? = —I zove se skoro kompleksna struktura na mnogostrukosti N.
Tada za N kaZzemo da je skoro kompleksna mnogostrukost. Ako na N postoji skoro kom-
pleksna struktura, dimenzija mnogostrukosti N je paran broj i N je orijentabilna.

Iz prethodnog direktno sledi da za n-dimenzionu kompleksnu mnogostrukost M postoji
prirodno indukovana skoro kompleksna struktura / mnogostrukosti Mg, odnosno My je
2n-dimenziona skoro kompleksna mnogostrukost.

Neka je N diferencijabilna mnogostrukost sa skoro kompleksnom strukturom J. Ako na
N postoji kompleksna struktura koja indukuje J tada kaZemo da je struktura ./ integrabilna.

Neka je J skoro kompleksna struktura diferencijabilne mnogostrukosti N. Tenzorsko
polje tipa (1,2) dato sa

N(X,Y)=2{[JX, JY] - [X,Y] — J[X, JY] - JJX, Y]},

gde su X i Y tangentna vektorska polja mnogostrukosti IV, naziva se tenzor torzije skoro
kompleksne strukture J. Vazi slede¢a teorema.

Teorema 6 Skoro kompleksna struktura J diferencijabilne mnogostrukosti N je integra-
bilna ako 1 samo ako je tenzorsko polje torzije strukture J jednako nuli.

3Preslikavanje f : U — V je biholomorfno ako je homeomorfizam i ako su preslikavanja f i f~! holo-
morfna.
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Rimanova mnogostrukost (N, g) sa skoro kompleksnom strukturom J je hermitska ako
za proizvoljna tangentna vektorska polja X i Y vazi

9(JX, JY) = g(X,Y),

odnosno, ako je J izometrija. _
Neka je N hermitska mnogostrukost, V Levi-Civita koneksija na N i ® 2-forma, koja
se definiSe na sledeéi nac¢in
O(X,Y) =g(X,JY)

koju zovemo fundamentalom formom. Diferenciranjem dobijamo
(V2®)(X,Y) + ®(VX,Y) + (X, V,Y)
=g(VzX, JY) +g(X,(VzJ)Y) + g(X, J(VzY)),
tj. _ _
(qu))(X, Y) - g(X7 (VZ‘])Y)a
odakle lako sledi da je forma ® zatvorena ako i samo ako je

(VxJ)Y =0

za proizvoljna tangentna vektorska polja X i Y.
Ako je fundamentalna forma & hermitske mnogostrukosti /N zatvorena tada kazemo da
je N Kelerova mnogostrukost. Ako vazi slabiji uslov

(VxJ)X =0, X eTN,

kazemo da je N blizu Kelerova mnogostrukost.
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2 Sfera S

2.1 Sfera kao podmnogostrukost prostora R’

Posmatrajmo euklidski prostor R sa standardnom metrikom ( , ). Sfera S° je jedini¢na

sfera tog prostora :
S6(1) = {z e R"[{z, z) = 1},

koju ¢emo krace oznacavati sa S°. Ona je Sestodimenziona podmnogostrukost prostora R”.
Neka su, redom D, V, koneksije u R” i S¢. Dalje, oznacimo sa R i h tenzor krivine i drugu
fundamentalnu formu S¢ asa (, ) metriku na S® indukovanu metrikom prostora R” i koju
éemo isto oznacavati. Uolimo, prvo, da ako sa NN oznac¢imo jedini¢no normalno vektorsko
polje S® u R7 i identifikujemo tacku na sferi sa odgovarajuéim pozicionim vektorom, vazi:

N(X)=—-X, XeS5°

Za, proizvoljnu hiperpovrs M™ C R**! mozemo definisati Gausovo preslikavanje G : M™ —
S™(1) gde je G(q),q € M™, krajnja tacka jedini¢nog vektora N (g) normalnog na M™ u tacki
g, kome je pocetak u koordinatnom pocetku. Kako su prostori T,M i T (,)S™(1) paralelni,
mozemo smatrati da vazi (G.), : Ty,M — T,M. Uolimo da za M = S°® i odgovarajuce
Gausovo preslikavanje G : 8% — S® vazi G = —id, gde je i¢d identi¢no preslikavanje sfere.
Formule Gausa (26) i Vajngartena (27) glase

DxY = VxY +h(X,Y), (38)
DxN = —AyX + ViN, (39)

za X 1Y tangentne na S, N € TS5, gde je V4 normalna koneksija, a An odgovarajudi
operator oblika. N
Tada na osnovu (29) za operator oblika Ay vazi

(AnX,Y) = (h(X,Y),N). (40)

Tada
(AvX,Y) = (DxY,N) = =(Y,DxN) = —(DxN,Y) (41)

tj. vazi AyX = —DxN, pa je §3L{N = 0, odnosno formula (39) postaje
DxN = —AxX.

Ozna¢imo sa ¢ : (—e,¢) — 8% krivu &iji je tangentni vektor u odgovarajuéoj tacki c(0)
jednak ¢(0) = X. Tada

G.(X) = d (No c(t))|ieo = DxN = —ApX,

pa je tada oc¢igledno AvX =X , 8to zna¢i da je sfera totalno umbilicka i da vazi

DxN = —X,
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odnosno
Dxp= X, (42)
gde je p poziciono vektorsko polje, tj. p = —N, a tada iz (40) dobijamo i
hX,Y)= (X, Y)N. (43)
Oznacimo li sa K tenzor krivine prostora R iz Gausove jednacine (32) i (43) sledi
(R(X, Y)Y, X) — (K(X,Y)Y, X) = (h(X, X),B(Y,Y)) — (X, V)]|”
a dalje sledi i da je sekciona krivina sfere konstantna i jednaka 1. Iz (24) sledi i
R(X,Y)Z =(Y,Z)X — (X, Z}Y, (44)

za proizvoljna vektorska polja X, Y, Z € T'SS.

2.2 Podmnogostrukosti sfere S°

Neka je M podmnogostrukost sfere S°, V koneksija, V+ normalna koneksija, R tenzor
krivine i (, ) metrika na M indukovana metrikom sfere S° koju éemo isto oznacavati.
Tada formule Gausa i Vajngartena glase

VxY = VxY + h(X,Y), (45)
Vxé = —AX + V&, (46)

gde su X iY tangentna vektorska polja na M, a £ je normalno vektorsko polje na M, a
tangentno na sferu i A, odgovarajuéi operator oblika.

Ako su tenzori krivine koneksija Vi V4, Ri R i uzimajuéi u obzir konstantnu sekcionu
krivinu (44) dobijamo da jedna¢ine Gausa (32), Kodacija (33) i Ricija (34) glase

R(X,Y,Z W)= (X, WYY, Z) — (X, Z){Y, W)

+ (R(X, W),h(Y, Z)) — (h(X, Z), (Y, W), (47)
(VR)(X,Y,Z) = (Vh)(Y X, 7), (48)
<RL (Xv Y)&: ,LL> <[A§7 ]X Y> (49)

gde su X,Y,Z i W tangentna vektorska polja na M, a £ i u normalna vektorska polja na
M, a tangentna na S°.

Uzimajuéi u obzir (45), (46), (43) i (38) dobijamo za X, Y € TM i ¢ ¢ T+ M, £ € TS®

DyY = VxY +h(X,Y) = VxY + h(X,Y) — (X,Y)p, (50)

Dx€ = Vx€+h(X,€) = Vxé — (X, )p = —AX + Ve, (51)
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2.3 Blizu Kelerova struktura sfere S°

Pokaza¢emo da na sferi S® postoji skoro kompleksna struktura J. Pitanje da li na sferi
postoji 1 kompleksna struktura jo§ je uvek otvoreno. Struktura koju éemo definisati je i
blizu Kelerova, a kako na sferi ne postoji Kelerova struktura, ova struktura je u izvesnom
smislu najbolja.

Neka je eg,ey,...,er standardna baza euklidskog prostora R® &ija je metrika (, ).
Mozemo smatrati da je svaka tacka ovog prostora oktonion, odnosno Kejlijev broj ¢iji
je realni deo kolinearan sa ey, a imaginarni linearna kombinacija vektora e, e, ..., €.

Oznacimo sa O prostor Kejlijevih brojeva, a sa - standardni proizvod Kejlijevih brojeva.
Mozemo definisati proizvod X na ovom prostoru na sledec¢i nacin:

1
exy= @y -y o)
Ovaj proizvod je ¢isto imaginaran za Cisto imaginarne z 1 y, pa moZemo posmatrati re-
strikciju ovog proizvoda na prostor ¢isto imaginarnih Kejlijevih brojeva, tj. R7. Tada je
tabela mnoZenja e; X e; u ovom prostoru data sa:

X €1 €5 €3 €4 €x €gq €7
€1 0 €3 —€9 €x —€4 €y —€g
€9 | —€3 0 €1 € —€e7y —€4 €y
€3 €9 —e€7 0 —€7r —€Cg €s €4
€1 | —€5 —eg €7 0 el ey —e3
es | es €7 ee —€ 0 —e3 —eq
€6 | —e7 €4 —e5 —€o €3 0 ey
e;| eg —es —ey €3 es —ep 0

Svaka ortonormirana baza prostora R’ koja zadovoljava relacije iz prethodne tabele naziva
se (G5 baza.

Lema 2 Neka su x,y 1 z ¢isto imaginarni. Tada:
a)

z-y=—(x,y)eo + X y. (52)
b) Ako su x iy ortogonalni, pri ¢emu je x jediniéni, onda X (z X y) = —y.
v)rXy=—yXz.
0) o x (5% )+ (5 X y) % = = 200, 2y — (@, 9)2 — ().
d) {xxy, z)=(yxz,z)=—(yxzz).

Dokaz: a) Pretpostavimo, prvo, da su x i y jedini¢ni, ortogonalni vektori. Tada, postoji
G5 baza imaginarnog prostora fi, fs,..., fr takvada fi =z i fy = y. Tada

(o xy)—a y=—5(ytya)=—s(hfot for Ji) = 5~ Jo)

=0= <£U,y>60.
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Sli¢no, ako je x = y jedini¢ni, tada (x,x)eq = g = —z - x. Dakle, tvrdjenje vaZi za vektore
iz ortonormiranih baza, a kako su izrazi u jednakostima linearni i po z i po y, tvrdjenje
vaZi za sve imaginarne vektore.

b) MoZzemo ponovo posmatrati G bazu fi, ..., f; takvu da je z = f;,y = fo. Tada je lako
izracunati da je fi x (f1 X fa) = — fo. Tvrdjenje sledi iz ¢injenice da je izraz linearan po y.
Sliéno se pokazuje i da je vektor x ortogonalan na (x X y).

v) Tvrdjenje ocigledno vazi za vektore x,y € {e1,€s,...,e7} a kako je 2 X y linearno i po x
i y vaZic¢e za sve vektore.

Sli¢no se dokazuju i tvrdjenja pod g) i d). |

Lema 3
DX(YX Z) :DXyX Z4+Y x DXZ

Dokaz: Neka su e;,7 = 1,...,7 vektorska polja takva da je za svaku tacku prostora z,
{e1(z), ex(x), ...,e7(x)} jedna G baza prostora R?. Uocimo prvo da je tada Dge; = 0, pa
je, trivijalno

D.,(e; x ex) = De,e; X e +€; x D,ex,
a samim tim i

Dx(ej x ep) = Dxe; X e + € X Dxey.

Dalje, mozemo napisati Y (x) = S.r_| Yi(x)e;(z) i Z(x) = Z;:l Zi(z)ej(x). Tada je

Dx(Y x Z) =Y Dx(Yi(x)- Zj(x))(ei x €;) + > _ Yi(x) - Zj(z)Dx(e; x ;)

= Z Dx(Yi(x))Z;(z)(e: X €;) + Z Yi(z)(Dx Zj(x))(e: X ;)

+ Y Yi(@) Zi(e)(Dxes) x e+ > Yi(x)Zi(w)es x Dxe;

=DxY xZ+Y xDxZ.

Na sferi S® moZemo definisati (1, 1)-tenzorsko polje J na slede¢i nacin:
JU=xzxU,

gde x € S%1 U € T,55. Tada je vektor J,U ortogonalan na x pa pripada odgovaraju¢em
tangentnom prostoru. Na osnovu prethodnog

JPU=zx(zxU)=-U
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i takodje se lako pokazuje da je (JX,JY) = (X,Y). Zato je J dobro definisano i predstavlja
skoro kompleksnu strukturu na S°.
Neka je G (2, 1)-tenzorsko polje na S® definisano sa

G(X,Y) = (VxJY.
Neka, je p poziciono vektorsko polje tacaka na sferi, tj. p = —N. Tada
G(X,Y)=Vx(JY) = JVxY = Vx(pxY)— JVxY
=Dx(pxY)—h(X,pxY)—JVxY
=Dxpx Y +pxDxY +(X,pxY)p—pxVxY

=X XY +(X,px Y)p+px (DxY — JVxY)
=X XY +{X,pxY)p

jer je vektor u zagradi normalan na sferu, tj. kolinearan sa p.

Teorema 7 Polje G ima sledeée osobine:

a) G(X,X)=0, (53)
b) G(X,Y)+G(Y,X)=0, (54)
¢) G(X,JY)+ JG(X,Y) =0, (55)
d) (G(X,Y),Z)+(G(X,Z),Y) =0, (56)
e) (VxG)(Y,2) = (Y, JZ)X + (X, Z)JY — (X,Y)JZ, (57)
N (VxOY, 2) + (VxG)(JY, JZ) =

JG(G(X,Y), Z) + JG(Y,G(X, Z)), (58)
9) GX,GY,2)=(X,2)Y —(X,Y)Z +

(JX,Z)JY — (Y, JX)JZ, (59)

h) (GX,Y),G(Z,W)) =(X, Z){Y,W) — (X, WNZ,Y)
+ (X, ZNY, JW) — (JX, W)WY, JZ) (60)

gde su X,Y,Z, W wvektorska polja na S°.

Dokaz:
a)
GX, X)=XxX+(X,px X)p=0.
Prvi sabirak je 0 zbog osobina vektorskog proizvoda, a drugi jer su X i p X X ortogonalna

vektorska polja.
b) Koristeéi izraz za G(X,Y") dobijamo:

GX, )+ GV, X)=XxY-XxY+XpxY)+(¥,px X)=0
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¢) Uofimo da je
XXx(pxY)=(XxY)xp—2(X,p)Y + (X, Y)p+ (p, V)X
= —px (X xY)+(X,Y)p,
pa je
G(X,JY) + JG(X,Y) =

=X x (JY)+ (X, px (JY))p+px (X xY)+px ((X,pxY)p)
= Ppx (X XY)+ (X, Y)p— (X, Y)p+px (X xY)=0.

d) Lako se dobija:

(G(X,Y),Z) +(G(X,Z),Y) =
= (XxY+X,pxY)p,Z)+{(X xZ+(X,px Z)p,Y)
= (X xY,Z)+ (X x Z,Y)=0.

e) Uotimo prvo da je
(VxG)(Y, Z2) = Vx(G(Y, Z)) — G(VxY, Z) = G(Y,Vx Z) — (VxG)(Z,Y).
Izrac¢unajmo
(VxG)(Y,2) — (VyG)(X, Z) =
= VxG(Y,2) — G(VxY, Z) — G(Y,VxZ)
— VyG(X,2)+ G(VyX,Z) + G(X,VyZ) =
= Vx(Vy(J2) — J(VyZ)) — Vg, (] 2)
+ J(Vg vZ) — Vy(IVxZ) + J(Vy(Vx Z))
— Vy(Vx(JZ) — J(VxZ)) + Vg x(]2)
— J(Ve,xZ) + Vx(JVyZ) — J(Vx(Vy Z)) =
= R(X,Y)JZ — JR(X,Y)Z =
= (Y, J2)X — (X, JZ)YY — (Y, Z)JX + (X, Z)J Z.
Sada, specijalno za Z = X i uz ¢injenicu da je (63/(}’) (X, X), koja sledi iz antisimetri¢nosti
V xG, dobijamo:
(VxG)(Y,X) = (Y, JX)X — (Y, X)JX + (X, X)JY,
odakle sledi linearizacijom:

(VxszG)Y, X + Z) =
=YV, JX+2Z2NWNX+2)— (Y, X+ 2)JX+2)+ (X +Z, X+ Z)JY,
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odnosno
(VG X) + (TxG)Y, Z) + (T2G)(Y, X) + (V,G)(Y, 7) =
= ({Y, JX)X — (V, X)JX + (X, X)JY) + (VxO)Y, Z) + (V,G)(Y, X)
(Y, JZVZ — (Y, 2)JZ + (2, Z)JY).
Znadi
(VxG)(Y, Z) + (VzG)(V, X) =
=Y, JX)Z + (Y, J2)X — (Y, X)JZ — (Y, Z)JX + (X, Z)JY + (Z,X)JY.
Kako jos vazi i
(VxO)(Y,2) = (V2G)(Y, X) =
= (Z,JV)X + (X, IVVZ +{(Z, V)X — (X,Y)JZ,
sabiranjem ove dve jednacine dobijamo:
(VxG)(Y, 2Z) = (Y, JZ)X + (X, Z)JY — (X, Y)JZ.
)
(VxG)Y, Z) + (VxG)(JY, JZ) =
= (VxG)(Y, Z) + Vx(G(JY, JZ)) = G(Vx(JY),JZ) — G(JY,Vx(JZ))
= (VxG)(Y, Z) = Vx(G(Y, 2)) = G(Vx(JY), J Z) = GJY,Vx(J Z))
= —G(VxY,Z) - G(Y,VxZ) = G(Vx(JY),JZ) — G(JY,Vx(JZ))
=JG(G(X,)Y), Z)+ JG(Y,G(X, 2)).
g) Na osnovu (57) i tacke (f) vazi
- GEX,Y), Z2)+ GG(X,Z2),Y) =
= —-[G(G(X,Y), Z)+ G(Y,G(X, Z))]
= (Y, JZ)IX — (X, 2)Y + (X,Y\Z — (JY, Z)JX
(X, JZ)IY + (X, JY)JZ.
Specijalno, za X = Z dobijamo
—G(G(X,Y),X) = (Y, JX)JX — (X, X)Y + (X,Y)X,
a ako umesto vektorskog polja X posmatramo X + Z dobijamo
GG(X,)Y),X)+G(G(X,Y),Z)+ G(G(2,Y), X))+ G(G(Z,Y), Z) =

=~ G(G(X,Y), X) + Q(G(Z,Y), Z) + 2X, Z)Y — (X,Y)Z
{Z V)X — Y, JX)JZ — (Y, Z)JX.
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Iz prethodna dva izraza oduzimanjem dobijamo

2G(G(Y,2), X) =
= [G(G(Y,2), X) - GG(Y, X), 2)] - [-G(G(Y, 2), X) — G(G(Y, X), Z)]
= —2JX, Z)JY +20Y, JX)JZ + AX,Y)Z — 2X, Z)Y

odakle sledi tvrdjenje.
h) Na osnovu (56) i tvrdjenja (g) sledi

(G(X,)Y),G(Z,W)) = —(G(X,HZ,W)),Y) =
— ((JX,WVJZ —(Z, JX)IW — (X, Z)W + (X, W) Z,Y)
(X, Z0Y, W) — (X, WIWZ, Y + (JX, Z)Y, JW) — (JX, W)Y, JZ).

Uoc¢imo da (53) pokazuje da je J blizu Kelerova struktura.

2.4 Skoro kompleksne, totalno realne i CR podmnogostrukosti

Obzirom da je na sferi S% definisana skoro kompleksna struktura J, prirodno je prouéa-
vati podmnogostrukosti u skladu sa njihovim odnosom prema skoro kompleksnoj strukturi.
Podmnogostrukost M mmnogostrukosti sa skoro kompleksnom strukturom se naziva totalno
realnom ako J(TM) C T*M gde su TM i T+ M tangentno i normalno raslojenje M u
mnogostrukosti, i skoro kompleksnom ako vazi J(TM) C TM.

A podmnogostrukost M je CR podmnogostrukost ako postoji C°°-diferencijabilna J
invarijantna distribucija A : x - A, C T,M na M (odnosno, JA = A), takva da je
njen ortogonalni komplement A+ u TM totalno realna distribucija (JA+ C T+M), gde
je T+ M normalno raslojenje M u mnogostrukosti. CR podmnogostrukost je prava ukoliko
nije ni totalno realna ni skoro kompleksna.

A. Grej 28] je dokazao da je svaka skoro kompleksna podmnogostrukost sfere S min-
imalna i da ne postoje ¢etvorodimenzione skoro kompleksne podmnogostrukosti od S°.
O¢igledno je da totalno realne podmnogostrukosti sfere S® mogu biti najvise trodimen-
zione. Kako skoro kompleksna distribucija podmnogostrukosti M mora biti parne dimen-
zije sledi da je ona, u netrivijalnomslu¢aju dimenzije 2. Tada odgovarajuc¢a totalno realna
distribucija mora biti dimenzije 1 ili 2, odnosno prave CR podmnogostrukost sfere S® moZe
biti dimenzije 3 ili 4.

Naglasimo i da specijalna Lijeva grupa G5 ima vaznu ulogu u proucavanju sfere S° i
njene skoro kompleksne strukture. (G5 se definiSe kao grupa automorfizama algebre ok-
toniona @. Moze se pokazati da je ona povezana podgrupa grupe SO(7). Uoc¢imo da
(G2 mozemo videti i kao grupu koja "¢uva" vektorski proizvod. Obzirom da je vektorski
proizvod definisan pomoc¢u Kejlijevog proizvoda ocigledno je da svaki element G5 ujedno
"¢uva" vektorski proizvod. Da bismo pokazali da vaZi i obrnuto bi¢e nam neophodno i
sledeée tvrdjenje.
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Lema 4 Neka je fop : Im(O) — Im(O) linearni operator definisan sa fop(c) = ax (bxc).
Tada je {(a,b) = —%trfa,b.

Dokaz: Kako je skalarni proizvod bilinearan dovoljno je dokazati tvrdjenje za bazne vektore
a = e;,b=e;. Tada je

7

7
1 1 1
—?trfehej = 5 g (e; X (e; X eg), ex) = — E (er X (ex X €;),€;)

k=1 k=1

D eies) = (es, e5).

7
k=1

-~ =

Sada, direktno sledi da preslikavanje koje "¢uva" vektorski proizvod ¢uva i metriku {(,)
pa na osnovu Leme 2a mora se slagati i sa Kejlijevim proizvodom i pripada grupi Gos.

Kako se skoro kompleksna struktura na sferi S® definise pomoc¢u vektorskog proizvoda
sledi da G "¢uva" i skoro kompleksnu strukturu pa i osobine kao Sto su totalno realno
i skoro kompleksno. Zato podmnogostrukosti sfere prouc¢avamo do na G kongruenciju.
MoZemo uociti i da je svaka (G5 baza jednoznacéno odredjena sa 3 vektora eq, es, 4. Oni su
medjusobno ortonormirani i svaki od njih je ortogonalan na algebru definisanu sa preostala
dva vektora, dok njihovi vektorski proizvodi odredjuju 1 ostale vektore baze. Zato je svaki
element (G5 odredjen sa dve ovakve trojke vektora e, eq,eq i f1, fo, fa-
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3 Cenova nejednakost

Neka je M™ podmnogostrukost realne prostorne forme konstantne krivine c¢. Oznadimo
sa K sekcionu krivinu, a sa

T=> K(eiNe),
4,j=1
skalarnu krivinu (22) podmnogostrukosti M™, gde je {ey, ..., e, } jedna pokretna ortonormi-

rana baza tangentnog raslojenja podmnogostrukosti. B. J. Cen je u [17] uveo Rimanovu
invarijantu

1
5M = 57'—' inK,

gde je
inf K (p) = inf{ K (), sekcione krivine ravni = C T,M}

1 dokazao da vazi
n*(n — 2)

oy < ——m—=
2(n—1)
gde je ||H||? kvadrat norme vektora srednje krivine (30).

12" + 5 (n+1)(n— 2)e, (61)

Uod¢imo da nejednakost (61) povezuje unutra$nju invarijantu mnogostrukosti d,; sa spoljas-
njom H.
Za minimalne podmnogostrukosti sfere S° nejednakost (61) svodi se na

i < 5(n 1) =),

zbogc=11 H =0.
Da bismo dokazali nejednakost (61), bi¢e ncophodno dokazati sledeé¢u lemu.

Lema 5 Ako su a1, as,...,a,,c gde je n > 2, realni brojevi takvi da vaZi
T n
O a) =m-1)0 al+o), (62)
i=1 i=1
tada vazi 2a1a9 > ¢, a jednakost vazZi pri n > 2 ako i samo ako je a; + a9 = a3 = -+ = Q.

Dokaz: Za n = 2 tvrdjenje oéigledno vazi. Ako je n > 2 tada iz (62) sledi

(Za, —1—2(1%ZaZ (n—2)a +(n—1)(z_:a§+c)

odnosno

( ai)zz(n—l)(Za +¢)—a? —QGnZCL@ (n—2)(ia?+c)

=1 i=1

1
+(n —2)a’ +Za?+c— QaHZai‘
i=1 =1
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Uo¢imo da iz (62) sledi

(n—2)a +Za +c— 2%2% (n —2)a2 +Za + Zal Z
i=1

— QQnZ a; = (n— 1)a2 + —17(2 a;)? — 2ay Zai = n—_——l((n —1)%?
Z a;)? — 2(n — La, Z a;) > 0, (63)

=1

pa je zato

n—1 n—1
(Z a;)? = (n — 2)(2 az+c+ ey 1),
i=1 i=1
gde je e,_1 > 0.
Ako je n = 3 ova jednakost se svodi na
2a1a9 = Cc+ eo,
pa je 2a1a5 > 0 i jednakost vaZi ako 1 samo ako je e = 0, odnosno
(2a3 — (a1 + a2 + a3))? =

§to je ekvivalentno sa
as = a1 + as.

Ukoliko je n > 3 ponavljajuéi isti postupak (n — 2) puta dobijamo da vazi

k k
O a)=k-1)0 a+c+enr+--+ex), k=2... n—1, (64)
=1 i=1
gde je €2, ..y En-1 = 0’ pa je
2010 =¢c+ex+ -+, 1 > c.
Jednakost vazi ako i samo ako je e = --- = e, = 0 odnosno ako formule (64) glase

(Z%‘)Q = (k—l)(Za?+c), k=2,...,n— 1.

1=1

Koriste¢i sada rezultat (63) dobijamo da za sve k vazi (k — ay = >.F

1 @3, odnosno
(k—2)ap = ay + - -+ + a1 Sto dalje implicira

a3 = -+ = Qn = a1 + as.
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Lema 6 (Cenova nejednakost) Neka je M n-dimenziona (n > 2) podmnogostrukost Ri-
manove mnogostrukosti R™(c) konstantne sekcione krivine c. Tada vaZi

1 2(n —2
inf K > §{T _nin 1 )HHH2 — (n+ 1)(n— 2)c}.

Jednakost vazi ako 1 samo ako postoji ortonormirana pokretna baza ey, ... ey, €4v1, ..., €Em
gde su ey, ..., e, tangenina vektorska polja, a e, 41, . . ., € normalna vektorska polja podmno-
gostrukoste M takva da u njoj operators oblika A, = A,.,r = n+1,...,m imaju sledeéi oblik

[a 0 0 0|

0 b 0 0
An+1: 00 p - 0 , a+b=p, (65)
| 00 0 po|
[ K, B, O 0]
ki 0 e 0
A=10 0 0 - 0|, r=n+2...,m. (66)
| 0 0 0 - 0]

Dokaz: 1z Gausove jednacine (35) sledi

T = Z K(@z AN €j) = Z R(Gi, €5, €4, ei) = ZC + Z g(h(eia ei)v h’(ejﬂej))

'ij—l i,d=1 i;éj i,j=1
Z (e3,€5), hles, €)) = (n® —n)0+g(zh €3 €i), Zh(epej)) — fiAl®
=n(n—1c+| Z hles e)l” = [1B)* = n(n —1)e+ Z g(z h(es, e:),e0)” — ||hl|*
i=1 l=n+1 =1

=n(n— e+ Y (trA)* - [Al* = n(n — De+ |nH|* - ||h|>.

l=n+1

Ako oznac¢imo

5= 2= "D EE (4 1) - 2)0)

tada ova jednakost postaje

n*[H|I* = (n = DIIAI” + (n — 1)(26 — 2c). (67)
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Neka je 7 ravansko secenje tangentnog raslojenja T'M. Neka je ey, . . . , €, pokretna ortonor-
mirana baza takva da je m razapeto vektorskim poljima e; i es, dok je vektorsko polje e,
kolinearno sa poljem srednje krivine H, §to izmedju ostalog znadi da je za r # n + 1,
trA, =0i|nH| = |trA,+1]. Sli¢no,

|h[? = Z”h 6“6])”2 Z Zg(h(emej er)” Z Z(h
2,7=1 I=n+11,5=1 I=n+11,7=1

Tada jednakost (67) implicira

n

O hety? = (n—1) Z(h"f“l 2D (hty? Z Z(hgj)Q + 26 — 2.
i=1 i#j r=n J=1
Sada mozZemo primeniti Lemu 5 iz koje sledi
QRTRETE Z Y (hET 4+ DD () + 20— 2¢, (68)
i#j r=n+2i,j=1

Kako je

K(e1 A es) = R(er, ea,ea,e1) = c+ g(h(er,e1), h{es, e2)) — g(h(er, ea), her, e))

m m
=c+ Z hi by — Z (hl,)?
r=n-+1 r=n-+1

formula (68) postaje

m n 1 7
2RI RS >y (R + Z Z<h£j>2+2é—2[K<emeQ>— > R+ Y ()]
r=n i,5=1 12

1£] r=n+1

2K (m) > 2 (A +2) (5 +2 > () + i > (hy)?

Jj>2 J>2 §>i>2 r=n+2 i>2
m m m
+ Y (MG by + 20 hE) 2642 Y Y (k) =2 D (B)?
r=n-+42 r=n+2 j>i r=n+2
=23 (W) +2) (hFH?+2 3 () + > > (W)
7>2 7>2 J>i1>2 r=n+2 1>2

+ D (WL R H2+2 > D> (k) =28 (69)

r=n-+2 r=n+2 j>maxz{i,2}



40

sto dokazuje nejednakost. Jednakost ée vaziti ukoliko vaZi jednakost u (68) i (69) odakle
sledi

hL:h _h’:J’ :’TL+1 m, i7j:3=-"7na

2 n+2 n+2 2
P g = e = B B =
Sli¢no, na osnovu Leme 5 i nejednakosti (68) sledi
1 1 1 1
hn+ h721+ hn+ — R hz: .
Ukoliko je A7 razli¢ito od nule tada moZemo odabrati drugu ortonormiranu bazu ravni
7 za koju ¢e ova komponenta biti nula. Naime za ta vektorska polja f; i fs ¢e postojati

diferencijabilna funkcija ¢ takva da vazi:

fi = cospe; + sin de,,
fo = — sin ¢ey + cos ey,

pa je
g(h(fh fa), €n+1) = 9(l sin 2<f>(h(€2, 62) - h(eb 61)) + cos 2¢h(61, 62)7 €n+t1)

= (hit — hlf”l)— sin 2¢ + A5 cos 2,

pa ukoliko je hJf' = A% moZzemo definisati ¢ = T, a ukoliko to nije slu¢aj moZemo

47
. 2p71 T .
definisati ¢ = %arctan ST T Sada tvrdjenje direktno sledi. |
22 11

Ukoliko u svakoj tacki podmnogostrukosti M vazi jednakost u nejednakosti (61) kazemo
da M zadovoljava Cenovu jednakost i takve podmnogostrukosti su posebno interesantne
za izuCavanje. Za takve podmnogostrukosti po Lemi 6 postoji pokretna baza u kojoj su
operatori oblika (65) i (66).

Posmatrajmo distribuciju koja je u proizvoljnoj tacki p definisana sa

D(p) ={Xe€T,M|(n—1)h(X,Y)=ng(X,Y)H, zasvako Y € T,M}. (70)

Lema 7 Neka je M n-dimenziona (n > 2) podmnogostrukost Rimanove mnogostrukosti
R™(c) konstantne sekcione krivine ¢ koja zadovoljva Cenovu jednakost. Ako dimD(p) ne
zavisi od tacke p € M, tada je tacno jedan od sledecih iskaza tacan:

1. D je (n — 2)- dimenziona distribucija;
2. D=TM i M je totalno geodezijski smestena u R™(c);

3. raslojenje Imh je jednodimenziono i ukoliko e,y1 € Imh, tada operator A, ima
tacno dve razlicite sopstvene vrednosti 0, u ¢ije su visestrukosts redom, 1,n — 1.
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Dokaz: Posmatrajmo pokretnu ortonormiranu bazu eq,...,e,,ep41,...,€n iz Leme 7.
Obzirom da M zadovoljava Cenovu jednakost sledi da su odgovarajué¢i operatori oblika
dati sa (65) i (66). Tada je H = LtrA, 1 = ““Lue,, paza k > 3 vaii

n n

h(ek, ej) = 5kj,u€n+1 = o 1H(Sk_7 = - 1Hg(€k, Ej),
pa vazi i
n
hex,Y) = Hg(ex,Y)
n—1
za proizvoljno tangentno vektorsko polje Y. Zato es, . . ., e, pripadaju distribuciji D i njena

dimenzija je najmanje n — 2. Ako distribucija ima dimenziju veéu ili jednaku n — 1, to
znaci da postoji vektorsko polje koje pripada distribuciji koje je i iz raslojenja razapetog sa
ey i e5. Neka je to f = cos weq + sin pes gde je ¢ neka diferencijabilna funkcija. Podsetimo
se da je

h{e1,e1) = aen 1 + Z hier,

r>n+1

h(62, 62) = b€n+1 - Z hgler, (71)
r>n+1

h{e1,es) = Z hiser.

r>n+1
Tada je
n—1 n—1
n h(f7 61) = g(f? el)H:g(fa 61) HEnyi,

n—1 n—1

h’(f’ 62) = g(ff 62)H = g(f7 62)

HCn+1,
pa se ove jednakosti svode na

cosp(a —p) =0, cosphl, +sinphl,=0, r>n+1,
singp(b—p) =0, cosphl,—sinph]; =0, 7>n+1.

Odavde direktno sledi A, = h]; =0, 7 >n+1. Akojea = p =bodakle jeia=10>b=
u = 0, tada ove jednakosti vaze za proizvoljnu funkciju ¢ odnosno sva vektorska polja iz
seCenja 7 pripadaju distribuciji, pa je njena dimenzija n. Tada je i h = 0 pa je ovakva
podmnogostrukost i totalno geodezijska. Ako to nije slucaj sledi da jeili a = pili b = u
odnosno ab = 01 ¢ = a+b # 0. Bez umanjenja opstosti, neka je a = 0 odnosno b = u. Sada
direktno sledi iz (65) da A,y ima dve sopstvene vrednosti 0 i p odgovarajucih visestrukosti.
Takodje iz (71) sledi i da je dimenzija prvog normalnog prostora Imh jednaka 1 i da je
razapet vektorskim poljem e, ;. |
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Lema 8 Neka je M n-dimenziona (n > 2) podmnogostrukost Rimanove mnogostrukosti
R™(c) konstantne sekcione krivine c i dimenzija distribucije D veéa ili jednaka (n — 2).
Tada M zadovoljava Cenovu jednakost.

Dokaz: Obzirom da je dimD > n — 2 postoje ortonormirana tangentna vektorska polja
es,...,en koja pripadaju distribuciji D. Neka su e,4,..., e, ortonormirana vektorska
polja koja razapinju normalno raslojenje, takva da je ¢, ;1 kolinearan sa vektorom glavne
krivine. Tada postoji diferencijabilna funkcija p takva da je

Takodje tada je i
trAy =0,k >n+1 trA,;1=(Mn—1)u
Vazi
g(Ak?ei7 ej) = g(h(elv ej)aek) = g(oa ek) = O’Z Z 372 ‘7é jvk 2 7+ 17
9(Ares, ) = (h(es, €5), ex) = g(peni1,ex),i > 3,k >n+ 1.

Neka je e, e5 dopuna pokretne baze tangentnog raslojenja. Obzirom da je trAg, k> n+1
sledi da vazi (66). Ukoliko je g(h(es,ez),eny1) razli¢ito od nule tada postupkom sliénim
onom u Lemi 6 moZemo pronac¢i vektorska polja fi i f> takva da je g(h(f1, f2),ens1) = 0.
Uzimajuéi u obzir da je trA, 11 = (n—1)u sada sledii (65), a tada iz Leme 6 sledi tvrdjenje.
|

Lema 9 Neka je M n-dimenziona (n > 2) podmnogostrukost Rimanove mnogostrukosti
R™(c) konstantne sekcione krivine c, koja zadovoljava Cenovu jednakost. Ako dimD(p) ne
zawvist od izbora tacke p € M, tada je distribucija integrabilna.

Dokaz: Neka je k dimenzija distribucije D. Ukoliko je & = n tada je D trivijalno integra-
bilna.

Ako je k = n—1 tada D ¢ine sopstveni potprostori koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti
1, a slino u slu¢aju k = n — 2 distribucija D je razapeta vektorskim poljima es,..., e, iz
Leme 8.

Oznag¢imo sa D+ ortogonalnu komplementarnu distribuciju distribucije D u tangentnom
raslojenju. Tada za proizvoljna vektorska polja X, Y € Di Z € D+ vazi

(Vxh)(Y,Z) = —WVxY,Z) - WY, VxZ),
gde je V koneksija na mnogostrukosti, a zatim pomoéu Kodacijeve jednacine sledi i
MVxY - VyX,Z)=h[X,Y],Z) = MX,VvZ) - h(Y,VxZ),
a dalje koriste¢i veze iz (65) i (66) dobijamo i
WX, Y], Z) = plg(X, Vv Z) — g(Y,VxZ)lear1 = pg([X, Y], Z)enta

odakle moZemo zakljuciti da je D integrabilna distribucija. i
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4 Podmnogostrukosti dimenzije 3

4.1 Trodimenzione CR podmnogostrukosti sfere S¢

U ovom poglavlju smatraéemo da je M trodimenziona CR podmnogostrukost sfere S°.
Tada je tangentno raslojenje podmnogostrukosti M oblika

TM - Dl EBDQ,

gde su D; 1 Dy, redom, skoro kompleksna i totalno realna distribucija. Neka su tada,
respektivno, p poziciono vektorsko polje, E, i E; = JFE; vektorska polja koja razap-
inju distribuciju D; i E3 vektorsko polje koje razapinje distribuciju D;. Dalje, neka je
Ey = JEs, Bs = Ey X B3 i1 Eg = Ey x F3. Tada su prema izboru p, E; 1 E5 medjusobno
ortogonalni 1 jedini¢ni vektori koji na osnovu konstrukecije defini$u ortonormiranu G5 bazu
{p, E1, F2, E3, B4, E5, Eg}. Pri tom vektorska polja Fy, F5 i Eg razapinju normalnu dis-
tribuciju podmnogostrukosti.

Uo¢imo da izbor ovakve baze nije jedinstven. Naime, proizvoljna baza skoro kompleksne
distribucije se od zadate {F;, Ey} moZe dobiti rotacijom, a izbor vektorskog polja koji
razapinje totalne realnu distribuciju jedinstven je do na znak. Shodno tome proizvoljna
baza oblika

Ei = cosOF, + sin0F,,

Fy = JFE; = —sin0E, + cos 0.,
Fs = +Fj;,

E, = +E,,

Fs = +(cosFEs + sinEg),

Eg = +(—sin0F5 + cos 0 Es),

ispunjava prethodne uslove gde je # funkcija ugla rotacije.
Uocimo, takodje, da vektorsko mnoZenje vektorom Fs3 na prirodan nacin indukuje
izomorfizam izmedju normalnog raslojenja NM i Dy & M.

Lema 10 Postoje lokalno definisane diferencijabilne funkcije g1, ga, g3, hi, ho, hs, ki, ko 3
ks takve da vaZi

V},L;IE4 = g1E5 + g2 s, VEE% = —g1 B4 + g3Es, Vﬁl Fe = —go By — g3 Fs,
VE2E4 - h1E5 + h2E6, VEQES = —h1E4 + h3E6, VJEZE6 - —h2E4 - h3E5,
V$3E4 = k1E5 + kQEG, ijFj‘gE5 — —k'lE4 + k'gEﬁ, VE?’E(; = —]{JQE4 — k3E5.
Dokaz: Uocimo da vazi (£;, E;) = const za i,j € {4,5,6} odakle sledi

Dx(E;,E;) =0
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za proizvoljno vektorsko polje X, odnosno
(DxE;, E;) + (B;,DxE;) =0, 1i,j€{4,5,6}.
Sada tvrdjenje direktno sledi. |

Kako su operatori oblika simetri¢ni zaklju¢ujemo da postoje lokalno definisane difer-
encijabilne funkcije o, Bi, Vi, i, vi, ¢ € {1,2,3}, takve da operatori Ag,, Ap, i Ag, imaju
slede¢i oblik

ar b m as Ba T as B33
A, = | B 0 m Ap, = | B2 62 po Apgs = | B3 03 p3
AT S 4 ] Y2 M2 Vo Y3 M3 V3
Koristeéi (29) dobijamo i
h(Ey, By) = a1 Ey + aoFs + agEg, h(Ey, Es) = B1Ey + B Es + B3 F,
h(Er, Es) = 11 Ey + v2Es + 73, h(Es, Ey) = 61Fy + 62 E5 + 03K,
h(Es, E3) = pnEq + poEs + psFs, h(Es, E3) = v1Ey + 15 Es + v3Es.

Sli¢no, kako vazi (E;, E;) = const diferenciranjem dobijamo (Vg E;, E;) +(E;, Vg, E;) =0
odnosno vazi sledeé¢a lema.

Lema 11 Postoje lokalno definisane funkcije a;,b;,c;,i € {1,2,3}takve da vaZi

Vg B = a1y + ag B3, Vg By = —a1 By + asEs, Ve Es = —asEy — azEs,
Vg, Ei = b By + by Fs, Vg, Fo = —~biE1 + b3Fs Vi, Es = —bE) — b3 Es,
VE3E1 = ClE2 + CQEg, VE3E2 = —ClEl + C3E3, VE3E3 = —62E1 — CgEg.

Dakle, za koeficijente koneksije vazi

Dg By =—ptaiEstas Ezta1 Eytas Bs+aszbg, Dp Ey =—a1Ei+asF3+81 Ey+Pa Es+B3 B,

Dg B3 =—ay 1 —a3 Es+v1 Bty Es+vy3 Ee, Dg, Ey =—a1 B —B1 Eo—y1 E3+g1 Es+g2F,
Dg, Es =—asE1—pB2 Ea—y2E3—g1 Es+g3 Ee, Dg, Es = ~03E—f3—y3E3—g2 F4—g3 Es,
Dg, F1 = by Ea+be 341 B2 Es+-B3 B, Dpg,Ey = =p —b1 E1+b3Es+01 E4+02 Es+ 03 Eg,
D, F3 =—by E1~b3 Ea+puy Eg+-pio Es+pus Eg, Dg, Ey =—p1F1—01 Ea—p1 E3+hy Es+-ha g,
Dg,Es =—p2F1—02Fo— 9 E3—hy Ey+hs Eg, Dg,Es =—f3F1—03Fo—puzFE3—hoE4—h3 Es,
Dp,Ey = ¢y Extea Es+yi Eqtya Fs+y3 B, Dy Er =—c1ErtesEs+pn Eatpo Es+ps B,
Dg, B3 =—p—cob\—c3bat+ Egt+va Es+is b, D, By =—v1E1—p Ey—vi B3tk Es+ko g,
Dy, By =—yoE1—pobia—vo B3~k Es+k3 Ee, D, Eg =—v3E1—p3Eo—v3FE3—ko Ea—k3 L.
(72)

Lema 12 Za gore navedene funkcije vaZe sledeée relacije
g2=-7"2 G1=1+73, a1=-az, Pr=az, ha=1—p2, h=us,
61 ="by, bz3=—az, ki=v3 ka=-v2, p1=c2, M =—cs
az=f2, azs=—F3, do=pf, 03=-P2, pr=73—-1, pz=—92,
g3=a1—c3, hg=b1+ca, ks=c1+u.
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Dokaz: Koristeéi Lemu 31 Fy = JE; = p X Eq dobijamo
DxFEo = Dx(p X El) =Dxpx E1+px DxEj.
Tada za X = F; sledi

Dp Ey=px Dp Ey = —a1E; + acEy — a1 B3 — agBg + azlis
= —a1 By +a3F3 + B1Ey + Bo b5 + [3Ls,

odakle zaklju¢ujemo
ag =B, a1 =—asz, ax=—P3 «az=/[
Sli¢no, za X = FEj5 sledi

Dp,Fs = Ey X By +p X D, By = —p—b1 )y + bo By — B1E3 — BaFg + B3E5
= —p—biEy +b3E3 + 01 Ey + 2 E5 + 03 k5,

§to implicira
—B1 = b3, odnosno b3 = —as, by =201, PBz=0d, —pPs=70Js.
Za X = F3 dobijamo

DE3E2 = E3 X El +p X DE3E1 = —F5 — ClEl + C2E4 — ’ylEg — ")’QEG + ’)/3E5
= —c1 By + c3E3 + By + poBs + usFe,

odnosno
N =c¢3, C=p1, —l+v3=p, —vy2=ps.
Kako je E4 = JE3 = p X E3 sledi
DxFEy=Dx(px FE3) =Dxpx Es+pxDxE3=X x E3s+px DxEs.
Sada za X = FE; dobijamo

Dp Eys=FEy X E3+pXx D B3 = F5 —asEa + agky — 13 — ya b + 3k
=-—an by — b1 B2 — v1E3 + g1 E5 + goFe,

Sto implicira
l+v =g, —7=g2
Za X = Ey sledi

Dp,Ey =Fy X E3+px Dp,E3 = Eg — boEs + b3 — 1 B3 — paFEeg + p3Es
= -y — 61 By — pi B3+ h1Es + hoEg,
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odakle dobijamo
,U,3:h1, l—ugzhg.
Sliéno, za X = FE3 dobija se

Dp,Ey=p X Dp,E3 = —coFy + c3E) — V1 B3 — vy Fg + v3E5
= —mE — s — v B3 + ki Es + ko Fg,

odakle sledi
vs =k, —Vg=ko.
Sliéno,
DxEs; = Dx(Fy x E3) = DxEy x E3+ E1 x DxFEjs.
Sada, za X = F) ova jednakost postaje

DE1E5 = DE1E1 X B3+ Fp x DElEg =—Fi1+a1Es —a1p— asFy —~ agks
—azp +71Fs — vob3 — v3Es = —apEy — BoFy — yo s — g1 Ey + g3 Es,

odakle dobijamo i
a1 + 7y = g3 odnosno g3 = a; — C3.

Za X = Fj sledi

Dgp,Es = Dp, By X B3+ E1 X Dp,Es = b1 Eg — pip — Ba By — B3E5
—bsp+ p1Ee — poE3 — pusEy = — oy — dols — poFs — hi By + haEe,

odnosno
hs =b1 4+ 1 tj. hsa = b1 + co.

Uzimajuéi X = F3 dobijamo

Dg,Es = D, Fy X E3 + En X Dgy B3 = crBg — yip — vl — 3l + Ea
—c3p+ kb — by —13E, = -—’)’QEl — uoFEo —1nFE3 — kiFE4+ ks FEyg,

odakle sledi
c1 + 1y = k3.

Direktna provera pokazuje da se iz jednakosti
DxFEg = DX(EQ X Eg) =DxFEy x E3+ FEy x DxFE3

ne dobijaju nove relacije.
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4.2 Teoreme o postojanju i jedinstvenosti

U ovom poglavlju nave§éemo definicije i tvrdjenja neophodna za dalja izratunavanja. Naved-
imo prvo teoreme o postojanju i jedinstvenosti za podmnogostrukosti Rimanovih mnogostrukosti
konstantne sekcione krivine ¢, videti [18].

Teorema 8 (Teorema o postojanju) Neka je (M,g) prosto povezana Rimanova n-dimenziona
mnogostrukost za koju postoji m-dimenziono Rimanovo vektorsko raslojenje v(M) sa tenzorom
krivine RP i (0,2) tenzorom h sa vrednostima u v(M). Za proizvolino secenje & raslojenja v(M)
definisemo A¢ sa g(AeX,)Y) = (R(X,Y),&) gde je { , ) metrika na v(M). Ukoliko su zadovoljene
jednacine Gausa, Kodacija 1 Ricija, tada postoji izometricka imersija M u (n + m)-dimenzionu
kompletnu prosto povezanu Rimanovu mnogostrukost R"t™(c) konstanine krivine c, takva da je
v(M) odgovarajuée normalno raslojenje a h druga fundamentalna forma.

Teorema 9 (Teorema o jedinstvenosti) Neka su f, f' : M — R™(c) dve izometricke imersije Ri-
manove n-dimenzione mnogostrukosti M w kompletnu, prosto povezanu Rimanovu m-dimenzionu
mnogostrukost konstanine krivine ¢ sa normalnim raslojenjima v i v/ koje imaju odgovarajuéu
kanonsku metriku raslojenja, koneksije i druge fundamentalne forme. Ako postofi izometrija
¢+ M — M za koje postoji natkrivanje ¢ : v — V' koje "¢uva' metriku, koneksiju i drugu
Sfundamentalnu formu, tada postoji i izometrija © mnogostrukosti R™ takva da je © o f = f' o ¢.

Takodje, u daljem razmatranju bi¢e nam potreban i pojam skoro kontaktne mnogostrukosti.
Neka je N (2n + 1)-dimenziona mnogostrukost. Ako postoje (1,1) tenzor ®, tangentno vek-
torsko polje & i 1-forma 7 definisani na N takvi da vazi

®?=—-T+n®¢E odnosno OXHX) = —X +pX)E,
DE=0, n(®X)=0, () =1, (73)

gde je X proizvoljno vektorsko polje, tada je N skoro kontaktna mnogostrukost. Ako je pritom
na mnogostrukosti definisana metrika g( , ) i vazi

9(®X, ®Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y), n(X)=g(X,£) (74)

tada je IV skoro kontaktna metricka mnogostrukost.

Neka je M trodimenziona CR podmnogostrukost sfere S6 i E|, E,, E5 pokretna ortonormirana
baza konstruisana u poglaviju 4.1.

Neka je (1, 1) tenzor ¢ na M definisan na slede¢i nacin: za, proizvoljno vektorsko polje X € TM
vektorsko polje ¢(X) je projekcija JX na tangentno raslojenje. Tada direktno sledi

o(Eh) = By, @(B2) =—E1, @(F3)=0.

Neka je
§=1E3, n(X)=(X E3)=(X,§).

Direktna provera pokazuje da su uslovi (73) i (74) ispunjeni, odnosno restrikcija J na tangentno
raslojenje indukuje skoro kontaktnu strukturu (¢, €, 7) na trodimenzionoj CR podmnogostrukosti.
Direktno sledi i da za ovu strukturu vazi

< @X, Y >=< X,Y > —n(X)n(Y),
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odakle sledi da je indukovana metrika kompatibilna sa skoro kontaktnom strukturom. Ovim M
postaje skoro kontaktna metricka podmnogostrukost.

Oznacimo sa h projekciju druge fundamentalne forme na raslojenje razapeto sa FEy i Fg.
Vektorsko mnozenje sa £3 indukuje na prirodan na¢in izometriju izmedju raslojenja M & D; i
NM, a njegov inverz je mnozenje poljem —I/3. Tada je sa

S(X) = h(X, E3) x (—E3)
definisano (1,1) tenzorsko polje na D;. Pritom, iz
DE3(JX) = DEB(p X X) =—-X X F3+ JDg, X
sledi
S(JX)=-X+JS(X), odnosno SpX —pSX+X =0.

Sli¢no iz

Dy(JX)=Y x X +JDyX
sledi i da je sa

o(X, Y)= h(X, Y) X (—Fj3)
definisano simetri¢no bilinearno polje o : D1 x D1 — Dj za koje vazi

o(pX,Y) = po(X,Y).

Dokazacemo sada teoreme o postojanju i jedinstvenosti za CR podmnogostrukosti, koristeci
skoro kontaktnu strukturu.

Teorema 10 Neka je M trodimenziona prosto povezana orijentisana Rimanova mnogostrukost sa
skoro kontaktnom metrickom strukturom (¢,&,n). Neka je TM = Dy ® Da, gde je Do jednodimen-
ziona distribucija razapeta strukturnim vektorskim poljem & 1 D1 njen dvodimenzioni ortogonalni
komplement. Neka su g : Dy XDy =Dy, S : Dy =- Dy, Z: M — Dy ivy : M — R redom,
stmetricna bilinearna forma, 1-1 tenzorsko polje, vektorsko polje i funkcija definisana na M kojt
zadovoljavaju sledeée relacije

o(@X,Y) = po(X,Y),
SeX —pSX + X =0,
gde su X,Y € D;. Definistmo raslojenje NM nad M tako da fibra nad tackom p zadovoljava
NM, = R® D;. Defimsimo i raslojenje E nad M tako da fibra nad tackom p zadovoljava
E,=R®TM,®dNM,. Za lokalno definisano jedinicno tangenino vektorsko polje V iz raslojenja
D1 1 definisemo pokretnu bazu nad M sa
Ly = (1,(0,0), (0,0)),
£y =(0,(V,0),(0,0)),
By = (0,(p(V),0),(0,0)),
By =(0,£ = (0,1),(0,0)),
by = (Oa (07 O)a (1? 0)):
E5 = (0, (07 0),(0,V)),
Es = (0,(0,0), (0, oV)).
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Neka je

o(V,V) = asV + azpV,
SV = 7%V + 930V,
Z =1V + VggOV.

Neka je E3 izomorfizam raslojenja M & Dy 1+ NM odredjen sa
E3(Ep) = E4, E3(E)) = Fs, E3(Es3) = Eg.
Ako je V koneksija na M definisimo drugu fundamentalnu formu na NM sa:

MX,Y) = B3((Vx& oY), 0(X,Y)), X,Y €Dy,
WX, €) = E3(S(X)), X €D,
hE &) =By + E3(Z).

Sli¢no, koristeci relacije iz Leme 12 pomocu formula za Dg, F; iz (72) definisemo normalnu konek-
siju V- na NM. Tada postoji CR imersija podmnogostrukosti M u sferu S8 tako da je Dy skoro
kompleksna distribucija 1 Dy totalno realna distribucija.

Dokaz: Uocimo da su druga fundamentalna forma i normalna koneksija definisane tako da zado-
voljavaju jednacine Gausa, Kodacija i Ricija. Koristeéi Teoremu 8 o postojanju i Teoremu
9 o jedinstvenosti za podmnogostrukosti u prostornim formama dobijamo da postoji imersija
F: M — S5 c R". Neka je Ey i Es lokalno definisana ortonormirana baza distribucije Dy i E3
jedini¢no vektorsko polje koje razapinje distribuciju D. Oznac¢imo sa Fy, Es, g odgovarajuca,
vektorska polja koja pripadaju NM i oznadimo Ey = F imersiju. Definisimo vektorski proizvod
na podmnogostrukosti M koriste¢i Go tablicu mnoZenja. Tada direktna provera pokazuje da za
X € {El,Ez, Eg} iY, Z € {Eo, Fq, EQ, FEs, E,, Ex, Eg} vazi

Dx(Y x Z) = (DxY) X Z+Y x (DxZ).

Dakle, vektorski proizvod X je paralelan na podmnogostrukosti, §to implicira da ukoliko je
neophodno, moZzemo odabrati element SO(7) koji F preslikava u CR podmnogostrukost. |

Teorema 11 Neka je M metricka, skoro kontaktna podmnogostrukost i neka su fi : M — S 4
fo: M — S dve izometricne CR imersije iz M u S® koje indukuju datu metricku skoro kontaktnu
strukturu. Pretpostavimo da se za obe imersije prethodno definisane invarijante o, S, Z 1 11
poklapaju. Tada su ove imersije Ga kongruentne.

Dokaz: Na osnovu Leme 12 sledi da postoji izomorfizam normalnih raslojenja takav da obe
imersije imaju iste druge fundamentalne forme kao i koeficijente normalne koneksije. Zato su obe
imersije kongruentne putem nekog elementa A € SO(7). Obzirom da A preslikava G pokretnu
bazu prve imersije u G pokretnu bazu druge imersije, sledi da A "¢uva'" vektorski proizvod, pa
samim tim je A € Go. |

Ukoliko pretpostavimo da je imersija minimalna tada iz Leme 12 sledi da su vektorsko polje
Z i funkcija 14 odredjeni indukovanom koneksijom, simetri¢nom bilinearnom formom o i (1,1)
tenzorskim poljem S. Zato, takodje vazi i slede¢a teorema.
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Teorema 12 Neka je M metricka skoro kontaktna mnogostrukost i neka su f1 : M — S® i
fa : M — S dve izometricne minimalne CR imersije M u S koje indukuju datu skoro kontaktnu
metricku strukturu. Pretpostavimo i da se za obe imersije prethodno definisane invarijante o ¢ S
poklapaju. Tada su obe imersije Go kongruenine.

4.3 Trodimenzione minimalne CR podmnogostrukosti koje
zadovoljavaju Cenovu jednakost

Neka je M minimalna trodimenziona CR podmnogostrukost sfere S koja zadovoljava Cenovu
jednakost. Ovakve podmnogostrukosti su ispitali i klasifikovali M. Djori¢ i L. Vranken u [24] i
u ovom poglavlju ¢emo prikazati njihov rezultat. Obzirom da M zadovoljava Cenovu jednakost
(videti Lemu 6) sledi da je dimenzija distribucije definisane formulom (70) veca ili jednaka od 1.

Napomenuéemo sledece tvrdjenje dokazano u [32].

Teorema 13 Ne postoji trodimenziona prave CR podmmnogostrukost sfere S® koja zadovoljava
Cenovu jednakost ako je D totalno realna distribucija.

Posledica ovog tvrdjenja je da distribucija D nije totalno realna. Za dalja izratunavanja biée
dovoljno dokazati i slede¢e tvrdjenje.

Lema 13 Neka je M minimalna trodimenziona CR podmnogostrukost sfere S®, koja zadovoljava
Cenovy jednakost. Tada distribuctja D nije totalno realna.

Dokaz: Koristimo oznake iz prethodnog poglavija. Pretpostavimo suprotno, neka je D totalno
realna distribucija. To znadi da je razapeta vektorskim poljem F'3. Obzirom da je M minimalna
sledi da za E3 vazi h(E;, Es) = 0,7 = 1,2, 3. Tada je

medjutim to je u kontradikciji sa ¢injenicom pg = 3 — 1. ]

Odavde sledi 1 da M ne moZe biti ni totalno geodezijska podmnogostrukost.
Vazi sledeta lema.

Lema 14 Neka je M, minimalna trodimenziona podmnogostrukost sfere SO koja zadovoljava Cen-
ovu jednakost. Tada za proizvoljnu tacku p podmnogostrukosti My vaZi da su sledeéa turdjenja
ekvivalentna:

1. dimenzija dimD(p) > 1,
2. p je tolalno geodezijska tacka.

Pritom ukoliko p nije totalno geodezijska tacka postoji njena okolina wu kojoj je distribucija D
diferencijabilna.

Dokaz: Neka u tacki p vazi dimD(p) > 1. Tada postoje jedini¢ni i ortogonalni vektori Us, Us koji
pripadaju prostoru D(p). Neka je U; dopuna ovog skupa vektora do baze tangentnog prostora
podmnogostrukosti M7 u tacki p. Obzirom da je Uz, Us € D a M; minimalna podmnogostrukost
sledi da je h{U2,V) = h(Us,V) = 0 za proizvoljni vektor V. Tada zbog minimalnosti vazi i
h(Uy,U;) =0, pa jei h = 0 odnosno p totalno geodezijska tacka.
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Obrnuto, ako je p totalno geodezijska tacka, obzirom da je podmnogostrukost minimalna,
odnosno H = 0, direktno sledi dimD(p) = 3.

Ako je dimD = 1 neka je Us jedini¢ni vektor koji razapinje prostor D(p), a Up,Us njegova
dopuna do ortonormirane baze tangentnog prostora podmnogostrukosti u tacki p. Tada direktna
provera pokazuje da vazi

S(U1,U1) = S(Us,Uz) = 1 — |[W(U1, U1)|* = |In(U1, Un)|1* < 1,
S(Ur,Uz) = S(U1,Us) = S(Us,Us) = 0,
S(U37U3) = 17

gde je S Ricijev tenzor. Odavde direktno sledi da Us razapinje sopstveni potprostor Ricijevog ten-
zora za sopstvenu vrednost 1, a kako je Ricijev tenzor diferencijabilni operator, njegovi potprostori
za, konstantne sopstvene vrednosti su takodje diferencijabilni. |

Kako M ne moe biti totalno geodezijska CR podmnogostrukost sfere S¢, skup tadaka koje
nisu totalno geodezijske &ni otvoren i svuda gust podskup od M, na koji se u daljem razmatranju
ograni¢avamo. Na ovom skupu dimenzija distribucije (70) je 1 pa moZemo oznaciti sa Us vektorsko
polje koje razapinje ovu distribuciju.

Posto D nije totalno realna, projekcija Uj vektorskog polja Us na skoro kompleksnu distribuciju
je netrivijalna. Zato za pokretnu bazu podmnogostrukosti mozemo odabrati bazu iz poglavlja 4.1
i to takvu da je vektorsko polje E; kolinearno sa Uj. Tada postoji diferencijabilna funkcija o takva
da vazi

U3 = cosoF + sinoFEj3.

Tada i sledeéi skup vektorskih polja ¢ini ortonormiranu bazu prostora:
p, Up = —sinoF) +cosoFE3, Us = Ey, Us,
Uy=JE;, Uy=JF3=FE,, Us=Es, Usg= FEg
Tada je
F1 = —sinolUjy 4+ cosolUs, FE3 = cosoU; + sinoUs.

Vektorska polja Uy, Us i Us razapinju tangentno raslojenje. Obzirom da je Us € D i da je M mini-
malna podmmnogostrukost koristeci Lemu 6 sledi da u ovoj bazi operatori oblika imaju sledeéi oblik

A1 O Ao pz O Az pz 0O
Ay, = | 11—\ O |, Ay, = | p2 =X 0 |, Ayg= | u3 =Xz 0
0 0 O 0 0 0 0 0 0

Odavde sledi
h(E1, Ey) = sin? 0 h(Uy, Uy) = sin? o (A Uy + AaUs + A3Us).

Sli¢no sledi i

h’(E17 EQ
h(E1, E3

) = —sino (u1 Ey + p2 5 + usEs),

)
h(Es2, E2)

)

)

—sino coso (A1 Eq + A2 Es + \3Fg),
—(AM1Ey + M Es + A3Eg),

—coso (Ey + poEs + p3 ),

cos® 0 (M Eg + A2E5 + A3Ej).

l

h(Es, E3
(E37 E3
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Sada, koristeci uslove

Dx(Ez) = Dx(JE) = Dx(p x E1) = X x By +p x DxE\,
DX(E4) = D)((JEg) = Dx(p X Eg) =X x 34+ px DxEjs,
Dx(El X Eg) = DxF1 x E3+ F1 X DxFEy

direktno sledi da vaZe sledece relacije

Gy = —p1 sino, a3 = —X\ sin® 0, by=—A1, bs=psino, cg = pjcoso,
c3 = Arsino coso, Ap = —pzsino, 3= pgsino, Agsin®o = —pussino,
A3 sin? o = p2sino, pocoso= —1+4 Azsinocoso, p3coso = —Aasinocoso.

Uocimo da pod pretpostavkom da je coso = 0 sledi da je Us = &+ F3 §to je nemoguée. 1z prethodnih
relacija direktno sledi i
Aa(sin? 0 — 1) = Az(sin?0 — 1) = 0,

pa vaZzi
Ay = A3 =0.

Tada vazi i uscoso = —1 pa je puo # 0. Zato iz ps sino = A3 = 0 sledi
sino = 0,

a odavde i
az =az3 =bg=c3=p3 =0,

kao i da se vektorska polja U} i E; poklapaju odnosno coso = 1. Sada je

b = =X, co=p1, pe=-—1
Lema 15 Vaz A\ =01 Ei(p) = —1 — p2,  Es(u1) = E3(u1) = 0.
Dokaz: Iz Kodacijeve jednacine (Vh)(FEy, Eo, E2) = (Vh)(Ea, 1, F») sledi

Er(M) = =Aa(by + p1),
a iz (Vh)(Ey, Es, B3) = (Vh)(Es, F1, F3) dobijamo
Eiy(A) = =2\, A =c1.

Sli¢no iz

(Vh)(Es, E1, E1) = (Vh)(Ey, Eg, Ey),

(Vh)(Es, E3, E3) = (Vh)(E3, Eg, E3),
redom, sledi i

ap=0 ili A3 =0,

odnosno
EQ()\l) = Eg(,ul) i [ —3)\1
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odakle dobijamo
)\1 =0 1 Eg(,ul) = 0.

Sada (Vh)(Es, Fs, E) = (Vh)(E2, E3, E5) implicira
Ey(p) = —E3(A1) = 0.
Sli¢no iz (Vh)(Fs, Es, E3) = (Vh)(Es, E2, F53) dobijamo
Ei(pn) =—-1+ )\% — by, pL=0b1, a =0,
Sto dokazuje tvrdjenje. |

Direktna provera potvrdjuje da uslovi integrabilnosti ne nameéu dodatne relacije medju koefici-
jentima koneksije. Dakle, za koneksiju vazi:

Ve B =0, Vg E2 =0, Vi B3 =0,
Ve, By = by, Vg Ey=—mE, VgE3=0,
Vi, E1 = mkbs3, VgFEs=0, Vg B3 = —p1 bh,

dok druga fundamentalna forma zadovoljava sledeée relacije:
h(Ey, E1) = h(E1, Ey) = h(E1, E3) = h(Fs, Es) = h(E3, E3) = 0,h(Fs, F3) = p1Fy — Es.
Tada su Lijeve zagrade redom, jednake
[En, Bo]l = —pmEs, [E1, E3] = —p1E3, [Es, E3] =0.
Direktna provera pokazuje da postoji diferencijabilna funkcija p za koju vazi

E(p) = pp1,  E2(p) =0, Es(p)=0, (75)

a tada vektorska polja
G1=FE, Ga2=pE, G3=pE3

zadovoljavaju relacije [G;, G;] = 0,4,7 € {1,2,3}. Na osnovu Teoreme 1 postoji lokalno definisan
koordinatni sistem (¢,u,v) na podmnogostrukosti M, takav da vazi

15} 0 s}
a_Glz a_Gb’ 8—’[)_G3

Iz Leme 15 i relacija (75) sledi da bez umanjenja opstosti mozemo re¢i
pu1 = —tant, p=cost.
Ako je F odgovarajuca imersija tada za X = % 1Y = 8%. iz formule (50) sledi

O*F
0i0j

+h(553) — (550 F. (76)
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Odavde se redom dobija

82
opF =—F (77)
o2 9
Bion’ Mgt (78)
o2 o
o2 8
@F = —MIP2EF - P2F7 (80)
52 o o .

F= FX—F - —Fx—F
gy~ PUnE X ol = g x5 E), (81)
H? 5, O
a2t =~ (g F+F). (82)

Relacija (80) implicira
A(u,v) = cosuC(v) + sinuD(v).

Iz (77) sledi
F(t,u,v) = A(u,v)cost + B(u,v)sint

a zatim iz (78) i (79) sledi da je B konstantno vektorsko polje. Iz formula (81) i (82) sledi

B x D'(v) = C'(v),
B x C'(v) = —=D'(v),

odnosno
C"(v) = —C(v), D"(v) = —D(v),

pa sledi

C(v) = cosvl +sinv K,
D(v) = cosvL +sinvM,

gde su I, K, L, M konstantna vektorska polja, za koja vazi Bx L = I, Bx M = K,Bx 1 =
—L,Bx K =—M. Uz pocetne uslove

F(0,0,0) =U, =1, E1(0,0,0) =Uy =B, FE»(0,0,0)=U; =L,

E3(0,0,0)=U; =K, M =—Us

odakle dobijamo da M mora biti lokalno kongruentna imersiji

F(t,u,v) = (costcosucosv,sint,costsinucosv,costcosusinv, 0, — costsinusin v, 0).

(83)

Primedba U [25] je dokazano da trodimenziona CR podmnogostrukost sfere S® koja zadovoljava
Cenovu jednakost mora ujedno biti i minimalna.
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4.4 Trodimenzione minimalne CR podmnogostrukosti koje pripadaju
totalno geodezijskoj sferi S°

U ovom poglavlju posmatramo podmnogostrukost M sadrzanu u sferi S° koja je totalno
geodezijski smestena u sferi S%. Kako je totalno geodezijska ova hipersfera je presek S sa hiper-
ravni koja sadrZi koordinatni pocetak, a tada postoji jedini¢no konstantno vektorsko polje V,
ortogonalno na tu hiperravan, koje je ujedno ortogonalno i na podmnogostrukost M i pritom
tangentno na sferu S°.

Zato je

V = pEy + 7E5 + 0 Eg, (84)

gde su p,7 1 o lokalno definisane diferencijabilne funkcije na podmnogostrukosti M. Uoc¢imo da
odgovarajucu pokretnu bazu moZemo odabrati tako da vaZi i 7 = 0. Obzirom da je V jedini¢no
vektorsko polje, takodje vazi i

P2 +o2=1.

Takodje, kako je podmnogostrukosi; M ujedno i minimalna, vaZi da je
h(Ey, Ey) + WM E2, E2) + h(E3, E3) = (—a3 + bz + v1)Ey + v2F5 +v3lg = 0

odnosno
—az3+bo+v =1 =v3=0.

Obzirom da je V konstantno vektorsko polje, u slede¢oj lemi dobijamo dodatne relacije medju
lokalnim funkcijama.

Lema 16 Neka su p i o koeficijenti definisani relacijomn (84). Tada vaZi

_ _ _ _ P _ P _o(=p+aio) ___bipo
v1 =0, by=a3 c =0, 52*03;7 ﬁS—"az;, CS-—w; 72—“m5
bio? p(—p+ a10) b po? bip’o
C2 21 o2 73 o242 1(p) 02+ o2 1(o) o2+ o2
p(—p+aio pl—p+ ao
Bap) = 02— S, Bio) = o2 ESEEREN, =0, Bi) =

Dokaz: Kako je V konstantno sledi da je DxV = 0 za proizvoljno vektorsko polje X. Tada je

D,V = (azp — pro)EL + (—agp — B3o) Fa + (c3p — v30) B

+ (20 + Ev(p))Ea + (1 +73)p + (—a1 + ¢3)0) Es + (=720 + E1(0)) Es,
Dpg,V = (—agp — B30)E + (—bap + B20)Es + (—cop + Y20)Fs

+ ((=2+ )0 + E2(p)) Es + (—y2p + (—b1 — ¢2)0) E5 + ((2 — v3)p + E2(0)) L,
Dg,V = (c3p — 130)E1 + (—cap + v20) Ea + (—a3 + b2) pF3

+ E3(p)Es+ (—a3 + b — ¢1)0 E5 + E3(0)Ee.

Pretpostavimo da je p = 0. Tada je ¢ # 0 jer je V razli¢ito od nule. Tada iz

(Dp,V,E3) =0 sledi 3 =0,
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a sli¢éno iz
(Dp,V,Ey) =0 sledi 3 = 2,
§to je kontradikcija. Zato vaZi p # 0 i uzimajuéi u obzir (Dg,V, E3) = 0 dobijamo
az =by sledi vy =0.
Sliéno vazi ¢ # 0, jer bi u suprotnom relacije

(D, V, Es) = (14 7)p+ (—al + ¢3)o = 0,
(Dg,V, Ee) = (2 —v3)p+ E2(0) =0

ponovo dovele do kontradikcije. Sada iz
<DE3V, E5> = (—CL3 + b2 e Cl)(T =0

dobijamo
Cl — 0.
Posmatrajmo jednakosti
<DE2V7 E3> = —Cop + Y20 = 0)
<DE2V, E5> = —’)’Qp+ (——bl — 62)0' =0.

Direktno sledi da je o = 025, a dalje

oo o? o biop
2= p2+0-2’ Y2 = p2+0-2'
Sli¢no, iz

(DE1 V, Eg) = C3p — Y30 = 0,

(Dp,V, Es) = (L+v3)p+ (—a1 + c3)o =0

sledi y3 = c32 a dalje

o(—p+aio) p(=p + a10)

€3 = p2+0-2 B = p2+0—2

Sada iz
<DE1V, Ey) = <DE1V, Eg) = (DE3V, E4> = (DE3V, E6> =0

redom sledi o P
B2 = as B3 = —a E3(p) =0, E3(c)=0.

Takodje, iz
<DE1‘/’E4> = (DE1V7 E6> = <DE2V’E4> = (DEQVaE6> =0

redom sledi

Ei(p) = —y20, Ei(o) =7p, Ea(p) =(2—y3)0, E20)=(y3-2)p
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odakle sledi i tvrdjenje. |

Na osnovu dokaza Leme 16 sledi da su funkcije o i p razli¢ite od nule. Zato postoji lokalno
definisana, razlid¢ita od nule diferencijabilna funkcija ¢ takva da je o = pt. Kako je V jedini¢no
vektorsko polje, sledi da vaZi

PP +1) =1

Sada direktno iz prethodnog dokaza sledi
Ei(t) = —tb), FE(t) = =3+ a1t —2t2, Es(t) = 0. (85)

Jednaéine Kodacija i Gausa impliciraju nove relacije medju koeficijentima.

Lema 17
1
ag =0, a3z3=0, El(a1) :3a1b1, El(bl) :3a12 +1—2a%—1—b%,
1 1
Eg(al) =2 — CL% + Qb% + 3@%;, Eg(bl) = 6b1; — 3a1b1, Eg(al) = 0, Eg(bl) =0.

Dokaz: Gausove jednadine za R(F1, E3, Ev, E2) i R(Eq, Es, F1, Es), Ritijeva jednacina za
R(E4, E3, Fg, E4) 1 Kodacijeva jednacina za R(Fs, E'3)Es3 impliciraju da su sledeéi izrazi, redom,
jednaki nuli:

3a
Yy = 3aia9 + 3a3b1 — ——t—g — Eg(al),

3
zZ1 = 3a1a3 - 3a2b1 - % — E3(b1),

ys = —agb p’t + a,g,(—?)p2 + a1 p’t — 2p2t2) + thEg(bl),
29 = 3a2p2 — a1a2p2t — a3b1p2t -+ 2a2p2t2 — p2tE3(a1).

Oznadimo x = —4b 1 p?t i y = 3p? — 2a1p%t + p*t2. Tada se jednakosti
< — P2ty1 - 07
ya+ p'tz1 =0

pojednostavljuju do
a3z + asy =0, asx —azy =0.
Pretpostavimo da je a2 + a§ # 0. Tada je z = 0,y = 0, odnosno b; = 0ia; = 345_2&3 Takodje,
iz asy + y4 = 0 sledi —a1a3 = ast, a iz z; = 0 sledi a1a3t = a3, Sto se svodi na a3 = 0. Kako je
41 = 0 direktno sledi as = 0, 5to je kontradikcija. Dakle, vazi
as = az = 0.

Takodje, tada je iz y; = 21 = 0 sledi i

Eg(al) = E3(b1) = 0.
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Slicno iz R(E», E3, F, E3) = R(Fs, E3, By, Ey) = 0 sledi da redom vaZi

Eg(bl)zﬁblg—?)albl, Eg(al) :2—a1+2b1—|—3a1;.
Sada iz R(FE1, Eq, E3, Fg) = 0sledi 1 + a1 + b% — Es(a1) + E1(b1) = 0 odnosno

1
Ey(by) =3a15 +1 - 2a% + b3,
Slicno, R(E4, Ea, Ey, E7) = 0 implicira 6by1p — 0 Ej(a;) — 0E3(by), odakle je i
Ey(a1) = 3a1by,

¢ime je tvrdjenje dokazano. |

Sumirajuéi rezultate prethodnih lema, dobijamo da vazi slede¢a teorema

Teorema 14 Neka je M minimalna trodimenziona CR podmnogostrukost sfere S® koja je sadr-
Zana u totalno geodezijskoj sferi S® u S®. Tada postoje tangentna vektorska polja Ey, FEa, E3 na
M, normalna vektorska polja Ey, Es, Fg t lokalno definisane diferencijabilne funkcije aq, by it
takve da vaZi

Vi B = a1 Es, Ve, B2 = —a1Fy, Vg B3 =0,
Vi, B = b1 Eo, Vi, Ea = —biEy, Vg,E3 =0, (86)
byt? t{art — 1) byt? t — apt?
Ey=———FFE FEy=———~ B3 =
Ve Er Tl Vg, Lo T Vi, L3 Tt TP
dok je druga fundamentalna forma zadata sa
h(E1,E) =0, h(E1,E2) =0, h(FEs,E2) =0, h(E3, F3) =0,
t— apt? bit —1+ayt
h(E, F3) = E4 — Es+ —+F
( 1 3) 1 +t2 4 1 +t2 5 + 1 T t2 6 (87)
byt? -2+ ayt —1? bit
h(FEs, F3) = — — E Fg.
(B9, F3) Ty 112 5+1+t26
Pritom, funkcije ay,by,t zadovoljavaju sledeci sistem diferencijalnih jednacina:
FE1(a)) = 3a1by, Ex(ai) =2 —ai +2b7 + 3a11, Fs(a1) =0,
E1(b1) = 3GT1 +1— ZG% + b%, Eg(bl) = 6% - 3ai1b, E3(b1) =0,
Ei(t) = —tby, Ey(t) = =3 + at — 212, E3(t) = 0.
Koristeéi izraze za koeficijente koneksije dobijamo da vazi
b#? t(—1 + a1t)
By, Byl =—a1Fy — b E E, B3l = ——F by B3]l = ——— 2[5,
(B, Fo] = —a1Fy — b1 By, [E1, 3] Tyl [E2, B3] T s

Uotimo da ova vektorska polja ne definisu koordinatni sistem na podmnogostrukosti. Pre
nego &to ispitamo oblik ovakvih podmnogostrukosti u opstem slucaju, obrati¢emo paznju na dva
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specijalna slucaja.

Primer 1 Pretpostavimo da vazi by = 0. Tada iz 0 = Ey(b) = 2% + 1 — 2a? sledi

3a1

t =
202 — 1’

a Lijeve zagrade imaju sledeéi oblik:

3a1
Fi, Byl = —a K Ei, B3]l =0 Fy Eql = —
[ 15 2] aytfa, [ 15 3] ) [2, 3] 1+4a% 3
dok za aq vazi
Ei(a1) =0, FEz(a) =1+af, Es(a)=0. (88)

Potrazimo vektorska polja koja odgovaraju nekom koordinatnom sistemu. PotraZimo vektorsko
polje u obliku Fy, = pF; tako da je [Fi, E3] = 0 odnosno u|[FE1, Eo] — E3(u)E; = 0 odakle i

Ey(p) = —pay. Ako pretpostavimo da je p funkcija po ay sledi da je p = \/%5 Ako sliéno
a1

potrazimo treée vektorsko polje u obliku F3 = pEj3 koje ispunjava uslov [Es, F3] = 0 odnosno

1+4u%
1+a§ :

plE2, B3] + Ea(p)E3 = 0 a tada uz pretpostavku da je i p funkcija po a; sledi da je p =

Direktnom proverom, sada dobijamo da za vektorska polja

1 1+ 4a?
Fi=—F = Es, F3:1/ L
1 /——1+a% 1, 2 1_'_@% 3

vazi {Fj, F;] = 0, te prema Teoremi 1 postoji lokalno definisan koordinatni sistem (z1,z2,z3) na
podmnogostrukosti M takav da vazi

o 0 0
Fl=— — — )
1 8$ 1 ’ 8372
Koeficijenti koneksije V tada imaju sledeci oblik:

a1

VFlFl = ——QFQ, VFIFQ = —a1F1, VF1F3 = O,
1+ a3
Vi, Fy =0 Vi k= —Y_p Vi Fy = ——2_p
L2 — U, o 3—1+4a% 33 F3t'3 — 1_'_0/% 2.
Iz formula (88) sledi

8a1 8@1 9 8@1
— =0 — =1 , — =20,
856'1 ’ 81132 +(11 8m3

pa bez umanjenja opstosti mozemo reéi da je ay(x2) = tan s, a druga fundamentalna forma ima
sledeci oblik:

3a% —1+2a?
h(Fy, Fy) =0, h(F1, F3) = 0, h(Fl’FS):_ﬁﬁmJF3+\/T+—CEOT—4a%)F2 x F3,

a? 3
h(I, F) =0, h(Fy, Fy) = =200 F x Fs,  h(F3, Fy) = 0.
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Takodje vazi

1 1+ 4a?
e (R F)=1, (FF) = ,
1_’_&%7 (27 2> 5 <3) 3> 1+Cl%

<F1;F1>: (-FVMF]>:O7Z#J'

Ako oznacimo imersiju sa F' tada formula (50) postaje

? 0 g 0 J 0
Fmion,. Y ow; T Nom oz, ~ omy 8y (89)

Za i = j = 2 ova jednakost se pojednostavljuje do

82
—F+F=0
3 +
odakle sledi
F(xy, 29, z3) = A(x1,x3) cosxz + B(z1,23) sin z2,

gde su A i B vektorska polja koja ne zavise od promenljive 2. Za i = 1,j = 2 formula (89)
postaje

o2 o
F=- —F
83318332 tan r2 3:121 ’

odnosno

0
_8—:clA sinxa + 8—331Bcos:132 = —tanmga—wlF.

Ova jednakost vazi za sve vrednosti x1,z2 i 3 iz domena te ¢e vazZiti i za zo = 0, a tada sledi
52—13(261, z3) = 0, odnosno B je vektorsko polje koje zavisi iskljuéivo od promenljive z3. Sada, za

i = j = 1 dobijamo

8 . s}
gl =sinzgcosre—F — F
oxf{ Oxo
odnosno
82
8—2A cos Tg = sin 29 cos xo(—A cos 9 + B cos o) — (A cos e + Bsinxs)
T
1

a specijalno za vrednost xo = 0 sledi

2
%A(El,xg) + A(l’l, .%'3) =0
odnosno
A(z1,2z3) = A1(z3) cosz1 + Ag(x3) sinxy,

gde su A; i Ay vektorska polja koja zavise isklju¢ivo od promenljive z3. Sada za 7 = j = 3

jednakost (89) postaje

o? o?
WA(M’ x3) cos .’172—|—8—$—2-B((1’31, x3) sin zo=—3sin x2 cos xoB(z1, x3) cos roa—A(x1,x3) sin x9
3 3

(14 3sin® 22)(A(z1, @) cos a2 + B, 23) sina) (90)
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8x§A($l’x3) + A(x1,23) =0
odnosno o2 52

(A1 + a—ngl) cosxy + (A2 + 8—$§A2) sinz; =0
a kako su cos x; i sinx; linearno nezavisne funkcije dalje dobijamo

2

0
A+ A=

2

0
A —A4>,=0
2+ 8x§ 2
odakle sledi i

Ai(z3) = Cycosxz + Casin zs,

Ag(x3) = Dycosxs + Daosinzs,
gde su C1, Cy, Dy, D3 konstantna vektorska polja.
Sada se jednakost (90) pojednostavljuje do

2

0

odakle dobijamo

B(z3) = By cos 2x3 + Basin 2z3
gde su Bj, B> konstantna vektorska polja.

Kako je {p, F1, Fa, F3, Ey, F5, Fg} jedna G9 pokretna baza moZemo je u tacki (0,0,0) identi-
fikovati sa {e1,...,er}. Tada sledi

Cl = F(0,0,0) = €1,

0
D f— *——F e
1 81’1 (0107 0) €2,
B = -2 F0,0,0) =
1= 81‘2 » Yy = €3,
O = 2 F(0,0,0) = e
2 = 8:193 s Y, — €4.
Takodje iz (89) dobijamo
1
By=--2_F -
2 9 6.’3281’3 (Oa 070) €6
2
Dy o

= axlaxBF(O, 0, O) = —e7

odakle sledi da imersija ima sledeéi oblik

F(z1,x2,23) = (cos z1 oS T2 cOS T3, 8in 1 €OS T2 COS X3, Sin T cos 223, Cos T COs To sin x3, 0,

— sin zg sin 223, — sin 1 cos za sin x3).
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Primer 2 Na osnovu Leme 6 sledi da za trodimenzionu podmnogostrukost M sfere S8 vaii
5 < H? 12
M=7 ’
a u tacki p vazi jednakost ako 1 samo ako je dimenzija distribucije
D={X € T,M |2h(X,Y)=3(X,Y)H, zasvako Y €T,M}

veca ili jednaka jedan.

Uoc¢imo da je prostor odredjen drugom fundamentalnom formom podmnogostrukosti M jedno-
dimenzion ukoliko su vektorska polja h(FE), E3) i h(ly, E3) kolinearna, odnosno, ako i samo ako
je sledeéi izraz

z =2+ alt? + (1 4+ b3)t? — art(3+ t2) (91)

identic¢ki jednak nuli. Ukoliko je ovaj uslov ispunjen, za nenula vektorsko polje V' odredjeno sa
V =bhthk — (=1 + ai1t)Ey

vazi h(V, F;) = 0,1 € {1, 2,3}. Kako je M minimalna podmnogostrukost, odnosno H = 0 sledi da
je odgovarajuca distribucija D dimenzije najmanje jedan, pa M zadovoljava Cenovu jednakost i
zato je lokalno kongruentna imersiji (83).

Vratimo se sada opstem slu¢aju. Uo&imo da diferencijabilna funkcija z zadata formulom (91)
zadovoljava sledeéi sistem diferencijalnih jednadina:

E(z) =0, FEy(x)=—6tz, E3(z)=0. (92)

Sada pretpostavljamo da je x # 01 by # 0, odnosno da se podmnogostrukost M razlikuje od
prethodna dva primera i potrazimo vektorska polja na podmnogostrukosti M koja odgovaraju
nekom koordinatnom sistemu. Potrazimo vektorsko polje G3 = f3E3 takvo da vazi [E1,G3] =
[E2, G3] = 0, gde je f3 diferencijabilna funkcija. Tada sledi

bit? t(—1+ ait)

El(fs)z—fsm, Ey(fs) = f3 112

Posmatrajmo, zato, slededi sistem diferencijalnih jednadina:

by t?
BN =T
t(—1+ a1t)
B ="Tre
E3(A) =0

Direktna provera pokazuje da ovaj sistem zadovoljava uslov integrabilnosti, pa zato postoji difer-
encijabilna funkcija A koja je refenje prethodnog sistema i moZemo smatrati da je f3 = e’
Sada potrazimo i diferencijabilne funkcije fi i fo takve da za G1 = fiFE1 i Go = foly vaii
[Gl, Gg] == [Gl, Gg] = [GQ, G3] = () odakle sledii daje Eg(fl) = E3(f2) = 0. Uslov [Gl, GQ] = 0im-
licira da vaZzi F1(fo) = fobi i Ea(fi) = — fia1. Direktna provera pokazuje da funkcije f; = m_%bth
ifo= % zadovoljavaju ove uslove. Znadi, vaZzi sledece tvrdjenje.
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Lema 18 Ako je x # 0 i by # 0, tada za vektorska polja
1
Gh = :L'_%bltZEl, Gy = ZEQ, Gy = GAE?,,

vaZ [Gi,Gj] =0, za i,j € {1,2,3}. Dakle, postoji lokalno definisan koordinatni sistem (z1,x9,23)
na M taekav da vaZi 5 5 5

Gr=-2  Go= -2 S
! 27 oxy Ox3

Sada éemo konstruisati minimalnu CR imersiju u sferu S% na slede¢i nagin. Uo&imo sledeéi sistem
diferencijalnih jednadina i njegovo regenje definisano na otvorenom podskupu R3:

oay 9,0 _2 da; (2 —a? +20?) a; Oay

- - = t — _— — = =

0z, Barbit"aTs, 0z t + 3t2 " Oz 0,
ob 1 1 ob

LIRS 1t + b1t — 2426142 + B3t2)a 3, —t = 6by— — = et R

g = (Barblt + b1t" — 2a1b1t” + bit7)z" 3, Bs 6 153 3ai1by o 025 0,

8t 312 _2 at 3 at

8.%'1 e % 8:1,‘2 t + “ ’ 8393 O’

oA _ b2t m_% I _ (=1 + a1t) 16D —0

8-’131 1+ t2 ’ 8212‘2 1+ 2 ’ 8.1’23 ’

gde je x funkcija definisana formulom (91). Kako direktni ra¢un pokazuje da su ispunjeni uslovi
integrabilnosti prethodnog sistema sledi da za sledeéi izbor inicijalnih uslova u koordinatnom
pocetku,

h(0)=a, a(0)=8, #HO0)=v, AMO)=1,

(gde je b1(0) # 0 # z(0)) postoji lokalno definisano reSenje na domenu U,g,. Definisimo sada
metriku na skupu U,g,, koristeci uslov da vektorska polja

2
x3 0 0 0
=" Ey=t—, E3=e*——
blt28{L’1’ 2 3 €

E
! Oxy’ O3

definiSu ortonormiranu bazu vektorskih polja na Ua,g,. Tada sledi da je M izometri¢na nekoj od
imersija U,g, za odgovarajuci izbor parametara o, §, v. Sada defini§imo koeficijente koneksije
kao u (86). Tada, na osnovu Teoreme 10 sledi da postoji CR imersija

Fopy : Uapy — S5, (93)
a na osnovu Teoreme 12 da je M kongruentna ovoj imersiji. Dakle, vazi slede¢a teorema:

Teorema 15 Neka je M trodimenziona, minimalna, CR podmnogostrukost sfere S koja pripada
i sferi S° totalno geodezijski smestenoj u S®. Tada je M lokalno izometricna preko jedne Go
izometrije sa jednom od sledeéih tmersija

1. sa imersijom

F(x1,z2,23) = (cos x1 cOS T3 COS X3, Sin T COS T2 COS T3, Sin Tg cOS 23,

COS I COS L9 sin 3, 0, — sin xa sin 2x3, — sin 1 cos 2 sin x3);
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2. sa imersijom

Fy(t,u,v) = (cost cosucosw,sin t, costsinu cos v, cost cosusin v, 0,

— costsinusinwv, 0);

3. sa jednom od imersija Fop, : Ugg, — S® datih u (93).
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5 Podmnogostrukosti dimenzije 4

5.1 Cetvorodimenzione CR podmnogostrukosti sfere S°

Neka je M &etvorodimenziona CR podmnogostrukost sfere S®. Dimenzija skoro kompleksne dis-
tribucije je parna, a kako je u [28], A. Grej pokazao da ne postoje Cetvorodimenzione skoro
kompleksne podmnogostrukosti sfere $® zaklju¢ujemo da je dimenzija skoro kompleksne distribu-
cije 2, 8to dalje implicira da je i dimenzija totalno realne distribucije 2. Neka je {&,7n} jedna
ortonormirana baza TL(M). Tada vektorska polja J& = p x £ 1 Jn = p X 5 razapinju totalno
realnu distribuciju. Dalje je

(P& xm) =~ pxn) =—(¢JIn =0,
dok iz osobina vektorskog proizvoda direktno sledi da je vektorsko polje £ X n ortogonalno na € i
7 i stoga pripada tangentnom raslojenju T(M).
Slicno
{px (§xm),& = (@ xn) x&+2p,En — (p,m& — (& mp,E)
= <(p>< 77) ijé) =0,
odakle sledi da je J(£ x n) vektorsko polje ortogonalno na £ Zamenom & i n u prethodnoj
jednakosti direktno sledi da je J{(¢ x ) normalno i na vektorsko polje n. Kako vazi (p, J({ xn)) =

(p,p x (£ x n)) = 01 vektorsko polje J(& x 7) pripada tangentnom raslojenju T(M). Takodje,
vaze sledece relacije

(J(Exm),&xm =0,

(J(Exn),JE) = (€ xn,&) =0,

(J(Exn),In) = (& xn,m) =0,

(§xn, JE) = —{J(E xn),& =0,

(€ xn,Jn) = —{J(§ xn),n) =0.
Odavde zaklju¢ujemo da je skoro kompleksna distribucija razapeta vektorskim poljima & x 1 i
J(&€ x n). Oznacimo ovu distribuciju sa U i u skladu sa tim ozna¢imo totalno realnu distribuciju

sa U'. Takodje, direktnom proverom zaklju¢ujemo da je {p,&, J€,n, Jn, & x n,—J(€ x 1)} jedna
(2 baza.

Uoc¢imo neku drugu bazu normalnog raslojenja {E ,71}. Tada postoji lokalno definisana funkcija
« takva da je

£ =cosa {+sina n,

==(—sina & + cosa n).
Tada sledi

£ x 7 =2(cosaé+sinan) X (—sina £ +cosan)==+&xn,

J(Ex7) = £T(€ x ), (94)
JE=cosa JE +sina Jn,
Jif = £(—sina JE + cosa Jn).
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Lema 19 Postoje lokalno definisane funkcije o, o, a3, aq takve da vaZi

vg_xng = o117, Vg'Xnn = —alg, V§(€Xn)§ = a9, Vﬁ({xn)n — _a2€7

V(Jfgé = asm, Vﬁg"? = —agt, Vi€ = oun, Vﬁm = —ouqé.
Dokaz: Uotimo da iz (§,7) = 0 sledi Dx(£,n) = 0 za proizvoljno vektorsko polje X, §to dalje
implicira (Dx&,n) + (€, Dxn) = 0. Sada tvrdjenje direktno sledi. |
Oznaimo

hi=&xmn, F2=J(§><77), Fs=J¢, Fy=Jn.

Vektorska polja Fi, Fy, F3, Fy formiraju lokalnu bazu tangentnog raslojenja podmnogostrukosti
M. Uzimajuéi u obzir da su operatori oblika simetri¢ni zaklju¢ujemo da postoje lokalne funkcije
Bi,virt € {1,10}, takve da operatori A; i A, imaju sledec¢i oblik u ovoj bazi

Br B2 Bz Ba I Y2 Y3 M4
A — | B2 Bs Ps Pr A o 7
¢ B3 Be Bs Bo |’ K Y3 %6 Y8 Yo
Ba Pr Bo Buo Y4 YT Yo Y10

Koristeci (29) dobijamo i

h(Fy, F1) = B1€+vm,  h(F1, Fo) = Bo + vem,  h(F1, F3) = B3& + 3m,
h(Fy, Fy) = B4€ +yam,  h(Fa, Fo) = Bs§ 4+ vsn,  h(Fy, F3) = Be& + o,
h(Fo, Fa) = Br& + v,  h(F3, F3) = B8 +vsm,  h(F3, Fy) = Po& + von,
h(F4, Fy1) = p10§ + 7107 (95)

Lema 20 Koeficijenti koneksije a;,i € {1,...,4} i Bj,v5,5 € {1,...,10} zadovoljavaju sledece
relacije:

Vi Fy=(83 4+ va)F2 — BoF3 — v2 Iy, Vi Fa=—(83 + 74)F1 + B1F3 + 11 Fy,

Vi F3=0F1 — B1F5 + o Fa, Vi Fy=yF1 —nFy — a1 I3,

Vi, Fi=(86 + v7) 2 ~ Bs F3 — s Fy, Vi Fa=— (86 + v7)F1 + BoF3 + 2 by,

Vi F3=psF1 — BoFy + (—1 + o) Fy, Vi Fa=ysF) — voFy — (=1 + ap) F3,

Ve Fi=(0s + v9)F2 — B F3 — 6 Fy, Ve Fo=— (s + v9)F1 + B3F3 + (1 + y3) Fu,
Vg F3=0sF1 — B3F5 + a3 Fy, Ve Fi=yF1 — (14 v3)Fy — asFs,

Vi, Fi=(fy + vi0) I — BrF3 — v Fy, Ve Fo=—(By + Mo} FrH{—1 + Ba) F3 + 94 Fy,
Vi Fs=07F1 — (=14 B4) I + a4 Fy, Ve Fa=yr 1 — yFy — auFs,

7
Ba+1l=r3, Pr=2, Bo=2, Bio=".

Dokaz: Kako je (F},Fy) konstantna funkcija za proizvoljne j,k € {1,2,3,4}, sledi da vazi
VE, (Fj, Fy) = 0 za proizvoljno i. Kako je data koneksija Rimanova sledi da je (Vg ¥}, F) +

(Fj,ViFy) =0. Ako je VR, Fj = > TEF,ij € {1,...,4} tada sledi da je ¥, + T, = 0.
ke{1,...,4}

.. Y] -
Specijalno je i I';; = 0.



Primenom (50) i (95) dobijamo
Dp, Fy = Vi, Fy + h(F3, F;) — (Fy, Fy)p,

a kako je Fy = JF} = p x F}, iz Leme 3 i jednakosti (42) dobijamo

DpFy =Dppx Fy +px DpFy = F; x F1 +p x [V Fy + h(F;, F1) — (F;, F7)p]

=FxFi+ ), ThexFe+pxh(F,F).
ke{l,...4}

Za i =1 sledi
Dp £y = Vi Fy + Bo2& + 7om,

a kori¢enjem tablice vektorskog mnoZenja jednakost (96) postaje

Dp, Fo = Fi x F1 + p x [Vi Fi + h(F1, F1) — (F1, F1)p
= -THF —THE-Thn+ BB+ mFy

odakle se direktno dobija

/82 = _Fi)ls Y2 = _Fllll’ ﬁl - F?Qv T = FZILQ'

Sli¢no, za i = 2 dobijamo

Dp,Fy = Fy x Fy + Z T%p x Fi 4+ p x (826 + 7am)
ke{l,...,4}
=-—p-I35F —T5¢&— F%ﬂ? + BoF3 + yaFy,

odnosno

135 = _Fgla Y5 = —F%b ﬂ? == F%Za Y2 = F%2
Za i = 3 dobijamo

Dp,Fa = (14 73)Fy — I3 F1 — T'3,£ — T3y + B3F3,
§to implicira
1+y3=T%, B3=-T%, Bs=-T%, v%=-T}.

Ako je ¢ = 4 jednakost (96) postaje

Dp,Fy = (=1 + Ba)Fs — T3, F\ — 5,6 —Thyn + BB,

odnosno
—1+Bs=T%, m=Ti, Br=-T%, w=-T.

Kako je F3 = p x £ sledi da je

Dp,Fs =Dp(px &) =Dpp x £+ px Dpd = F x £+ p x (—AcFi + V§£)

=F x £+ p x (—AcF + aqm).

67

(96)

(97)
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Jednakost (97) za i = 1 postaje

Dp, F3 =Fy x§+p x (=B1F1 — BoFy — B3F3 — B4Fy +aip X n)
=1+ Pa)n — Sr1Fa+ PoF1 + BsE + an Fly,

odakle dobijamo
]_—‘1113"—:0&1, 73:1+64

Sliéno za ¢ = 2 dobijamo

Dp,F3 = (=14 o) Fy — BoFs + BsF1 + B6€,

i zakljucujemo
—1+012:F337 ﬁ'?:’)/ﬁ'
Ako je 1 = 3 tada se (97) pojednostavljuje do

Dy F3 = —p — B3Fs + Be F1 + B3€ + Bon + agFy,
§to implicira
F§3 = &3, Yg8 = ﬁg.
Za i =4 (97) postaje
Dp,F3 = (1 — B4)Fy + B F1 + Bo& + Bron + asFy,

odakle zakljuc¢ujemo
=4, 7o =P

Uodimo, takodje, kako je F} = £ x n §to dalje implicira da je

Dp,(§ xn) = Dr& xn+€EDpn = (—AcFi + Vi) x 0 + € x (= Ay F; + Vi)

= (—Aéﬂ + ai"?) xn+E&x (_AnFi — Ozl.f) = _AEFZ' Xn—¢& X AnE

Sada, za ¢ = 1 dobijamo

D Fy = —(B1F1 + BoFo + B3 Fs + BaFy) X n— & X (MF1 + vl + v3F5 + 74Fy)

= B1€ — Pak3+ B3F> + Bap +mim — voFy — y3p + aky,

odakle sledi
T} = B3+ 7a.

Za © = 2 analogno sledi
Dpy Fy = 82§ — BsF5 + BeFo + Orp + van — v5.F4 — vep + v7 1%
i dalje
I3, = Bs + 7.
Za 1 = 3 se dobija

Dp, F1 = 33§ — PBe k3 + PsFo + Bop + v3n — v6F4 — vsp + vo o
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1“3,1 = 38 + 79.
Ako je ¢ = 4 tada sledi
Dp, Fy = B4& — BrF3 4 BoFo + Brop + Yan — Y74 — yop + yio0F2

odakle zaklju¢ujemo da je
't = B + 710

Napomena Kako je Fy = Jn = p x 7, slican uslov se moZze nametnuti i za Dg, Fy, ali se direktnim
ratunom moZe proveriti da se ne dobijaju neki novi uslovi.

Uoc¢imo, dalje da diferenciranjem iz (£, Jn) = 0 dobijamo

<DX£a J77>+ <€7X X 77) + <E,p>< DX77> =0

§to dalje implicira

— (A X, Jn) + (A, X, JE) — (X, Exmy =0
odnosno

An(JE) — Ag(Jn) = € x . (98)

5.2 Cetvorodimenzione minimalne CR podmnogostrukosti
koje zadovoljavaju Cenovu jednakost

Posmatrajmo CR podmnogostrukost M sfere S® koja je minimalna i zadovoljava Cenovu
jednakost. Dokazacemo sledecu teoremu.

Teorema 16 Podmnogostrukost M je lokalno kongruentna sa tmersijom

f(x1, 2, 23, 24) = (COS x4 COS T COS T2 COS T3,Sin T4 Sin 1 COS T COS T3,
sin 214 sin T3 cos T9 + cos 224 sin o, 0, SIn T4 COS T1 COS T9 COS 3, (99)

COS 4 SiN L1 COS T COS X3, COS 2T 4 SIN '3 COS L9 — 8in 224 sin Ta).

U ovom poglavlju koristimo pokretnu bazu {p, I, Fy, F3, Fy, &, 11} iz poglavlja 5.1. Kako M zado-
voljava Cenovu jednakost iz Leme 7 sledi da je distribucija

D={ZeeT(M)hX,Z)=0VX e T(M)} (100)
dimenzije 2. Neka je V € D proizvoljno vektorsko polje. Koristeéi (98) dobijamo

(€ xm, V) = (Ag(JE),V) — (Ac(In), V)
= (777 h(J£7V)> - <£,h(V, J’?)) =0,

gto dalje implicira da takvo vektorsko polje V' mora pripadati raslojenju razapetom vektorskim
poljima Fy, F3 i Fy.
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Kako je D dimenzije 2, u datom raslojenju postoji vektorsko polje Vi € D ortogonalno na Fs,
odnosno V; € L(F3, Fy). Obzirom da odgovarajuéa pokretna baza nije odredjena na jedinstven
nagin, pogledati (94), moZemo sada odabrati bazu raslojenja T-(M), {£,n} tako da vazi

W1 = F3.

Neka je dalje Vo € D jedini¢no vektorsko polje ortogonalno na Vi, odnosno razapeto sa Fy i Fj.
Tada na podmnogostrukosti postoji diferencijabilna funkcija ¢ takva da

Vo = cospFy + sin ¢ Fj.

U sledecéih nekoliko lema, koristimo prethodno definisanu bazu, i rezultat Leme 20 i istrazujemo
uslov da M zadovoljava Cenovu jednakost u cilju dobijanja dodatnih relacija medju koeficijentima
operatora oblika.

Lema 21 Na podmmnogostrukosti M postoji lokalno definisana diferencijabilna funkcija t takva da
vai
Bs=v3=Bs=v=Pr=0=r1=0=7=Pp0=0, ps=—1,
Ppo=t, P1=0=0, ma=-ty1, w=-tn0 =170, (101)
M =—75 — 710 = —(1 + )0

Dokaz: Uocdimo da je
h(Vh, F1) = h(F5, F1) = B3€ + 3,
h{V1, Fp) = h(I3, F2) = B6€ + 67,
h(VI, F3) = h(F3; F3) — /885 + Y81,
h(Vy, Fy) = h(F3, Fy) = Bo€ + ~yom,

a kako su vektorska polja & i 7 linearno nezavisna direktno sledi

Bs=7v3=06=7%=0s="78=0s = =0.
Sada, iz Leme 20 sledi i
By =-1, Br=pPio=0

Dalje vazi

h(Va, F1) = (cos ¢ B2 +sing Ba)€ + (cos¢ vz + sing ya)n,
h(Va, F3) = (cos ¢ Bs +sing fr)E + (cosd 5 + sing y7)n,
h(Va, F3) = (cos ¢ Be +sing Bg)& + (cosd vg + sin ¢ yo)n,
h(Va, F1) = (cos ¢ B7 +sing B19)€ + (cosd y7 + sin ¢ vio)7m,

odnosno

cos PPy — sin ¢ = 0, cos¢ v +sing v4 =0,
cos¢ B5 = 0, cos ¢ Y5+ sin ¢ y7 = 0, (102)
cos ¢ 7 + sin ¢ yi0 = 0.
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Podmnogostrukost M je minimalna pa je stoga

Bi+Bs+Bs+Bio=01+05=0, m+v+78+v0=7+7+v0=0.

Kako je cos¢ B2 — sin ¢ = 0 direktno zakljuéujemo da je cos ¢ # 0 pa iz (102) sledi

B1 =85 =0.

Oznacimo t = tan ¢. Sada direktno iz (102) sledi
Ba=1, vyo=—tva, vr=—tmo,

5 = t2v10, =75 — Y10 = —(1 + t*) 0.

Lema 22 Koeficijenti ay, o, as, &4, 4, Y10 & t zadovoljavaju sledece jednacine
az=0, a1 =0, F3(t) +1+t>=0, F3(v4) =0, oo =1—2t*, g = 3t, 10 =0,
Fi(m) =0, Fy(t) =2tv(1+1%), Fa(tva) = 3075 + (1 —2t%), Fi(t) =0,
Fi(m) = 3t73 +3t, Fu(t) = —2u(® +1), Fa(v) =1 -2 +1).
Dokaz: 1z Kodacijeve jednadine (33) za X = Z = F3, Y = Fj i koriste¢i Lemu 21, odnosno
F3 = V7 dobija se
Vi, ME, F)— (Vg FL, F3) — h(F, Vi, F) — (Vi (F3, F3) — (V p, F3, F3) — h(F3,V p, F3))
=—hF1,V R F3) = —h(F1,a3Fy) = —az(—€+vn) =0,
pa je
a3 = 0.

Sli¢no, za X = F3,Y = Z = F} dobijamo

(Vh)(Fs, F1, F1) — (Vh)(Fy1, F3, Fy) = Vi (Fy, Fy) + h(Fy, Vi, F)
=~ € — (F5((1 + t2)y10) + {1 + )10 + a174)7
odakle sledi
ap =0, F3((1+1)y10) + t(1 +t*)y10 = 0.
Sli¢no
(Vh)(F17 F27 F3) - (Vh)(F27 F17F3) - h(F17 szF?)) - h’(F27 VF1)F3
= (1 — oz — 2¢%)(€ — m),
(Vh)(F1, Fy, F3) — (VRh)(Fy, F1, F3) = h(F1,V g, F3) — h(Fy, Vi, F3)
= (3t — au)(§ — vam),

odakle sledi
as=1—2t3 a4 =3t
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Sada iz

(VA)(Fy, F1, Fy) — (VR)(F1, Fo, FY) = Vi (—(1 + t*)710m) — 2h(—ty10Fs — t*y10F1, FY)
— (Vi (t = tun) — h(—7aF1 — (L + )noFy, F1) — h(Fo, 14l + t1aFy))
= (1 + )70l + a2) — FL#)E + (—F((1 + tP)y10) + Fi(tya))m,
sledi
Fi(t) =21 = tHye, —F((1+tHy0) + Fi(tys) = 0. (103)
Sliéno
(Vh)(Fy, F1, Fy) — (VA)(Fi1, Fa, FY) = Vi, (=€ +vam) — h(ty10F1 + tyaFy, F1)
— h(Fy~tmoFs — 2y10F1) — (Vi, (€ — tyan) — h(—vi0Fi + 74 Fa, 1) — h(Fy, yio Fa +ty10Fy))
= (—yaae —tPyy — Fy(t) —tyaou — ava)€ + (tas — Fy(tya) — (L4 82)vi — 45 + o — Fa(ya)
— (1 + )5 — i),
odakle sledi
Fy(t) = (=2 —2t%), £~ Fy(tya) — Q1+ )7 — 7 + 1 — Fa() — t*9; =0. (104)
Dalje je
(Vh)(Fy, Fy, Fy) — (Vh)(Fy, Fi, Fy) = Vg (=tyi0n) — b(—vaF) — (1 + t*)y10Fy, Fy)
— h(Fy, —ty4F1 + (1 + )y10F) — (Vi (—€ + yan) — h(—tyioFe — 2y10Fy, Fy)
— h(F1, 701 + kb)) = ya(=1 + 28 + a2)€ + (—Fi(tyio) + 93 + v — 74
— t'y7o + a2 — Fa(ma) — 2951 + %) — 295 = (= Fi(tmo) + 7 +¥io — 273 — 910
+ 1= 262 — By(ya) — P95 (1 + 2) — t245)n = 0. (105)
Sliéno
(VR)(Fy, Fy, Fy) — (VRY(Fy, Fy, Fy) = Vi, (—(1 + £%)70m) — 2h(noFs + tyoFy, 1)
— (Vi (=€ +van) — b(—tyaFy + (L + )y10F2, F1) — h(Fa, uF + tyaFy))
= (1 + tHyo(aas + €+ (—Fa((1 + )y0) — Fi(va))n) = 4t(1 + %) y10¢
+ (—E4((1 + t*)y10) — Fi(va))m, (106)
§to implicira
41+ tHy10 =0, —Fi((1+tHv10) — Fi(74) = 0. (107)
Pretpostavimo da je t = 0. Tada iz (104) sledi 74 = 0, a iz (103) 1 y30 = 0. Medjutim, tada iz
jednagine (105) sledi kontradikcija 1 = 0. Dakle, iz (107) sledi

vi0 = 0.

Sada iz (103) sledi
Fi(t)=0, Fi(tva)=0, Fi(n)=0.
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Analogno

(Vh)(F, Fy, Fy) — (VR)(Fy, 1, Fy) = =2h(—tysF1, Fy) — (Vi (=€ + van) — h(Fy, —uF))
= (37 + 3t — Fa(ya))m,

odakle dobijamo
Fy(va) = 3t(1 +73). (108)

Takodje, (105) se svodi na
Fy(a) = (7 = (1 —2%). (109)
Iz

(Vh)(Fl, Fy, Fg) — (Vh)(FQ, F, Fg) = —2h(—’)/4F1, FQ) (V (t£ — t’)/4n) h(Fl, —t’)/4F4))
= (=273 — t(1 — 2t*) + Fa(tya) — tyi)m,

odnosno
Fy(tya) = 3tvi + t(1 — 2t%).

Kako iz (108) sledi da je 4 # 0 pomoc¢u (109) dobijamo i
Fy(t) = 2ty4(1 + 7).
Primenom Kodacijeve jednacine na F3, F7 i Fy dobijamo

(Vh)(Fs, Fi, Fo) — (Vh)(FYy, F3, F3) = V3, (t€ — tyan) — h(F1, Fy) + h(tF1, Fo)
= (F3(t) + 1+ )+ (—F3(tya) — ya — tPva)n =0, (110)

odakle dobijamo i

F3(v1) = 0.
Direktna provera pokazuje da su i ostale jednacine zadovoljene. |
Sada, direktnim ra¢unom dobijamo
[F1, Fo] = —ya 11, [F, F3] = tF7,
[F1, Fa) = —tyaFy, [Fy, F3] = ~tFy — (22 + 1) Fy,

[FQ, F4] = tysFs + 2(t2 + 1)F3 — v Fy, [Fg, F4] = —3F5 — 3LFy.

Specijalno, ova vektorska polja ne definigu lokalne koordinate. PotraZimo jednu takvu pokretnu
bazu. Oznaéimo sa G1,Gs,G3 1 G4 vektorska polja na podmnogostrukosti M koja odgovaraju
nekom koordinatnom sistemu. Pretpostavimo da (G; moze biti oblika G1 = pF}, gde je p lokalno
definisana funkcija. Ako potrazimo funkciju p takvu da vazi (G, Fi] = p[F1, Fi] — Fi(p)F1 =0,¢ €
{2, 3,4}, dobijamo

Fy(logp) = —ya,  Fi(logp) =t, Fy(logp) = —ty.

Kako je Fi(logp) = —E—F(t) + %Fi(m), za i = 3 dobijamo %& = odakle sledi da je

1+t2 ?

1
logp = -—§log(1 + %) +p1
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Y4

te moZemo
1++2 ©

gde je p1 funkcija po promenljivoj «y4, a zatim za ¢ = 4 sledi da je pi{y) = —

uzeti
1

p= .
V1+12/1+73
Direktnom proverom dobija se da je i jednacina za ¢ = 2 zadovoljena. Pogto je Fi(t) = Fy(v4) =0,
potrazi¢emo Go,G3 i G4 u raslojenju ﬁ(Fg,_F3,F4). o
Uo¢imo, daza V = Fy +tF, sledi [F3,V] = —2tV.
Zato, neka je Go = F3,G3 = AV, gde je A neka lokalno definisana funkcija. 1z uslova [Ga, G3] =

0 dobijamo Fz(log A\) = 2t. Analogno prethodnom razmatranju zakljutujemo algtg)‘ = —132 pa
mozemo uzeti
1
A= ——.
14 ¢2

Z_elimo da poslednje vektorsko polje ispunjava uslov G4(t) = G4(y4) = 0. Tada za vektorsko polje
G4 = aF5 +bFs + cFy proporcionalno Gy, gde su a, b, ¢ lokalno definisane diferencijabilne funkcije

a(l — 2t2) +3ct =0, 2atys—b—2cy, =0,
pa ako je, naprimer, a = 3t dobijamo i
b=21+t)y, c=—(1-2t2).
Kako je G4(t) = G4(7y4) = 0 direktnim racunom
(G4, Ga] = 2tGy, [G4, Gs] = Gy
Potrazimo, dakle, G4 u obliku G4 = Gy, gde je 1 lokalno definisana funkcija. Sli¢no zakljutujemo
Ga(log p) =2t, Gs(logp) = —a,

pa moZemo definisati y = (1—|—t2)1——1\/+—7§' Dakle, dokazana je sledeé¢a lema.

Lema 23 Vektorska polja

1 1 t
G, = F, Gy=F3, G3= Fy+
1 VIt BT 1 2 3 3= T et e

1

G, —
YT a1t

ispunjavaju uslov [G;,G;] = 0, za i,j € {1,...,4}, te na podmnogostrukosti M postoji lokalno
definisan koordinatni sistem (x1,x2,3,z4) takav da vaZi

0 0 0 J
—_8—2?1’ GQ—a—.’L'Q’ G3_8_333, G4‘“%;

F47

(3tFy + 2(1 + t2)yuF3 — (1 — 2t2)Fy)

G1

Direktno se dobija i da vektorska polja F; izrazena u pokretnoj bazi {G;,1 < i < 4} imaju
sledeéi oblik:

Fi=vV14+2 /143G, Fr=—2tuGy+ (1 -2t)Gs+1t/1+ ]G4

Fy=Go, Fy=2yGs+ 3tG3— /1 +~3G,. (111)
Takodje, iz Leme 22 sledi:
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G1(t) =0, Gi(m) =0, Go(t) = —(1+12), Ga(ys) =0,
Gs(t) =0, Gs(y) =1+173, Ga(t) =0, Ga(m) = 0.

Odavde sledi i da je t funkcija iskljucivo po promenljivoj z9, i do na translaciju koordinatnog
sistema moZemo reéi
it = —tanxsy,

Sli¢no, 4 zavisi isklju¢ivo od promenljive z3 i bez umanjenja opstosti mozemo reci da je

v4 = tan xg.
Zavrsimo sada dokaz Teoreme 16.
Iz jednakosti (50) zakljuc¢ujemo da je
2
T = Vi 5 MG 3) (3P (112)
Specijalno, za i = j = 2 (112) postaje ,

odakle direktno sledi
p = A(z1,x3,24) cosxs + B(x1, x3,24) sin x2,

gde su A i B neka vektorska polja. Dalje za i =1,j = 2 iz (112) dobijamo

0
—B=0
8.711 ’

odnosno vektorsko polje B zavisi od promenljivih z3, x4. Sli¢no za ¢ = 2, j = 3 dobija se

0
—~ B=0

odnosno B je funkcija isklju¢ivo po z4. Za i = 2, j = 4 jednakost (112) postaje

B—i;B = —2sinz3A — 2cos xgaimgA. (114)

Diferenciranjem jednakosti (114) po s i koristeéi (113) dobijamo

62
A A=0
+ 33733.1‘3 ’
§to dalje implicira da je
A =C(x1,x4)cosx3z + D(x1,24)sin 23 (115)

za neka vektorska polja C'i D. Sada, (114) se redukuje na

1 0
D=——B.
283:4B
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Sliéno za ¢ =1,7 = 1 iz (112) dobijamo

2
ax(?wl—A = cOs r3sin xggm—BA — cosZ z3 A.
Sada iz (115) i (116) dobijamo
82
8%183710 o _—C?

odakle sledi
C = V(xyq)cosxy + W(xyg)sinzy,

za neka vektorska polja V i W.
Za i =4, j =4, direktnim raéunom, (112) postaje
0* 0?2 1 o3

014014 V cosa + 0x40T4 Wsina,) — 2 014014024

cos w2 [cos z3( B sin z3]

2

+sinxg B =3 coszacosxz(V coszi + Wsinzy)

.1:48.234

—4[(V cosx1 + Wsinxq) cosxz — 53—3 sinzs] cos o — 4B sin z5.
a4
Posebno, jednakost (118) vazi i za x2 = § odnosno coszz = 0 i proizvoljne z1,z3 i z4.

dobijamo
2

B+4B =0
8.%48:174 +

a tada se (118) redukuje na

? 2
8$48$4 Vcos o1t 3:[548:64

Takodje, (119) implicira

Wsinaz; = —(Vcoszy + Wsinzy).

B = Bisin2xz4 + B2 cos2xy,

gde su Bj i By konstantna vektorska polja.

(116)

(117)

(118)

Tada

(119)

(120)

Analogno, za proizvoljne z2, 3 1 x4 i za coszy; = 0 i sinz; = 0, respektivno, iz (120) sledi

V = Visinzg + Vo cosay,

W = Wisinzg + Wacoszy,

gde su Vi, Ve, Wi, Wy konstantna vektorska polja. Kako je {p,&, F3,n, Fy, Iy, —F5} jedna Gs

pokretna baza moZzemo je identifikovati u tacki (0,0, 0,0) sa bazom {ey,...,er}. Sada sledi
p(0,0,0,0) = Vo =¢e; = (1,0,0,0,0,0,0).
Obzirom da vazi (111) zakljucujemo
£1(0,0,0,0) = G1(0,0,0,0) = Wo = e = (0,0,0,0,0,1,0},
F5(0,0,0,0) = G3(0,0,0,0) = B; = —er = (0,0,0,0,0,0,—1),
F3(07 07 07 O) = G2(07 07 07 0) = B2 = 63 = (0’ O? 17 07 0, 0, 0)7
F4(0,0,0,0) = —(G4(0,0,0,0) = —V; = —e5 = (0,0,0,0,—1,0,0).

(121)
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Da, bismo izratunali Wi uo¢imo da je

82
8$18x4p(0’ 0,0,0) = W.
Koriséenjem (112) dobijamo
82
55 P(0.0,0.0)=¢

odakle sledi
W1 =¢=e3=(0,1,0,0,0,0,0).

Sada direktno dobijamo formulu (99).

Obrnuto, direktnim ratunom dobijamo da imersija (99) ispunjava uslove teoreme.

5.3 Neminimalne CR podmnogostrukosti i Cenova jednakost

U ovom poglavju ¢emo ispitati ¢etvorodimenzione, neminimalne CR podmmnogostrukosti sfere
S% koje zadovoljavaju Cenovu jednakost i predstavicemo rezultate rada [3]. Podsecamo da je u
[25] dokazano da trodimenziona CR podmnogostrukost koja zadovoljava Cenovu jednakost mora
biti minimalna.
Takodje, na osnovu koeficijenata druge fundamentalne forme etvorodimenzionih CR podmno-
gostrukosti sfere sledi da one nikad nisu totalno geodezijske. Naime, vazi

184"11_]-:737

odakle sledi da druga fundamentalna forma podmnogostrukosti nije identicki jednaka nuli pa M
nije totalno geodezijska podmnogostrukost. Zato, ispitujemo podmnogostrukosti koje zadovol-
javaju sli¢nu osobinu, naime, one podmnogostrukosti za koje nula-distribucija

Di(p) = {X € T,M | h(X,Y) =0,VY € T,M}, (122)

ima najveéu mogucu dimenziju. Koristi¢emo prethodno konstruisanu Gg bazu.
Dokazujemo sledeée teoreme.

Teorema 17 Neka je M cetvorodimenziona CR podmnogostrukost sfere S® koja zadovoljava Cen-
ovu jednakost. Tada M mora biti minimalna.

Teorema 18 Najveéa moguéa dimenzija distribucije D1 za podmnogostrukosti iz skupa Cetvorodi-
menzionih CR podmmogostrukosti sfere S je dva. Pri tom, ako je M podmnogostrukost iz tog
skupa za koju je dimenzija Dy jednaka dva, tada je M minimalna i zadovoljova Cenovu jednakost.

DokaZimo Teoremu 17. Pretpostavimo da je M neminimalna, ¢etvorodimenziona CR podmno-
gostrukost koja zadovoljava Cenovu jednakost. Obzirom da je neminimalna sledi da je vektor
srednje krivine

H= i((& + B5 + Bs + B10)€ + (71 + v5 + Bo + Y10)M)
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nenula. MoZemo bazu normalnog vektorskog prostora £ i 7 izabrati tako da je H ortogonalan na
vektorsko polje n. Tada je

Bo = — (71 +v5 +70) i B1+ Bs+ Bs+ Bio # 0.

Obzirom da M zadovoljava Cenovu jednakost sledi i da je dimenzija odgovarajuce distribucije
D najmanje dva. Neka je W € D proizvoljno vektorsko polje. Tada postoje lokalno definisane
diferencijabilne funkcije ki, ko, k3 i k4 takve da

W = k1 F| + kol + k3F3 + kaF}.
Tada koristeci (98) dobijamo
(F, W) — (0, h(F3, W) — (&, h(F4, W)) = =2(kaBro + k184 + kofi7 + k3fle) = 0,

a dalje i
kaBio = —(k1Ba + k287 + k30). (123)

Iz 0 = h(Fy, W) — 3(Fy, W) H sledi

(k1Ba+ ko7 — %k4(51 — 2810 + B + Bio) + k3f)

+(k3 o + kayio + kiya + kayr)n = 0,

odnosno 1
k184 + kaffr — §k4(ﬁ1 - 2P0 + Bs + Pio) + k3B = 0.

Koristeéi (123) dobijamo
1
—gka(BL+Bs + Ps + Pro) =0

odakle sledi i
ks =0.

Sli¢no, iz (123) dobijamo i
4
0= (h(F3, W) — g(F?,, WYH, 1) = kaf10 + ki(1 + Ba) + kofB7 + k3B = ki,

odnosno k; = 0. Odavde sledi da je distribucija D razapeta vektorskim poljima Fs, F3, a kako je
ujedno i dimenzije dva, sledi da su koeficijenti kq i k3 proizvoljni. Sada za W € D dobijamo

h(Fy, W) — %(Fh W)H = (koff2 + k3B3)€ + (k3 + k3Ba + kaya)n = 0,

h(l5, W) — %(F%W)H = (k3fs — %’Q(/Bl — 205 + Bs + B10))§
+ (k27 — k3(y1 + ¥5 + v10))n = 0,
(Fy, W) — 5 (Fs, WYH = (kafls — (51 + s — 265 + Bro))E
+ (k2B7 — ks(y1 + 5 +v7))n =0,
h(Fy, W) — %<F4’W)H = (kafr — ka(n1 + v5 + 7)€ + (k3fBio + kayr)n = 0.
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Sada sledi
keP2 + k3fz = 0, ks + k3fB4 + kaya = 0,
k3B — ;)‘]Q(ﬁl — 285 + fs + pi0) = 0, kafr — ks(v1 + 5 + m10) = 0,
kofBe — é(ﬁl + B5 — 28 + B10) = 0, ko7 — ks(y1 + 5 +v7) = 0,
kafr — ks(mi + 75 +7) =0, ksB1o + kayr = 0.

Obzirom da su koeficijenti k3 i k3 proizvoljni dobijamo

/82:53:07 /84:—17 ’72:()7 66:0’ 67:’75:07 /810:'77:03
Bi+Bio—28+B=p1+Bo+B—26:=0, 71+ +v0=0,

odnosno

Bs = Ps = Bi.

Vektor srednje krivine sada ima oblik

H=24¢ i pA0

Uocimo da je sada
[Fy, F3] = Dp, F3 — Dp, Fy = =28, F> + a1 Fy,
pa je
R(F1, I3)Fy = Dp, Dp, Fy — Dpy Dy By — Dipy gy 11

= Dp, (81 F2) — Dpy(—p + vaFo + B1& + vim) + 281 (—B1 F3) — i (—€ + vam)
= F1(B1)Fs + Bi(—vaF1 + B1Fs + v Fy) + F3 — F3(va) Fo — (=P Fy + Fy)
— F3(B1)€ — Br(—B1Fs + azn) — Fs(m)n — n(—asf) — 281 F5 — oy (=€ + ),

a tada je
R(F, P, F1,Fs) =B+ 14 8] — 28t =1,

§to je kontradikcija sa ¢injenicom da je prostor R? krivine nula. Zato ne postoje neminimalne CR
podmnogostrukosti sfere S® dimenzije 4 koje zadovoljavaju Cenovu jednakost.

Dokazimo Teoremu 18. Ispitajmo prvo, distribuciju D;. Uoc¢imo da za vektorsko polje V € Dy na
osnovu (98) vazi

(Exn,V) = (Ag(JE), V) — (Ae(In), V)
= (mh(JEV)) — (& A(V,In)) =0 (124)
§to implicira da V pripada prostoru razapetom sa Fs, 3 i Fy.

Neka je M proizvoljna &etvorodimenziona CR podmnogostrukost sfere S. Veé je pokazano da
M ne moze biti totalno geodezijska podmnogostrukost. Takodje, na osnovu (124) sledi da Dy
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ne moZe biti ni dimenzije tri. Naime, u tom sludaju bi se distribucija D7 poklapala sa pros-
torom razapetim sa Fb, F3 i Fy §to nije moguce. Distribucije D i D; se poklapaju ako i samo ako
je podmnogostrukost minimalna. Minimalne CR podmnogostrukosti sfere dimenzije Getiri koje
zadovoljavaju Cenovu jednakost su primer podmnogostrukosti &ja je distribucija D) dimenzije 2.
Dakle, to je maksimalna moguéa dimenzija distribucije D;.

Obzirom da je dimenzija D; dva, postoji vektorsko polje V7 € D, ortogonalno na vektorsko
polje Fy (odnosno Vi € L(F3,Fy)). U ovom sluaju mozemo izabrati pokretnu bazu normalnog
raslojenja T+ (M) tako da vazi

Vi = F3.

Sada, neka je Vo € D; vektorsko polje ortogonalno na Vi. Tada postoji lokalno definisana difer-
encijabilna funkcija ¢ takva da je

Vo = cos pFs + sin ¢ Fy.
Lema 24 Na podmnogostrukosti M postoji lokalno definisana diferencijabilne funkcija

Bs=PBs=0r=03=0Pg=pPro=p0=0, PBs=-1, (125)
Bo=t, o= —tyu, Yr=—ty0, 5= t>Y10-

Dokaz: Iz h(V1, F;) = 0,7 € {1,2, 3,4} direktno sledi
Ps=0, Ba=-1, Be=0, pr=0, PBg=0, Bo=0, pr1o=0.
Takodje h(Vz, F3) = 0 je zadovoljeno. Sada iz h(Vs, F;) = 0,5 € {1, 2,4} dobijamo

h(Va, F1) = (cos ¢f32 — sin )€ + (cos 2 + sin ¢ya)n = 0,
h(Va, £2) = cos ¢Bs& + (cos ¢rys + sin ¢yr)n = 0,
h(Va, Fy) = (cos ¢y7 + singyio)n = 0.
Ako bi vaZilo cos ¢ = 0 sledilo bi 1 sin¢€ = 0, §to je nemogude, pa je cos¢ 7 0, a samim tim 1

Bs = 0. Sada, mozemo uvesti smenu ¢ = tan ¢, a iz formula (126) tvrdjenje leme direktno sledi.ll

Lema 25 Koeficijenti koneksije zadovoljavaju sledece jednakosti

as3=0, ag =3t as=1— 2t2, Yo = 0, F3(’)/4) =0, Fg(t) =—(1+ t2),

Fi(t) = 271 (P —1)—n(tar — 1) + Fa(B1), Fs(n) = —arya — t(n + Bima),
Fy(ay) = 4ty (1 — 2t2) + va(ar (1 + 482) + 3t61) — 4tF5(5),

Fy(t) = Py (1+4t7), Fi(B1) = dtn+ultbs — ar), Fa(on) = f1(1-2t3)—dtay,
Fy(t) = =2(0+t%)ys,  Fa(en) = 4n(# — 1) — 2u(tar + B1) + 3Fa(B1),
Fy(m1) = va(2yi (1 = %) + ya(tar + B1) — FolB1)) — Ba(1 + t2) — tFu(m),
Fi(ya) = 3t(1+13), F3(B1) =1, Fa(ya) = (1—2)(1 +71),

Fy(m) = —a1 — 31+ Fi(va)-



Dokaz: 1z Kodacijeve jednatine (33) za vektorska polja X = Z = F3,Y = F) sledi
a3(—€ +vam) = 0.
Sli¢no, Kodacijeva jednacina R{F3, Fy, F1,£) daje —3t + a4 = 0. Dalje, to implicira
R(Fy, F5,6,F3) = —1+ 2t + as = 0.
Sada iz Gausove jednadine za R(F, F3, F3, F1) sledi
—1—# - F(t) =0
odakle zakljucujemo 1 ¢ # (. Na slican nacin dobijamo

R(F3, Fy, F1, F5) = —tyi0 + F3(v10) = 0,
R(F37F4,F1,77) = F3(’)/4) =0.

Sada sledi

R(F1, Fy, Fo, F3) = 2y, — 28?1 + tarya + Biya + Fi(t) — Fa(B1) = 0,
R(F\, Fy, Fy, Fy) = 4ty (1 — 2t%) + (o (1 + 4t?) + 3t81 )1
— Fo(an) — 4tF»(B1) =0,
R(Fy, Fa,n,6) = —3t3y10 = 0.
Obzirom da je funkcija ¢ razli¢ita od nule dobijamo i y;9 = 0.
Dalje je
R(Fy, Fy, F1, §) =271 = 2t%y1 + tayys + Bia + Fi(t) — Fa(Br),
R(F, F3, £, F1) = a1ya + t(n + Biva) + Fs(m),
R(F\, Fy, &, Fy) = =2t(1 + t2)yy + F(t),
R(Fy, Fy, & F1) = a1vs — t(4y1 + B1ya) + Fa(Br),
R(Fy, I3, Fs, Fy) = —4ta; + B — 2t°B1 + Fs(a1),
R(Fy, Fy, F3, Fy) = =2(1 + t*)ya + Fu(t),
R(F\, Fy, Fy, F3) = 4y, — 4t2vy) + 2~y + 28174 + Fy(or) — 3F5(81),
R(Fy, Py, Fy, Fy) = taq — B + 26261 + v1(2(6% — Dy + (teu + Bi)ma
— F5(B1)) — Fa(m) — tFi(m),
R(Fy, Fy, Fy, F1) = =3t(1 + 73) + Fa(m),
R(Fy, F3, F3, F3) = a1 — F3(B1),
R(Fy, By, F1, Fy) = —(—1+ 26%)(1 + 7%) — Fa(ma),

R(Fy, Fy, Fs, n) = 4ty — 8t3y1 + a1y 421y + 3tbrya — Falon) — 4tFa(f),

R(F1,Fy, F1, &) = —aq — 3tp1 — Fu(1) + Fi(va),

81

odakle direktno sledi tvrdjenje. Takodje, direktna provera pokazuje da su ovo i dovoljni uslovi da

sve jednafine Gausa, Kodacija i Ri¢ija budu zadovoljene.
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Koristeci uslov da je koneksija bez torzije za vektorska polja 7, F3 i funkciju 4 dobijamo

Fa(Br1) = (—B1(L+ 1) + 2717a(1 — £2) + 3 (tar + B1)) /1,

§to uproséava uslov integrabilnosti za £ i F1, F3 na

(1+ %) (a1 + t81)(1 + 295) /71 = 0.

Zato vazi oy + t8; = 0. Tada dobijamo

0= Fy(aq +tB1) = —(1 + ) (~271v4 + B1(3 + 292)) /.

Sada vaZi

N = A3+ 1)/ (2m). (126)

Slicno kao i ranije, rezultati Leme 25 1 (126) impliciraju

0=Fp(=2m17a+ A (3+7) = @nma(2+ (7% — 1))
= B1(3 — 49 — 395 +2(3 + 873 + 591)) + 2073 Fa(71)) /1
= (4N 1B +97) + 131 +91)* +#7(=15 — 671 + 7))/ 4
=3(1+¢*)(1 + ) A/
Zato je 1 = 0 a dalje i v = 0. Medjutim, sada direktno sledi da vaZi H = 0. Obzirom da je

M minimalna podmnogostrukost, distribucije D i Dy su identicki jednake, M zadovoljava Cenovu
jednakost i lokalno je kongruentna imersiji (99).

5.4 Cetvorodimenzione minimalne CR podmnogostrukosti
koje pripadaju totalno geodezijskoj sferi S°
U ovom poglavlju éemo ispitivati ¢etvorodimenzione podmnogostrukosti koje istovremeno pri-

padaju i nekoj hiperravni prostora R” koja sadr#i koordinatni po&etak. Drugim re¢ima, podmno-
gostrukost M pripada i sferi S° koja je totalno geodezijska podmnogostrukost sfere S°.

Teorema 19 Neka je M cetvorodimenziona, minimalna CR podmnogostrukost sfere S® sadrzana
u totalno geodezijskoj sferi S°. Tada je M lokalno kongruentna jednoj od sledecih imersija:

1. imersiji (99) 1 zadovoljava Cenovu jednakost,

2. wmersiyi
fo(z1, 22, 23,24) = g(%(f&(cos T1 cos xg + cos w3 sin ) + V2 cos(V3zy)),
(\/5 Cos(\/§x4) — cosx1 cosry — cos w3 sinxy ), 2(sin 1y sinzz — cos 1 sinxa),
0, L (—3(cos o1 sinzg + sin z1 sin 23) 4+ V2 sin(v/3xy4)), (127)

7

(cos 1 sinxy + sin z1 sin 3 + \/§Sin(\/§:1;4)), 2(cosz3sinz) — cos 1 cos x3)),
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8. wmersiji

f3(y1,y2,93,94) = %((((1 + V'2) cos g + cos y3) cos(y1 — ya)
+ (cosya + (1 — v/2) cos yz) cos(y1 + y4)
+ sin yo sin y3((V2 — 1) sin(yy + y4) — sin{yy — ),
(((1 4 V2) cosyz — cosya) cos(y1 — y4) — (V2 = 1) cos ya + cosys) cos(yy + y4)
+ sinyo sin ys(sin(y1 + ya) — (1 + v2) sin(yr — v4))),

8v/2 — 8((1 + V/2)(cos y1 cos yz sin yo — siny; sinys) sin 4 (128)
— cos y4(cos y3 sin ¥y sin ya 4 cosy1 sinyz)), 0, ((cosya + (1 — v/2) cos y3) sin(y; + y4))
— (cos(y1 — ya) + (V2 — 1) cos(y1 + y4)) sin yo sin ys
—((1+ \/5) cosys + cosyz}sin(yr — y4),

(—((1 4 V'2) cos(y1 — ya) + cos(ys + ya) sinyz sin ys
+ (cosya — (1 4+ V2) cos ys) sin(yn — y4) — (V2 — 1) cos ya + cos ys) siny1 + va)),
— 4V /V2 + 1(cos ya(cosyy cosyzsinys — siny; sinys)

+ (V2 — 1)(cos y3 sin yy sinys + cosyy sin y3) sinyy)).

I u ovom poglavlju koristimo pokretnu bazu {p, F1, Fy, F3, F4,£,n} kao i rezultate iz Leme 20.
Takodje, od sada podrazumevamo da je M minimalna i sadrZana u hiperravni kroz koordinatni
podetak. Iz minimalnosti direktno sledi da je

Bi+ B+ Bs+Bs=PF+v +70+7 =0
Kako je M sadrZana u hiperravni, jedini¢ni normalni vektor te hiperravni je ujedno ortogonalan na

M itangentan na sferu S6. Mozemo, stoga odabrati bazu normalnog raslojenja podmnogostrukosti
M tako da taj vektor bude 7.

Lema 26 Koeficijenti koneksije zadovoljavaju sledeée relacije
Mm=r=m=ar=rp=F=y=a=0F=Fw=To=a3=a1=0 ¢ fy=-1

Dokaz: Kako je n konstantno vektorsko polje dobijamo

Dpn=-mF1 — v — (1 +B4)F3 — uFy —an€ =0,

Dpyn = =yl — y5Fa — BrFs — v1Fy — a8 = 0,

Dpn = —(1+4 Bs)Fy — BrFy — Poks + (B1 + Bs + Bs) Fy — s = 0,
Dpyn = —yaF1 — viF2 + (B1+ B85 + Bs) F3 + (Bo + 71 + ¥5)Fy — au§ = 0,

a kako su I, Fs, Fs, Fy 1 & linearno nezavisna vektorska polja tvrdjenje sledi direktno. |

Proverimo sada uslove koje namecu jednacine Gausa, Kodacija i Riéija.
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Lema 27 Za koeficijente koneksije vazi

Fy(B3) = 362, Fu(Bs) =3(B1 +2B5), Fu(B2) =383, Fu(Bs)=—68s Fa(B1)=0,
Fi1(B1) = =38283 + 38186 — F3(B3) — F1(B5), Fo(B1) = —3B305 + 38286 + F1(B2),
Fy(B5) = 3(B2086 — B30s) — F2(B1) — F3(Be), F3(B1) = —3(B1B2 + B2B5 + B3Ps) + F1(Bs),
Fy(B6) = —3(B12 + Bafs + B386) + F3(Bs), Fi(fs) = —3P203 + 3818 + F2(B2),

Fy(B3) = Fi(Bs) + 1+ ] — 265 + B3 + 45185 + B3 + 53,

Fi(Be) = F3(B2) + 1 — 267 + B3 — 23 — 2B155 + B2 + Bz

Dokaz: Direktnim rac¢unom dobijamo da su sledeéi izrazi

R(F3, Fy, F3, Fy) = =3[ + Fy(B3),

R(F3, Fy, F2, F1) = 686 + F4(51) + F4(B5),

R(F3, Fy, F1, Fy) = —=3(B1 + 285) + Fa(Be),

R(F\, Fy, Fy, Fy) = 1+ 87 — 2835 + B3 + 48185 + B3 + B3 — Fa(B3) + Fi(Bs),
R(Fy, Fs, F, 1) = =1+ 287 — 83 + 265 + 26185 — B3 — 53 — F3(B2) + F1(Bs),
R(Fy, F3, Py, 1) = 38385 — 36286 + Fa(B1) + Fa(Bs) + F3(fs),

R(Fy, F3, F3, F1) = 3(8182 + B285 + B3Ps) — F3(85) + F2(Bs),

R(Fy, F3, Fy, Fy) = —3B3283 + 36186 — F1(B1) — F3(B83) — F1(Bs),

R(Fy, Fy, Fy, F3) = =3B3B5 + 38286 — F2(B1) + F1(B2),

R(F1, Fy, F3, F1) = 38283 — 35186 — Fa(B2) + F1(Bs),

R(F, Fy, &, Fy) = Fy(B1),

R(F2, Fu, F1, &) = =33 — Fu(B2),

R(Fy, F3, F1,&) = 3P263 — 35186 — F2(f2) + I1(B5)

su jednaki nuli §to direktno dokazuje tvrdjenje.
Direktna provera pokazuje da su ovi uslovi dovoljni da sve Gausove, Kodacijeve i RiCijeve jednacine
budu zadovoljene. [ |

Takodje, Cinjenica da je koneksija bez torzije namece dodatne uslove za koeficijente 51, 52, O3,

Bs, Bs. Naime sledeéi izrazi moraju biti jednaki nuli:

T

= —38 + 381 B2 — 383 — 33283 — 6825 + 6818386 — 682 5 — 4B6F1 (B2) + 4B3Fa(B2)
— 3By F3(Ba) — Fi(F1(B2)) — Fo(F2(B2)) + BrE1(B3) + 485 F1(B3) + BaF3(B3) — Fa(Fa(Bs3)),

Ty = 303 — 653 P3 — 633583 — 683 — 6518385 + 6515286 + (361 + 485) F1(B2) — B2Fa(B2)

3

+ 363 F3(B2) + 4P6 F1(B3) — 482F3(63) — Fi(F1(B3)) — F3(F3(83)) — F3(F2(B2)),
= —Fy(Fa(B2)) — Fa(Fs3(Bs3)),
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T4 = —6618283 — 128285 + Bo(6 — 357 + 385 — 983 + 658185 + 663 + 653) — BaFi1(B2)
+ (461 + 3B5) F2(B2) + 686 F3(B2) — B3 F1(B3) + (Br — 305)F3(Bs) + F3(F1(B2))
— F>(F1(Bs3)),
x5 = 3F1(B3) + Fa(Fi(B2)),
ze = —3F1(B2) + Fi(F1(B3)),
w7 = —P3F1(f2) — BeFa(B2) + (B1 + B5)F3(52), (129)
xg = BoF1(B2) + BsFa(B2) + BeF3(B2),
xg = —B1F1(B2) — BaFo(B2) — B3(—6 + F3(52)),
z10 = —3(—2+ B + B3 + B3 — 28185 — 282 — 263) + 6F3(B2) + Fa(Fa(B2)),
x11 = —3F2(B2) + 3F3(B3) + Fa(F3(B2)),
w12 = B5(2 — BT — B3 — B3 + 26185 + 268 + 263 + F3(B2)) + B2F1(B3) + BeF3(B3),
z13 = Bo(T67 + B3 + B3 — 25185 — 882 — 265 — 8) + 6B386(B1 — B5) — 3B2F5(B2) + F3(F3(B2))
— 3B1F1(B3) + 285 F1(B3) — 3B3F3(B3) + 261F3(8s) + 485 F3(Bs) + 486 F3(8s) — F3(F2(83)),
z1a=3(=2+ B + B3 + B3 — 28185 — 282 — 263) — 6F5(B2) + Fa(Fs(B3)),
T15 = 3B2(B3 — 2 — 267 + 235 — 5B Bs — 282 + Bi — F3(B2)) — 3B3(451586 + 38586) + 486 F1(52)
— 483 F5(B2) + Fu(F1(B2)) + Fa(F2(B2)) + 451 F5(Bs) + BsF3(Bs) + BeF3(Bs) + F3(F1(Bs)),
x16 = P2(—3B203 + 35186 + F>(B2)) — 383F3(B2) + 386(—3(B162 + Bofs + P386) + F1(B3))
— 32 F3(B3) + Be F3(Bs) + 361F3(8s) — Bs(F1(B2) + F3(Bs)) + F3(F2(52)) — F3(F1(Bs)),
z17 = 3815283 + 1286 — 381 Bs + BoFi(B2) — B1Fa(B2) — B3Fs(Bs) + Ba3(Bs) — F3(Fs(Bs))
— F3(F1(B2)) — F3(F2(Bs)),
x18 = —188182 — 188285 — 188386 + 9F3(Bs) — Fu(F1(B2)) — Fu(F3(Bs)),
w19 = 3F1(B2) + 9F3(B6) + Fa(F3(55)),
T20 = —3B3(368 + B35 + 2) — 68158286 — 9B28586 + (b1 — B5)F1(B2) + 2B2F2(B2) — 2B3F3(B2)
+ 386 F1(B3) — 3B2F5(B3) + BeF3(Bs) + 361 F3(Bs) — BsF3(Bs) + F3(F2(B2)) — F3(F1(Bs)),
wo1 = a1+ 1087 + B3 — 263 + 138185 + 463 + B + 3F3(82)) + Bs(1261 85 + 3P586 — 4F5(B3))
+ F3(F3(82)) — AB111(B3) — 2B5F1(Bs) — 261 F5(B5) + 385 F3(B) + 386 F3(Bs) — F3(F1(5s)),
w9 = (28] + 1165 — T+ 263 — 1285 + 25155 + 128385 — B2 — B3) + 12828356 — 3B2F1(Bs)
— (481 + 3B5) F3(B2) — 386 F3(83) — 452 F3(Bs) + F3(F3(Bs)) — 463F3(Ps) — F3(F2(5s)),
x93 = 185182 + 188285 + 18838 — 3F1(83) — 9F3(fBs) + F1(F3(Bs))-
Ispitajmo prvo da li je mogué slucaj da neka od funkcija koeficijenata koneksije bude identicki
jednaka nuli.

Slu¢aj 1. Pretpostavimo da je S5 =0. Tadaiz Fy(Bs5) = —68¢ slediidaje fBg =0, a zatim
iz Fy(Bs) = 3(51 + 205) dobijamo i da je [; =0. Sada, uslovi iz Leme 27 postaju

Fi(B2) = F1(B3) = 0,

F3(B3) = —3B203 = —F5(Bo),
F3(B2) = =1 — 83 + 213,
Fy(B3) =1— 285 + B3.
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Ako je V vektorsko polje za koje vazi h(V, X) = 0 za proizvoljno tangentno vektorsko polje X i
ako oznaéimo V = leI + kQFQ + k3F3 =+ k4F4 dobija,mo

h(V, F1) = (—ka + k2B + k383)§,

h(V, Fz) = k1 32€,

h(V, F3) = k133€,

h(V, Fy) = k1€
a kako su vektorska polja Fy, Fo, F3 1 Fy linearno nezavisna sledi da je ky = 01 ky = koo + k3f3.
Posto iz Leme 27 sledi da je Fy(f3) = 302, Fu(f2) = —303 vazi da je 3 = 0 ako i samo ako je
Ps =01 u tom slucaju je F»(f83) =1 §to je nemoguce. Takodje, tada je i F4(F§_) = —35553);%- #0
pa su f2 i A3 i linearno nezavisne funkcije. Prema tome distribucvija (100) je dimenzije 2 1 koris-

teé¢i Lemu 7 zakljuujemo da podmnogostrukost M zadovoljava Cenovu jednakost, pa je lokalno
kongruentna imersiji (99).

Slu¢aj 2. Pretpostavimo sada daje S5 #0 1 G =0. Tadaiz Fy(Bs) = 3(1 + 285) sledi
81 + 285 = 0. Sli¢no, pomodcu rezultata iz Leme 27 dobijamo i

Fi(B1 +205) = —68283 + F2(B2) — F3(B3), Fa(B1 + 285) = —38385 — F1(f2),
F3(B1 + 285) = 3B2(61 + Bs) + F1(B3), Fa(B1 + 265) =0

odakle je

Fi(B2) = 38305, F1(83) = —3B2(81 + B5), F3(83) = —26203 + Fa(Ba).
Tada je
w7 = B5(1+ B3 + B3 — 363),
a kako je (85 #0 sledii
L+ 65+ B3 — 385 = 0.
Sada iz
xg = 805(38283 — Fa(fB2))

dobijamo da je
F5(B2) = 3B20s.

Kako vazi
F3(1+ B3 + B3 — 365) = —2P2(1 + B3 + 65 — 125)
sledi da je
P2 =0
a dalje iz Fy(B2) =0 dobijamo
63 — 0.

Sada, R(Fy,Fy, Fy,Fb) =0 implicira B2 = % Kako je 5 = (h(Fy, F3),£) mozemo odabrati
bazno vektorsko polje & (tj, promeniti mu znak) tako da vazi 85 > 0, a onda je

1
==

Sada, komponente koneksije imaju sledec¢i oblik
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Dp Fi=—p — \—2@;5» DF1F2:—72—3‘F3, DFlFSZ%F% Dp, Fy=-¢,
Dpé=2Fi+F, Dpn=0, Dp,Fi=—2-F;,  DpFy=—p+ &,
DFQF;J,:%Fl —_ F4, DF2F4:F3, DF2£:-—%F2, DF277=0,
Dp,Fi=71, Dp,Fy=——pF\ + Fa, Dp,Fs=—p+ 25¢, Dp,Fa=—F,
DFggz—%FE}) D =0, Dp, Fy=—¢, Dp, Fo==2F3,
Dp, F3=2F3, Dp, Fy=—p, Dpé=I1, Dp,n=0,

a vrednosti Lijevih zagrada

1 1

P By = ——=F3, Fi,F3 = —=F,, [F,F4]=0,
[F1, F Vel [F1, F3] \/32[1 4]

2
[F2, F3] = —= I — 2Fy, [Py, Fu] = 3F3, [F3, F4] = —3F

V3

odakle sledi da ova vektorska polja ne odgovaraju nekom sistemu koordinata. Oznadimo
1 3 . 3 1
VA :—§F1+~§F4 i Zy= §F1+§F4.

Direktna provera uslova da je koneksija bez torzije pokazuje da postoji diferencijabila funkcija ¢
takva da vaZi

Fi(¢)=V3, Fa(¢)=F3(¢)=0 i Fy(¢)=1.
Tada za vektorska polja
Zy=cos¢g Fo+sing Fy 1 Zg=sing Fy —cos¢ F3

dobijamo

4 4 4
71, %) = T, [Foy Zs) = — 71, | Za Z1] = — 2o,
[Z1 2]\/33[23]\/51[31]\/32
(Z1,Z4) = [Zo, Z4] = [Z3, Z4] = 0.

Potrazimo sad vektorska polja J; i J2 koja su razapeta vektorskim poljima Zs i Z5 takva da vazi
[Z1, 1] = [Z4, Ji] = [Z1, J2] = [Z4, J2] = 0. Potrazimo diferencijabilnu funkciju ¢ takvu da za
vektorska polja

Ji=—cos¢ Zy —sing Z3 i Jo=sing¢ Zy — cosg s,
vazi [J1,Z1] = 01 [J1,Z4] = 0. Iz ova dva uslova redom sledi da je Z1(s) = —% i Z4(s) =0
odnosno F(s) = -j—g i Fy(c) = —2. Tada je i
4
(1, o]l = —=Z1 — Za(5) Z2 — Z3(5) Zs.

V3

Izvode Z5(s) i Z3(s) ¢emo potraziti u obliku Zy(s) = sincgy(¥) i Z3(s) = —coscgi () gde je ¢
neka diferencijabilna funkcija. Tada vaZi

4
Ji,Jol = —=Z1 + g1(9) Jo.
[/1, J2 5B g1(9)J2
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Potrazimo sada linearno nezavisna, vektorska polja.
Xo=kiZi+kaJs 1 Xs=kiZ1+kalo

takva da je [Xg,Jl] = [XQ,Z4] = [X3,J1] = [X3,Z4] = [XQ,Xg] =90 gde su kl,k‘zjﬂ_l_ i k_g
diferencijabilne funkcije promenljive . Tada sledi

4
[J1, Xo] = J1(k1) 721 + J1(ka)J2 + ko[ J1, J2] = (J1(k1) + _ng)Zl + (J1(k2) — k2g1)J2 = 0,

f
pa vazi
Ji(k1) + ) = Ji(9)k} + 2 ko =0
Ji(ka) — g1k2 = J1(9)ky — g1kz = 0, (130)
a sliéno iz [J1, X3] = 0 sledi i
D) + oy = T+ Ty = 0
1(k1 NG 2 1 1 7 2 ;
Ji(k2) — giks = J1(9)k2 — gikz = 0. (131)
Jednakosti (130) i (131) nas motiviu da reSenje potrazimo u obliku —ks = ko uz uslov k] = —k‘T/,
a tada dobijamo
4
—cos < ki Zo(9) — sing Ky Z3(9) + —=k2 = 0. 132
122(9) 123(0) 73 (132)

Tada sli¢no dobijamo i
[(Xo, X3] = [k1 21 + kaJo, k1 21 + ko Jo] = (ki + k1)ky 20 (9) = 0.

Ako pretpostavimo da je k; = —k; tada vektorska polja X2 i X3 ne bi bila linearno nezavisna.
Uzmimo, zato, da je Z1(9) = 0. Ako definisemo Z5(¥) = —% cos¢ i Z3(¥) = —% sin¢ tada se
(132) svodi na

Takodje je i

2 . _

ﬁké —g1ko =0 kaoi ki + ki = const.

Stoga, mozemo definisati

ki() = —\/7§ cos® 9, ko) = ——\{l—g sin(24),

ki (9) = —? sin? 9, ko(9) = ? sin(249),

a9 = % cot(29) = %(cot 9 — tan ),

odnosno
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Z1(9) =90, Zs(9) = \/§ oS¢, Z3(19) = —% sing,
Z1(s) = —%, Zo(s) = cot(219) sing, Z3(c) = —% cot(24) cosg,
Z4(§) = O, Z4(’l9) = 0

Doista, proverom uslova da je koneksija bez torzije dobija se da postoje diferencijabilne funkcije
¢ 19 za koje vaii

Fi(0) =0, Pu(9) =0,
F9) = —\—2@ cos(s — ), F3(9) = T sin(¢ — ¢),
() = j— Fa(s) = f sin(s — ¢) cot(29),
F3(¢) = cos(g — ¢} cot(29), Fy(s) =
Oznaftimo
X = —7300ch2 — ?sinng,
X9 = —\/75 cos? 97, — ? sin 29 sin ¢Z9 + ? cos ¢ sin 2973,
X5 = —\/7?; sin2 97, + ? sin 29 sin¢Zy — —? cos ¢ sin 2973, (133)
X, = §Z4.

Dokazali smo da vaZi sledeé¢a lema.

Lema 28 Za vektorska polja X1, Xo, X3, X4 data relacijama (133) vaZi [X;, X;] = 0,4, € {1,4}
odnosno postoji lokalni koordinatni sistem (xy1, 22, x3,x4) na podmnogostrukosti M takev da vaZi

9 _ x.
8—%—X:L.

Takodje, vektorska polja X1, X2, X3, X4 Cine ortogonalnu pokretnu bazu za koju vazi

3 3 3 . 3
<X1,X1> - Za <X2aX2> = ZCOSQ 197 <X37X3> = ZSIDQ 197 <X47X4> = Za

kao i
h(X1, X)) = —‘/—55, h(Xg,Xg):?COSQI%, h(X3, X3) = ﬁsm 2 9¢,
h(Xa, X) = —if, h(X, X)) = 0,1 # j.

Direktno dobijamo da su nenula kovarijantni izvodi jednaki

VXlez—tanﬁ Xo, VX1X3:COt19 X3,
Vx,X9 =cos? sind X;, Vx,X3=—cos?d sind X,

Xl(ﬁ) = 1, Xg(ﬁ) = X3(19) = X4(19) = 0, X2(§) = 1, X](C) = 0, Xg(() == X3(§) = 1,
Xa(s) =0, Xa(9) = V3, X1(¢) = Xa(¢) = X3(¢) =0,
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odakle sledi da je (uz eventualnu translaciju koordinatnog sistema)
1 =% 23+ x3=¢,04 = % Tada iz jednakosti (50) dobijamo

9 9 a 9 8 0
== —_— - - _ - . 1
R ¥ PR Pl PR P L (134)
Tada za i = 4, j # i sledi da je
dxj dry’

odnosno da 88711 zavisi samo od promenljive x4, pa integralenjem po x4 zakljucujemo da je
p(ml7 X2, T3, 3:4) = A(:U4) + C(:El: T2, CL’3)

gde su A i C neka vektorska polja.
Dalje, za. 1 = 2,5 = 3 sledi

82
ax2ax30 = 0. (135)
Slicno za i = 1,j = 3 sledi
0 (80 ) ot 2 ocC
—(5—)=c —.
dx1  dz3 ' O3
Tada, integralenjem po z; dobijamo
0
552228h1x1CH (136)

gde je Cp vektorsko polje koje ne zavisi od x;. Diferenciranjem po promenljivoj zg i koristeéi
jednakost (135) dobijamo

oCy .

8—x2 sinzy =0
odakle sledi da je C'y vektorska funkcija koja zavisi samo od promenljive x;. Sli¢no, zai=17j = 2

dobijamo

oz Oz’ Yoy’
odnosno ac
52a = Cycos 1 (137)

gde je Co vektorska funkcija koja zavisi samo od promenljive 3. Oznadimo sa v (x3) i va(z2) neke
vektorske funkcije takve da je Ch(x3) = —5%371(1:3) i Ca(xe) = 5’;—272(@). Tada iz (137) direktno
sledi da je

C = cosz1vs + C3(xy, 23),

a zatim iz jednakosti (136) dobijamo
Cs =sinzyy + Cy

gde je Cy vektorsko polje koje zavisi iskljucivo od promenljive z;.
Ako je i = j = 4 dobijamo
1 4 &

= p- — 2 A
¢= AP 3300

(138)
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Sli¢no za i = 7 = 1 i koristedi (138) dobijamo da jednakost (134) postaje

1 92 o2

- = =0y
3 922 or2 ! (139)

Obzirom da je leva strana jednakosti funkcija po promenljivoj x4, a desna po promenljivoj x1 sledi
da su obe jednake nekom konstantnom vektorskom polju M, i direktno dobijamo da je

Cy(x1) = Ry coszy + Resinzy + M,
Alzrg) =Ty COS(\/§$4) + T3 Sin(\/§m4) — M.

Takodje su i R, Ry,T71 i Ty konstantna vektorska polja.

Sada za i = j = 2 sledi
2

0
Ry + —5v2 =0,
1+t 81’% Y2
pa postoje konstantna vektorska polja Hy i Hy takve da vazi
Ya(x2) = Hjcosxa + Hysinzg — R;.

Sli¢no, za ¢ = 7 = 3 dobijamo
2

0
Ry +71+ —5m =0,
2 T + 8.%‘%71
odnosno
’71(333) = Hscosxg + Hysinzs — Ro,

gde su i Hs i Hy konstantna vektorska polja. Kako je {p, &, F3,n, F4, F1, —Fy} jedna G2 pokretna
baza, mozemo je u tacki (§,0,0,0) identifikovati sa bazom {e1, ez, €3, €4, €5, €6, e7}. Tada sledi

2
p(%voa O’O) =€ = %(Hl + H3) +T17

d = T V2
3—:1?11)(1’070’ O) - Kl(ZaoaoaO) - 7(_Hl + H3)7
g o7 T V2
5};?(2,0,070) = KQ(Z’O’ 0, 0) = —2“H2,
o . x T V2
6—333p(?4—’0’0, 0) - K3(Z)0,0a0) — 7H47
o o7 T
——p(— = K4(—,0 =/ 3T:
8.%'41)(4’0’0,0) 4(47 aO,O) \/_ 2
6
6(%507Oa O) == _%(Hl + H3) + \/nga
odakle sledi
Hy = g{\/ﬁ,~1,0, 0,0,0,—2}, Hy = g{o, 0,—2,0,—3,1,0},
6 6
Hs = %{\/5,—1,0,0,0, 0,2}, Hy= %{0, 0,2,0,—/3,1,0},

1 1
T = Z{l’\/g’ 0,0,0,07 O}, T2 = 1{07070707 17\/3_70}7
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odakle direktno dobijamo imersiju fy datu formulom (127).

Primedba Uocimo da je imersija f2 izometri¢na 53(§) x S1(3).

Slu¢aj 3. Veé¢ smo primetili da iz relacija Fy(82) = —fB3 1 Fy(B3) = B2 sledidaje fs =0
ekvivalentno sa 3 = 0. Pretpostavimo, stoga da je 82 = 83 = 01 da je pritom f5 # 0 i
Bs # 0. Tada sledi da je

z16 = PeF3(05) — BsF3(Bs)
T21 = B5F3(Bs) + B F3(Fs)

b)

0
0.

Kako je determinanta ovog sistema 32 + 82 # 0 sledi da je

F3(B5) =0 i F3(Bs)=0.

Tada je x17 = 38s(8? —4) =0 odnosno B? = 4. Kao i ranije, koriste¢i B, = (h(F1, F}), €)
zaklju¢ujemo da moZemo odabrati bazno vektorsko polje £ (odnosno njegov znak) tako da je
81 >0 odnosno f; = 2.

Tada iz #10 = —367 + 66185 + 6(1 + B2 + B82) =0 sledi —1+285+ 82 + B2 = 0. Tada
postoji diferencijabilna funkcija ¢ takva da je

Bs=—1+V2cosp, Bs=V2sing,

H’gf > dobijamo da funkcija ¢ zadovoljava sledece relacije

i koristedi ctgy =

Fi(p) = —3(1+ 285 + B2 + Bg) = —6, Fa(p) =0,
F3(p) = 0, Fua(p) = 3(1 + 265 + B3 + B5) = 6. (140)

Direktnom proverom se dobija da su i svi ostali uslovi (129) zadovoljeni. Takodje, koeficijenti
koneksije su dati slede¢im relacijama

Dp Fy = —p+2¢, Dp Fs = 2F3,

Dp Iy = —2F3, Dp Fy = =€,

Dp & = =2F + Fu, Dpn=0,

Dp, Fy = V2sin pFy + (1 — V2 cos @) Fs, Dp,Fy = —p—/2sinoF), — (1 — v/2cos )
Dp,Fy=(1—+2cos)Fy — Fy + V2sinp, Dp,Fy = Fs,

D€ = (1 — V2 cos @) Fy — /2sin o Fs, Dp,n =0,

D, Fy =(—1— V2 cos ©)Fy — V2 sin o F3, Dp,Fy=(1+ V2 cos ©)F1+ Fy + V2sin €,
Dp,Fs=—p+V2sinpF — (1 +V2cos )¢, DpFy=—Fb,

D& = —v/2sin Fy + (1 + V2 cos @) Fs, Dp,n =0,
Dp, Fy = ¢, Dp, Fy = —2F3,
DF4F3:2F27 DF4F4: —p’

DF4£:F17 DF4’I']:0,
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dok su odgovarajuce Lijeve zagrade
[Fy, Fy] = —v2sin pFz + (1 4+ V2cos ) F3, [Fy, F3] = (V2 cos ¢ — 1) Fy + V/2sin oFy,
[Fy,Fy) =0, [Fa, F3] = —2F, —2Fy, |[Fy, Fy] =3F3, [F3,Fy]=—3F5.

Potrazimo vektorska polja koja odgovaraju nekom koordinatnom sistemu podmnogostrukosti
M.
Oznadimo, prvo,

1 1 1 1
Ki=—-—F——F i Ki=——F +—F

Potrazimo vektorska polja G2 i G3 razapeta sa Fb i F3 takva da vazi [Ga, K4] = [G3, K4] = 0.
Pretpostavimo da su odgovarajuéi koeficijenti funkcije promenljive ¢, odnosno G = f(p)Fs +
g(¢) F3 1 analogno za G3. Tada iz uslova integrabilnosti dobijamo

6V2f = —sinpf + (cosp — 2v/2)g,
6v2g" = (cosp + 2V2) f + sin pg.

Kako i koeficijenti koji odgovaraju vektorskom polju Gz zadovoljavaju iste uslove, iz prostora
reSenja ovog sistema, diferencijalnih jednaéina biramo neka dva koja odredjuju linearno nezavisna
vektorska polja

Gy = (—(1+ VD) sin(o (~6 + VE)) — sin(5 (6 + VD) Py
(=14 V) cos( 5 (6 + VD)) + cos(75 (6 + V)p)) i,
Gs = (cos(llQ(—G +V2)p) + (=1 +V2) cos(Tlé(G +V2))) Fy
+ (= sin(%(—ﬁ +v2)p) + (1 + V2) sin(1—12(6 +v2)p)) Fs.
Za vektorska polja G2 i G3 vazi
[K1,Gs] = (1+V2)Gs, [K1,Gs] = (1-V2)Ga, [Ga,Gs]=4V2K].
Potrazimo vektorska polja Ko 1 W3 takodje razapeta sa F5 i F3, odnosno Go i G5 takva da
[K7, Ko] = [Ky, K9] = [K1, Ws] = [K4, W3] = 0.

Zato je Ko =k1Go + koGs gde je Ky(ki1) = Ka(ks) = 0. Kao i ranije, pretpostavimo da su k;
i kg funkcije neke nove promenljive . Tada iz uslova za Lijeve zagrade sledi

Ki(k1) = —k2(1=v2),  Ki(ks) = —(1+ V2)ky,

te moZemo definisati

ki1 = siny, ko= cosvy

1
1++/2
gde je v promenljiva koja zadovoljava uslove
sin y

Ki(y) =1, Ga(y) =cosvf1(0), Gs(v)= 1iva

Ka(y) =0,
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a @ promenljiva za koju vaizi
Ki1(8) =0, Go(8) = —(1 4+ V2)siny, G3(0) = —cosvy, Ki(0) =0

i funkcija f; definisana na slede¢i nacin

— /av2(1+v2) tan(,/{rf—f/ie)

Direktna provera pokazuje da je uslov da je koneksija bez torzije ispunjen za ovako definisane ~y i
0, te da takve funkcije postoje. Tada je

sin 7y

Ky = = \/§G2 + cos yG'3,
a sli¢no dobijamo i

Wy = lch}Gz — sinyGa.
Takodje vazi i [Ka, W3] = —&f\}gz Ga + %}G ;i\(fK

Kona¢no, potrazimo vektorsko polje K3 u sledeéem obliku K3 = f2(8)K; + f3(0)W3 tako
da
[K1, K3] = [K2, K3) = [K3, K4] = 0.

Ovaj uslov se dalje pojednostavljuje do uslova

, 12 1
f2_ f 1+\/* f3 1+\/§f1f3

Zato moZemo definisati

B 4v2
f3 - COS( 1+ \/50)7

Lema 29 Na podmnogostrukosti M u okolini svake tacke postoji koordinatni sistem (x1, 2, x3,24)
takav da za vektorska polja

a tada je

te vazi i slededa lema.

1 1
Klz—ﬁ \/i
Ky = 1+1f((( +v/2) cos(y + 11( 6+f)<p)+cos(v+—(6+f)so))Fz

+(—(1 +V?2) sin('yﬁ(—fi + V/2)) + sin(y + 6 +V2)p)) F3),
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K3 = (\/4 =2v/2sin(2\/ 2 —V/20))(F} + F})

_1+1\/§(cos(2\/2 —V20)((1 +V'2) 2)sin(y +-5 (\/_—6)@))+sm('y+ (6+\/_)<p)))F2
— T (cos(2y/ 2 —VE0) (1 +V2) conly + 52 — 6))) —cos(y +35(6 VD))
Ky = —%Fl + %le
vasi K= g2, 1@:6%, K?,:@-g—s i Ky —ai

Takodje, vazi i
Ki(p) = Ka(p) = Ka(p) = 0, Ky(p) = 6\f

Ki(y) =1, Ka(y) = Ks(y) = Ka(vy) =
K1(0) = K3(0) = K4(0) =0, Ko(0) = —

i bez umanjenja op&tosti mozemo re¢i da je
r1 =7, xz=—0, $4=i-
6v2
Takodje, direktni ra¢un pokazuje da su sledeéi kovarijantni izvodi razliciti od nule

Vi, Ko =-24/2— \/ﬁtan(2\/ 2 — \/iwg)Kl +sec(2y/2 — \/§$2)K3,
Vi, Ks = —cos(2y/2 — \/53:2)K2,

Vi, Ko = 2(v2 — 1) sin(2z1 4 224) (K1 + Ky),
Vi, K3 = 2(vV2 — 1) cos(2y/ 2 —V2x) (V2 + cos(2z) + 2x4)) F1 + cos(2x1 + 224)Fy),
Vi, Ka = 21/V2 = 1(1 + VZcos(2x1 + 2x4)) tan(2\/2 — V2z2) iy — V2sin(2z + 224) F
— (1 + V2 cos(2z3 + 224)) sec(24/ 2 — V25 Fy,
Vi, K3 = —2(v2 — 1) cos®(21/ 2 — V23) sin(2z1 + 224)(Fy + Fy)
— /2 = V2sin(4y/2 — V222 Fy,
Vi, K = =251/ =1 + V2sin(24/2 — v22) sin(2z) + 224) Fy

+ cos(24/2 — V2x9)(1 — \/5008(23:1 +2x4))F + \/ﬁsin(le + 2x4) F3.

Direktno se dobija i da vektorska polja K, Ko, K3 i K4 zadovoljavaju i sledece relacije
h(K1, K1) = h(Ky, K2) = h(K1, K3) = h(K2, K4) = 0,
WKy, K3) = 2(V2 — 1) cos(2z1 + 224)€, h(Ky, K4) = £

h(KQ, Kg) = —2(\/5 — 1) COS(Q\/ 2 — \/2—.’22) Sin(Q:l?l + 2334)6,
h(K3, K3) = —2(V2 — 1) cos?(2\/ 2 — V2x3) cos(2z1 + 224)¢,
h(Ks, K4) = 2\/2 — \/isin(\/z —V2z0)€, h(Ky, Ki) = 2¢,
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kao i

(K1, K1) =1, (K1,Ks) =0, (K, K3)=2V2—V2sin(2y/2 — v2x3), (K1, K4) =1,

(K, K3) = 2(V2 — 1}(V2 — cos(2x1 + 224)), (Ko, K4) =0, (K3, K4) =0,
(Ky, K3) = —2(V/2 — 1) cos(24/ 2 — V2x5) sin(2z1 + 224), (K4, Ky4) =1,

(K3, K3) = V2(=1 4+ v2)(3 — cos(4\/ 2 — V222)V2 cos?(21/ 2 — V2z2) cos(2z] + 224)).

Nadjimo parametrizaciju podmnogostrukosti M koriste¢i jednakost (134). Za i = j = 1

dobijamo
82
SaPp+p=0
dz?

odakle sledi da je

p(x1, x2, 23, a) = A(z2, 23, 24) cos 1 + B(x2,x3,24) sinxq,

gde su A i B vektorske funkcije koje zavise isklju¢ivo od promenljivih zs, 3, 24.

it =1, =4 sledi

&= —%Asinml + £—4Bcosa:1.

Koristeéi (141) za i = j = 4 dobijamo

0? o2 0

2 2
Oxg oz

81’4

Kako su sinz; i coszp linearno nezavisne funkcije, ovaj uslov se pojednostavljuje do

o? 0
—A=2—B-A
ox3 oxy ’
o? 9
—B=-2—A-B
ox3 Oxy ’

i reSavajuéi ovaj sistem diferencijalnih jednacina dobijamo

——Acosz) + =—5Bsinz) = (—2—A — B)sinz; + (2aiB — A)coszy.
T4

Dalje, za

(141)

A = Cycos((V2 — 1)xg) — Cacos((1 + V2)z4) + Casin((1 + V2)zy) + Cy sin((V2 — 1)z4),
B = Cycos((V2 = 1)zy) + Cosin((V2 — 1)z4) + Cz cos((V2 + 1)z4) + Cysin((V2 — 1)z4),

gde su Cy, Cy, C3 1 C4 funkcije po promenljivim zg i x3.
Takodje, za i = 1,7 = 2 dobijamo

82 o . o / / )
8w18:£2p = o Asinx + 5$—28 cosxry =—21/2 —\/§tan(2 2—\/5352)(B cosz] —Asinx)

+sec(2y/2 — \/ﬁwg)(a%Acosxl + —a—B sinxy).
3

8.%3

(142)
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Sliéno kao ranije, zbog linearne nezavisnosti funkcija sinz; i cosz; jednakost (142) postaje

ha 9

— 8:1;2A QWtan(ZMmQ)A =+ Sec(2\/_2__7§w2)8_$3B’
2 o
5B = 92— Vatan(2y/2 - V2e)B + Sec(gmm)ém_gfl

i dalje, zbog linearne nezavisnosti funkcija sin((v/2 — 1)z4), cos((v/2 — 1)z4),
sin((v/2 + 1)xq) i cos((v2+ 1)z4) zakljucujemo

8%201 =(1+ \/5)5%04 sec(z\/:@cg) + 2@03 tan(z\/ﬁ%z),

8%202 =—(1+ ﬁ)g‘%cg Sec(mez) + 2@04 tan(zmxg),
2y = 2 Crsooarfa— Vi - 22 - VaCutan(2y /2 Vo)

2 0= 8%303 sec(me2) ~ /2 - V3G tan(2\/2 — VEr). (143)

Jro

Takodje, za ¢t = 2,7 = 4 sledi
02 o

=V
Oxra014 p ?92—2 dxry

Ova jednakost vaZi za sve vrednosti promenljivih x1, o, 23 1 24 iz domena pa onda specijalno vazi

iza vrednosti 24 =0 i z; =0 odnosno mx = § i proizvoljne xs i 3 1 uzimajuci u obzir

(143) dobijamo
8%02 VV2—1((1+ \f)z 04 +21(Cy + (14 v2)C3)) sin(2y/2 — V213),
5‘9—301 (1+ \/ﬁ)a—mgcg — 214/ \/5 —1(Co + (1 +V2)Cy)sin(2y/2 — V2z2).  (144)

Sli¢no, za vrednosti + = j = 2 pomoc¢u (143) i1 (144) i vrednosti promenljivih x4 = 01 27 = 0,
odnosno x1 = 7, redom dobijamo

5203 =—2(3— 22)(V2(C1 + (1 + V2)C3) cos?(2V/ 2 — V23)

04 sm(2\/ 2 — \/—:L'z)
88—2204 = ~2(3 - 2\/2—)(\/5(02 + (1 —+ \/5)04) COSQ(Q\/ 2— \/5.%2)
T3
aigcg sin(24/2 — v2z5). (145)

g (02 + (14 Vv/2)Cy) = 0. Takodje, vazi

dxa

p. 2(Cl+(1+\/7)03)_2(1+\/-) C’3+4sm(2\/2—\/_332)( V24 —04
+((—2+ \/i)c1 — V2C3)sin(21/2 — V2z4)),

—25(1 4 V?2) %)

+2i(1+v2)3)

Iz (143) sledi  52-(Cy + (1 +v2)C3) =
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a jednakost (145) dalje ovaj izraz pojednostavljuje do

02 42
3—$§(Cl +(1+V2)C3) + m(cl + (1 +V2)C3) =0,

odakle dobijamo

4v/2

z3) + Py sin(———=

1+\/'2_$3)

gde su P; i P» konstantna vektorska polja. Na sli¢an na¢in dobijamo i

4~/ 2
Cl -+ (1 + \/§)C3 = P1 COS(1 _;/\_/5

4v2 z3) + Q2 sin(———4\/§

Cg+(1+\/§)C4:Qlcos(1+\/§ Hﬂxg)

gde su i ¢ i (2 konstantna vektorska polja.

Sada,
O o= b (93 (cos(2y/2 — V) (Ps + Qn sin(24/2 — V)

O (1++v2)2

+ (=P, + Qo sin(24/ 2 — V225)) sin(24/ 2 — V2x3))),
ic4 = ——1——3—(2% (cos(2y/2 — V223)(Qa — Py sin(24/2 — V2x2))

O3 (1++v2)2

+ (Q1 + Pasin(2V/2 — V225)) sin(2V/2 — v2z3))).

Integral po promenljivoj x3 daje

Oy = %(—1 +V2)(cos(24/2 — V23) (PL — Qo sin(21/2 — v3z,))
+ (P2 + Q1sin(2y/2 — v212)) sin(2V/2 — v223)) + My,
Cy = %(—1 + \/5) (cos(2¢y/2 — \/53:3)(621 + Pysin(24/2 — \/55132))

+ (Q2 — Prsin(2y/2 — V2a,)) sin(21/2 — V2x3)) + Mo,

gde su M; i My vektorska polja koja zavise isklju¢ivo od promenljive x5. Diferenciranjem po xo i
pomocu (143) dalje stedi

d
d—Mi +2y2— V2M;tan(2y/ 2 — V2z9) = 0,i = 1,2,
L2

odnosno, M; = cos(2v/2 —2z2)S; gdesu S; i Sz takodje konstantna vektorska polja.
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Ponovo, kako je {p,&, F3,n, F4, F1,—Fy} jedna pokretna Gy baza, to je u tacki (0,0,0,0)
mozemo identifikovati sa bazom {ey, es, €3, €4, €5, €, €7}. Tada direktno dobijamo

Q

0,0,0,0) = €1 = Q1 — = — (2 + V2)Ss,
p( ) =@ =1h - (24 V2)S,
) V2
a—xlp(0,0, 0, 0) - K](0,0, O, 0) — T(Pl — 251),
% (0,0,0,0) = K5(0,0,0,0) = —\/4 — 2/2P,,
2
6%1)(0, 0,0,0) = K3(0,0,0,0) = 1/20 — 14v/2Q>,
3
o Py
—p(0,0,0,0) = K4(0,0,0,0) = P, — — + (2+V?2)S;,
a.,MP( ) = Kiu( ) =D 7 (2+V2)5
2
g = %(Ql +2852), (146)

i konacno

1 1
Py = -2{0,0,0,0,1,1,v2}, P, = {0,0,0,0,0,0,/1+ —},
1 2{ » Uy, Uy, Uy Ly 7\/_}7 2 {7 +\/§}

1 / 1
Ql=5{]-’1_{_\/570’0,050,0}’622:{0a07_ 1+7§7070a070}7

1 1
S = 1{0’0’0’0’1’1 —/2,0},8; = Z{—1, —1++/2,0,0,0,0,0}. (147)

Da bi pojednostavili parametrizaciju podmnogostrukosti M mozemo promeniti koordinatni sistem
na sledeéi na¢in

Y1 =171+ T4, Y2 =2V2- V2z9, y3 = 2y/2 — V23, y1 = V2x4.

Sada direktno dobijamo imersiju f3 datu formulom (128).
Sluc¢aj 4. Pretpostavimo da vazi [9,083,05,06 #0 1 (1 = 0. Iz Leme 5 sledi

F1(B2) = 3(B385 — B2%6)-

Tada je
x7 = 3B3(—B3B5 + P2Ps) — BeF2(B2) + BsF3(PB2) =0

xg = 3B2(B3P8s — Bafe) + BsFa(B2) + PeF3(B2) =0
odakle dalje sledi
F5(B2) = 3(—BsBs5 + B2B6)(B2B5 + B3Bs) /(B3 + 53)

Fs(B2) = 3(B3Bs — B2B6)?/ (B + B3).
Medjutim, tada sledi da je
z10 = 6(1+ B3 + B3 + B3 + 53)
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izraz razli¢it od nule pa je u ovom slucaju sistem (129) nemoguc.
Slu¢aj 5. Istrazimo sada sistem (129) pod pretpostavkom da skup tadaka gde je bilo koji koefi-
cijent nula nije nigde gust.

Prvo, oznacimo

y = BiBs — B3Bs + B3Bs — 2P2B386 + b1(—53 + B2 + B2). (148)

Pretpostavimo da je ¥ = 0. Iz jednakosti z7 = 0 tada dobijamo

Fi(fh) = é(—ﬁer(@) + (B + B5)Fs(52)
i dalje )
Ty = E((/Bs& — B2B6)Fa(B2) + (B1P2 + B285 + B366) F3(52)).

Uocdimo takodje da vazi

Fy (B35 — Bofe) = —3(5152 + B2f5 + B306)

Fy(B1P2 + P2fBs + B3Bs) = 3(B3P5 — P2be),

pa vazi da su jednakosti B385 — 8286 = 0 1 [152 + B85 + B3¢ = 0 ekvivalentne. Ako je
B3Ps — P2Be # 0, odnosno B8y + B2Bs + B3Ps # 0 tada sledi

F>(B2) = —(B1B2 + B2Bs + £386) F3(B2)/ (8365 — B26)-

Odavde dalje sledi
xg = 6833 — yI3(B2)/(B3fs — B2B)

te dolazimo do kontradikcije S3 = 0. Dakle, vazi

B35 — B2Be = B1B2 + P25 + F356 = 0. (149)
Kako je y = B3(B385 — B2Bs) — B2(B1B2 + B2Bs + BsBs) + B1(B18s + BE + B2) sledi da je
B1Bs + B3 + B5 = 0. (150)

Ovi uslovi pojednostavljaju izraze za izvode na sledeéi nadin

Fi(B1) = —F5(83) — F2(B2), Fa(B1) = F1(B2), F5(61) = F1(B3), Fa(B1) = 0, F4(B2) = —3Ps,
Fy(Bs) = 2— B} — B5 — B3 + F5(Ba2), F4(B3) = 3o, F1(B5) = —PaBs+3B18s + Fa(B2),

Fy(Bs) = —Fa(B1) — Fa(Bs), Fu(Bs) = —686, Fi(Bs) = F3(B2)+1 —257 + 3 — 265 — 381 Bs,
Fy(B6) = F3(B5), Fa(Bs) = 3(B1 + 20s).

Takodje se pojednostavljaju i jednakosti (129). Za dalja izracunavanja bi¢e nam korisni izrazi za

x12,213,T16 1 T17
Kako vazi (150) sledi da je

T12 = B5(2— B — B3 — B3 + F3(B2)) + B2F1(Bs) + BeF5(Bs).
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Dalie, F3(Fs(B2) — Fo(Bs)) = Fa(—2 + B2 + B2 + 2) implicira
213 = Bo(—8 + B7 + B3 + B53) — B2 F3(B2) — B1F1(B3) — B3F3(Bs)-
Na slican nadin iz Fy(Fo(Ba) — F1(Bs)) = F5(36285 — 361 56) sledi
x16 = Po(—3B283 + 38186 + F2(B2)) + BeF3(8s) — Bs(F1(B2) + F3(Bs))-
Konatno, F3(F3(8e) + Fi(82) + Fa(fs)) = 0 implicira
217 = 3010283 + 1286 — 30156 + B2F1(B2) — BLE2(Ba) — B3E3(Ps5) + BaF3(Bs)-

Uodéimo da vazi

Bazs + Bsxe = 683fs + (B3 — B Bs)F1(B2),
a iz (149) direktno sledi 5 = —(1+ g—g)ﬁg,, paje B3 —pP1fBs = P2+ B2+ 5/’%—53 > 0, te dobijamo
2 2

Fi(B2) = —68385/(835 — B15s).
Sliéno, iz
Box16 + Bszir = 3(—B3 B3 + 1828385 + FiB3Bs — (—4+ B)BsBs) + (B3 — B1Bs)Fa(B2) =0

sledi
Fy(Ba) = —(3(—B38s + B15263P5 + B1B2Bs — (—4 + 52)B586))/ (B3 — B1Bs).

Sada iz izraza za rg direktno dobijamo

F3(B2) = (385(—B3Bs + 28285 + 281838 — 6 + (4 — 83)B5B6))/ (B3 — B1B5)Bs).-

Takodje iz izraza za x5 sledi

682(—B28s + Bs(—282 + B1Bs) + 2B28366) + (55 — B155)* F1(Bs)
= 662(—B385 + Bs(—2B3 + B1Bs) + 263 85) + (B3 — B1Bs)>Fi(Bs)
= —68255(65 — B1Bs) + (B3 — B1fs)*Fu(B3) = 0

§to dalje implicira
F1(B3) = 66255/ (B3 — B15s)-

Izraz za x13 daje

F3(B3) = (823838385 — 3B283B85(2 + B18s) + B3Bs + B2(—8 + Bi + B3 — 4B155)5s
+ B5(—B3 — Bu(=2+ B3) — 1285 + 363 B5)B6))/ (B3(B5 — 5155)56)-

Uocimo da g = /33@5/)62 i 0= —(1 + %)55 impliciraju
2

211 = —6(268 + 4826282 + 28182 + BA(—T + 282 + 262)) /L.

Kao ranije, mozemo pretpostaviti da je 85 > 0 a tada je

Bs = \/BA(T — 263 — 263)/ (VA(53 + £3))- (151)
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Takodje, iz (149) sledi

Be (5286 — B3P5) + Bs (8152 + Ba2fs + B3fs) =0,
BeF3(Bafs — PB3fs) + BsF3(B1P2 + Pafs + B3fe) = 0,

odnosno

BsBe F1(B2) + (8385 + B2B6)E3(Ps) + (—B205 + B386)F3(8s) = 0,
BeBsF1(B3) + (8285 — B3B6)F3(Bs) + (8285 + B386)F3(Bs) = 0

1 direktno sledi
F3(Bs) = 685(—P582 + 83830586 + B3Bs 86 + B20382) /(B3 + B3)(Ba — B18s) (B2 + B2)),
F3(B6) = —685(5838382 + B3 5556 + BaB2BsBs — B383) /(B2 + B2) (B2 —~ £185)(BE + 52)).
Sada, iz F1 (8185 + B2 + B2) = 0 sledi

(=963 838585 + 6656305(2 + 355185) 6 — 381628382 (4 + 361 85) 86 + 28582

+B5(—(~2+ 487 + B185) B2 + BE(3BE — 4B3)) + 287 BE((T — 282) B2 + B3(62 — 26))

+5385(248585 + B3 (362 + 883) + BT (365 — 4B583) + Bu(—1658 + B5(—982 + 853))))

= 3B2(B3P5 + 4BEB362 + P12 Bs(—363 + B1(Br + B5))) — 3B2B30s(—4 + 382 — 381 55)

(B3 — B1Bs)Be + (285 — 28T (—T + 267 +263) 82 + 4835 B85(261(—2 + B + B3)

—(=6+ B7)Bs) — B3(—2+ 483 + B1(4B1 + B5)))Be = 0. (152)

Jednakosti (149), (150) i (151) pojednostavljaju (152) do
68553 (—7 + 283 + 263)*/ (B3 + B3)" = 0

odakle sledi —7 + 232 + 242 = 0 a tada iz (151) dobijamo kontradikciju g5 = 0.
Zato vazi y # 0. Tada je determinanta sistema jednacdina z7 = xg = xg = 0 jednaka y i
direktno dobijamo

F1(B2) = 683(B185 + Bz + Be) ]y, Fo(Ba) = —6B3(182 + B85 + B356)/Y,
F3(B2) = 683(8385 — B286) /-

Koristedi izraz za Fy(f2) iz izraza za x5 dobijamo

Fi(B3) = —6B2(818s + B2+ B2) /y

a na sli¢an nacin iz jednakosti £1; = 0 dobijamo

F3(B3) = —682(B385 — f286)/y-

Iz ovih relacija tada sledi
Fi(B3+53) =0 za i€ {1,3,4}.

Tada direktno sledi i da je
2
Fy(83 + 63) = 383710 = 0.
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Sada zakljuéujemo da je funkcija B2 + 82 konstantna i da takodje vazi

Fy(B3) = 682(5182 + B205 + £306)/y-
Koristec¢i
Fy(B5) = 3(—B3B5 + B2Ps) — F1(B2) — F3(Bs),
Fa(B1) = 3(—P305 + B2f36) + F1(B2)

u izrazu za x17 dobijamo da vaZi

z17 = 3518283 + 1286 — 3B1Bs + B2 F1(B2) — B1F2(B2) — B3F3(Bs) + Baks(Bs).

Sli¢no, jednakost
F5(B6) = —3(B182 + B2fs + B3Bs) + F3(Bs)

transformise izraz za 99 u

Too = —TP1 + 26} + 26183 + 26155 — 1285 + 28185 + 36385 — 157 + 3828386 — BB
— B1F3(B2) — Bo2F3(Bs) — B3F3(Bs)-

Iz prethodne dve jednakosti dalje sledi
F3(B5) = (28382 — 8182 +2B1 55 + 561 8283 — 128285 + 287 8285 -+ 383 5 — B182B5 + 1233 56
— 3B B3Ps + 3838386 — 15288 + BaBsFi(B2) — B1BsFa(Ba) — Br1BaF5(52))/ (B3 + B3)
1
F3(Bs) = (78183 — 283 B3 + 18385 — 261583 + 128385 — 287 B3 Bs — 3835385 + B1B3Bs + 128256
— 357 BaBe — 352538 + B BsBE + BIFL(B2) — BB Fa(B2) + B1 B3 Fa(B2)) /(B3 + B3).
Sada se pomocu F1(B2), F2(B2), F3(02) i koristec¢i Fy(y) = 0 izraz za x19 pojednostavljuje do
y1 = —2yB1Bs + yBiBs + 4yBiB3Bs + yB1B3 — 2yBiBsfs + 6yBsBsBs — 681838385 — 6515305
— 2yB1 B3 — 3yB5Be + 68183 Bs + 3y B2 86 + 6818236 — 2uB1 8365 = 0.

Sli¢no, zamenom Fy(fB2) u izraz ;¢ dobijamo
y2 = 68153 + B38s — B3B5 + 28283 86) +y(=2 + BT + B3 + B5 — 28185 — 265 — 265) = 0.
Dalje je
y1 — B1Bsy2 = 3B2(y — 2B1)(B1B2Bs + 2628385 — BaBs + B386) = 0.
Pretpostavimo da je y = 28;. Tada
ya = 2(—2B1 + B3 + 4515835 + B1B2 — 281 Bs + 36385 — 38385 — 28182 + 6828386 — 28153
Ako sada uvrstimo u z1g izraze za F3(3) 1 F1(82), F2(B2), F3(B2) i F5(85) redom dobijamo

ys = 681(81(B83 +4B283) + B3Bs + 72385 — 283 8386 + 485 86) + y(B3 B2 — 2878285
— 383(282P385 — 386 + B3B6) + P1B2(B5 — 2(1 + B3 + BE + B3))) = 0.
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Koristeéi y =20, sledi

_6:2,63; - 132y2_2 = 963(ﬁ1ﬁ253 + 252ﬁ3/65 — ﬁ%ﬁG + /332)/36) = 0.

Dakle,
B1B2Bs + 2828385 — B3Bs + 5386 = 0.

Pretpostavka je da vazi [y # 0 i B3 # 0 odakle takodje sledi da funkcije By 1 83 nisu
konstantne, a kako 32 + 52 jeste konstantna funkcija sledi 83 — 82 # 0. Zato je

Be = (81523 + 2B28355)/ (B3 — B3),
a tada
y = (8105 + (B3 + B3)8s) (— 53 + BLA3T + B3 + B1B83Bs + B158385)/ (85 — B3) # 0. (153)
Takodje g5 = 0 implicira

y=— 6(533 + B83) (5155 + (85 + 53)Bs)
(B2 — B2)(—2+ B2+ B2 + B2 — 28185 — 282 — 2/32)

pa (153) postaje

—6(62 +B2)=(B2B3+ 55+ B152Bs+ B1B2Bs — 83) (Bi+ B3+ B3 — 28185 — 282 — 282 —2).

Kako je leva strana jednakosti konstantna sledi

Ey((—PB3 + BEB2 + B3+ 15385 + PiBaBs)(—2 + B2 + B3 + B2 — 25185 — 268 — 282))
= —2B285(—6)(83 + B3)/ (85 — B3) = 0.

Dakle ni ovaj slu¢aj nije mogudé, ¢ime je tvrdjenje dokazano.
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6 Nizovi minimalnih povrsi u neparno dimenzionim sferama

U ovom poglavlju predstavi¢emo rezultate iz [5], vezane za minimalne imersije povrsi u neparno
dimenzione sfere.

6.1 Minimalne povr3i u S?*"! i harmonijski nizovi

Neka je M povrsi fy : M — S§?"*1 minimalna imersija povr&i M u jedini¢nu sferu. Pretpostav-
ljamo da fo(M) ne pripada sferi S?™*! manje dimenzije totalno geodezijski smestenoj u S2"+1,
Proucava¢emo povrsi u terminima teorije harmonijskih nizova. Neka su (z,y) lokalne izoter-

malne koordinate na povr§i M , odnosno koordinatni sistem za koji vaZi da je (%, 8%) =0
i (5%, a%) = (8%, a%) i neka je z = x + iy odgovarajué¢a lokalna kompleksna koordinata. Oz-

nacavatemo 8% sa 01 8% sa 0. Za imersiju fy tada vaZi da realni i imaginarni delovi vektorskih

polja fi = dfy i fi = Ofy razapinju tangentni prostor imersije u svakoj tacki.
Neka je ( , ) kompleksno bilinearno prosirenje standardnog skalarnog proizvoda u prostoru
R?"*2_ Kako su fyi fi ortogonalni sledi

(f()) fl) =0
a kako je koordinata z izotermalna vaZi
(fl» fl) =0.
Oznac¢imo (f1, f1) = e*'. Nastavljajuéi ovaj postupak, za k = 1,...,m, m < n — 1, u nesingu-

larnim tatkama mozemo definisati vektorsko polje fg41 kao komponentu 0y koja je ortogonalna
na f; u odnosu na proizvod ( , ). Kako je df ortogonalan na f; i f; za i < ki fy, sledi ([9])

Ofk = fry1 + 0w fi
Ofg = —F9R1 14, (154)

gde je (fe, fx) = €. Za imersiju kod koje su vektorska polja fo, f1, fi,- .-, fm, fm medjusobno
ortogonalna u odnosu na hermitski skalarni proizvod kaZzemo da je (2m + 1) orthogonalna. Tada
postoje globalno definisana, linijska raslojenja Lo, L1, L1, ..., Ly, L.

Uvedimo pojam krivinskih elipsi viseg reda kao u [27]. Ako je h druga fundamentalna forma
povréi tada je sa

(VR)(X,Y, Z) = V%h(Y,Z) - M(VxY,Z) — h(Y,VxZ).

definisana tri forma.
Iz Kodacijeve jednagine sledi da je VA forma simetri¢na po X, Y, Z. Tada induktivno definiSemo

(VER) (X1, ..., Xey2) = Vi, (VT A(Xo, ..o, Xego)) — (VIR (VX Xoy ooy Xoga) - -
—(V 'R (Xa, ..., Vi, Xeya).
Tada definiemo (o¢h) kao komponentu VA ortogonalnu na im(h), ..., im(ct h). Kazemo da je

tacka p genericka ako za sve £ < m — 2, vazi da je im{(c®h) dvodimenzionalni prostor. Iz Ri&ijevog
identiteta za tenzore i Kodacijeve jednagine da je (oh) totalno simetri¢ni tenzor. Ako je {ei,es}
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orijentisana ortonormirana baza u tacki pi v = costej +sin teg jedini¢ni vektor, zbog minimalnosti
sledi

(R (v,...,v) = cos(l + 2)t (c°h)(eq, ..., e1) +sin(l + 2}t (6°h)(es, e1,...,€1),
odakle dalje sledi da je slika (¢h) elipsa u normainom prostoru.

Lema 30 Neka je m < n. sledeée osobine su ekvivalenine:
1. imersija je (2m + 1)-ortogonalna,

2. u generickoj tacki, prvih (m — 1)-krivinskih elipsi viSeg reda su (nedegenerisani) krugovi.

Dokaz: Prvo, pretpostavimo da je imersija (2m + 1) ortogonalna. Tada su fo, f1, f1,-- -5 fm, fm
medjusobno ortogonalna vektorska polja u onosu na hermitski skalarni proizvod. Po svojoj kon-
strukciji tada sledi da je fa = h(,d) a koriS¢enjem ortogonalnosti sledi da je i

Fer2 = (6%R)(9,...,d).

Kako vazi (fry2, fe+2) = 0, za k+ 2 < m direktno sledi da su prvih (m — 1) krivinskih elipsi viseg
reda krugovi.

Obrnuto, pretpostavimo da su prvih (m—1) krivinskih elipsi viseg reda nedegenerisani krugovi.
Tada kori§¢enjem matematike indukcije moZemo pretpostaviti da su fo, fi, fi,---, fm—1, fm_1
ortogonalna vektorska polja u odnosu na hermitski proizvod. Tada je niz najmanje (2m — 1)-
ortogonalan. Tada je fin = 0fm_1 — Owm—_1fm_1 je ortogonalan na fo, f1, fi,..., fm_1. Takodje,
iz O(fm—1, fm—1) = 0, sledi da je f,, ortogonalan na f,,—1. Dalje vaZi (fm, fm) = 0 (jer je (m —2)-
krivinska elipsa viSeg reda krug). To znadi da je f,, ortogonalan na fp,. Konjugovanjem dobijamo
tvrdjenje teoreme. [ |

Ako za imersiju fo : M — S?"*! vazi da su prvih n krivinskih elipsi viseg reda krugovi,
odnosno da fy idukuje (2n+ 3) ortogonalni niz, tada iz Erbaherove teoreme direktno sledi da vazi

1. imersija je sadrzana u sferi S?" koja je totalno geodzijski smegtena u S27+?

2. n-ta krivinska elipsa je degenerisana i zapravo je tacka

3. imersija je superminimalna.
Slededi slucaj je onaj kada su prvih (n — 1) krivinskih elipsi viSeg reda krugovi. Tada je imersija
(2n + 1)-ortogonalna. Tada je, ([9]), harmonijski niz periodi¢an i (2n + 2) linijskih raslojenja u
nizu su medjusobno ortogonalni. Tada je (n + 1)-vo linijsko raslojenje je realno i defini§e novo
preslikavanje M — S27*! koje se naziva polarnom imersijom originalne imersije.
Ovde ispitujemo sledeéi sluéaj, odnosno pretostavljamo da su prvih (n — 2) krivinskih elipsi viseg
reda krugovi, dok (n — 1)-va nije. U [10] ispitivane su povrsi sfere S5,£a koje je ovo sluéaj.
Pretpostavimo sadam = n—1. Konstruisali smo ortogonalni niz fo, f1, fi, ..., fn-1, fa—1. Takodje
su definisani f,, i f,. Pretpostavimo (fn, fn) # 0. To znadi da je niz (2n — 1)-ortogonalan pa je
kao 1 malopre i 2n-ortogonal ali ne i (2n + 1)-ortogonalan.
Takodje vazi

R ey an ] LS

$to zajedno sa ¢injenicom da je niz 2n-ortogonalan implicira da je funkcija (fn, frn) nenula holo-
morfna funkeija, pa u nesingularnim tackama moZemo odabrati izotermalnu koordinatu z tako da
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vazi (fn, fn) = —1. Ova koordinata nije odredjena na jedinstven nafin, moZemo je menjati rotaci-
jama za 7 i translacijama. Za takvu kompleksnu oordinatu kaZemo da je prilagodjena imersiji fo.
Ako oznacimo f, = a + b gde su a i b realna vektorska polja, sledi

(a,a) — (b,0) = —1,(a,b) = 0.

Po pretpostavei slika M nije sadrZzana u sferi manje, neparne dimenzije pa linijska raslojenja
Lo, ..., Ly, Ly su linearno nezavisnana otvorenom svuda gustom podskupu od M ([12]). Od sada
posmatra¢emo tacke iz ovog podskupa. Na tom skupu moZemo definisati diferencijabilnu pozitivnu
funkciju ¢ takvu da vazi |a| = sinh ¢ i |b| = cosh . Odavde, dalje sledi

(fns fn) = cosh 2.

Uod&imo da je vektor a sa malom osom krivinske elipse, dok je vektor b kolinearan sa velikom osom.
Sada, da bismo kompletirali pokretnu bazu prostora R?*t1 definigimo N kao jedini¢no, realno
vektorsko polje ortogonalno na. fo, fi, f1,. .., fn, fn takvo da det(fo, f1, fi,-- -, fns fu, N)i" > 0.
Tada, direktnim racunom dobijamo

Ofp = e “m 1 f, 1+ 20pcoth2¢f, + 2— O fa+aN,
sinh 2¢
of, = —e “cosh2pfn 1,
ON = —L(Tn + cosh 2¢f,) (155)

sinh? 2¢
gde je a = (Of,, N). Konjugovanjem prethodnih jednacina dobijamo i odgovarajuée 0 jednacine

Of, = —e “n1cosh2¢fn_1,

— = - ¢
— Wn—1 .
of, =e€ fn_l+28(p00th2<,0fn+2Sinh2(pfn+an
ON = ——,—%———(fn + cosh2gpﬁ). (156)
sinh” 2¢p

Tada, uslovi integrabilnosti postaju:

OOw = e¥27W1 — ¥t
OOwy, = eVt Wk _ eWhTWk=1 | < k< n—1,

O00wp_1 = e “n 1 cosh 2¢p — e¥n—17“n-2,

— 6757
200 = — sinh 2pe “r!
A0 sinh 2pe + Snh 2y’
—= a
= -2 . 1
O« &’Dsinh 50 (157)

Uo&imo da su prvih (n — 1) jednadina standardni uslovi integrabilnosti za -, invarijante date u
[12]. Poslednje tri su dobijene na isti nacin. Matrica kompleksn, bilinearne forme u pokretnoj
bazi data je sa
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1 0o 0 -- 0 0 0
0 0 et ... 0 0 0
0 et o - 0 0 0
0 0 o - —1 cosh2¢p 0
0 0 0 --- cosh2ep -1 0
0 0 0 - 0 0 1)

6.2 Pridruzene minimalne povrsi u 52!

Polazeé¢i od minimalne povrsi u $2" ! ¢ijih su prvih (n— 2) krivinskih elipsi viseg reda krugovi
konstruisa¢emo dve nove imersije povréi u sferu $?"*+1. Transformacije koje indukuju ove imersije
se dobijaju na slede¢i nadin. (n — 1)-va krivinska elipsa viSeg reda je prava elipsa sa centrom u
koordinatnom pocetku i pripada trodimenzionom prostoru (ortogonalnom na tangentni prostor i
sve prethodne krivinske elipse). Kako poslednja krivinska elipsa nije krug, moZzemo izvr3iti rotaciju
u normalnom prostoru oko manje ose elipse kojom ¢e se elipsa slikati u krug. Ova rotacija indukuje
transformacije podetne povrsi, i do na znak postoje dve razli¢ite transformacije. Pokazacemo da
su nove imersije takodje minimalne, i da takodje zadovoljavaju uslov da su prvih (n — 2) krivinske
elipse krugovi.

Neka je fo poCetna imersija. Defini§imo preslikavanja

Pes(fo) = siin _2f” + e tanh N, (158)
2 cosh” ¢
gde ,8 € {—1,1}. Uodimo da vaZi p__s(fo) = —peo(fo), pa u sudtini postoje dva razlitita

preslikavanja. Zbog jednostavnosti oznacavacemo p. s(fo) = po. Direktno sledi da je pp realna
imersija u sferu S27+1.

Teorema 20 Neka je fo : M — S?™ T minimalna imersija &ijih su prvih (n — 2) krivinskih elipsi
viseq reda krugovi u svakoj tacki. Tada je na otvorenom, svuda gustom podskupu M, p. s minimalna
imersija u SV koja indukuje istu konformalnu strukturu na M kao i fo. Takodje, prvih (n — 2)
krivinskih elipsi viSeg reda imersije p. 5 su krugovi i prilagodjena kompleksna koordinata za fo je
ujedno prilagodjena ¢ imersiji p. 5.

Dokaz:

1
4sinh ¢ cosh® ¢

Opo = die L f 1 — (e — 2i80¢) (fn + cosh 2pf, — sinh 2pideN).  (159)

Ako oznadimo w = (f, + cosh2¢f, — sinh2¢pideN) sledi (w,w) = 0 a odatle dalje dobijamo
(Opo, Opo) = 0 sto implicira da je z takodje konformalna koordinata za novo preslikavanje. Uo¢imo
takodje

—_— 0. h2 %) h2p —
Ow = —e =1 sinh? 2 f,,_1 + (20¢ coth 2¢ + ,Z e )V + (28@0?8 L EO,[ co8 SO)fn
sinh 2¢ sinh 2¢ sinh 2¢
—  iad 2 h 2
o — 2i0edp cosh 20)N = —e=n-1 sinh2 2 f; 4 100 T 205 cosh 2 (160)

sinh 2¢
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o .- (ae—2i60¢p) % Dy — 1 1 . _
Ako sa y oznag¢imo funkciju Tsnbgcosh® 9 tada vazi 0y = —3 T ot (2(—142cosh 2¢)(ae

2i60¢)0p — edasinh 2¢ + id(a@ — e"“n~1 sinh? 2¢)) a direktnim raunom dobijamo

sinh? 2 + cosh? 2¢_ i idec
sinh 2¢ v sinh 2¢
+8ie”“n1 — Jy cosh 2¢) f,, + (Fyide sinh 2¢ — y cosh 2p(@ — 2id£0¢p)) N,

90py = (—0y — y coth 2¢(20¢ + id6e@)) fr, + (—y(2 )

a dalje, koris¢enjem (157) i 62 = £2 = 1 dobijamo

— — 1
d0py = (16*“’"—1 (—2¢6 12 + e (—ia@d + 20edp — 209 (ae + 2i8)) 7}
4 cosh” ¢ cosh™ ¢

+(%e_“"‘1 (—2¢ + ¥ (ae — 2i00p)(—a — 2i6c0yp)

) (fn = Fn)

p— <P) tanh )N =

1 = 1
(—coshwy, 1 — —((a0d + 2iasdp + Op(—2iae + 48)) ————) + sinhw,_1)po,
29 cosh”

§to pokazuje da su i tangentna i normalna komponenta 89pg jednake nuli, pa dobijamo i h(3, d) =
0, odnosno svaka od pridruZenih imersija M u S?"*! je minimalna.
Dalje, koristeci (159), (154) i (155) metodama matematicke indukcije dobijamo

o = v+ 6(—1)H et yw, 1<n—1, (161)
gde su gy diferencijabilne funkcije i v; vektorsko polje razapeto sa { fn—i+1, fa—i+1,---,fn—1}. Na
sli¢an nacin sledi i

"po = vy, + 6(=1)" Vi fo + paw. (162)
Ako oznadimo
p1 = 9po, Pi+1 = Opi — Owkpr, 1 <k <n—1 (163)

gde je e = (pg,Pr) sledi da za I > 1 vazi p; = O'pp + w; gde je w; razapet vektorskim poljima
{8po, Ppo, . .., 0 Ipe}. Odavde direktno sledi (p,pr) = 0,k <n — 11 (pp,pn) = —1, pa je z
takodje i prilagodjena koordinata imersiji pg. |

Obzirom da za svaku minimalnu povrs postoje suStinski dve razli¢ite transformacije (do na
znak), oznacavacemo:
(i) ako je m parno

ifn_ﬁ

Pe, 1(fo) = —2 I 4 ctanhon, (6= -1) (164)
2 cosh®
(ii) ako je m neparno
_ i fn - E _
p15(fo) =0 5— +tanh N, (e=1). (165)
2 cosh” ¢

Zvatemo ove imersije (+) i (-) pridruZenom imersijom u zavisnosti od toga da li je ¢ = +1 u
prvom slu¢aju (i), i 6 = %1 u drugom slucaju (ii).
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6.3 Medjusobno inverzne konstrukcije

Pokazacemo da su (+) i (-) medjusobno inverzne konstrukcije u slede¢em smislu

p—(p+(fo)) = p+(p—(fo)) = fo.

Oznagimo sa N , jedini¢no realno vektorsko polje ortogonalno na {pg, p1,P1,- - -,
.y Dn,Pn} takvo da je det(po, p1,P1, - -+ Pn, Pn, N )i" > 01 sa (pp,Pn) = cosh 2. Neka je

5( 1)n+1i
v 2 cosh? 7] (p pn) + Jo (166)

i uoéimo da je v realno vektorsko polje ortogonalno na po,p1,P1,--.,Pn—1,Pn_1 PO svojoj kon-
strukciji. Sli¢no,

5(_——1)n+1i 7] ; n n
92 cosh? & (=1 —cosh 2p) + (fo,pn) = 0(—1)" + (fo, 3" po)

= i5(—=1)" +is(-1)" 1 =0,

(U,pn) =

a kako je v realno, konjugovanjem sledi i (v,p,) = 0 $to implicira da je v polje kolinearno sa N,
odnosno v = kN. Tada direktno sledi

(v,v) = tanh? &, (167)
tako da jedino treba odrediti znak funkcije k. Uo&imo, prvo
POANWAT = —ee fy A fun AN
gde je \p neka funkcija. Koristec¢i (163) sledi i
POANWATAPLATIA - Apnt APng = (=1)"ee® fiLAfLA ... fa Afn AN,
a iz (162) dobijamo

POADPLADIAN - APpn AP AV =po ApL ADIA - Apa ADn A Jo
= ()" e foAFIAFIA .. fa Afn AN.

Zato je znak funkcije k ujedno i znak sledeéeg izraza

det(p07p1?171-7 -y Pn,> Pns f()) _ det(p()vplap_la .- 7pn)@a fO) _ 8(_1)n+1 (168)
det(pO,plﬁp_la”-apnap_n,N) det(f()afhfl)'"afnafn’N) ’

v =e(—1)"*" tanh GN.

Sada dobijamo
(o)) = S (o — ) + Etant 7
=5 \Pe — 5 _\Un = Pn an

ps,J DPes\Jo 2008h2(p b p ¥

= 66(—1)"(fo — v) + tanh N = 86(—1)" fo + (8¢ + &) tanh GN,
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pa i za parne n, kadajegzcsz—1i5+§:Okaoizaneparnenkadavaiig+5=015:5:1
dobijamo

Pz 5(pe,s(fo)) = fo,

odakle sledi da su (+) i (-) medjusobno inverzne konstrukcije. Takodje, za minimalnu imersion
fo=f%: M — S8?"*! ¢jih su prvih (n — 2) krivinskih elipsi krugovi dobijamo niz minimalnih
imersija {f?,p € Z} gde je fP*1 = (fP)F, fP=1 = (fP)7, koje zadovoljavaju isti uslov vezan za
krivinske elipse.

6.4 Konstrukcija simetri¢cne pokretne baze za n = 2k

U slucaju kada je n parno moZemo konstruisati pokretnu bazu prilagodjenu konstruisanim
pridru- Zenim imersijama, koja ¢e biti korisna za dalja izra¢unavanja. Naime, neka je n = 2k i
neka je:

B = {fo, f1, f1,-- s fr> fr: Pk, Dkes - - -, P1, P1, D0 }-

Tada matrica kompleksnog prosirenja skalarnog proizvoda u ovom skupu vektorskih polja ima
lededi oblik:

1 0 O 0 00
0 0 et 0 00
0 et 0 0 00
A ,
0 0 0 e¥1 0
0 0 0 1 00
\0 0 0 0 0 1
where
0 ek 0 (=1)%
ek 0 (—1)F1 0
A= k—1, on )
0 (1) "% 0 evk
(—1)ki 0 ek 0

a njena determinanta je proizvod pozitivnog mnozioca i (e“*t¥k — 1)2, odakle direktno sledi da
su vektorska polja iz B linearno nezavisna ako i samo ako je wy + wy # 0.

Lema 31 Nejednakost wy + wi > 0 vaZi u svim tackama povrsi M a stroga nejednakost na
otvorenom, svuda gustom podskupu ove pouvrsi.

Dokaz: Uo¢imo prvo da iz (161) i formule dobijene iz ove konjugovanjem sledi
% = (pr, PR) = € et + x, (169)

gde je x > 0 $to dalje implicira wy, + wg > 0. O¢cigledno, wy + wy = 0 vazi ako i samo ako xy =0
odnosno, ekvivalentno p;, = (—1)¥ie “r f;,. Pretpostavimo da ovo vazi na otvorenom skupu u M.
Tada diferenciranjem dobijamo

— PRIy = Bpy = (—1)Rie ™ foag,
Pt = (1) e (0

Pt = (—1)*ie“* 1 fryy,
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$to direktno daje wgy1 + wp_1 = 0. Sada, (170) ima sledeéi oblik pp_; = (—1)

k—1;

te”“F L flepa.

Matematickom indukcijom sledi da nastavljajuéi ovaj postupak dobijamo

wn_j—i—&)\;:O, 1< <k—1,
a dalje i
p1 = —ie” fr,
pr = ie™! fot1,
Op1 = —e¥Ipg = —ie 1,
sto implicira da su vektorska polja po i f, kolinearna, §to je kontradikcija. |
Ako sada oznacimo v = (9fi, pr) = —(fk, Opr) tada su jednadine pokretne baze B sledece
dfo = fi,
0f1 = fa+ 0w f1,
ek Ok oy, + (—1)*iry o oY+ (CDF bWy,
Ofx = e — fe+ (=D* e wes- sy 2
Ofe = —eF7R 1 fiy,
Bp = —e gy
s YR G — (—1)kiy w oo =Y + (—=DF Yiowy, —
apk: ewk‘H:)\E—l DPr +( ].) k= 1f 1+ evk 6wk+wk— fk7
Op1 = ps2 + dwipy,
dpo = p1.
Uslovi integrabilnosti su
O0w; = Wit Wi _ imWim1 G < | ] (171)
DODT; = it Wi _ PO < (172)
IOwr = efcf;c\jfwk Wk~ WR—1 h’ — 7’( 1)k8wk12
k ewktwr — 1
OOor. = e~ Wh—1"Wk _ oWk— Or1 by +i(= 1)k6wk|2
k ewaka 1 5
Oy = _i(_l)k6~wk71*@:(ewk+u/n§\—/1 _ ewk—1+‘:)vk). (173)

6.5 Nizovi sa medjusobno izometri¢nim elementima

Ispitacemo, sada, da li i kada su neka dva elementa jednog niza minimalnih imersija u sferu
S27+1 izometricne. Prvo, uo¢imo da u sluaju da je u pitanju direktna izometrija ovaj niz je

periodi¢an, u smislu da ako postoji direktna

izometrija A takva da je f*¥ = Af°, za neki indeks
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k, tada za proizvoljni indeks ¢ vazi f¥t¢ = Aff. Ovo direktno sledi iz &injenice da izometrija
slika harmonijski niz ponovo u harmonijski niz, a obzirom da je transformacija direktna, slika i
preostalo normalno vektorsko polje ponovo u odgovarajuce normalno vektorsko polje. Ovde éemo
posvetiti paZnju indirektnim izometrijama. Posebno éemo ispitati sludajeve kada je n parno,
odnosno, neparno. Oznadimo sa fg,q € Z ¢-ti element niza.

Neka je prvo n = 2k. Tada

+_ i 7
=——(fn — tanh N,
Jo 2 cosh? %) (f fn) + tanh
i _
= —— — — tanh V.
Jo 2 cosh? go(fn Ju) anh @

Teorema 21 Neka je A indirektna izometrija prostora R**2 koja fiksira koordinatni pocetak, gde
je n parno.

(Afo)t = Alfs), (Afo)” = A(f) (174)
i za svako p € 7 va#i (Afo)? = A(fi").

Dokaz: Primetimo, prvo da vazi A(f;) = (Af)i i A(fi) = (Af)i za 1 < i < n. Kako je A

indirektna izometrija vazi det(Afo, Af1,..., AN) = —det(fo, f1,...,N) = det(fo, f1,...,—N)
§to implicira da je odgovarajuée normalno vektorsko polje povri Afy zapravo vektorsko polje
—AN. Sada primenjujuéi izometriju A na (+) i (—) konstrukciju dobijamo tvrdjenje. |

Primedba Iz ove teoreme sledi da ukoliko postoje dva elementa niza izometri¢na putem indirektne
izometrije A, tada postoji element niza f9 takav da je Af¢~1 = f9+1ili Af? = f9t1. Karakterizo-
vacemo ova dva slucaja i bez umanjenja opstosti moZemo smatrati da je ¢ = 0, odnosno f§ = fo.

Teorema 22 Ako je n parno tada postoji indirektna izometrija A koja fiksira koordinatni pocetak
takva da vazi Af, = fo ako i samo ako je a = 0 odnosno, ekvivalentno ako je fo sadriana u sferi
manje dimenzije koja je totalno geodezijski smestena u sferu S2nt1.

Dokaz: Ocigledno iz definicije sledi da je a = 0 je ekvivalentno &injenici da je odgovarajuce
normalno vektorsko polje N konstantno, odnosno da je fp sadrZana u sferi manje dimenzije koja
je totalno geodezijski smestena u sferu $?"*!. Pretpostavimo sada da vazi Af, = f;". Tada je
Afo = fo a takodje N je sopstveni vektor preslikavanja A koji odgovara sopstvenoj vrednosti —1
§to implicira da fp pripada hiperravni ortogonalnoj na N kroz koordinatni pocetak. Obrnuto, ako
Jo pripada hiperravni kroz koordinatni pocetak , neka je A refleksija u odnosu na hiperravan koja
sadrzi fo. Tada primenjujudi (+) i (—) konstrukciju dobijamo uopsteniji rezultat A(f, ") = fI za
svako p. |

Teorema 23 Ako je n parno sledeéi iskazi su ekvivalentni:

1) Postoji indirektna izometrija A takva da je A(fo) = fiF = po,
2) v =0 iw=wg,

1 ako je ovo slucaj tadae vazi i w; = w;, 1 <i<k—1.
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Dokaz: Ako je A(fy) = f(f = po tada vaii Apy = (Afo)~ = fo a dalje diferenciranjem dobijamo
AOf; = Opi 1 Ap; = fi. Sada, v = (8fk,pr) = (ADfx, Apy) = —v pa je v = 0. Slitno w; =
In(p;, p7) = In(Ap;, Ap;) = w; za i < k. Obrnuto, ako vazi iskaz 2 iz (173) dobijamo wy_1 = wg_1,
a dalje, (171) i (172) impliciraju w; = @;, 1 < i < k— 2. Tada, koristeéi pokretnu bazu B u tacki z
definisimo operator A(z) na slede¢i nacin A(2)(fi) = pi, A(2)(f;) = D1, A(z)(pi) = fi, A(2)(P7) =
fi,0 < i < k. Uo&imo da je A(z) izometrija, A2(2) = Id i da je det A(z) = —1. Takodje,
A'(2) fo + A(2)8fg = Ipp odakle sledi A’(z)(fo) = 0. Na sli¢an nacin dobijamo da A’(z) slika u
nulu svaki vektor baze B. zato je A indirektna izometrija prostora R2"*2 koja zadovoljava uslove
teoreme. |

Sada, neka je n = 2k + 1. Tada je

fo = i (fn — fn) +tanh N,

" 2cosh? %)

: (fa — fn) + tanh N,

fo = 2 cosh? ¢

pa se sledeéa teorema dobija na slican nadin.

Teorema 24 Neka je n neparno i A indirektna izometrija prostora R*"*? koja fiksira koordinatni
pocetak. Tada

(Afo)" = —A(fy), (Afo)” = —A(fo)- (175)

Primedba Obzirom da je —A takodje indirektna izometrija, dolazimo do sledeceg zakljucka:
ukoliko su neka dva elementa niza izometri¢na putem indirektne izometrije A tada postoji element
S8 takav da vazi AfS = +f il Af§ = +fJ. Takodje, pretpostavicemo da je ¢ = 0i fI = fo.

Teorema 25 Ako je n neparno, tade su sledeéi iskazi ekvivalenini

1) a=0,

2) fo je sadriana u sferi koja je totalno geodezijski smestena u S271,

3) postoji indirektna izometrija A koja fiksira koordinatni pocetak takva da je Afy = — fgr )
Dokaz: Iskazi 11 2 su ocigledno ekvivalentni kao i ranije. Ako pretpostavimo da je Af, = — fO+
sledi Afo = fo i fo pripada hiperravni ortogonalnoj na N. Obrnuti smer teoreme dokazuje se
direktno. |

Uo¢imo da u ovom slu¢aju primenom (+) i (—) konstrukcije dobijamo A(f;7?) = (—1)Pf}Y za
svako p.

Teorema 26 Ne postoje indirektne izometrije prostora R*"*t2, kada je n neparno, koje fiksiraju
koordinatni pocetak za koje je A(fy) = fo.

Dokaz: Pretpostavimo da takva izometrija ipak postoji i oznacimo je sa A. Primenjujuéi (+) i
(—) konstrukciju dobijamo Afy = —f i A%fo = —fo. Tada diferenciranjem dobijamo A%f; =
—fi,i < n a kako je A2 direktna izometrija sledi A2N = — N, $to dalje implicira A? = —Id a dalje
i A7l = —A = AT, Obuzirom da za koso simetri¢ne matrice vazi aZ Az = 0 za proizvoljni realni
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vektor x, sledi da su Az i x ortogonalni vektori za proizvoljno z. To znadi da moZemo odabrati

bazu {x1, Az1,...,Tpi1, ATni1} vektorskog prostora B2 u kojoj A ima slede¢u matricu
0 —sinaoy - 0 0
sin o1 0 0 0
0 o --. 0 —sinapi
0 0 Sin gy 1 0

gde je a; = £7, 8to je kontradikcija sa ¢injenicom det A = —1. |
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