
HAL Id: tel-03065345
https://uphf.hal.science/tel-03065345

Submitted on 14 Dec 2020

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Les sous-variétés de type CR de la sphère de dimension 6
Miroslava Ž Antić

To cite this version:
Miroslava Ž Antić. Les sous-variétés de type CR de la sphère de dimension 6. Mathématiques [math].
Université de Valenciennes et du Hainaut-Cambrésis; Univerzitet u Beogradu, 2010. Français. �NNT :
2010VALE0001�. �tel-03065345�

https://uphf.hal.science/tel-03065345
https://hal.archives-ouvertes.fr


ooo 

Université de Valenciennes et du Hainaut Cambresis 
Univerzitet u Beogradu, Matematicki fakultet 

Ecole doctorale Science pour l'ingénieur Université Lille Nord de France 

DOCTORAT 

Mathématiques 

Miroslava Z. ANTié 

Les sous-variétés de type CR de la sphère de dimension 6 
CR submanifolds of the six-sphere 

CR podmnogostrukosti sestodimenz~one sfere 

Thèse dirigé par Mirjana DJORié / Luc VRANCKEN 

Soutenue le 4 février 2010 

Composition du Jury / Komisija 

President : Barbara OPOZDA 
Rapporteur : John BOLTON 
Rapporteur : Franki DILLEN 
Examinateur: Olivier BIREMBAUX 
Examinateur: Jason LOTAY 
Directeur de Thèse : Mirjana DJORié / Luc VRANCKEN 



Université de Valenciennes et du Hainaut Cambresis 
Univerzitet u Beogradu, Matematicki fakultet 

Ecole doctorale Science pour l'ingénieur Université Lille Nord de France 

DOCTORAT 

Mathématiques 

Miroslava Z. ANTié 

Les sous-variétés de type CR de la sphère de dimension 6 
CR submanifolds of the six-sphere 

CR podmnogostrukosti sestodimenzione sfere 

Thèse dirigé par Mirjana DJORié / Luc V RANCKEN 

Soutenue le 4 février 2010 

Composition du Jury / Komisija 

P resident : Barbara OPOZDA 
Rapporteur : John BOLTON 
Rapporteur : Fran ki D ILLE 
Examinateur : Olivier BIREMBAUX 
Examinateur: Jason LOTAY 
Directeur de T hèse : Mirj ana DJORié / Luc VRA CKEN 



2 

Les sous-variétés de type CR de la sphère 
de dimension 6 

Résumé 

Soit A1 une sous-variété Riemannienne d'une variété presque complexe M, où nous 
notons la structure presque complexe par J. Alors il est naturel de regarder les propriétés 
des sous-variétés par rapport à cette structure J. Si l'espace tangent reste invariant par 
J, nous dirons que la sous-variété est presque complexe. Par contre si J envoie l'espace 
tangent dans l'espace normal, nous dirons qu'elle est totalement réelle. Une généralisation 
naturelle des sous-variétés presque complexes et des sous-variétés Lagrangiennes sont les 
sous-variétés de type CR. Nous disons qu'une sous-variété M est de type CR si elle admet 
une distribution presque complexe et que le complément orthogonal est totalement réel. 

Une sous-variété de type CR est dite propre si la sous-variété n'est pas presque complexe 
ni totalement réelle. 

Un exemple simple d'une variété Riemannienne avec une structure presque complexe 
est la sphère de dimension S6

. Dans ce cas, la structure presque complexe est construite 
en utilisant les nombres de Cayley. Dans ce travail, nous allons étudier les sous-variétés 
de type CR de la sphère S 6 de dimension 3 et 4. A. Gray a montré qu'il n'existe pas de 
sous-variété presque complexe de S 6 de dimension 4. Cela implique que, dans notre cas, 
la sous-variété est toujours propre et donc que la dimension de la distribution presque 
complexe est 2. La dimension de la distribution totalement réelle est aussi 2. 

Nous rappelons que B. Y. Chen a introduit un invariant 8M pour une variété M de 
dimension n : 

1 . 
8M = -T-mfK 

2 ' 
où 

inf K(p) = inf{K(1r), courbure sectionelle 1r Ç Tp(M)} 

et T est la courbure scalaire. Il a montré que, pour une sous-variété M d'une espace de 
courbure sectionelle constante c, nous avons toujours 

n2(n- 2) 1 
8M S ( ) \\H\\ 2 + -(n + 1)(n- 2)c, 2n-1 2 

où \\H\\ est la norme de la courbure moyenne. Une sous-variété est appelée idéale (dans le 
sens de Chen) si elle réalise l'égalité dans cette inégalité. 

Dans ma thèse, nous regardons les sous-variétés minimales de type CR de la sphère de 
dimension 3 et 4. Dans les deux cas, nous obtenons une classification des sous-variétés qui 
sont contenues dans une sphère de dimension S 5 (avec S5 totalement géodésique dans S 6

). 

Dans le deuxième cas, nous obtenons aussi une classification des sous-variétés idéales. 

Mots clés et phrases : sphère S 6
, structure presque complexe, sous-variété idéale, sous

variété de type CR, sous-variété minimale, sous-variété totalement géodésique. 



CR submanifolds of the six-sphere 

Abstract 
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Let M be a Riemannian submanifold of a manifold M with an almost complex structure 
J. It is natural to investigate submanifold M according toits relations to J. If the tangent 
bundle of Mis invariant for J, then Mis an almost complex submanifold, and if J maps 
tangent bundle into the corresponding normal bundle M is a totally real submanifold. A 
natural generalization of almost complex and totally real submanifolds are CR submani
folds. A submanifold M is called a CR submanifold if there exists on M a differentiable 
almost complex distribution H such that its orthogonal complement H j_ C TM is a totally 
real distribution. A CR submanifold is called proper if its neither totally real nor almost 
complex. It is well known that the sphere S6 admits an almost complex, nearly Kaehler 
structure J, constructed using the Cayley algebra. We will investigate CR submanifolds of 
sphere S6

. A. Gray showed that there are no 4-dimensional almost complex submanifolds 
of sphere S6

, so the dimension of the almost complex distribution, in nontrivial case has 
to be 2, and therefore the dimension of the corresponding totally real distribution is less 
or equal 2. 

B. Y. Chen introduced an invariant bM of the n-dimensional submanifold of the real 
space form of constant sectional curvature c in the following way 

1 . 
JM = -T-mfK 

2 ' 
where 

inf K(p) = inf{K(1r),sectional plane curvature 1r Ç Tp(M)} 

and T is the scalar curvature, and proved 

bM < n2/n- ~) IIHII2 + _21 (n + 1)(n- 2)c, 
2n-1 

where 11HII is norm of the mean curvature vector. It is interesting to investigate when the 
submanifold M satisfies an equality in the above inequality. Then we say that M satisfies 
Chen's basic equality. 

We investigate 3 and 4-dimensional minimal submanifolds of the six-sphere. For 4-
dimensional case we classify such submanifolds that satisfy Chen's basic equality, and in 
both dimensions we investigate submanifolds that are contained in a totally geodesie S 5• In 
the last chapter we investigate the minimal immersions of a surface into the sphere S2

n+l 

whose first (n- 2) ellipses of curvature are circles. For such immersion we construct a 
sequence of minimal immersions that satisfy the same condition on the ellipse of curvature 
and characterize immersions whose sequences contain two immersions congruent over an 
orientation reversing isometry. 

Key words and phrases : sphere S6
, nearly Kaehler structure, Chen's basic equality, CR 

submanifold, minimal submanifold, totally geodesie submanifold. 
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CR podmnogostrukosti sestodimenzione sfere 

Apstrakt 

Neka je M Rimanova podmnogostrukost mnogostrukosti M sa skoro kompleksnom 
strukturom J. Prirodno je ispitivati podmnogostrukost M u skladu sa njenim odnosom 
prema J. Ukoliko je tangentno raslojenje podmnogostrukosti M invarijantno u odnosu na 
J, tada je M skoro kompleksna podmnogostrukost. Ako J preslikava tangentno raslojenje 
u normalno raslojenje tada je M totalno realna podmnogostrukost. Prirodna generaliza
cija skoro kompleksnih i totalno realnih podmnogostrukosti su CR podmnogostrukosti. 
Podmnogostrukost M je CR podmnogostrukost ako na M postoji diferencijabilna skoro 
kompleksna distribucija H takva da je njen ortogonalni komplement Hl_ C TM totalno 
realna distribucija. CR podmnogostrukost je prava ako nije ni totalno realna ni skoro kom
pleksna. Poznato je da na sferi S6 postoji skoro kompleksna blizu Kelerova struktura J 
konstruisana pomoéu Kejlijeve algebre. Ispitivaéemo CR podmnogostrukosti sfere 8 6 • U 
netrivijalnom slucaju dimenzija skoro kompleksne distribucije mora da bude 2, a zato je i 
dimenzija odgovarajuée totalno realne distribucije manja ili jednaka 2. 

B. J. Cen je uveo invarijantu cSM n-dimenzione podmnogostrukosti realne prostorne 
forme konstantne sekcione krivine c na sledeéi naCin 

1 . 
cSM = -T- mf K 

2 ' 
gdeje 

inf K(p) = inf{K(1r),sekcione krivine ravni 1r Ç Tp(M)} 

i T je skalarna krivina, i dokazao 

n2(n- 2) , 1 
8M :S 2(n _ l) IIHII 2 + 2(n + 1)(n- 2)c, 

gde je 11HII norma vektora srednje krivine. Interesantno je ispitivati koje podmnogostruko
sti M zadovoljavaju jedna~ost u navedenoj nejednakosti. Za takve podmnogostrukosti M 
kazemo da zadovoljavaju Cenovu jednakost. 
Ispitivaéemo trodimenzione i cetvorodimenzione minimalne podmnogostrukosti sestodi
menzione sfere. ~U cetvorodimenzionom slucaju klasifikujemo takve podmnogostrukosti koje 
zadovoljavaju Cenovu jednakost, a u obe dimenzije izucavamo podmnogostrukosti koje 
pripadaju i totalno geodezijskoj sferi 8 5 . Takodje u poslednjem poglavlju ispitujemo mi
nimalne imersije povrsi u neparno dimenzionalnu sferu S 2

n+l koje zadovoljavaju uslov da 
su prvih ( n- 2) krivinske elipse viseg reda krugovi. Pokazujemo da se tada takvoj imersiji 
moze pridruziti niz minimalnih imersija koje zadovoljavaju isti uslov vezan za krivinske 
elipse i dajemo karakterizaciju povrsi za koje postoje neka dva elementa ovog niza koji su 
izometricni putem indirektne izometrije. 

Kljucne reci i izrazi : sfera S 6
' blizu Kelerova struktura, Cenova jednakost, CR pod

mnogostrukost, minimalna podmnogostrukost, totalno geodezijska podmnogostrukost. 
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Résumé substantiel 

Ce travail est constitué de deux grandes parties. Dans la première partie, nous regardons 
les sous-variétés de type CR de la sphère de dimension 6. Dans la deuxième partie de la 
thèse, nous continuons notre étude des sous-variétés minimales M d'une sphère sm(l). 

Dans cette première partie, nous considérons M une sous-variété Riemannienne d'une 
variété presque complexe M, où nous notons la structure presque complexe par J. Alors 
il est naturel de regarder les propriétés des sous-variétés par rapport à cette structure 
J. Si l'espace tangent reste invariant par J, nous dirons que la sous-variété est presque 
complexe. Par contre, si J envoie l'espace tangent dans l'espace normal, nous dirons qu'elle 
est totalement réelle. Une généralisation naturelle des sous-variétés presque complexes et 
des sous-variétés Lagrangiennes sont les sous-variétés de type CR. Nous disons qu'une 
sous-variété M est de type CR si elle admet une distribution presque complexe et que le 
complément orthogonal est totalement réel. 

Une sous-variété de type CR est dite propre si la sous-variété n'est pas presque complexe 
ni totalement réelle. 

Un exemple simple d'une variété Riemannienne avec une structure presque complexe 
est la sphère de dimension S 6

• Dans ce cas, la structure presque complexe est construite 
en utilisant les nombres de Cayley. Dous développerons cette construction dans ce résumé. 

D'abord, après une introduction sur la géométrie Riemannienne dans le Chapitre 2, 
nous introduisons la structure presque Kahlerienne sur la sphère de dimension 3. Pour 
cela nous utilisons la multiplication sur les nombres de Cayley 0 pour définir un produit 
vectoriel x sur les nombres imaginaires de Cayley, que nous pouvons identifier avec JR.7 en 
utilisant la formule : 

1 
u x v = 2 (uv - vu)' (1) 

Nous trouvons aussi que 

u x (v x w) + (u x v) x w = 2(u,w)v- (u,v)w- (w,v)u, (2) 

et que la forme (u x v, w) est antisymétrique en u, v, w. 

Réciproquement, nous pouvons aussi exprimer la multiplication de Cayley sur 0 en 
terme de produit vectoriel et de produit scalaire par 

(r + u)(s +v)= rs- (u, v)+ rv +su+ (u x v), r, sE Re(O), u,v E Jm(O). (3) 

Le groupe de Lie G2 , groupe des automorphismes de 0, est le groupe des isométries de JR.7 

qui préserve le produit vectoriel. 
Nous disons qu' un repère orthonormé e1 , ... , e7 est un repère de G2 si et seulement si 

(4) 

Il faut remarquer que si e1 , e2 , e4 sont des vecteurs unitaires qui sont 2 à 2 orthogonaux avec 
en plus e4 orthogonal à e1 x e2, alors e 1 , e 2 , e4 determinent un unique répère orthonormé 
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de G2 et nous avons les expressions suivantes pour le produit vectoriel : 

x 

el 0 e3 -e2 es -e4 -e7 e6 

e2 -e3 0 el e6 e7 -e4 -e5 

e3 e2 -el 0 e7 -e6 e5 -e4 

e4 -e5 -e6 -e7 0 el e2 e3 

es e4 -e7 e6 -el 0 -e3 e2 

e6 e7 e4 -e5 -e2 e3 0 -el 

e7 -e6 e5 e4 -e3 -e2 el 0 

La structure presque Kahlerienne de S 6 (1) est alors construite de la façon suivante : 

Il est évident que J est une structure presque complexe qui est compatible avec la métrique 
habituelle sur 5 6 (1). Dire que c'est une structure presque Kahlerienne revient à dire que 
le tenseur G de type ( 2, 1) définie par 

G(X, Y) = (V xJ)Y, 

où V est la connection de Levi-Civita connection sur S6 (1) est antisymétrique. Un calcul 
élémentaire montre que 

G(X, Y) =X x Y- (x x X, Y)x. 

Après dans le chapitre 3, nous rappelons la construction d'un invariant Riemannien 8M, 
introduit B.Y. Chen pour une variété M de dimension n : 

1 . 
8M = -T- mf K 

2 ' 

où 
inf K(p) = inf{K(1r), courbure sectionnelle 1r Ç Tp(M)} 

et T est la courbure scalaire. Nous rappelons aussi explicitement la preuve du résultat 
suivant qui montre que pour une sous-variété M d'un espace de courbure sectionnelle 
constante c, nous avons toujours 

n2 (n- 2) 1 
8M :S ( ) IIHII 2 + -(n + l)(n- 2)c. 

2n-1 2 

Dans cette inégalité, 11HII est la norme de la courbure moyenne. Une sous-variété est appelée 
idéale (dans le sens de Chen) si elle réalise l'égalité dans cette inégalité. Nous montrons 
également le théorème qui indique quand une sous-variété réalise l'égalité dans l'inégalité 
de Chen: 
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Théorème 1 Une sous-variété Mn d'une variété à courbure sectionnelle constante Mm 
réalise l'égalité dans l'inégalité de Chen si et seulement s' il existe une base orthonormale 
e1, ... , en, en+l, ... , em, où e1, ... , en sont des vecteurs tangents et en+l, ... , em des vec
teurs normaux, telle que les opérateurs de forme Ar= Aer, r = n + 1, ... , m satisfont 

a 0 0 0 
0 b 0 0 

An+l = 0 0 1-l 0 a+ b = f-l, (5) 

0 0 0 1-l 

hr;_l hr;_2 0 0 

hî2 -hr;_l 0 0 

Ar= 0 0 0 0 r = n+ 2, ... ,m. (6) 

0 0 0 0 

Dans les chapitres 3 et 4, nous étudions les sous-variétés de type CR de la sphère 5 6 . 

Nous rappelons qu' A. Gray a montré qu'il n'existe pas de sous-variété presque complexe 
de 5 6 de dimension 4. Aussi chaque courbe et chaque hypersurface sont trivialement des 
variétés de type CR. Dans notre cas, où nous supposons que la sous-variété de type CR 
est toujours propre, cela implique que la dimension de la distribution presque complexe 
(qui est toujours un nombre pair) est nécessairement 2. Dans ce cas, la dimension de la 
distribution totalement réelle peut être égal à 1 ou 2. Ce qui fait que la dimension de M 
peut être 3 ou 4. Le cas de la dimension 3 est étudié au chapitre 3 et celui de la dimension 
4 est étudié au chapitre 4. 

Nous allons aussi supposer que la sous-variété est minimale. Dans les deux cas, nous 
obtenons une classification des sous-variétés qui sont contenues dans une sphère de dimen
sion 5 5 (avec 5 5 totalement géodésique dans 5 6

). Dans le deuxième cas, nous obtenons 
aussi une classification des sous-variétés idéales. 

En particulier dans le chapitre 3, nous étudions les sous-variétés minimales de type CR 
en choisissant un répère orthonormé de G2 de la façon suivante. Nous prenons le champs 
de vecteur position p, E 1 et E2 = J E 1 une base orthonormée de la distribution presque 
complexe, E3 un champ de vecteurs qui engendre la distribution totalement réelle et les 
champs de vecteurs normaux E4 = J E3, E5 = E1 x E 3 et E 6 = E 2 x E 3 . 

Bien sûr un tel répère n'est pas unique. Un autre répère de G 2 avec les mêmes propriétés 



est donné par : 

E 1 = cosBE1 + sinBE2 

E2 = J E1 = - sinBE2 +cos BE1 

E3 = ±E3 

E4 = ±E4 

Es = ± (cos ()Es + sin () E 6 ) 

E6 = ±(-sin BEs +cos BE6 ). 
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Supposons maintenant que M est contenue dans une sphère totalement géodésique S 5 

dans S 6
. Cela implique que S5 est l'intersection de S 6 avec un hyperplan passant par 

l'origine. Donc il existe un champ de vecteurs V de longueur constante 1, normal à M et 
tangent à la sphère S6 . En utilisant ces propriétés, nous pouvons écrire 

Par la liberté de rotation, nous pouvons supposer que T = 0 et comme la longueur de 
V est 1, nous avons aussi que p2 + Œ

2 = 1. 
Après nous écrivons 

De1 E1 = -p + a1E2 + a2E3 + o:1E4 + a2Es + o:3E5, De1 E2 = -a1E1 + a3E3 + f31E4 + f32Es + f33E5, 
De1 E3 = -a2E1- a3E2 + r1E4 + r2Es + Î3E6, De1 E4 = -o:1E1- f31E2- 'Y1E3 + 91Es + g2E6, 
De1 Es = -o:2E1- f32E2- r2E3- g1E4 + g3E5, De1 E6 = -o:3E1- f33E2- r3E3- 92E4- g3Es, 
De2 E1 = b1E2 + b2E3 + f31E4 + f32Es + f33E5, DE2 E2 = --p -b1E1 + b3E3+61E4 +82Es+ 83E5, 
De2 E3 = -b2E1 - b3E2 + JL1E4 + JL2E5 + J-L3E6, DE2 E4 = -f31E1- 81E2- J-L1E3 + h1Es + h2E6, 
DE2 Es = -f32E1 - <S2E2- J-L2E3- h1E4 + h3E5, DE2 E6 = -/33E1- 03E2- JL3E3- h2E4- h3E5, 
De3El = C}E2 + c2E3 + Î1E4 + r2E5 + r3E6, De3E2 =-cr El+ c3E3 + JL1E4 + JL2E5 + JL3E6, 
DE3 E3 = -p- c2E1- c3E2 + v1E4 + v2E5 + v3E5, De3E4 = -11E1- 111E2- v1E3 + k1E5 + k2E6, 
De3 Es = -'Y2E1 - JL2E2- v2E3- k1E4 + k3E6, DE3 E6 = -13E1- 113E2- v3E3- k2E4- k3E5. 

Grâce aux propriétés du produit vectoriel nous trouvons d'abord : 

92 = -')'2, 

ch= b2, 

0:3 = /32, 

b3 = -a2, 

0:2 = -/33, 

k1 = v3, k2 = -v2, /11 = c2, 'Y1 = -c3, 

63 = -/32, JL2 = /3- 1, J13 = _,2, 

En plus en utilisant les propriétés de V nous avons aussi 

p p Œ( -p + a1Œ) blpa-
v1=0, b2=a3, Cl=O, f32=a3-, f33=-a2-, c3= 2+ 2 'r2=- 2+ 2' (]" (]" p (J p (]" 

b1Œ2 p(-p+a1Œ) b1prJ2 b1p2 rJ 
c2 = - p2 + a2 ' /3 = p2 + 0"2 ' El (p) = p2 + a2 ' El ( Œ) = - p2 + a2 ' 

E2(p) = a(2- p( -:::a~ a)), E2(Œ) = p( -2 + p( -:: + a~Œ) ), E3(p) = 0, E3(Œ) = 0. 
p Œ p +a 
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Il s'en suit que les fonctions Œ et p ne peuvent pas s'annuler simultanément. Cela implique 
que nous pouvons écrire Œ =pt, où test une fonction. Après, quitte à changer le signe de 
E3 , nous pouvons supposer que cette fonction est positive. Nous avons p2 (t2 + 1) = 1, ce 
qui implique que la fonction t est une solution du système d'équations différentielles : 

Maintenant nous pouvons montrer les théorèmes suivants. 

Théorème 2 Soit M une variété minimale de type CR de dimension 3. Supposons que M 
soit contenue dans une hypersphère de S 6 et que b1 =O. Alors M est congruente à 

Un autre cas spécial est le cas où M réalise l'égalité dans l'inégalité de Chen. Nous 
montrons que cela ce produit si et seulement si 

et nous montrons aussi le 

Théorème 3 Soit M une variété minimale de type CR de dimension 3. Supposons que 
M soit contenue dans une hypersphère de S 6 et qu'elle réalise l'égalité dans l'inégalité de 
Chen. Alors M est congruente à 

j(t, u, v) = (cos t cos u cos v, sint, cos tsin u cos v, cos t cos u sin v, 0,- cos tsin u sin v, 0). 

Après, toujours dans le chapitre 3, nous étudions le cas générique; c'est à dire le cas 
où ni la fonction b1 ni la fonction x s'annulent. Dans ce cas nous pouvons introduire 
des coordonnées sur M de la façon suivante. D'abord nous vérifions que la fonction x = 

2 + ait2 + (1 + bi)t2 - a 1t(3 + t 2
) est une solution du système d'équations différentielles : 

E 1 (x) = 0, E2 (x) = -6tx, E3 (x) =O. (7) 

Un calcul direct montre aussi que les conditions d'intégrabilité de : 
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sont satisfaites. Nous appelons À, une solution de cette équation différentielle. Après nous 
vérifions que les champs de vecteurs : 

satisfont [Gi, Gj] = 0, pour i,j E {1, 2, 3}. Cela veut dire que nous pouvons introduire des 
coordonnées (x1, x2, x 3 ) sur M telle que 

Malheureusement dans ce cas, il n'est pas possible d'intégrer pour trouver des formules 
explicites pour l'immersion et nous devons conclure en utilisant le théorème fondamental 
d'existence et d'unicité. 

Après, dans le chapitre 4, nous étudions de la même façon les sous-variétés de type CR 
de dimension 4 et nous montrons les théorèmes suivants : 

Théorème 4 Soit M une variété minimale de type CR de dimension 4. Supposons que M 
réalise l'égalité dans l'inégalité de Chen. Alors M est congruente à l'immersion 

f(x 1, x 2, x3, x4) = (cos X4 cos x1 cos x2, sinx4 sinx1 cosx2, 

sin 2x4 sin x 3 cosx2 +cos 2x4 sinx2 , 0, sinx4 cos x1 cos x 2 , 

cos x4 sin x1 cos x2, cos 2x4 sin X3 cos x2 - sin 2x4). (8) 

Théorème 5 Soit M une variété minimale de type CR de dimension 4. Supposons que M 
est contenue dans une hypersphère de 8 6 • Alors M est congruente à une des immersions 
suivantes 

1. l'immersion qui réalise l'égalité dans l'inégalité de Chen : 

2. l'immersion 

f(x 1, x 2, x 3, x4) = (cos x4 cos x 1 cos x2, sin x 4 sin x1 cos x2, 

sin 2x4 sin x 3 cos x 2 +cos 2x4 sin x2, 0, sin X4 cos x1 cos x2, 

cos x 4 sin x 1 cos x 2 , cos 2x4 sin x 3 cos x 2 - sin 2x4). (9) 

J6 1 . 
f 2(x1, x2, x 3,x4) = -( ,r.:)(3( cos x1 cos x2 +cos x3 sm x1) + J2 cos( v'3x4)), 

8 v3 

( J2 cos( J3x4) - cos x1 cos x2 - cos x 3 sin x1), 2( sin x1 sin x 3 - cos x1 sin x2), 

0, ~( -3( cos x1 sin x2 +sin x 1 sin x3) + J2 sin( J3x4)), (10) 

(cos x1 sin x 2 + sin x 1 sin x 3 + J2 sin( v'3x4)), 2( cos x 3 sin x 1 - cos x1 cos x 2)), 



12 

3. l'immersion 

1 
h(YI,Y2,Y3,Y4) = 4((((1 + V2) cosy2 + cosy3) cos(yl- Y4) 

+ (cosy2 + (1- J2) cosy3) cos(y1 + Y4) 

+sin Y2 sin Y3( ( J2- 1) sin(yl + Y4) - sin(y1 - Y4))), 

( ( (1 + J2) cos Y3 -cos Y2) cos(yl - Y4) - ( ( J2- 1) cos Y2 +cos Y3) cos(y1 + Y4) 

+ siny2siny3(sin(y1 + Y4)- (1 + J2) sin(yl- Y4))), 

V 8-/2- 8( (1 + J2)( cos Y1 cos Y3 sin Y2 -sin Y1 sin Y3) sin Y4 (11) 

-cos Y4( cos Y3 sin Y1 sin Y2 +cos Y1 sin Y3)), 0, ( (cos Y2 + (1 - J2) cos y3) sin(y1 + Y4)) 

- ( cos(yl - Y4) + ( J2 - 1) cos(y1 + Y4)) sin Y2 sin Y3 

- ((1 + V2) cos Y2 +cos y3) sin(yl - Y4), 

( -((1 + V2) cos(yl - Y4) + cos(yl + Y4) sin Y2 sin Y3 

+ (cos Y2 - (1 + J2) cos Y3) sin(yl - Y4) - ( ( J2- 1) cos Y2 +cos y3) sin(yl + Y4)), 

- 4-/2V V2 + 1 (cos Y4 (cos Y1 cos y3 sin Y2 - sin y1 sin y3) 

+ ( J2- 1) (cos Y3 sin Y1 sin Y2 +cos Y1 sin y3) sin Y4) ). 

Dans la deuxième partie de la thèse, nous continuons notre étude des sous-variétés 
minimales M d'une sphère sm(1). Maintenant nous allons supposer que la dimension de 
M est 2 mais que la dimension de la sphère est arbitraire. Comme chaque sphère sm(l) 
peut être vue comme une hypersphère dans une sphère de dimension sm+I, nous pouvons 
supposer que m = 2n + 1 et qu'il n'existe pas de sphère de dimension 2n- 1 contenant la 
surface qui soit totalement géodésique dans S2n+1 (1). 

Les outils de référence pour étudier les surfaces minimales sont les coordonnées iso
thermes et les séquences harmoniques. Soit z = x + iy une coordonnée locale isotherme 
pour la surface M. Nous notons j1z par 8 et t-z par 8. Alors pour l'immersion ]0 , les parties 

réelles et imaginaires des vecteurs il = 8 Jo et fr = a Jo engendrent l'espace tangent. 
Nous prenons ( , ) l'extension complexe bilinéaire du produit scalaire sur R2n+2. 

Comme Jo and j 1 sont orthogonales, nous avons (10 , fr) = 0 et parce que z est une co
ordonnée isotherme, nous trouvons (11, j 1 ) = O. Nous introduisons une fonction wk par 
(JI, J1) = ew1

• 

Suivant cette procédure pour k = 1, ... , n- 1, nous pouvons définir fk+l comme la 
composante de 8 fk qui est orthogonale à fk par rapport à la métrique ( , ) . De cette 
façon nous avons : 

8 fk = ik+l + 8wkfk 
8 fk = -eWk-Wk-l fk-1, (12) 



13 

où (Jk, fk) = ewk. Maintenant nous allons supposer que l'immersion est (2n-1)-orthogonale. 
Cela veut dire que Jo, JI, h, ... , fn-l, fn-l sont mutuellement orthogonaux par rapport au 
produit scalaire hermitien. 

Nous allons aussi supposer que Un, fn) -/=-O. Cela veut dire que la surface est (2n- 1)
orthogonale (ce qui implique par calcul direct la 2n-orthogonalité) mais pas (2n + 1)
orthogonale. 

Nous avons toujours 
-aj _ UnJn) f 

n-- Un-lJn-1) n-l· 

ce qui implique que la fonction Un, fn) est une fonction holomorphe. En utilisant cela, nous 
voyons que nous pouvons choisir une coordonnée complexe z telle que Un, fn) = -1. Cette 
coordonnée est unique à rotation d'angle :II près. Nous appelons ce type de coordonnée, n 
une coordonnée adaptée. Nous écrivons fn =a+ ib où a et b sont des champs de vecteurs 
réels et nous trouvons que (a, a)- (b, b) = -1, (a, b) =O. 

Maintenant pour compléter notre répère, nous prenons N, réel et unitaire, tel que N 
soit orthogonal à Jo, h, h, ... , fn, fn et tel que det(fo, fl, !1, ... , fn, fn, N)in >O. Un calcul 
direct montre que 

- arp -
ajn = e-wn-l fn-1 + 2f3r.pcoth2r.pfn + 2 . h fn +aN, 

sm 2rp 

7.JJn = -e-wn-l cosh2r.pfn-l, 
Œ -

aN=- . 2 Un+ cosh 2r.pfn) 
smh 2rp 

(13) 

OÙ Œ = (afn, N). 
Après nous définissons des applications : 

( 
ç ) ~ i fn - J:: h N Pc,rSJo=u-

2 2 +ctancp, 
cosh cp 

(14) 

où E, r5 E {-1, 1}. Comme P-c,-o(fo) = -p6 ,o(fo), il y a seulement deux applications dif
férentes. Pour simplifier, nous poserons P6 ,0(j0 ) = p0 . Il est facile de voir que p0 est une 
immersion réelle dans la sphère S 2n+l. 

Théorème 6 Soit Jo : M ----+ S 2n+I une immersion minimale qui est (2n- 1) -orthogonale. 
Alors Pc,i5 définit aussi une immersion minimale dans S 2

n+I qui induit la même structure 
conforme sur M. En plus p6 ,0 est aussi (2n - 1)-orthogonale et a la même coordonnée 
adaptée. 

Comme nous trouvons seulement deux nouvelles surfaces, nous allons poser : 
(i) si n est pair 

( 
ç ) i fn - fn h N 

Pc,-1 JO = -- 2 +<::tan cp , 
2 cosh cp 

(6 = -1) (15) 
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(ii) si n est impair 

( 
.f ) :;; i fn - fn h N 

Pl/5 Jo = u- 2 + tan <p , 
2 cosh <p 

(E = 1). (16) 

Nous appelons ces constructions les ( +) et (-) constructions, où le signe dépend de E = ± 1 
dans le premier cas, et de c5 = ±1 dans le deuxième. 

Pour finir ce chapitre, nous montrons que 

ce qui implique qu'à partir d'une telle surface minimale, nous obtenons toute une séquence 
de surfaces minimales. Nous déterminons également quand la séquence est symétrique (par 
rapport à une symétrie qui renverse l'orientation de S 2n+ 1). 
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Predgovor 

Na prostoru imaginarnih oktoniona !mO definisan je vektorski proizvod koji je in
dukovan proizvodom Kejlijevih brojeva. Pomoéu njega na sferi S6 c I mO definisemo 
skoro kompleksnu strukturu J tj. endomorfizam tangentnog raslojenja sfere koji zado
voljava jednakost J 2 = -1, gde je 1 identicko preslikavanje. Pitanje da li je sfera i 
kompleksna podmnogostrukost je i dalje otvoreno. Grupa izometrija sfere S 6 koje cu
vaju Kejlijev proizvod, a samim tim i skoro kompleksnu strukturu je G2 , podgrupa S0(7). 
Struktura J je blizu Kelerova, u smislu da je (2, 1) tenzorsko polje G na S6 definisano sa 
G(X, Y)= (VxJ)Y kososimetricno, gde je V Rimanova koneksija sfere S6

. Ovaj uslov za 
mnogostrukost je slabiji od uslova da neka mnogostrukost bude Kelerova, tj. G(X, Y)= O. 
A. Grej je dokazao da sfera S6 nije Kelerova, tako da je u izvesnom smislu, ova skoro kom
pleksna struktura, najbolja. Za skoro kompleksnu mnogostrukost je prirodno posmatrati 
nekoliko zanimljivih klasa podmnogostrukosti: 

totalno realne, kod kojih J preslikava tangentno raslojenje u normalno, 
- skoro kompleksne, kod kojih je tangentno raslojenje invarijantano za J, 

CR podmnogostrukosti, Ciji je tangentno raslojenje direktna suma dva ortogonalna 
raslojenja, jednog invarijantnog za J i jednog koji se sa J preslikava u normalno. 

Kazemo da je M prava CR podmnogostrukost ukoliko dimenzije ove dve distribucije nisu 
nula. Skoro kompleksne podmnogostrukosti sfere moraju biti parne dimenzije, dakle di
menzija 2 i 4. Medjutim A. Grej [28] je pokazao da ne postoje cetvorodimenzione skoro 
kompleksne podmnogostrukosti sfere S6 ida je svaka kompleksna podmnogostrukost i min
imalna. Klasu skoro kompleksnih krivih proucavao je R. Brajant [13], dok su DZ. Bolton, 
L. Vranken i L. M. Vudvard [11] pokazali da postoje cetiri osnovna tipa ovakvih krivih. 
Totalno realne podmnogostrukosti sfere mogu biti dimenzije manje ili jednake 3. Svaka 
jednodimenziona podmnogostrukost sfere je trivijalno i totalno realna. Totalno realne, 
minimalne podmnogostrukosti sfere dimenzije 2 su u potpunosti klasifikovane. Tangentno 
raslojenje prave CR podmnogostrukosti je direktna suma skoro kompleksne distribucije 
koja je dimenzije 2 i totalno realne, koja stoga ne moze biti dimenzije veée od 2, pa ovakve 
podmnog9strukosti mogu biti dimenzija 3 i 4. 

B. J. Cen je uveo invarijantu podmnogostrukosti realne prostorne forme koja je ograni
cena sa gornje strane velicinom koja zavisi od kvadrata norme vektora glavne krivine. Na 
taj naCin je povezao unutra.Snju invarijantu podmnogostrukosti sa ~poljasnjom. Ukoliko 
podmnogostrukost dostize to ogranicenje kazemo da za njega vazi Cenova jednakost. Za 
njih takodje vaze i izvesna ogranièenja vezana za dimenziju pridruzene im kanonske dis
tribucije. 

Glavni predmet proucavanja ovog rada su prave, CR podmnogostrukosti sfere 8 6
• H. 

Hasimoto, K. Masimo i K. Sekigava su u [30] pokazali da je Ojlerov broj kompaktne 
cetvorodimenzione CR podmnogostrukosti sfere 8 6 nula, kao i neke druge topoloske os
obine, te da se ona razlikuje od 8 4

, S2 x S2
, C P 2

• K. Sekigava je u [34] pokazao da u 8 6 

ne postoje podmnogostrukosti koje su CR proizvodi, a T. Sasahara u [32] je pokazao da 
ukoliko trodimenziona CR podmnogostrukost sfere S6 zadovoljava Cenovu jednakost tada 
odgovarajuéa distribucija ne moze biti totalno realna. M. Djorié i L. Vranken su u [24] 
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klasifikovali minimalne trodimenzione CR podmnogostrukosti sfere S 6 koje zadovoljavaju 
Cenovu jedn~kost, au [25) pokazali da ukoliko trodimenziona CR podmnogostrukost sfere 
zadovoljava Cenovu jednakost tada mora biti i minimalna. 

U ovom radu proucavamo minimalne cetvorodimenzione CR podmnogostrukosti sesto
dimenzione sfere koje zadovoljavaju Cenovu jednakost i predstavljamo rezultate iz [6), [1], 
kao i minimalne trodimenzione i cetvorodimenzione CR podmnogostrukosti koje pripadaju 
i totalno geodezijskoj sferi S5 koje su klasifikovane u [4] i [2). Rad je organizovan na sledeéi 
naCin. U prvom poglavlju izlozene su osnovne definicije i teoreme vezane za Rimanovu 
geometriju i kompleksne mnogostrukosti. u drugom poglavlju je predstavljena sfera S6 

kao podmnogostrukost JR7 kao i njene podmnogostrukosti, a zatim i konstrukcija blizu 
Kelerove strukture na S 6 . U treéem poglavlju izlozena je Cenova nejednakost. Cetvrto 
i peto poglavlje sadrze originalne rezultate. Cetvrto poglavlje se odnosi na trodimen
zione, minimalne CR podmnogostrukosti S 6

• Teoremom 10 data je veza skoro kontaktne 
i CR strukture podmnogostrukosti sfere i tvrdjenja o jedinstvenosti CR imersija u sferu 
S 6 koja su izlozena u Teoremama 11 i 12. Teorema 15 daje eksplicitne parametrizacije 3 
tipa trodimenzionih, minimalnih, CR podmnogostrukosti sfere 5 6 koje pripadaju i totalno 
geodezijskoj sferi S5 i pokazano je da su jedinstvene do na G2 izometriju. Peto poglavlje 
je posveéeno minimalnim cetvorodimenzionim CR podmnogostrukostima sestodimenzione 
sfere. Teoremom 16 je pokazano da su cetvorodimenzione podmnogostrukosti koje zado
voljavaju Cenovu jednakost c2 kongruentne ïmersijï (88) i da pripadaju totalno geodezi
jskoj sferi S 5

, dok su u Teoremi 17 date jos dve eksplicitne parametrizacije cetvorodimen
zionih minimalnih, CR podmnogosrukosti sestodimenzione sfere koje pripadaju i totalno 
geodezijskoj sferi 5 5 i pokazano je da su jedine do na G2 izometriju. U sestom poglavlju 
proucavamo minimalne imersije povrsi u neparnodimenzione sfere koje zadovoljavaju pose
ban uslov vezan za krivinske elipse viseg reda. Pokazujemo da sa takvoj imersiji moze 
pridruziti niz minimalnih imersija povrsi koje adovoljavaju isti uslov vezan za krivinske 
elipse i proveravamo da li i kada je mo guée da su neka dva element a takvog niza izometricna 
putem indirektne izometrije. 

Posebno se zahvaljujem dr Mirjani Djorié i dr Luku Vrankenu kako na nesebicnom trudu 
i vremenu koje su mi posvetili u savladjivanju izazova koje je diferencijalna geometrija 
postavljala pred mene, tako i na trenucima kada se beleznica i olovka odloze. Takodje, 
zahvaljujem sei dr Srdjanu Vukmiroviéu na mnogobrojnim sugestijama koje su mi pomogle 
da poboljsam prvobitnu verziju ovog rada. 

Beograd, 2009. Miroslava Z . Antié 
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1 Rimanova i kompleksna geometrija 

1.1 Rimanove mnogostrukosti 

Neka je M realna n-dimenziona povezana diferencijabilna mnogostrukost. OznaCimo sa 
{U, xh} sistem koordinatnih okolina na M, pri cemu je U okolina a xh su lokalne koordinate 
na U. Neka je p tacka mnogostrukosti M. Oznacimo sa VP skup funkcija definisanih na 
mnogostrukosti M koje su diferencijabilne u p. Diferencijabilna funkcija a : ( -E, t:) --+ M 
je kriva na mnogostrukosti M. Ukoliko je a(O) = p, preslikavanje a'(O) : 'Dp--+ R definisano 
sa a'(O)f = d(~~a) lt=o, f E VP je tangentni vektor na krivu au tacki p. Skup svih tangentnih 
vektora u tacki p je vektorski prostor koji éemo oznacavati sa TpM· Neka jeT M raslojenje 
na mnogostrukosti M cija je fibra u tacki p prostor TvM· TM je tangentno raslojenje 
mnogostrukosti M. OznaCimo sa F(M) algebru diferencijabilnih funkcija na M, a X(M) 
skup svih vektorskih polja na M. Pretpostavljamo da su sve mnogostrukosti i morfizmi 
klase C 00

• 

Linearna koneksija je preslikavanje V: X(M) x X(M) --+ X(M) za koje vazi: 

(i) Vx(Y + Z) = VxY + VxZ, 

(ii) Vx+Yz = VxZ + VyZ, VtxY = fVxY, 

(iii) VxfY = (Xf)Y + fVxY, 

gde X, Y, Z E X(M), fE F(M). 
Kovarijantni izvod funkcije f u odnosu na X se definise sa 

Vxf=Xf. 

Za proizvoljno tenzorsko poljeS tipa (0, s) iii (1, s), kovarijantni izvod V xS od Su odnosu 
na X se definise sa 

s 

(V xS)(Xl, ... ,X8 ) =V x(S(Xl, ... , Xs))- L S(X1, ... , V xXi, ... , X 8 ), (17) 
i=l 

za bilo koja vektorska polja Xi, i = 1, ... , s. Slicno se moze definisati i kovarijantni izvod 
tenzorskog polja tipa (r, s). 

Za tenzorsko polje S kazemo da je paralelno u odnosu na linearnu koneksiju V ukoliko 
je 

VxS=O 

za svako vektorsko polje X. 
Tenzor torzije linearne koneksije V je tenzorsko polje T tipa (1, 2) definisano sa 

T(X, Y)= V x Y- VyX- [X, Y], 

za proizvoljna vektorska polja X i Y, pri cemu je [X, Y] Lijeva zagrada vektorskih polja 
X i Y definisana sa 

[X, Y](!)= X(Y f)- Y(Xf), 
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za proizvoljno f E F(M). Za linearnu koneksiju kazemo da je bez torzije ukoliko je 
T(X, Y) = 0, za sve X, Y. Vazi i sledeéa teorema. 

Teorema 1 Neka su X 1 , X 2 , ... , Xn vektorska polja mnogostrukosti M definisana u nekoj 
okolini tacke p E MJ takva da X1(p), X2(p), ... , Xn(P) cine bazu vektorskog prostora TPM 
i da vazi [Xi, Xj] = 0, i, j E {1, ... , n }. Tada postoji koordinatna okolina (U, uh) tacke p 
takva daje Xi )u= a~;,i E {1, ... ,n}. 

Tenzor krivine R linearne koneksije \7 je tenzorsko polje tipa (1, 3) definisano sa 

(18) 

gde su X, Y i Z vektorska polja na M. 
Tenzorsko polje g tipa (0, 2) se naziva Rimanova metrika naM ukolikoje g simetricno (tj. 

g(X, Y) = g(Y, X), za sva vektorska polja na A1) i pozitivno definitno (tj. g(X, X) ~ 0 za 
sve Xi g(X, X)= 0 ako i samo ako je X= 0). Mnogostrukost M snabdevena Rimanovom 
metrikom g se naziva Rimanova mnogostrukost. 

Linearna koneksija \7 na M je Rimanova koneksija ukoliko je Rimanova metrika g 
paralelna u odnosu na \7, tj, koristeéi (17), ukoliko je 

X(g(Y, Z)) = g(VxY, Z) + g(Y, VxZ), 

za sva vektorska polja X, Y, Z na M. Sledeéa teorema je dobro poznata: 

Teorema 2 Na Rimanovoj mnogostrukosti postoji jedna i sa mo jedna Rima nova koneksija 
bez torzije. 

Rimanova koneksija cija egzistencija i jedinstvenost su utvrdjeni Teoremom 2 se naziva 
Levi-Livita koneksija i u ovom radu ée sve koneksije biti Levi-Civita. 

Dalje, koristeéi tenzor krivine koneksije \7 definisan relacijom (18), definisaéemo jos 
neka tenzorska polja koja su interesantna u geometriji Rimanovih mnogostrukosti. 

Prvo, definisimo Rimanov tenzor krivine tipa (0, 4) sa 

R(X, Y, U, V) = g(R(X, Y)U, V), (19) 

za proizvoljna vektorska polja X, Y, U, V na M. Koristeéi relacije (18) i (19) lako se prover
ava da vaze sledeée relacije: 

R(X, Y, U, V) + R(Y, X, U, V) = 0, 

R(X, Y, U, V) + R(X, Y, V, U) = 0, 

R(X, Y, U, V)= R(U, V, X, Y), 

R(X, Y, U, V) + R(Y, U, X, V) + R(U, X, Y, V) =O. 

Dalje, neka je {E1 , ... , En} lokalno polje ortonormiranih baza na M. Tada 

n 

S(X, Y)= Lg(R(Ei, X)Y, Ei), 
i=l 

(20) 

(21) 
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definise simetricno tenzorsko polje S tipa (0, 2) koje se naziva RiCijevo tenzorsko polje. 
Koristeéi S definisemo skalarno polje T, koje se naziva skalarna krivina od M, sa 

n 

T = L S(Ei, Ei)· (22) 
i=l 

Definicije Ricijevog tenzora i skalarne krivine ne zavise od izbora polja ortonormiranih baza. 

Za svaku ravan 1 odredjenu ortonormiranim vektorima X i Yu tangentnom prostoru 
TvM, p E M, definisemo sekcionu krivinu K(r) sa 

K(r) = g(R(X, Y) Y, X). (23) 

Lako se proverava da K(r) ne zavisi od izbora ortonormirane baze {X, Y} ravni 1· Ukoliko 
je K(r) konstantno za sve ravni 1 u TvM i za sve taèke p iz M, tada se M naziva pros
tor konstantne sekcione krivine ili realna prostorna forma. Navedimo i sledeéu (Surovu) 
teoremu: 

Teorema 3 Neka je M povezana Rimanova mnogostrukost dimenzije n > 2. Ukoliko 
sekciona krivina K(1) zavisi samo od tacke p, tada je M realna prostorna forma. 

Realnu prostornu formu konstantne sekcione krivine c éemo oznaèavati sa R( c). Tada 
je tenzor krivine mnogostrukosti R(c) dat sa 

R(X, Y)Z = c{g(Y, Z)X - g(X, Z)Y}, (24) 

za proizvoljna vektorska polja X, Y, Z na M. 
Ukoliko je tenzor krivine R = 0, tj. M je prostor krivine 0, kazemo da je M lokalno 

euklidski prost or. 

1.2 Rimanove podmnogostrukosti 

~ Neka je dato diferencijabilno preslikavanje f mnogostrukosti Mu drugu mnogostrukost 
M. Diferencijal preslikavanja f u tacki p E M je linearno preslikavanje (f*)v : TvM ----7 

Tt(v)M definisano na sledeéi naCin: za svako XE TvM izaberimo krivu r(t) u M tako da je 
X tangentni vektor za T(t) up = T(t0 ). Tadaje (f*)v(X) tangentni vektor za krivu j(T(t)) 
u f(p) = j(T(to)). Moze se pokazati da (f*)P ne zavisi od izabrane krive. Ako je g funkcija u 
okolini f (p), tada direktno sledi da vazi ( (!* )vX) (g) = X (go f). Na ovaj naCin preslikavanje 

f: M--+ M indukuje preslikavanje (f*)P: TvM ----7 Tt(v)M. Preslikavanje f: M--+ Mi~ 

rang r u tacki p E M ako je dimenzija (f*)v(TvM) jednaka r. Preslikavanje f : M --+ M 
se zove potapanje ili imersija 1 ako je preslikavanje (f*)P i:qjektivno za svaku tacku p E M, 
tj. dim((f*)v(TvM)) = dimM.~Tada kazemo i da je M potopljena podmnogostrukost 

mnogostrukosti M, pri cemu se M naziva i ambijentni prostor mnogostrukosti M. Kada je 

1 "immersion" 
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potapanje f irjektivno, onda f zovemo smestanje2 M u M i kazemo da je podmnogostrukost 
M ( tj. f ( M)) smestena podmnogostrukost mnogostrukosti M. 

Neka su M i lvf Rimanove mnogostrukosti redom sa Rimanovim metrikama g i g. 
Preslikavanje f: M --+ M je izometrija u tacki p E M ukoliko je 

(25) 

za sve X, Y E TvM· U ovom sluèaju, (f*)P je injektivno (jer (!*)PX = 0 povlaCi X = 0). 
Odavde sledi da je preslikavanje f koje je izometrija u svakoj tacki iz M potapanje, koje 
zovemo izometrijska imersija. Ukoliko za imersiju f vazi relacija (25) kazemo da metrika g 
indukuje metriku g. 

Neka je f : (M, g) --+ (A1, ?i) izometrijska imersija. Zbog jednostavnijeg oznacavanja 
éemo identifikovati X sa njegovom slikon:j*(X), tj. izostavljaéemo f* i obe metrike ée~ 
oznacavati sa g. OznaCimo sa TM i TM tangentn~ raslojenja mnogostrukosti M i M, 
redom. Ako za tangentni vektor Çp mnogostrukosti M u tacki p E M vazi 

za proizvoljni tangentni vektor Xv podmnogostrukosti lvi, onda kazemo da je f,p normalni 
vektor podmnogostrukos!i_ lvi u M, a sa Tj_ M oznacavamo vektorsko raslojenje svih nor
malnih vektora od Mu M. Tada je 

Ukoliko su X i Y vektorska polja tangentna na M i V Levi-Civita koneksija na M, 
tada je 

V x Y= V x Y+ h(X, Y), (26) 

pri cemu su V x Yi h(X, Y) redom tangentna i normalna komponenta od V x Y. Formula 
(26) se naziva Gausova formula. 

Teorema 4 Tenzorsko polje \7 je Levi-Civita koneksija u odnosu na indukovanu metriku 
g naM, a h(X, Y) je simetricno (0, 2) tenzorsko polje naM sa vrednostima u normalnom 
raslojenju, koje se naziva druga fundamentalna forma podmnogostrukosti M. 

Neka je Ç normalno, a X tangentno vektorsko polje na M. Tada mozemo razloziti \7 xf. 
na tangentnu i normalnu komponentu na sledeéi nacin 

(27) 

gde je - AçX tangentna, a Vif. normalna komponenta. Moze se dokazati da je Aç 
simetricna linearna transformacija tangentnog prostora u svakoj tacki podmnogostrukosti 
M koja se naziva operator oblika, a Vj_ metrièka koneksija normalnog raslojenja Tl_ M u 
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odnosu na indukovanu metriku na Tj_ M, koja se naziva normalna koneksija. Razlaganje 
(27) naziva se Vajngartenova formula. 

Koristeéi linearnu koneksiju V'j_ i Levi-Civita koneksiju na M, mozemo definisati ko
varijantni izvod od h sa 

(Vh)(X, Y, Z) =(V xh)(Y, Z) = Vi(h(Y, Z))- h(V x Y, Z)- h(Y, V xZ), (28) 

za proizvoljna vektorska polja tangentna na M. 

Lema 1 Neka su X i Y tangentna, a ~ normalno vektorsko polje na M. Tada 

g(A~X, Y) = g(h(X, Y), Ç). 

Dokaz: Iz g(Y, ~) = 0 diferenciranjem i pomoéu (26) i (27) sledi 

0 g(V x Y, Ç) + g(Y, V x~) 
g(V x Y, Ç) + g(h(X, Y),~) - g(Y, A~X) + g(Y, Vi~) 

g(h(X, Y),~)- g(AçX, Y) 

(29) 

odakle sledi tvrdjenje. 1 

Podmnogostrukost M Rimanove mnogostrukosti M je totalno geodezijska ukoliko su 
~odezijske linije mnogostrukosti M ujedno i geodezijske linije ambijentne mnogostrukosti 
M. Tada vazi i teorema: 

Teorema 5 Neka je f : M --+ M izometrijsko potapanje Rim!!!!]ove mnogostrukosti M u 
Rimanovu mnogostrukost M. Tada je M totalno geodezijska u M ako i samo ako je h = 0, 
tj. Aç = 0 za svako ~ E Tl_ M. 

Pri tome, za tacku p podmnogostrukosti M kazemo da je totalno geodezijska ukoliko je 
h(Xp, Yp) = 0 gde su Xi Y tangentna polja na M. Totalno geodezijske podmnogostrukosti 
euklidskog prostora su njegovi afini potprostori, a totalno geodezijske podmnogostrukosti 
sfere su velike sfere. 
Ako je za normalno vektorsko polje Ç na M, A~ proporcionalno identickom preslikavanju, 
tj. 

Aç =pi 

za neku funkciju p, onda je ~ umbilicko secenje, a M umbilicka podmnogostrukost u odnosu 
na Ç. Ako je M umbilicka u odnosu na svako normalno vektorsko polje, on da kazemo da 
je M totalno umbilicka. 

Neka je Ç1 , 6, ... ,~m-n ortonormirana baza normalnog prostora T/ M u tacki p E M, 

pri cemu su m i n, redom dimenzije mnogostrukosti M i M i neka je 

l m-n 

H =- L trAç"' f,k· 
n 

k=l 

(30) 
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Vektor H je normalan vektor u tacki p koji ne zavisi od izbora ortonormirane baze nor
malnog prostora i naziva se vektorom srednje krivine. 

Podmnogostrukost M je minimalna ukoliko je vektor srednje krivine jednak nuli u svakoj 
tacki, odnosno ako je trag transformacije Aç jednak nuli za proizvoljni normalni vektor Ç. 

Primetimo da je svaka podmnogostrukost M koja je minimalna i totalno umbilicka, 
ujedno i totalno g~odezijska. 

OznaCimo sa R i R tenzore krivine mnogostrukosti M i M. Koristeéi definiciju (18) 
tenzora krivine, Gausovu (26) i Vajngartenovu formulu (27), kao i (28), dobijamo 

R(X, Y)Z = R(X, Y)Z + Ah(X,z)Y- Ah(Y,z)X 

+(V' xh)(Y, Z) - (V'yh)(X, Z) 

za proizvoljna vektorska polja X, Yi Z tangentna na M. 

(31) 

Dalje, koriséenjem (29), (31) i (19), za proizvoljno vektorsko polje W tangentno naM, 
dobijamo Gausovu jednatinu 

R(X, Y, Z, W) = R(X, Y, Z, W)- g(h(X, W), h(Y, Z)) + g(h(X, Z), h(Y, W)). (32) 

Takodje, koristeéi jednacinu (31), vidimo da je normalna komponenta od R(X, Y)Z 
data sa 

(R(X, Y)Z)_L = (V'xh)(Y, Z)- (V'yh)(X, Z). (33) 

Jednacina (33) se zove Kodacijeva jednatina. Dalje, oznacimo saRl_ tenzor krivine normalne 
koneksije V'j_. Slicno, koristeéi Gausovu (26) i Vajngartenovu formulu (27), za normalna 
vektorska polja E, i Tf i tangentna vektorska polja X i Y, vazi sledeéa jednaCina koja se zove 
jednachina RiCija 

(34) 

Ukoliko je M podmnogostrukost Rimanove mnogostrukosti Rm(c) konstantne sekcione 
krivine c tada pomoéu (24) sledi da jednacine Gausa, Kodacija i RiCija imaju sledeéi oblik: 

R(X, Y, Z, W) = c(g(X, W)g(Y, Z) - g(X, Z)g(Y, W)) 

+ g(h(X, W), h(Y, Z))- g(h(X, Z), h(Y, W)), 

(V xh)(Y, Z) = (V'yh)(X, Z), 

Rl_(X, Y, Ç, rt) = g([Aç, A 17 ](X), Y). 

1.3 Kornpleksne i skoro kornpleksne 
mnogostrukosti 

(35) 

(36) 

(37) 

Neka je A1 povezan, Hausdorfov topoloski prostor sa prebrojivom bazom. M je kom
pleksna mnogostrukost dimenzije n ako postoji otvoreno pokrivanje {Ua, a E A} od M, i za 
svako a E A postoji homeomorfizam fa iz Ua na otvoreni podskup Da c en, takvi da je 
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za sve a, b E A, za koje je Ua n Ub =/:- 0, preslikavanje fa o fi: 1 
: fb(Ua n Ub) -+ fa(Ua n Ub) 

biholomorfno3
• 

Kako je en rv ~2n, M je ujedno i 2n-dimenziona diferencijabilna mnogostrukost, koja 
se oznacava sa Mlf!.. Kompleksna mnogostrukost M se tada naziva kompleksnom strukturom 
na Mlf!.. Neka su (z1 , ... ,zn) lokalne holomorfne koordinate u okolini tacke p E M, gde je 
zi = xi + iYi· Tada je { -/--, ... ,-/--} lokalna pokretna baza tangentnog raslojenja realne 

uX1 uyn 

mnogostrukosti Mlf!.. Tangentno raslojenje kompleksne mnogostrukosti M je razapeto sa 
{,:,

8 
, ... , ~}, gde je 

UZl UZn 

a 1 a a 
- = -(--i-). 
0 Zi 2 OXi OYi 

Definisimo endomorfizam J tangentnog raslojenja realne mnogostrukosti MJR sa 

J~=~ 
OXi 8yi' 

Endomorfizam J zadovoljava jednakost 

gde je 1 identicko preslikavanje tangentnog raslojenja realne mnogostrukosti MJR, sto ga 
ujedno cini i izomorfizmom. 

Endomorfizam J tangentnog raslojenja realne diferencijabilne mnogostrukosti N koji 
zadovoljava jednakost J 2 = - I zove se skoro kompleksna struktura na mnogostrukosti N. 
Tada za N kazemo da je skoro kompleksna mnogostrukost. Ako na N postoji skoro kom
pleksna struktura, dimenzija mnogostrukosti N je paran broj i N je orijentabilna. 

lz prethodnog direktno sledi da za n-dimenzionu kompleksnu mnogostrukost M postoji 
prirodno indukovana skoro kompleksna struktura J mnogostrukosti Mlf!., odnosno MIR je 
2n-dimenziona skoro kompleksna mnogostrukost. 

Neka je N diferencijabilna mnogostrukost sa skoro kompleksnom strukturom J. Ako na 
N postoji kompleksna struktura koja indukuje J tada kazemo da je struktura J integrabilna. 

Neka je J skoro kompleksna struktura diferencijabilne mnogostrukosti N. Tenzorsko 
polje ti pa ( 1, 2) data sa 

N(X, Y)= 2{[JX, JY]- [X, Y]- J[X, JY]- J[JX, Y]}, 

gde su X i Y tangentna vektorska polja mnogostrukosti N, naziva se tenzor torzije skoro 
kompleksne strukture J. Vazi sledeéa teorema. 

Teorema 6 Skoro kompleksna struktura J diferencijabilne mnogostrukosti N je integra
bilna ako i samo ako je tenzorsko polje torzije strukture J jednako nuli. 

3Preslikavanje f : U --> V je biholomorfno ako je homeomorfizam i ako su preslikavanja f i f- 1 holo
morfna. 



26 

Rimanova mnogostrukost (N, g) sa skoro kompleksnom strukturom J je hermitska ako 
za proizvoljna tangentna vektorska polja X i Y vazi 

g(JX, JY) = g(X, Y), 

odnosno, ako je J izometrija. 
Neka je N hermitska mnogostrukost, V Levi-Civita koneksija na N i cp 2-forma, koja 

se definise na sledeéi nacin 
cp(X, Y) = g(X, JY) 

koju zovemo fundamentalom formom. Diferenciranjem dobijamo 

(V z<l>)(X, Y)+ cp(v zX, Y)+ <l>(X, V zY) 

= g(V zX, JY) + g(X, ('V zl)Y) + g(X, J(V zY)), 

tj. 
~ ~ 

(V zcp )(X, Y) = g(X, (V zl)Y), 

odakle lako sledi da je forma cp zatvorena ako i samo ako je 

(VxJ)Y = o 

za proizvoljna tangent na vektorska polja X i Y. 
Ako je fundamentalna forma <P hermi1ske mnogostrukosti N zatvorena tada kazemo da 

je N Kelerova mnogostrukost. Ako vazi slabiji uslov 

(VxJ)X = 0, XE TN, 

kazemo da je N blizu Kelerova mnogostrukost. 
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2 Sfera S 6 

2.1 Sfera kao podmnogostrukost prostora 1R? 

Posmatrajmo euklidski prostor ne sa standardnom metrikom ( , ) . Sfera S6 je jedinicna 
sfera tog prostora : 

S6 (1) ={xE IR?i(x,x) = 1}, 

koju éemo kraée oznacavati sa S 6 . Onaje sestodimenziona podmnogostrukost prostora IR7 . 

Neka su, redom D, V, koneksije u IR.7 i S 6
. Dalje, oznacimo sa Ri h tenzor krivine i drugu 

fundamentalnu formu S 6 , a sa ( , ) metriku na S 6 indukovanu metrikom prostora IR.7 i koju 
éemo isto oznacavati. UoCimo, prvo, da ako sa N oznacimo jedinicno normalno vektorsko 
polje S 6 une i identifikujemo tacku na sferi sa odgovarajuéim pozicionim vektorom, vazi: 

N(X) =-X, XE 56
. 

Za proizvoljnu hiperpovrs Mn c m.n+l mozemo definisati Gausovo preslikavanje Q : Mn ----+ 
5n(l) gde je Q(q), q E Mn, krajnja tackajedinicnog vektora N(q) normalnog na Mn u tacki 
q, kome je pocetak u koordinatnom pocetku. Kako su prostori TqM i Tç(q)Sn(l) paralelni, 
mozemo smatrati da vazi (Q*)q : TqM ---+ TqM. UoCimo da za M = S 6 i odgovarajuée 
Gausovo preslikavanje Q : S 6 ---+ 5 6 vazi Q = -id, gde je id identicno preslikavanje sfere. 
Formule Gausa (26) i Vajngartena (27) glase 

~ ~ 

DxY =Y' x Y+ h(X, Y), 
~ ~~ 

DxN = -ANX + Y'xN, 

(38) 

(39) 

za Xi Y tangentne na 8 6 , NE T~56 , gde je V~ normalna koneksija, a _Â_N odgovarajuéi 
operator oblika. 
Tada na osnovu (29) za operator oblika AN vazi 

(ANX, Y) = \h(X, Y), N). 

Tada 
(ANX,Y) = (DxY,N) = -(Y,DxN) = -(DxN, Y) 

tj. vazi ANX = -DxN, pa je ViN= 0, odnosno formula (39) postaje 

DxN= -ANX. 

(40) 

( 41) 

Oznacimo sa c : ( -E, E) ---+ 56 krivu Ciji je tangentni vektor u odgovarajuéoj tacki c(O) 
jednak c'(O) =X. Tada 

pa je tada ocigledno ANX =X, sto znaci da je sfera totalno umbilicka ida vazi 

DxN= -X, 
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odnosno 
Dxp= X, ( 42) 

gde je p poziciono vektorsko polje, tj. p = -N, a tada iz (40) dobijamo i 

h(X, Y) = (X, Y)N. (43) 

Oznacimo li sa K tenzor kri vine prostora lR. 7 iz Ga us ove jednaCine ( 32) i ( 43) sledi 

(R(X, Y) Y, X) - (K(X, Y) Y, X/ = (h(X, X), h(Y, Y)) - !!h(X, Y) 11
2 

a dalje sledi i da je sekciona krivina sfere konstantna i jednaka 1. Iz (24) sledi i 

R(X, Y)Z =(Y, Z)X- (X, Z)Y, (44) 

za proizvoljna vektorska polja X, Y, Z E TS6
. 

2.2 Podmnogostrukosti sfere S 6 

Neka je M podmnogostrukost sfere S 6
, V koneksija, Vj_ normalna koneksija, R tenzor 

krivine i ( , ) metrika na M indukovana metrikom sfere S 6 , koju éemo isto oznacavati. 
Tada formule Gausa i Vajngartena glase 

V x Y= V x Y+ h(X, Y), 

VxÇ = -A~;X + \7~Ç, 
(45) 

(46) 

gde su X i Y tangentna vektorska polja na M, a Ç je normalno vektorsko polje na M, a 
tangentno na sferu i Aç odgovarajuéi operator oblika. 

Ako su tenzori krivine koneksija \7 i V_l_, Ri R_l_ i uzimajuéi u obzir konstantnu sekcionu 
krivinu (44) dobijamo da jednacine Gausa (32), Kodacija (33) i RiCija (34) glase 

R(X, Y, Z, W) = (X, W)(Y, Z)- (X, Z)(Y, W) 
+ (h(X, W),h(Y, Z))- (h(X, Z), h(Y, W)), 

(Vh)(X, Y, Z) = (\7h)(Y, X, Z), 

(Rl_(X, Y)Ç, JL) = ([Aç, AM]X, Y), 

(47) 

(48) 

(49) 

gde su X, Y, Z i W tangentna vektorska polja na M, a Ç i Ji, normalna vektorska polja na 
M, a tangentna na S 6

. 

Uzimajuéi u obzir ( 45), ( 46), (43) i (38) dobijamo za X, Y E T Jov1 i Ç E T_l_ M, Ç E TS6 

~ ~ 

DxY = \7xY + h(X, Y)= V x Y+ h(X, Y)- (X, Y)p, 

DxÇ =V x<E + h(X, Ç) = Vxf,- (X, Ç)p = -AçX + V~Ç. 
(50) 

(51) 
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2.3 Blizu Kelerova struktura sfere S6 

Pokazaéemo da na sferi S 6 postoji skoro kompleksna struktura J. Pitanje da li na sferi 
postoji i kompleksna struktura jos je uvek otvoreno. Struktura koju éemo definisati je i 
blizu Kelerova, a kako na sferi ne postoji Kelerova struktura, ova struktura je u izvesnom 
smislu najbolja. 

Neka je e0 , e1 , ... , e7 standardna baza euklidskog prostora IR8 Cija je metrika (, ). 
Mozemo smatrati da je svaka tacka ovog prostora oktonion, odnosno Kejlijev broj ciji 
je realni deo kolinearan sa e0 , a imaginarni linearna kombinacija vektora e1 , e2 , ... , e7 . 

OznaCimo sa () prostor Kejlijevih brojeva, a sa · standardni proizvod Kejlijevih brojeva. 
Mozemo definisati proizvod x na ovom prostoru na sledeéi nacin: 

1 
x x y= -(x· y- y· x). 

2 

Ovaj proizvod je cisto imaginaran za cisto imaginarne x i y, pa mozemo posmatrati re
strikciju ovog proizvoda na prostor Cisto imaginarnih Kejlijevih brojeva, tj. IR7 . Tada je 
tabela mnozenja ei x ej u ovom prostoru data sa: 

x el e2 e3 e4 e5 e6 e7 
el 0 e3 -e2 e5 -e4 e7 -e6 
e2 -e3 0 el e6 -e7 -e4 e5 
e3 e2 -el 0 -e7 -e6 e.s e4 

e4 -e5 -e6 e7 0 el e2 -e3 

e5 e4 e7 e6 -el 0 -e3 -e2 
e6 -e7 e4 -e5 -e2 e3 0 el 
e7 e6 -e5 -e4 e3 e2 -el 0 

Svaka ortonormirana baza prostora JR7 koja zadovoljava relacije iz prethodne tabele naziva 
se G2 baza. 

Lerna 2 Neka su x, y i z cisto imaginarni. Tada: 
a) 

x · y = - (x, y) e0 + x x y. 

b) Ako su x i y ortogonalni, pri cemu je x jedinicni, onda x x (x x y) =-y. 
v) x x y= -y x x. 
g) x x (y x z) +(x x y) x z = 2(x, z)y- (x, y)z- (z, y)x. 
d) (x x y, z) = (y x z, x) = -(y x x, z). 

(52) 

Dokaz: a) Pretpostavimo, prvo, da su x i y jedinicni, ortogonalni vektori. Tada, postoji 
G 2 baza imaginarnog prostora JI, !2, ... , h takva da JI= xi h =y. Tada 

1 1 1 
(x x y)- x· y= --(x· y+ y· x)= --(JI· h + h ·ft)- -(h- h) 

2 2 2 
= 0 = (x, y)eo. 
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Slicno, ako je x= y jedinicni, tada (x, x)e0 = e0 = -x· x. Dakle, tvrdjenje vazi za vektore 
iz ortonormiranih baza, a kako su izrazi u jednakostima linearni i po x i po y, tvrdjenje 
vazi za sve imaginarne vektore. 
b) Mozemo ponovo posmatrati G 2 bazu h, ... , h takvu da je x= JI, y= ]2. Tada je lako 
izracunati da je h x (h x h) = -]2. Tvrdjenje sledi iz Cinjenice da je izraz linearan po y. 
Slicno se pokazuje i da je vektor x ortogonalan na (x x y). 
v) Tvrdjenje ocigledno vazi za vektore x, y E { e1, e2, ... , e7} a kako je x x y linearno i po x 
i y vaziée za sve vektore. 
Slicno se dokazuju i tvrdjenja pod g) i d). 1 

Lema 3 
D x (Y x Z) = Dx Y x Z + Y x D x Z. 

Dokaz: Neka su ei, i 1, ... , 7 vektorska polja takva da je za svaku tacku prostora x, 
{ e1(x), e2 (x), ... , e7(x)} jedna G 2 baza prostora ~7 . UoCimo prvo da je tada De;ej = 0, pa 
je, trivijalno 

a samim tim i 
Dx(ej x ek) = Dxej x ek + ej x Dxek. 

Dalje, mozemo napisati Y(x) = 2::;=1 Yi(x)ei(x) i Z(x) = EI=l Zj(x)ej(x). Tada je 

7 7 

Dx(Y x Z) = L Dx(Yi(x) · Zj(x))(ei x ej) + L Yi(x) · Zj(x)Dx(ei x ej) 
i,j=l i,j=l 

7 7 

= L Dx(Yi(x))Zj(x)(ei x ej) + L Yi(x)(DxZj(x))(ei x ej) 
i,j=l i,j=l 

7 7 

+ L li(x)Zj(x)(Dxei) x ej + L Yi(x)Zj(x)ei x Dxej 
i,j=l i,j=l 

= DxY x Z +Y x DxZ. 

1 

Na sferi S 6 mozemo definisati (1, 1)-tenzorsko polje J na sledeéi naCin: 

gde x E S 6 i U E TxS6
. Tada je vektor JxU ortogonalan na x pa pripada odgovarajuéem 

tangentnom prostoru. Na osnovu prethodnog 

f; U = x x (x x U) = - U 
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i takodje se lako pokazuje da je (JX, JY) =(X, Y). Zatoje J dobro definisano i predstavlja 
skoro kompleksnu strukturu na S 6

. 

Neka je G (2, 1)-tenzorsko polje na S6 definisano sa 

G(X, Y) = (V xJ)Y. 

Neka je p poziciono vektorsko polje tacaka na sferi, tj. p = -N. Tada 

G(X, Y)= Vx(JY)- JVxY = Vx(P x Y)- JVxY 
- -

= Dx(P x Y)- h(X,p x Y)- JVxY 

= Dxp x Y+ px DxY + (X,p x Y)p- px \lx Y 

=X x Y+ (X,p x Y)p+p x (DxY- J\lxY) 

= X x Y + (X, p x Y)p 

jer je vektor u zagradi normalan na sferu, tj. kolinearan sa p. 

Teorema 7 Polje G ima sledeée osobine: 

a) G(X, X) = 0, (53) 

b) G(X, Y)+ G(Y,X) = 0, (54) 
c) G(X, JY) + JG(X, Y) = 0, (55) 

d) (G(X, Y), Z) + (G(X, Z), Y) = 0, (56) 

e) (V xG)(Y, Z) =(Y, JZ)X +(X, Z)JY- (X, Y)JZ, (57) 

./) (V xC) (Y, Z) + (V xC)( JY, J Z) = 

JG(G(X, Y), Z) + JG(Y, G(X, Z)), (58) 

g) G(X, G(Y, Z)) =(X, Z)Y- (X, Y)Z + 
(JX, Z)JY- (Y, JX)JZ, (59) 

h) (G(X, Y), G(Z, W)) =(X, Z)(Y, W)- (X, W)(Z, Y) 

+ (JX, Z)(Y, JW)- (JX, W)(Y, JZ) (60) 

gde su X, Y, Z, W vektorska polja na S 6
. 

Dokaz: 
a) 

G(X,X) =X x X+ (X,p x X)p =O. 

Prvi sabirak je 0 zbog osobina vektorskog proizvoda, a drugi jer su X i px X ortogonalna 
vektorska polja. 

b) Koristeéi izraz za G(X, Y) dobijamo: 

G(X, Y)+ G(Y,X) =X x Y- X x Y+ (X,p x Y)+ (Y,p x X)= O. 
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c) Uocimo da je 

X x (px Y)= (X x Y) x p- 2(X,p)Y +(X, Y)p + (p, Y)X 
= -p x (X x Y)+ (X, Y)p, 

G(X, JY) + JG(X, Y) = 

=X x (JY) + (X,p x (JY))p+ px (X x Y)+ px ((X,p x Y)p) 
= -p x (X x Y)+ (X, Y)p- (X, Y)p +px (X x Y) =O. 

d) Lako se dobija: 

(G(X, Y), Z) + (G(X, Z), Y) = 
=(X x Y+ (X,p x Y)p, Z) +(X x Z + (X,p x Z)p, Y) 
= (X x Y, Z) + (X x Z, Y) = O. 

e) UoCimo prvo da je 

(VxG)(Y, Z) = Vx(G(Y, Z))- G(VxY, Z)- G(Y, VxZ)- (VxG)(Z, Y). 

Izracunajmo 

(V xG)(Y, Z)- (VyG)(X, Z) = 

= VxG(Y,Z)- G(VxY, Z)- G(Y, VxZ) 

- VyG(X, Z) + G(VyX, Z) + G(X, VyZ) = 

=V x(Vy(JZ)- J(VyZ))- VVxY(JZ) 

+ J(VvxYZ)- Vy(JVxZ) + J(Vy(VxZ)) 

- Vy(Vx(JZ)- J(VxZ)) + Vvyx(JZ) 

- J(VvyxZ) + Vx(JVyZ)- J(Vx(VyZ)) = 

= R(X, Y)J z- J R(X, Y)Z = 
=(Y, JZ)X- (X, JZ)Y- (Y, Z)JX +(X, Z)JZ. 

~ada, specijalno za Z = X i uz cinjenicu da je (\7 yG) (X, X), koja sledi iz antisimetricnosti 
V xG, dobijamo: 

(VxG)(Y,X) = (Y,JX)X- (Y,X)JX + (X,X)JY, 

odakle sledi linearizacijom: 

(Vx+zG)(Y,X + Z) = 
=(Y, J(X + Z))(X + Z)- (Y, X+ Z)J(X + Z) +(X+ Z,X + Z)JY, 



odnosno 

ZnaCi 

(V xG)(Y, X)+ (V xG)(Y, Z) +(V zG)(Y, X)+ (V zG)(Y, Z) = 

=((Y, JX)X- (Y,X)JX + (X,X)JY) + (VxG)(Y,Z) + (VzG)(Y,X) 

+((Y, JZ)Z- (Y, Z)JZ + (Z, Z)JY). 

(VxG)(Y,Z) + (VzG)(Y,X) = 

=(Y, JX)Z +(Y, JZ)X- (Y, X)JZ- (Y, Z)JX +(X, Z)JY + (Z, X)JY. 

Kako jos vazi i 

(V xG)(Y, Z)- (V zG)(Y, X) = 

= -(Z, JY)X +(X, JY)Z + (Z, Y)JX- (X, Y)JZ, 

sabiranjem ove dve jednacine dobijamo: 

!) 

(VxG)(Y, Z) =(Y, JZ)X +(X, Z)JY- (X, Y)JZ. 

(VxG)(Y, Z) + (VxG)(JY, JZ) = 

=(V xG)(Y, Z) +V x(G(JY, JZ))- G(V x(JY), JZ)- G(JY, V x(JZ)) 

=(V xG)(Y, Z)- V x(G(Y, Z))- G(V x(JY), JZ)- G(JY, V x(JZ)) 

= -G(VxY,Z)- G(Y, VxZ)- G(Vx(JY),JZ)- G(JY, Vx(JZ)) 

= JG(G(X, Y), Z) + JG(Y, G(X, Z)). 

g) Na osnovu (57) i tacke (!) vazi 

- G(G(X, Y), Z) + G(G(X, Z), Y)= 

= -[G(G(X, Y), Z) + G(Y, G(X, Z))] 
=(Y, JZ)JX- (X, Z)Y +(X, Y)Z- (JY, Z)JX 

-(X, JZ)JY +(X, JY)JZ. 

Specijalno, za X = Z dobijamo 

-G(G(X, Y),X) = (Y,JX)JX- (X,X)Y + (X,Y)X, 

a ako umesto vektorskog polja X posmatramo X + Z dobijamo 

G(G(X, Y), X)+ G(G(X, Y), Z) + G(G(Z, Y), X)+ G(G(Z, Y), Z) = 

= G(G(X, Y), X)+ G(G(Z, Y), Z) + 2(X, Z)Y- (X, Y)Z 

- (Z, Y)X- (Y, JX)JZ- (Y, JZ)JX. 

33 
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Iz prethodna dva izraza oduzimanjem dobijamo 

2G(G(Y, Z), X)= 
= [G(G(Y,Z),X)- C(C(Y,X),Z)]- [-G(G(Y,Z),X)- C(C(Y,X),Z)] 

= -2(JX, Z)JY + 2(Y, JX)JZ + 2(X, Y)Z- 2(X, Z)Y 

odakle sledi tvrdjenje. 
h) Na osnovu (56) i tvrdjenja (g) sledi 

(G(X, Y), G(Z, W)) = -(G(X, G(Z, W)), Y)= 
= -((JX, W)JZ- (Z, JX)JW- (X, Z)W +(X, W)Z, Y) 
(X, Z)(Y, W)- (X, W)(Z, Y)+ (JX, Z)(Y, JW)- (JX, W)(Y, JZ). 

Uocimo da (53) pokazuje da je J blizu Kelerova struktura. 

2.4 Skoro kompleksne, totalno realne i CR podmnogostrukosti 

1 

Obzirom da je na sferi 8 6 definisana skoro kompleksna struktura J, prirodno je prouca
vati podmnogostrukosti u skladu sa njihovim odnosom prema skoro kompleksnoj strukturi. 
Podmnogostrukost M mnogostrukosti sa skoro kompleksnom strukturom se naziva totalno 
realnom ako J(T M) C Tl_M gde su TM i Tl_ M tangentno i normalno raslojenje M u 
mnogostrukosti, i skoro kompleksnom ako vazi J(T M) Ç TM. 

A podmnogostrukost M je CR podmnogostrukost ako postoji c=-diferencijabilna J 
invarijantna distribucija 6 : x ---7 6x C TxM na M (odnosno, .16. = 6.), takva da je 
njen ortogonalni komplement D.j_ u TM totalno realna distribucija ( J 61_ Ç Tl_ M), gde 
je Tl_ M normalno raslojenje Mu mnogostrukosti. CR podmnogostrukost je prava ukoliko 
nije ni totalno realna ni skoro kompleksna. 

A. Grej [28] je dokazao da je svaka skoro kompleksna podmnogostrukost sfere S 6 min
imalna i da ne postoje cetvorodimenzione skoro kompleksne podmnogostrukosti od 8 6 . 

Ocigledno je da totalno realne podmnogostrukosti sfere 8 6 mogu biti najvise trodimen
zione. Kako skoro kompleksna distribucija podmnogostrukosti M mora biti parne dimen
zije sledi da je ona, u netrivijalnomslucaju dimenzije 2. Tada odgovarajuéa totalno realna 
distribucija mora biti dimenzije 1 ili 2, odnosno prave CR podmnogostrukost sfere 8 6 moze 
biti dimenzije 3 ili 4. 

Naglasimo i da specijalna Lijeva grupa G2 ima vaznu ulogu u proucavanju sfere 8 6 i 
njene skoro kompleksne strukture. G 2 se definise kao grupa automorfizama algebre ok
toniona O. Moze se pokazati da je ona povezana podgrupa grupe 80(7). Uocimo da 
G2 mozemo videti i kao grupu koja "cuva" vektorski proizvod. Obzirom da je vektorski 
proizvod definisan pomoéu Kejlijevog proizvoda oCigledno je da svaki element C2 ujedno 
"cuva" vektorski proizvod. Da bismo pokazali da vazi i obrnuto biée nam neophodno i 
sledeée tvrdjenje. 
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Lema 4 Nekaje !a,b: Im(O) ----1- Im(O) linearni operator definisan sa !a,b(c) =a x (bx c). 
Tada je (a, b) = -~tr !a,b· 

Dokaz: Kako je skalarni proizvod bilinearan dovoljno je dokazati tvrdjenje za bazne vektore 
a= ei,b = ej. Tadaje 

1 
--trf.e· e· 7 " J 

1 

Sada, direktno sledi da preslikavanje koje "cuva" vektorski proizvod cuvai metriku (,) 
pa na osnovu Leme 2a mora se slagati i sa Kejlijevim proizvodom i pripada grupi G2 . 

Kako se skoro kompleksna struktura na sferi S 6 definise pomoéu vektorskog proizvoda 
sledi da G2 "cuva" i skoro kompleksnu strukturu pa i osobine kao sto su totalno realno 
i skoro kompleksno. Zato podmnogostrukosti sfere proucavamo do na G 2 kongruenciju. 
Mozemo uoCiti ida je svaka G 2 baza jednoznacno odredjena sa 3 vektora e1 , e2 , e4 . Oni su 
medjusobno ortonormirani i svaki od njih je ortogonalan na algebru definisanu sa preostala 
dva vektora, dok njihovi vektorski proizvodi odredjuju i ostale vektore baze. Zato je svaki 
element G2 odredjen sa dve ovakve trojke vektora e 1, e 2 , e4 i ft, h, j4. 
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3 Cenova nejednakost 

Neka je Mn podmnogostrukost realne prostorne forme konstantne krivine c. OznaCimo 
sa K sekcionu krivinu, a sa 

n 

i,j=l 

skalarnu krivinu ( 22) podmnogostrukosti Mn, gde je { e1 , ... , en} jedna pokretna ortonormi
rana baza tangentnog raslojenja podmnogostrukosti. B. J. Cen je u [17] uveo Rimanovu 
invarijantu 

1 . 
6M = -T- mf K 

2 ' 
gde je 

inf K(p) = inf{K(1r), sekcione krivine ravni 7T Ç TpM} 

i dokazao da vazi 
n2 (n-2) 1 

6M ::; 2(n _ 1) IIHII 2 + 2(n + 1)(n- 2)c, (61) 

gde je IIHII 2 kvadrat norme vektora srednje krivine (30). 

Uocimo da nejednakost (61) povezuje unutrasnju invarijantu mnogostrukosti oM sa spoljas
njom H. 
Za minimalne podmnogostrukosti sfere S 6 nejednakost (61) svodi se na 

1 
[JM < 2(n + l)(n- 2), 

zbog c = 1 i H = O. 
Da bismo dokazali ncjednakost (61), biéc ncophodno dokazati slcdcéu lemu. 

Lema 5 Ako su a 1 , a 2 , ... , an, c gde je n 2: 2, realni brojevi takvi da vaii 
n n 

(62) 
i=l i=l 

tada vaii 2a1a2 2: c, a jednakost vaii pri n > 2 ako i samo ako je a1 + a 2 = a 3 = · · · =an. 

Dokaz: Zan= 2 tvrdjenje ocigledno vazi. Ako je n > 2 tada iz (62) sledi 

n-1 n-1 n-1 
(L ai) 2 + 2an Lai= (n- 2)a~ + (n- 1)(L a;+ c) 
i=l i=l i=l 

odnosno 
n-1 n n-1 n-1 

(Lai)2 = (n -1)(La; + c)- a~- 2an l:::ai = (n- 2)(La; + c) 
i=l i=l i=l i=l 

n-1 n-1 

+ ( n - 2 )a~ + La; + c - 2a<L= ai. 
i=1 i=l 
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UoCimo da iz (62) sledi 

n-1 n-1 n-1 n n 

(n- 2)a~ + L a7 + c- 2an Lai= (n- 2)a~ + L a7 + n ~ 
1 
(Lai?- L a7 

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 

n-1 l n n 1 
- 2an Lai= (n- 1)a~ + n _ 

1 
(L ai) 2

- 2an 2::: ai= n _ 
1 
((n- 1?a~ 

i=1 i=1 i=1 
n n 

(63) 
i=1 i=1 

pa je zato 

n-1 n-1 

(Lai?= (n- 2)(L ai+ c + en-1), 
i=l i=1 

gde je en-1 2:: O. 
Ako je n = 3 ova jednakost se svodi na 

pa je 2a1a2 > 0 i jednakost vazi ako i samo ako je e2 = 0, odnosno 

sto je ekvivalentno sa 
a3 = a1 + a2. 

Ukoliko je n > 3 ponavljajuéi isti postupak (n - 2) puta dobijamo da vazi 

k k 

(L ai) 2 
= (k- 1)(L a7 + c + en-1 + · · · + ek), k = 2, ... , n- 1, (64) 

i=l i=1 

gde je e2, ... , en-1 2:: 0, pa je 

Jednakost vazi ako i samo ako je e2 = · · · = en-l = 0 odnosno ako formule (64) glase 

k k 

(L ai) 2 
= (k- l)(L a;+ c), k = 2, ... , n- 1. 

i=1 i=1 

Koristeéi sada rezultat (63) dobijamo da za sve k vazi (k - 1)ak = L7=r ai, odnosno 
(k- 2)ak =al + ... + ak-1 sto dalje implicira 

1 
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Lema 6 (Genova nejednakost) Neka je M n-dimenziona (n > 2) podmnogostrukost Ri
manove mnogostrukosti Rm(c) konstantne sekcione krivine c. Tada vaii 

. 1 n2(n- 2) 
mf K > -{7- lJH1J 2 - (n + 1)(n- 2)c}. 

2 n -1 

Jednakost vazi ako i samo ako postoji ortonormirana pokretna baza el, ... ' en, en+l, ... 'em 

gde su e1, ... , en tangentna vektorska polja, a en+l, ... , em normalna vektorska polja podmno
gostrukosti M takva da u njoj operatori oblika Ar= Aer' r = n+ 1, ... , m imaju sledeéi oblik 

a 0 0 0 
0 b 0 0 

An+l = 0 0 J1 0 a+ b = J1, (65) 

0 0 0 J1 

h~l hi2 0 0 

h~2 -h11 0 0 

Ar= 0 0 0 0 r = n+2, ... ,m. (66) 

0 0 0 0 

Dokaz: Iz Gausove jednacine (35) sledi 

n n n 

7 = L K(ei 1\ ej) = L R(ei, ej, ej, ei) = L c + L g(h(ei, ei), h(ej, ej)) 
i,j=l i,j=l i=h i,j=l 

n n n 

- L g(h(ei, ej), h(ej, ei)) = (n2
- n)c + g(L h(ei, ei), L h(ej, ej)) -\\h\\ 2 

i,j=l i=l j=l 

n m n 

= n(n- 1)c + 1\ L h(ei, ei)\\ 2 -\\h1J 2 
= n(n- 1)c + L g(L h(ei, eï), ez) 2

- \\h\\ 2 

i=l l=n+l i=l 
m 

= n(n- 1)c + L (trAz) 2 -\\h\\ 2 
= n(n- 1)c + llnHII 2 -llh/1 2

. 

l=n+l 

Ako oznacimo 
1 n2(n- 2) 

6 = -(7- \\H[\ 2 - (n + 1)(n- 2)c) 
2 n-1 

tada ova jednakost postaje 

(67) 
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Nekaje 1r ravansko secenje tangentnog raslojenja TM. Neka je e1 , ... , em pokretna ortonor
mirana baza takva da je 1r razapeto vektorskim poljima e1 i e2 , dok je vektorsko polje en+l 

kolinearno sa poljem srednje krivine H, sto izmedju ostalog znaci da je za r -=/= n + 1, 
trAr = 0 i llnHII = itrAn+ll· Slicno, 

n m n m n 

i,j=l l=n+l i,j=l l=n+l i,j=l 

Tada jednakost (67) implicira 

n n m n 

i=l i=l i=f-j r=n+2 i,j=l 

Sada mozemo primeniti Lemu 5 iz koje sledi 

m n 

2h~t 1 h~:J: 1 > I:(h0+1) 2 + 2::: I:(h~j) 2 +2o- 2c. (68) 
ii'j r=n+2 i,j=1 

Kako je 

m m 

r=n+l r=n+l 

formula (68) postaje 

m n m m 

2h~i1 h~:}: 1 2: L(hij+1
)

2 + L L (h~i) 2 + 26- 2[K(el/\ e2)- L h~ 1 h;2 + L(h~2 ) 2 ] 
ii'j r=n+2 i,j=l r=n+l 12 

m 

j>2 j>2 j>i>2 r=n+2 i>2 

m m m 

r=n+2 r=n+2 j>i r=n+2 
m 

j>2 j>2 j>i>2 r=n+2 i>2 

m m 

(69) 
r=n+2 r=n+2 j>max{i,2} 
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sto dokazuje nejednakost. Jednakost ée vaziti ukoliko vazi jednakost u (68) i (69) odakle 
sledi 

h~j = h;j = h~j' r = n + 1, ... , m, i,j = 3, ... , n, 

h~{2 + h~:J2 = ... = h~{2 + h~:J2 = O. 

Slicno, na osnovu Leme 5 i nejednakosti (68) sledi 

hn+l + hn+l _ hn+1 _ . _ hn+1 11 22 - 33 - · · - nn · 

Ukoliko je h~:j 1 razlicito od nule tada mozemo odabrati drugu ortonormiranu bazu ravni 
1r za koju ée ova komponenta biti nula. Naime za ta vektorska polja ft i h ée postojati 
diferencijabilna funkcija cP takva da vazi: 

pa je 

ft = cos c/Je1 + sin c/Je2, 

h = - sin c/Je1 + cos r/>e2, 

pa ukoliko je h~:j 1 = h~{1 mozemo definisati cp = ~' a ukoliko to nije slucaj mozemo 

definisati cp = ~ arctan hn~~h}[:+ 1 • Sada tvrdjenje direktno sledi. 1 
22 11 

Ukoliko u svakoj tacki podmnogostrukosti M vazi jednakost u nejednakosti (61) kazemo 
da M zadovoljava Cenovu jednakost i takve podmnogostrukosti su posebno interesantne 
za izucavanje. Za takve podmnogostrukosti po Lemi 6 postoji pokretna baza u kojoj su 
operatori oblika (65) i (66). 

Posmatrajmo distribuciju koja je u proizvoljnoj tacki p definisana sa 

V(p) ={XE TpM 1 (n- l)h(X, Y)= ng(X, Y)H, za svako Y E TpM}. (70) 

Lema 7 Neka je M n-dimenziana (n > 2) padmnagastrukast Rimanave mnagastrukasti 
Rm(c) kanstantne sekciane krivine c kaja zadavaljva Cenavu jednakast. Aka dimV(p) ne 
zavisi ad tacke p E M, ta da je tacna jedan ad sledeéih iskaza taéan: 

1. D je (n- 2)- dimenziana distribucija; 

2. D = TM i lvi je tatalna geadezijski sm est ena u Rm ( c); 

3. raslajenje Imh je jednadimenziano i ukalika en+I E Imh, tada aperatar An+l zma 
taéna dve razlicite sapstvene vrednasti 0, fJ éije su visestrukasti redam, 1, n- 1. 
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Dokaz: Posrnatrajrno pokre~nu ortonormiranu bazu e1, ... , en, en+I, ... , e= iz Leme 7. 
Obzirorn da M zadovoljava Cenovu jednakost sledi da su odgovarajuéi operatori oblika 
dati sa (65) i (66). Tada je H = ~tT An+l = n~I ILen+l? pa za k > 3 vazi 

pa vazi i 
n 

h(ekl Y)= n _ 
1 

Hg(ek, Y) 

za proizvoljno tangentno vektorsko polje Y. Zato e3 , ... , en pripadaju distribuciji Di njena 
dirnenzija je najmanje n - 2. Ako distribucija irna dimenziju veéu ili jednaku n- 1, to 
znaci da postoji vektorsko polje koje pripada distribuciji koje je i iz raslojenja razapetog sa 
e1 i e2 . Neka je to f =cos <pe 1 +sin <pe2 gde je ip neka diferencijabilna funkcija. Podsetirno 
se da je 

Tadaje 

r>n+l 

h( e2, e2) = ben+l - L h~l en 
r>n+l 

h(e1, ez) = L h~2 er. 
r>n+l 

pa se ove jednakosti svode na 

cos ip (a - IL) = 0, 

sin cp(b- IL) = 0, 

cos cph~ 1 +sin ~ph~2 = 0, r > n + 1, 

cos cph~2 - sin <ph~ 1 = 0, r > n + 1. 

(71) 

Odavde direktno sledi hi2 = hi1 = 0, r > n + 1. Ako je a = IL = b odakle je i a = b = 
IL = 0, tada ove jednakosti vaze za proizvoljnu funkciju cp odnosno sva vektorska polja iz 
secenja 1r pripadaju distribuciji, pa je njena dirnenzija n. Tada je i h = 0 pa je ovakva 
podrnnogostrukost i totalno geodezijska. Ako to nije slucaj sledi da je iii a = IL ili b = IL 
odnosno ab= 0 i JL = a+b ::/-O. Bez urnanjenja opstosti, nekaje a= 0 odnosno b = JL. Sada 
direktno sledi iz (65) da An+l ima dve sopstvene vrednosti 0 i IL odgovarajuéih visestrukosti. 
Takodje iz (71) sledi i da je dimenzija prvog normalnog prostora Imh jednaka 1 i da je 
razapet vektorskim poljern en+l· 1 
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Lema 8 Neka je M n-dimenziona (n > 2) podmnogostrukost Rimanove mnogostrukosti 
Rm(c) konstantne sekcione krivine c i dimenzija distribucije D veéa ili jednaka (n- 2). 
Tada M zadovoljava Cenovu jednakost. 

Dokaz: Obzirom da je dim'D > n- 2 postoje ortonormirana tangentna vektorska polja 
e3 , ... , en koja pripadaju distribuciji D. Neka su en+b ... , em ortonormirana vektorska 
polja koja razapinju normalno raslojenje, takva da je en+l kolinearan sa vektorom glavne 
krivine. Tada postoji diferencijabilna funkcija M takva da je 

n-1 
H = --jj,en+l· 

n 

Takodje tada je i 

Vazi 

trAk = 0, k > n + 1 trAn+l = (n- 1)j.j,. 

g(Akei, ej) = g(h(ei, ej), ek) = g(O, ek) = O,i 2: 3, i-:/- j, k 2: n + 1, 

g(Akei, ei) = (h(ei, ei), ek) = g(J-Len+l' ek), i 2: 3, k > n + 1. 

Neka je e1 , e2 dopuna pokretne baze tangentnog raslojenja. Obzirom da je trAk, k > n + 1 
sledi da vazi (66). Ukoliko je g(h(eb e2 ), en+l) razlicito od nule tada postupkom slicnim 
onom u Lemi 6 mozemo pronaéi vektorska polja j 1 i h takva da je g(h(f1 , h), en+I) =O. 
Uzimajuéi u obzir da je tr An+l = (n-1)t-t sada sledi i (65), a tada iz Leme 6 sledi tvrdjenje. 

1 

Lema 9 Neka je M n-dimenziona (n > 2) podmnogostrukost Rimanove mnogostrukosti 
Rm ( c) konstantne sekcione krivine c, koja zadovoljava Cenovu jednakost. Ako dim'D(p) ne 
zavisi ad izbora tacke p E M, tada je distribucija integrabilna. 

Dokaz: Neka je k dimenzija distribucije 'D. Ukoliko je k = n tada je D trivijalno integra
bilna. 

Ako je k = n-1 tada D Cine sopstveni potprostori koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti 
f-l, a slicno u slucaju k = n- 2 distribucija D je razapeta vektorskim poljima e3 , ... , en iz 
Leme 8. 

OznaCimo sa Dj_ ortogonalnu komplementarnu distribuciju distribucije Du tangentnom 
raslojenju. Tada za proizvoljna vektorska polja X, Y E 'Di Z E 'Dj_ vazi 

(V xh)(Y, Z) = -h(V x Y, Z)- h(Y, V xZ), 

gde je V koneksija na mnogostrukosti, a zatim pomoéu Kodacijeve jednaCine sledi i 

h(V x Y- V y X, Z) = h([X, Y], Z) = h(X, VyZ)- h(Y, V xZ), 

a dalje koristeéi veze iz (65) i (66) dobijamo i 

h([X, Y], Z) = J-L[g(X, VyZ)- g(Y, VxZ)]en+l = J-Lg([X, Y], Z)en+l 

odakle mozemo zakljuciti da je D integrabilna distribucija. 1 
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4 Podmnogostrukosti dimenzije 3 

4.1 Trodimenzione CR podmnogostrukosti sfere S6 

U ovom poglavlju smatraéemo da je M trodimenziona CR podmnogostrukost sfere S6 • 

Tada je tangentno raslojenje podmnogostrukosti M oblika 

gde su D1 i D2, redom, skoro kompleksna i totalno realna distribucija. Neka su tada, 
respektivno, p poziciono vektorsko polje, E 1 i E 2 = J E 1 vektorska polja koja razap
inju distribuciju TJ1 i E3 vektorsko polje koje razapinje distribuciju D 2. Dalje, neka je 
E4 = J E3, E5 = E1 x E3 i E 6 = E2 x E 3. Tada su prema izboru p, E 1 i E 3 medjusobno 
ortogonalni i jedinicni vektori koji na osnovu konstrukcije definisu ortonormiranu G2 bazu 
{p, E1, E2, E 3, E4, E 5, E 6 }. Pri tom vektorska polja E 4, E 5 i E 6 razapinju normalnu dis
tribuciju podmnogostrukosti. 

UoCimo da izbor ovakve baze nije jedinstven. Naime, proizvoljna baza skoro kompleksne 
distribucije se od zadate {E1, E2} moze dobiti rotacijom, a izbor vektorskog polja koji 
razapinje totalne realnu distribuciju jedinstven je do na znak. Shodno tome proizvoljna 
baza oblika 

E1 =cos ()El +sin ()E2, 

E2 = J È1 = - sin() E2 + cos () E 1 , 

E3 = ±E3, 

E4 = ±E4, 

E5 = ±(cos()E5 + sin()E6), 

E6 = ±(-sin ()E5 +cos ()E6 ), 

ispunjava prethodne uslove gde je () funkcija ugla rotacije. 
Uocimo, takodje, da vektorsko mnozenje vektorom E3 na prirodan nacin indukuje 

izomorfizam izmedju normalnog raslojenja N Mi D1 EB M. 

Lema 10 Postoje lokalno definisane diferencijabilne funkcije g1, g2, g3 , h1, h2 , h3, k1, k2 i 
k 3 takve da vaii 

V~1 E4 = g1E5 + g2E6, 
V~2 E4 = h1E5 + h2E6, 
\1~3 E4 = k1E5 + k2E5, 

V~1 E5 = -glE4 + g3E5, 
V~2 E5 = -h1E4 + h3E5, 
V~3 E5 = -k1E4 + k3E5, 

V~1 E6 = -g2E4- g3E5, 
V~2 E6 = -h2E4 - h3E5, 
V~3 E6 = -k2E4- k3E5. 

Dokaz: UoCimo da vazi \Ei, Ej) = const za i, j E { 4, 5, 6} odakle sledi 
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za proizvoljno vektorsko polje X, odnosno 

(DxEi,Ej) + (Ei,DxEj) = 0, i,j E {4,5,6}. 

Sada tvrdjenje direktno sledi. 1 

Kako su operatori oblika simetricni zakljucujemo da postoje lokalno definisane difer
encijabilne funkcije o:i, {Ji, /i, fti, vi, i E {1, 2, 3}, takve da operatori AE4 , AE5 i AE6 imaju 
sledeéi oblik 

Koristeéi (29) dobijamo i 

h(Et, El) = ŒtE4 + Œ2E5 + o:3E6, 
h(Et, E3) = 11E4 + 12Es + r3E6, 
h(E2, E3) = P,1E4 + P,2Es + ft3E6, 

h(E1, E2) = fJ1E4 + fJ2Es + f33E5, 
h(E2, E2) = 81E4 + 02E5 + 83E5, 
h(E3, E3) = v1E4 + v2E5 + v3E5. 

Slicno, kako vazi (Ei, Ej) = const diferenciranjem dobijamo (V EkEi, Ej) + (Ei, V EkEJ) = 0 
odnosno vazi sledeéa lema. 

Lema 11 Postoje lokalno definisane funkcije ai, bi, ci, i E {1, 2, 3}takve da vaii 

V E1 E1 = a1E2 + a2E3, V E1 E2 = -a1E1 + a3E3, 
v E2El = b1E2 + b2E3, v E2E2 = -blEl + b3E3 
V E3 Et = c1E2 + c2E3, V E3 E2 = -c1E1 + c3E3, 

Dakle, za koeficijente koneksije vazi 

V E1 E3 = -a2E1 - a3E2, 
v E2E3 = -b2El - b3E2, 
V E3 E3 = -c2E1 - c3E2. 

DE1 E1 =-p+a1E2+a2E3+a1E4+a2Es+a3E6, 

DE1 E3 =-a2El-a3E2+riE4+r2Es+r3E6, 

DE1 Es =-a2El-f32E2-!2E3-91E4+93E6, 

DE2E1 = b1E2+b2E3+f31E4+f32Es+f33E6, 

DE2E3 =-b2El-b3E2+JL1E4+P,2Es+JL3E6, 

DE2E5 =-f32El-b2E2-{l2E3-hlE4+h3E6, 

DE3 Et = ctE2+c2E3+rtE4+r2Es+r3E6, 

DE3 E3 =-p-c2El-c3E2+v1E4+v2Es+v3E6, 

DE3 Es =-r2Et-112E2-v2E3-k1E4+k3E6, 

DE1 E2 =-alE1+a3E3+{hE4+f32Es+f33E6, 

DE1 E4 =-alEl-f3lE2-rlE3+9IEs+92E6, 

DE1 E6 = --o:3E1-f33E2-/3E3-92E4-93Es, 

DE2E2 = -p -blEl +b3E3+JlE4+J2E5+ J3E6, 

DE2E4 =-f31El-JlE2-{llE3+hlE5+h2E6, 

DE2E6 =-f33El-J3E2-JL3E3-h2E4-h3E5, 

D E3 E2 =-c1E1 +c3E3+JLtE4+JL2E5+JL3E6, 

DE3 E4 =-rtEt-JLtE2-vtE3+klE5+k2E6, 

DE3 E6 =-r3E1-113E2-v3E3-k2E4-k3Es. 

Lema 12 Za gore navedene funkcije vaie sledeée relacije 

92 = -12, 91 = 1 + /3, 0:1 = -a3, f3l = a2, h2 = 1- /12, h1 = /13, 

J1 = b2, b3 = -a2, kt = v3, k2 = -v2, /11 = c2, 11 = -c3, 

a3 = /32, 0:2 = -(33, <h = /33, b3 = -/32, /12 = /3- 1, /13 = -12, 

93=a1-c3, h3=b1+c2, k3=c1+v1. 

(72) 



Dokaz: Koristeéi Lemu 3 i E2 = J E1 = p x E1 dobijamo 

Tada za X = E 1 sledi 

DE1 E2 =px DE1 E1 = -a1E1 + a2E4- o:1E3- o:2E5 + o:3E5 

= -a1E1 + a3E3 + f31E4 + f32E5 + f33E5, 

odakle zakljucujemo 

Slicno, za X= E 2 sledi 

DE2 E2 = E2 x E1 +px DE2 E1 = -p- b1E1 + b2E4- f31E3- (32E6 + (33E5 

= -p- b1E1 + b3E3 + 81E4 + 62E5 + 63E5, 

sto implicira 

Za X = E3 dobijamo 

odnosno 

DE3E2 = E3 x El+ px DE3El =-Es- clEl + c2E4- rlE3- r2E6 + r3E5 

= -c1E1 + c3E3 + fLlE4 + JL2E5 + /L3E6, 

Kako je E4 = JE3 =px E3 sledi 

Sada za X = E1 dobijamo 

DE1 E4 = E1 x E3 +px DE1 E3 = E5- a2E2 + a3E1- 11E3- 12E5 + r3E5 

= -o:1E1 - f31E2- 11E3 + 91E5 + 92E5, 

sto implicira 

1 + /3 = 91, _,2 = 92· 

Za X = E 2 sledi 

DE2 E4 = E2 x E3 +px DE2 E3 = E6- b2E2 + b3E1 - JL1E3- JL2E5 + /L3E5 

= -(31E1 - 61E2- JL1E3 + h1E5 + h2E5, 

45 
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odakle dobijamo 

Slicno, za X= E 3 dobija se 

odakle sledi 

Slicno, 

DE3 E4 =px DE3 E3 = -c2E2 + c3E1 - v1E3- v2E6 + v3E5 

= -11E1- JL1E2- v1E3 + k1Es + k2E6, 

Sada, za X = E1 ova jednakost postaje 

DE1 Es= DE1 E1 x Es+ E1 x DE1 Es= -E4 + a1E6- a1p- a2E1- a3E2 

- a3p + 11E6 - 12Es - r3E4 = -a2E1 - f32E2 - 12Es - 91E4 + 93E5, 

odakle dobijamo i 

a1 + /1 = 93 odnosno 93 = a1 -cs. 

Za X = E 2 sledi 

DE2 Es = DE2 E1 x E3 + E1 x DE2 E3 = btE6- fJ1P- fJ2E1- f3sE2 

- bsp + JLtE6- ~t2Es -~t3E4 = -f32E1- b2E2- JL2E3- htE4 + h3E6, 

odnosno 

Uzimajuéi X= E 3 dobijamo 

DE3 Es = DE3 E1 x E3 + E1 x DE3 E3 = c1E6 -11P -12E1 -13E2 + E2 

- c3p + v1E6- v2E3- v3E4 = -12E1- ~t2E2- v2E3- k1E4 + k3E5, 

odakle sledi 

Direktna provera pokazuje da se iz jednakosti 

ne dobijaju nove relacije. 1 
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4.2 Teoreme o postojanju i jedinstvenosti 

U ovom poglavlju naveséemo definicije i tvrdjenja neophodna za dalja izracunavanja. Naved
imo prvo teoreme o postojanju i jedinstvenosti za podmnogostrukosti Rimanovih mnogostrukosti 
konstantne sekcione krivine c, videti [18]. 

Teorema 8 {Teorema o postojanju) Neka je (M, g) prosto povezana Rimanova n-dimenziona 
mnogostrukost za koju postoji m-dimenziono Rima nova vektorsko raslojenje v( M) sa tenzorom 
krivine RD i (0, 2) tenzorom h sa vrednostima u v(M). Za proizvoljno secenje Ç raslojenja v(M) 
definisemo Aç sa g(AçX, Y)= (h(X, Y), Ç) gde je ( , ) metrika na v(M). Ukoliko su zadovoljene 
jednacine Gausa, Kodacija i Ricija, tada postoji izometricka imersija M u (n + m)-dimenzionu 
kompletnu prost a povezanu Rima novu mnogostrukost Rn+m ( c) konstantne krivine c, takva da je 
v( M) odgovarajuée normalno raslojenje a h dru ga fundamentalna forma. 

Teorema 9 (Teorema o jedinstvenosti) Neka su j,J': M-+ Rm(c) dve izometricke imersije Ri
manove n-dimenzione mnogostrukosti M u kompletnu, prosto povezanu Rimanovu m-dimenzionu 
mnogostrukost konstantne krivine c sa normalnim raslojenjima v i v' koje imaju odgovarajuéu 
kanonsku metriku raslojenja, koneksije i druge fundamentalne forme. Ako postoji izometrija 
~ : M -+ M za koje postoji natkrivanje (j) : v -+ v' koje "cuva" metriku, koneksiju i dru gu 
fundamentalnu formu, tada postoji i izometrija 8 mnogostrukosti Rm takva da je 8 o f = J' o ~-

Takodje, u daljem razmatranju biée nam potreban i pojam skoro kontaktne mnogostrukosti. 
Neka je N (2n + 1)-dimenziona mnogostrukost. Ako postoje (1, 1) tenzor <I>, tangentno vek

torsko polje Ç i 1-forma 77 definisani na N takvi da vazi 

<I> 2 = - I + 77 ® Ç, odnosno <I> 2 (X) = -X+ ry(X)f,, 

<I>f, = 0, ry(<I>X) = 0, 77(Ç) = 1, (73) 

gde je X proizvoljno vektorsko polje, tada je N skoro kontaktna mnogostrukost. Ako je pritom 
na mnogostrukosti definisana metrika g( , ) i vazi 

g(<I>X, <I>Y) = g(X, Y)- ry(X)ry(Y), 77(X) = g(X, Ç) (74) 

tada je N skoro kontaktna metricka mnogostrukost. 
N eka je M trodimenziona CR podmnogostrukost sfere S 6 i E1, E 2 , E3 pokretna ortonormirana 

baza konstruisana u poglavlju 4.1. 
N eka je ( 1, 1) tenzor cp na M definisan na sledeéi naCin: za proizvoljno vektorsko polje X E TM 

vektorsko polje cp( X) je projekcija J X na tangentno raslojenje. Tada direktno sledi 

Neka je 
Ç = E3, ry(X) =(X, E3) = (X,Ç). 

Direktna provera pokazuje da su uslovi (73) i (74) ispunjeni, odnosno restrikcija J na tangentno 
raslojenje indukuje skoro kontaktnu strukturu (cp, Ç, ry) na trodimenzionoj CR podmnogostrukosti. 
Direktno sledi i da za ovu strukturu vazi 

< cpX, epY>=< X, Y> -ry(X)77(Y), 
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odakle sledi da je indukovana metrika kompatibilna sa skoro kontaktnom strukturom. Ovim M 
postaje skoro kontaktna metricka podmnogostrukost. 

Oznacimo sa fl projekciju druge fundamentalne forme na raslojenje razapeto sa E 5 i E 6 . 

Vektorsko mnozenje sa E3 indukuje na prirodan nacin izometriju izmedju raslojenja M EB V 1 

N M, a njegov inverz je mnozenje poljem - E 3 . Tada je sa 

S(X) = fl(X,E3) x (-E3) 

definisano (1, 1) tenzorsko polje na V1. Pritom, iz 

sledi 
S(JX) =-X+ JS(X), odnosno S<pX- <pSX +X= O. 

Slicno iz 
Dy(JX) =Y x X+ JDyX 

sledi i da je sa 
a(X, Y)= fl(X, Y) x ( -E3) 

definisano simetricno bilinearno polje a : vl x vl -7 vl za koje vazi 

Œ(<pX, Y)= <pa(X, Y). 

Dokazaéemo sada teoreme o postojanju i jedinstvenosti za CR podmnogostrukosti, koristeéi 
skoro kontaktnu strukturu. 

Teorema 10 Neka je M trodimenziona prosto povezana orijentisana Rimanova mnogostrukost sa 
skoro kontaktnom metriékom strukturom ( <p, Ç, rJ). N eka je T A1 = V1 EB V2, gde je V2 jednodimen
ziona distribucija razapeta strukturnim vektorskim poljem Ç i V1 njen dvodimenzioni ortogonalni 
komplement. Neka su a : vl x vl -7 vl, s : vl -7 vl, z : M -7 vl i VI : M -7 IR redom, 
simetriéna bilinearna forma, 1-1 tenzorsko polje, vektorsko polje i funkcija definisana na M koji 
zadovoljavaju sledeée relacije 

a( <pX, Y)= <pa(X, Y), 

S<pX- <pSX +X= 0, 

gde su X, Y E V1. Definisimo raslojenje N M nad M tako da fibra nad taékom p zadovoljava 
N Mp = IR EB V1. Definisimo i raslojenje E nad M tako da fibra nad taékom p zadovoljava 
Ep = lR EB T Mp EB N Mp. Za lokalno definisano jedinicno tangentno vektorsko polje V iz raslojenja 
V1 i definisemo pokretnu bazu nad M sa 

Eo = (1, (0, 0), (0, 0)), 

E1 = (0, (V, 0), (0, 0)), 

E2 = (0, ( <p(V), 0), (0, 0) ), 

E3 = ( 0, Ç = ( 0, 1), ( 0, 0)), 

E4 = (0, (0, 0), (1, 0)), 

E5 = (0, (0, 0), (0, V)), 

E5 = (0, (0, 0), (0, <pV)). 



Neka je 

Œ(V, v) = o:2 v+ a3'Pv, 
sv = "/2 v + "/3i.p v, 
Z = v2 V+ v3<.pV. 

Neka je E3 izomorfizam raslojenja M EB Dt iN M odredjen sa 

Ako je V koneksija na M definisimo drugu fundamentalnu formu na N M sa: 

h(X, Y)= E3((\7 xÇ, zpY), o-(X, Y)), X, Y E D1 , 

h(X, Ç) = E3(S(X)), XE Dt, 

h(Ç, Ç) = VtE4 + E3(Z). 
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Slicno, koristeéi relacije iz Leme 12 pomoéu formula za DE; Ej iz (72) definisemo normal nu konek
siju \l..l naN M. Tada postoji CR imersija podmnogostrukosti M u sferu S 6 tako da je 'Dt skoro 
kompleksna distribucija i D2 totalno realna distribucija. 

Dokaz: Uocimo da su druga fundamentalna formai normalna koneksija definisane tako da zado
voljavaju jednacine Gausa, Kodacija i Ricija. Koristeéi Teoremu 8 o postojanju i Teoremu 
9 o jedinstvenosti za podmnogostrukosti u prostornim formama dobijamo da postoji imersija 
F: M-----+ S 6 c JR7 . Neka je Et i E2 lokalno definisana ortonormirana baza distribucije D 1 i E 3 

jedinicno vektorsko polje koje razapinje distribuciju V2. Oznacimo sa E4, E5, E 6 odgovarajuéa 
vektorska polja koja pripadaju N M i oznacimo Eo = F imersiju. Definisimo vektorski proizvod 
na podmnogostrukosti M koristeéi G 2 tablicu mnozenja. Tada direktna provera pokazuje da za 
XE {Et,E2, E3} i Y,Z E {Eo,Et,E2,E3,E4,E5,E6} vazi 

Dx(Y x Z) = (DxY) x Z +Y x (DxZ). 

Dakle, vektorski proizvod x je paralelan na podmnogostrukosti, sto implicira da ukoliko je 
neophodno, mozemo odabrati element S0(7) koji F preslikava u CR podmnogostrukost. 1 

Teorema 11 Neka je M metricka, skoro kontaktna podmnogostrukost i neka su ft : M -----+ S 6 i 
h : M -----+ S 6 dve izometricne CR imersije iz M u S 6 koje indukuju datu metricku skoro kontaktnu 
strukturu. Pretpostavimo da se za obe imersije prethodno definisane invarijante Œ, S, Z i Vt 

poklapaju. Tada su ove imersije G2 kongruentne. 

Dokaz: Na osnovu Leme 12 sledi da postoji izomorfizam normalnih raslojenja takav da obe 
imersije imaju iste druge fundamentalne forme kao i koeficijente normalne koneksije. Zato su obe 
imersije kongruentne putem nekog elementa A E S0(7). Obzirom da A preslikava G2 pokretnu 
bazu prve imersije u G 2 pokretnu bazu druge imersije, sledi da A 11 cuva11 vektorski proizvod, pa 
samim tim je A E G2. 1 

Ukoliko pretpostavimo da je imersija minimalna tada iz Leme 12 sledi da su vektorsko polje 
Z i funkcija v1 odredjeni indukovanom koneksijom, simetricnom bilinearnom formom Œ i (1, 1) 
tenzorskim poljem S. Zato, takodje vazi i sledeéa teorema. 
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Teorema 12 Neka je M metricka skoro kontaktna mnogostrukost i neka su JI : M ----+ 8 6 i 
h : M ---+ 8 6 dve izometricne minimalne CR imersije ~f u 8 6 koje indukuju datu skoro kontaktnu 
metricku strukturu. Pretpostavimo i da se za obe imersije prethodno definisane invarijante cr i 8 
poklapaju. Tada su obe imersije G2 kongruentne. 

4.3 Trodimenzione minimalne CR podmnogostrukosti koje 
zadovoljavaju Cenovu jednakost 

Neka je M minimalna trodimenziona CR podmnogostrukost sfere 8 6 koja zadovoljava Cenovu 
jednakost. Ovakve podmnogostrukosti su ispitali i klasifikovali M. Djorié i L. Vranken u [24] i 
u ovom poglavljli éemo prikazati njihov rezultat. Obzirom da M zadovoljava Cenovu jednakost 
(videti Lemu 6) sledi da je dimenzija distribucije definisane formulom (70) veéa ili jednaka od 1. 

Napomenliéemo sledeée tvrdjenje dokazano u [32]. 

Teorema 13 Ne postoji trodimenziona prava CR podmnogostrukost sjere S 6 koja zadovoljava 
Cenovu jednakost ako je V totalno realna distribucija. 

Posledica ovog tvrdjenja je da distribucija V nije totalno realna. Za dalja izracunavanja biée 
dovoljno dokazati i sledeée tvrdjenje. 

Lema 13 Neka je M minimalna trodimenziona CR podmnogostrukost sjere 8 6 , koja zadovoljava 
Cenovu jednakost. Tada distribucija V nije totalno realna. 

Dokaz: Koristimo oznake iz prethodnog poglavlja. Pretpostavimo suprotno, neka je V totalno 
realna distriblicija. To znaci da je razapeta vektorskim poljem E3. Obzirom da je M minimalna 
sledi da za E3 vazi h(Ei, E3) = 0, i = 1, 2, 3. Tada je 

Îl = Î2 = Î3 = /11 = /12 = /13 = l/1 = l/2 = l/3 = 0 

medjutim to je li kontradikciji sa Cinjenicom /12 = Î3 - 1. 

Odavde sledi ida M ne moze biti ni totalno geodezijska podmnogostrukost. 
Vazi sledeéa lema. 

1 

Le ma 14 N eka je M1 minima/na trodimenziona podmnogostrukost sfere 8 6 koja zadovoljava Ce n
ovu jednakost. Tada za proizvoljnu tacku p podmnogostrukosti M 1 vazi da su sledeéa tvrdjenja 
ekvivalentna: 

1. dimenzija dimV(p) > 1, 

2. p je totalno geodezijska tacka. 

Pritom ukoliko p nije totalno geodezijska tacka postoji nJena okolina u kojoj je distribucija V 
diferencijabilna. 

Dokaz: Neka li tacki p vazi dimV(p) > 1. Tada postoje jedinicni i ortogonalni vektori U2, U3 koji 
pripadaju prostoru V(p). Neka je U1 dopuna ovog skupa vektora do baze tangentnog prostora 
podmnogostrukosti M1 u tacki p. Obzirom da je U2, U3 EV a M1 minimalna podmnogostrukost 
sledi da je h(U2 , V) = h(U3, V) = 0 za proizvoljni vektor V. Tada zbog minimalnosti vazi i 
h(U1 , UI) = 0, pa je i h = 0 odnosno p totalno geodezijska tacka. 
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Obrnuto, ako je p totalno geodezijska tacka, obzirom da je podmnogostrukost minimalna, 
odnosno H = 0, direktno sledi dimV(p) = 3. 

Ako je dimV = 1 neka je U3 jedinicni vektor koji razapinje prostor V(p), a U1, U2 njegova 
dopuna do ortonormirane baze tangentnog prostora podmnogostrukosti u tacki p. Tada direktna 
provera pokazuje da vazi 

S(U1, U1) = S(U2, U2) = 1 -llh(UI, U1)ll 2 -llh(UI, U2)ll 2 < 1, 

S(U1, U2) = S(U1, U3) = S(U2, U3) = 0, 

S(U3, U3) = 1, 

gde je S Ricijev tenzor. Odavde direktno sledi da U3 razapinje sopstveni potprostor Ricijevog ten
zora za sopstvenu vrednost 1, a kako je Ricijev tenzor diferencijabilni operator, njegovi potprostori 
za konstantne sopstvene vrednosti su takodje diferencijabilni. 1 

Kako M ne moze biti totalno geodezijska CR podmnogostrukost sfere S 6 , skup tacaka koje 
nisu totalno geodezijske Cini otvoren i svuda gust podskup od M, na koji se u daljem razmatranju 
ogranicavamo. Na ovom skupu dimenzija distribucije (70) je 1 pa mozemo oznaciti sa U3 vektorsko 
polje koje razapinje ovu distribuciju. 

Posto V nije totalno realna, projekcija Uf vektorskog polja U3 na skoro kompleksnu distribuciju 
je netrivijalna. Zato za pokretnu bazu podmnogostrukosti mozemo odabrati bazu iz poglavlja 4.1 
i to takvu da je vektorsko polje E 1 kolinearno saUf. Tada postoji diferencijabilna funkcija o takva 
da vazi 

U3 = cos oE1 +sin oE3. 

Tada i sledeéi skup vektorskih polja Cini ortonormiranu bazu prostora: 

p, U1 =- sinoE1 + cosoE3, U2 = E2, U3, 

U4 = JE3, U4 = JE3 = E4, Us= Es, U6 = E5. 

Tadaje 
E1 = -sin oU1 +cos oU3, E3 = cos oU1 +sin oU3. 

Vektorska polja U1, U2 i U3 razapinju tangentno raslojenje. Obzirom da je U3 EVida je M mini
malna podmnogostrukost koristeéi Lemu 6 sledi da u ovoj bazi operatori oblika imaju sledeéi oblik 

[ 

À1 

Au4 = ~1 

Odavde sledi 

Slicno sledi i 

h(E1, E2) = -sin o (J1,1E4 + J1,2Es + J1,3E5), 

h(E1, E3) = -sin o cos o (,\1E4 + A2Es + À.3E5), 

h(E2, E2) = -(A1E4 + À2Es + À3E5), 

h(E2, E3) =- coso (J1,1E4 + J1,2E5 + J1,3E6), 

h(E3, E3) = cos2 o (A1E4 + A2Es + À.3E5). 
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Sada, koristeéi uslove 

Dx(E2) = Dx(JEI) = Dx(P x E1) =X x E1 +px DxE1, 

Dx(E4) = Dx(JE3) = Dx(P x E3) =X x E3 +px DxE3, 

Dx(El x E3) = DxE1 x E3 + E1 x DxE3 

direktno sledi da vaze sledeée relacije 

. \ " 2 b \ b . a2 = -111 s1no, a3 = -/\1 s1n o, 2 = -/\1, 3 = 111 s1no, c2 = 111 coso, 

C3 = À1 sin o cos o, À2 = -j13 sin o, À3 = f.L2 sin o, À2 sin2 o = -j13 sin o, 

À3 sin2 o = f.L2 sin o, J12 cos o = -1 + À3 sin o cos o, J13 cos o = -À2 sin o cos o. 

U oCimo da pod pretpostavkom da je cos o = 0 sledi da je U3 = ±E3 sto je nemoguée. Iz prethodnih 
relacija direktno sledi i 

pa vazi 
À2 = À3 =O. 

Tada vazi i J.L2 cos o = -1 pa je 112 # O. Zato iz f.L2 sin o = À3 = 0 sledi 

sino = 0, 

a odavde i 
a2 = a3 = b3 = c3 = f.L3 = 0, 

kao i da se vektorska polja U~ i E1 poklapaju odnosno cos o = 1. Sada je 

Lema 15 Vazi À1 = 0 i E1(J.L1) = -1- JIÎ, E2(J1I) = E3(111) =O. 

Dokaz: Iz Kodacijeve jednacine ('Vh)(E1, E2, E2) = ('Vh)(E2, E1, E2) sledi 

E1(,\I) = -À1(b1 +J.LI), 

a iz ('Vh)(E1, E3, E3) = (\lh)(E3, E1, E3) dobijamo 

Slicno iz 

redom, sledi i 

odnosno 

El(ÀI) = -2Àlf.LI, Àl = C}. 

(\lh)(E2, Et, E1) = (\lh)(E1, E2, El), 

(\lh)(E2, E3, E3) = (\lh)(E3, E2, E3), 

a1 = 0 ili À1 = 0, 
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odakle dobijamo 

sto dokazuje tvrdjenje. 1 

Direktna provera potvrdjuje da uslovi integrabilnosti ne nameéu dodatne relacije medju koefici
jentima koneksije. Dakle, za koneksiju vazi: 

V El El= 0, VE1E2 = 0, \7E1E3 = 0, 

VE2 E1 = 111E2, \?E2 E2 = -p1E1, VE2 E3 = 0, 

\7E3El = /11E3, VE3E2 = 0, VE3E3 = -plEl, 

dok druga fundamentalna forma zadovoljava sledeée relacije: 

Tada su Lijeve zagrade redom, jednake 

Direktna provera pokazuje da postoji diferencijabilna funkcija p za koju vazi 

(75) 

a tada vektorska polja 

G1 = E1, G2 = pE2, G3 = pE3 

zadovoljavaju relacije [Gi, Gj] = 0, i,j E {1, 2, 3}. Na osnovu Teoreme 1 postoji lokalno definisan 
koordinatni sistem (t, u, v) na podmnogostrukosti M, takav da vazi 

Iz Leme 15 i relacija (75) sledi da bez umanjenja opstosti mozemo reéi 

/11 =-tant, p = cost. 

Ako je F odgovarajuéa imersija tada za X= !Ji i Y= ~ iz formule (50) sledi 

~F a a a a a 
;)";)" = \7 JL ~ +h(;).,~)- (;).,~)F. 
uZuJ oi u] uz u) uz u) 

(76) 
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Odavde se redom dobija 

Relacija (80) implicira 
A(u, v)= cos uC(v) +sin uD(v). 

Iz (77) sledi 
F(t,u,v) = A(u,v)cost+B(u,v)sint 

a zatim iz (78) i (79) sledi da je B konstantno vektorsko polje. Iz formula (81) i (82) sledi 

odnosno 

pa sledi 

B x D' (v) = C' (v), 

B x C'(v) = -D'(v), 

C"(v) = -C(v), D"(v) = -D(v), 

C(v) =cos vi+ sin vK, 

D(v) = cosvL + sinvM, 

(77) 

(78) 

(79) 

(80) 

(81) 

(82) 

gde su I, K, L, M konstantna vektorska polja, za koja vazi B x L = I, B x M = K, B x I = 

-L, B x K =-M. Uz pocetne uslove 

F(O,O,O) = U1 = I, E1(0,0,0) = U2 = B, E2(0,0,0) = U3 = L, 

E3(0,0,0) = U4 = K, M = -U6 

odakle dobijamo da M mora biti lokalno kongruentna imersiji 

F ( t, u, v) = (cos t cos u cos v, sin t, cos t sin u cos v, cos t cos u sin v, 0, - cos t sin u sin v, 0). 

(83) 

Primedba U [25] je dokazano da trodimenziona CR podmnogostrukost sfere S 6 koja zadovoljava 
Cenovu jednakost mora ujedno biti i minimalna. 
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4.4 Trodimenzione minimalne CR podmnogostrukosti koje pripadaju 
totalno geodezijskoj sferi S5 

U ovom poglavlju posmatramo podmnogostrukost M saddanu u sferi 8 5 koja je totalno 
geodezijski smestena u sferi 8 6 . Kako je totalno geodezijska ova hipersfera je presek 8 6 sa hiper
ravni koja sadrzi koordinatni pocetak, a tada postoji jedinicno konstantno vektorsko polje V, 
ortogonalno na tu hiperravan, koje je ujedno ortogonalno i na podmnogostrukost M i pritom 
tangentno na sferu S6 . 

Zato je 
(84) 

gde su p, r i a lokalno definisane diferencijabilne funkcije na podmnogostrukosti M. Uocimo da 
odgovarajuéu pokretnu bazu mozemo odabrati tako da vazi i r = O. Obzirom da je V jedinicno 
vektorsko polje, takodje vazi i 

p2 + (J2 = 1. 

Takodje, kako je podmnogostrukost M ujedno i minimalna, vazi da je 

odnosno 

Obzirom da je V konstantno vektorsko polje, u sledeéoj lemi dobijamo dodatne relacije medju 
lokalnim funkcijama. 

Lema 16 Neka su p i Œ koeficijenti definisani relacijom (84}. Tada vazi 

Dokaz: Kako je V konstantno sledi da je D x V = 0 za proizvoljno vektorsko polje X. Tada je 

DE1 V= (a3p- (32Œ)E1 + ( -a2p- f33a)E2 + (c3p- "(3a)E3 

+ ('Y2o- + E1 (p) )E4 + ( (1 + 'Y3)P + (-al + c3)a )Es+ ( -"(2P + E1 (o-))E6, 

DE2 V= ( -a2p- /33Œ)E1 + ( -b2p + f32a)E2 + ( -c2p + "(2o-)E3 

+ ( ( -2 + 'Y3)o- + E2(p) )E4 + ( -12P + ( -b1 - c2)o-)Es + ((2 - 'Y3)P + E2(o-) )E6, 

DE3 V= (c3p- "(3Œ)E1 + ( -c2p + 'Y2a)E2 + (-a3 + b2)pE3 

+ E3(p)E4 + ( -a3 + b2- cl)o-Es + E3(Œ)E6. 

Pretpostavimo da je p = O. Tada je a #- 0 jer je V razlicito od nule. Tada iz 

(DE1 V, E3) = 0 sledi 'Y3 = 0, 
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a slicno iz 
(DE2 V, E4) = 0 sledi ')'3 = 2, 

sto je kontradikcija. Zato vazi p #- 0 i uzimajuéi u obzir (DE3 V, E3) = 0 dobijamo 

Slicno vazi Œ #- 0, jer bi u suprotnom relacije 

(DE1 V, E5) = (1 + ')'3)P + (-al+ c3)Œ = 0, 

(DE2 V, E6) = (2- '/'3)P + E2(Œ) = 0 

ponovo dovele do kontradikcije. Sada iz 

dobijamo 
Cl= O. 

Posmatrajmo jednakosti 

(DE2 v, E3) = -C2P + ')'2Œ = 0, 

(DE2 V, E5) = -')'2P + ( -bl - c2)Œ = 0. 

Direktno sledi da je ')'2 = c2 fi, a dalje 

Slicno, iz 

(DEl v, E3) = C3P- ')'3Œ = 0, 

(DE1 V, E5) = (1 + ')'3)P + (-al + c3)Œ = 0 

sledi '/'3 = c3 fi a dalje 

Sada iz 

redom sledi 

Takodje, iz 

redom sledi 
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odakle sledi i tvrdjenje. 1 

Na osnovu dokaza Leme 16 sledi da su funkcije a i p razlicite od nule. Zato postoji lokalno 
definisana, razlicita od nule diferencijabilna funkcija t takva da je a = pt. Kako je V jedinicno 
vektorsko polje, sledi da vazi 

p2(t2 + 1) = 1. 

Sada direktno iz prethodnog dokaza sledi 

(85) 

JednaCine Kodacija i Gausa impliciraju nove relacije medju koeficijentima. 

Lema 17 

Dokaz: Gausove jednaCine za R(E1, E3, E1, E2) i R(E2, E3, E1, E2), Ricijeva jednaCina za 
R(E1, E 3, E6 , E4) i Kodacijeva jednacina za R(E2, E3)E3 impliciraju da su sledeéi izrazi, redom, 
jednaki nuli: 

pojednostavljuju do 

3a2 
Yl = 3ala2 + 3a3bl--- E3(a1), 

t 
3a3 

z1 = 3ala3- 3a2bl--- E3(b1), 
t 

Y4 = -a2b1p2t + a3( -3p2 + a1p2t- 2p2 t 2
) + p2tE3(bt), 

zz = 3azp2 - arazp2t- a3b1p2t + 2azp2t2 - p2tE3(a1). 

Z2- p2 ty1 = 0, 

Y4 + p2 tz1 = 0 

a3x + a2y = 0, a2x - a3y = O. 

Pretpostavimo da je a~ + a~ i= O. Tada je x = 0, y = 0, odnosno b1 = 0 i a 1 = 3tr. Takodje, 
iz a3y + Y4 = 0 sledi -a1a3 = a3t, a iz z1 = 0 sledi a1a3t = a3, sto se svodi na a3 = O. Kako je 
Yl = 0 direktno sledi a2 = 0, sto je kontradikcija. Dakle, vazi 

Takodje, tada je iz Yl = zr = 0 sledi i 
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cime je tvrdjenje dokazano. 

1 2 2 E1 (br) = 3al- + 1 - 2a1 + b1. 
t 

Sumirajuéi rezultate prethodnih lema, dobijamo da vazi sledeéa teorema 

1 

Teorerna 14 Neka je M minimalna trodimenziona CR podmnogostrukost sfere 5 6 koja je sadr
zana u totalno geodezijskoj sferi 5 5 u 5 6

. Tada postoje tangentna vektorska polja E1, E2, E3 na 
M, normalna vektorska polja E4, E5, E6 i lokalno definisane diferencijabilne funkcije a1, b1 i t 
takve da vazi 

~ E 1 E1 = a1E2, ~E1E3 = 0, 

~ E 2 E1 = b1E2, 

~E1 E2 = -a1E1, 

~E2 E2 = -b1E1, 'V E 2 E3 = 0, (86) 

blt2 
~&El= - 1 + t 2 E3, 

E _ t(a1t- 1) 
\1 E3 2 - 1 + t2 ' 

dok je druga fundamentalna forma zadata sa 

~ E _ b1t
2 

E t- a1t
2 

E 
E3 3 - 1 + t2 1 + 1 + t2 2' 

Pritom, funkcije a 1, b1, t zadovoljavaju sledeéi sistem diferencijalnih jednacina: 

E1(a1) = 3albl, 

E1(bi) = 3al + 1- 2aÎ +bi, 

E1(t) = -tb1, 

E2(a1) = 2- ai+ 2bi + 3al f, 
E2(b1) = 6bf - 3albl, 

E2(t) = -3 + a 1t- 2t2, 

E3(al) = 0, 

E3(bi) = 0, 

E3(t) =O. 

Koristeéi izraze za koeficijente koneksije dobijamo da vazi 

[E E] = _t(-1 +a1t) E 
2, 3 1 + t2 3· 

(87) 

UoCimo da ova vektorska polja ne definisu koordinatni sistem na podmnogostrukosti. Pre 
nego sto ispitamo oblik ovakvih podmnogostrukosti u opstem slucaju, obratiéemo paznju na dva 



specijalna slucaja. 

Primer 1 Pretpostavimo da vazi b1 =O. Tada iz 0 = E1 (b1) = 3~1 + 1- 2aÎ sledi 

3al 
t=-.,------

2a2- 1' 1 

a Lijeve zagrade imaju sledeéi oblik: 

dok za a 1 vazi 
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(88) 

Potrazimo vektorska polja koja odgovaraju nekom koordinatnom sistemu. Potrazimo vektorsko 
polje u obliku F1 = JLEl tako da je [F1, E2] = 0 odnosno JL[El, E2] - E2(JL)E1 = 0 odakle i 
E2(JL) = -JLa1 . Ako pretpostavimo da je JL funkcija po a1 sledi da je JL = b· Ako slièno 

V l+al 
potrazimo treée vektorsko polje u obliku F3 = pE3 koje ispunjava uslov [E2, F3] = 0 odnosno 

p[E2 , E 3] + E 2(p)E3 = 0 a tada uz pretpostavku da je i p funkcija po a1 sledi da je p = 

Direktnom proverom, sada dobijamo da za vektorska polja 

vazi [Fi, Fj] = 0, te prema Teoremi 1 postoji lokalno definisan koordinatni sistem (x1, x2, x3) na 
podmnogostrukosti M takav da vazi 

Koeficijenti koneksije V' tada imaju sledeéi oblik: 

al 
V'plFl = ---2F2, 

1 + a 1 

V'p2 F2 = 0, 

Iz formula (88) sledi 
Ba1 = 0 
Bx1 ' 

Ba1 _ 
0 

Bx3- ' 

pa bez umanjenja opstosti mozerno reéi da je a 1(x2) = tanx2, a druga fundamentalna forma irna 
sledeéi oblik: 
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Takodje vazi 

Ako oznaCimo imersiju sa F tada formula (50) postaje 

Za i = j = 2 ova jednakost se pojednostavljuje do 

odakle sledi 
F(x1, x2, x3) = A(x1, x3) cos x2 + B(x1, x3) sin x2, 

gde su A i B vektorska polja koja ne zavise od promenljive x2. Za i = 1, j 
postaje 

fP a a a F = -tanx2-a F, 
Xl X2 Xl 

odnosno 
aA. aB oF --- SlllX2 + -- COSX2 =- tanx2-- . 

OXl axl OXl 

(89) 

2 formula ( 89) 

Ova jednakost vazi za sve vrednosti x 1, x2 i X3 iz domena te ée vaziti i za x2 = 0, a tada sledi 

8~ 1 B(x1, x3) = 0, odnosno B je vektorsko polje koje zavisi iskljuCivo od promenljive x3. Sada, za 
i = j = 1 dobijamo 

a2 a 
{) 2 F = sin x2 cos x2 -{) F - F 

xl x2 

odnosno 

a specijalno za vrednost x2 = 0 sledi 

odnosno 
A(x1,x3) = A1(x3)cosx1 +A2(x3)sinx1, 

gde su A1 i A2 vektorska polja koja zavise iskljuCivo od promenljive X3. Sada za i = J 3 
jednakost (89) postaje 

()2 a2 
--2 A(x1, x3) cos x2+

0 2 B(x1, x3) sin X2=-3 sin x2 cos x2(B(x1, x3) cos x2-A(x1, x3) sin x0 
ax3 x3 

-(1 + 3sin2 x2)(A(x1, X3) COSX2 + B(x1, X3) sinx2) (90) 



i ponovo za x 2 = 0 dobijamo 

odnosno a2 a2 
(Al+ a 2Al) COS Xl+ (A2 +a 2A2) sin xl= 0 

x3 x3 

a kako su cos x 1 i sin x 1 linearno nezavisne funkcije dalje dobijamo 

odakle sledi i 
Al (x3) =cl cos X3 + c2 sinx3, 

A2(x3) = D1 cosx3 + D2 sinx3, 

gde su C1, C2, D1, D2 konstantna vektorska polja. 
Sada se jednakost (90) pojednostavljuje do 

odakle dobijamo 

a2 
a 2 B(x3) + 4B(x3) = 0 

x3 

B(x3) = B1 cos 2x3 + B2 sin 2x3 

gde su B 1, B2 konstantna vektorska polja. 
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Kako je {p, Eh E2, E3, E4, E5, E6} jedna G2 pokretna baza mozemo jeu tacki (0, 0, 0) identi
fikovati sa { e1, ... , e7}. Tada sledi 

Takodje iz (89) dobijamo 

C1 = F(O, 0, 0) = e1, 

a 
D1 =-a F(O, 0, 0) = e2, 

Xl 
a 

B1 = a-F(O,O,O) = e3, 
X2 
a 

C2 = -a F(O, 0, 0) = e4. 
X3 

odakle sledi da imersija ima sledeéi oblik 

F(x1,x2, X3) =(cos Xl COSX2 COSX3,sinx1 COSX2 COSX3, sinx2 COS 2x3,COSX1 COSX2 sinx3, 0, 

- sin x2 sin 2x3, - sin x1 cos x2 sin X3). 
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Primer 2 Na osnovu Leme 6 sledi da za trodimenzionu podmnogostrukost M sfere 8 6 vazi 

9 2 
5~< -H +2 
M- 4 ' 

a u tacki p vazi jednakost ako i samo ako je dimenzija distribucije 

V= {XE TpM 1 2h(X, Y)= 3(X, Y)H, za svako Y E TpM} 

veéa ili jednaka jedan. 
UoCimo da je prostor odredjen drugom fundamentalnom formom podmnogostrukosti M jedno

dimenzion ukoliko su vektorska polja h(E1,E3) i h(E2,E3) kolinearna, odnosno, ako i samo ako 
je sledeéi izraz 

(91) 

identiéki jednak nuli. Ukoliko je ovaj uslov ispunjen, za nenula vektorsko polje V odredjeno sa 

vazi h(V, Ei) = 0, i E {1, 2, 3}. Kako je M minimalna podmnogostrukost, odnosno H = 0 sledi da 
je odgovarajuéa distribucija D dimenzije najmanje jedan, pa M zadovoljava Cenovu jednakost i 
zato je lokalno kongruentna imersiji (83). 

Vratimo se sada opstem sluéaju. UoCimo da diferencijabilna funkcija x zadata formulom (91) 
zadovoljava sledeéi sistem diferencijalnih jednaéina: 

(92) 

Sada pretpostavUamo da je x =/= 0 i b1 =/= 0, odnosno da se podmnogostrukost M razlikuje od 
prethodna dva primera i potrazimo vektorska polja na podmnogostrukosti M koja odgovaraju 
nekom koordinatnom sistcmu. Potrazimo vektorsko polje G:~ = hE:>. takvo da vazi [E1, G:>.] = 
[E2 , G3] = 0, gde je h diferencijabilna funkcija. Tada sledi 

E (f) =f t(-1+alt)_ 
2 3 3 1 + t2 

Posmatrajmo, zato, sledeéi sistem diferencijalnih jednaéina: 

E(.X)--~ 
1 - 1 + t2' 

E (.\) = t(-1+a1t) 
2 1 + t2 ' 

E3(.\) =O. 

Direktna provera pokazuje da ovaj sistem zadovoljava uslov integrabilnosti, pa zato postoji difer
encijabilna funkcija ).. koja je resenje prethodnog sistema i mozemo smatrati da je h = e>-. 
Sada potrazimo i diferencijabilne funkcije h i h takve da za G1 = fiEl i G2 = hE2 vazi 
[G1, G2] = [G1, G3] = [G2, G3] = 0 odakle sledi ida je E3(!I) = E3(h) =O. Uslov [G1, G2] = 0 im

licira da vazi E1 (h) = hb1 i E2(!I) = - fla1. Direktna provera pokazuje da funkcije h =x-~ b1t2 

i h = t zadovoljavaju ove uslove. ZnaCi, vazi sledeée tvrdjenje. 
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Lema 18 Ako je x#- 0 i b1 #- 0, tada za vektorska polja 

vazi [Gi,Gj] = 0, za i,j E {1,2,3}. Dakle, postoji lokalno definisan koordinatni sistem (x1,x2,x3) 
na M takav da vazi a 

G2=~, 
VX2 

Sada éemo konstruisati minimalnu CR imersiju u sferu S6 na sledeéi naCin. Uocimo sledeéi sistem 
diferencijalnih jednacina i njegovo resenje definisano na otvorenom podskupu JR3 : 

aal (2 - aî + 2bÎ) al 
ax2= t + 3t2' 
ab1 1 1 
- =6b1--3a1b1-, 
ax2 t 2 t 
at 3 
-- = -- + a1 - 2t, 
ax2 t 

a>. (-1+alt) 
OX2 1 + t 2 

gde je x funkcija definisana formulom (91). Kako direktni racun pokazuje da su ispunjeni uslovi 
integrabilnosti prethodnog sistema sledi da za sledeéi izbor inicijalnih uslova u koordinatnom 
pocetku, 

b1(0) =a, a1(0) = (3, t(O) = "f, >.(0) = 1, 

(gde je b1(0) =1- 0 #- x(O)) postoji lokalno definisano resenje na domenu Uo:f3r· Definisimo sada 
metriku na skupu Uo:f3r koristeéi uslov da vektorska polja 

a 
E2=t~, 

VX2 

definisu ortonormiranu bazu vektorskih polja na Uaf3r· Tada sledi da je M izometricna nekoj od 
imersija Uaf31 za odgovarajuéi izbor parametara a, (3, r· Sada definisimo koeficijente koneksije 
kao u (86). Tada, na osnovu Teoreme 10 sledi da postoji CR imersija 

(93) 

a na osnovu Teoreme 12 da je M kongruentna ovoj imersiji. Dakle, vazi sledeéa teorema: 

Teorema 15 Neka je M trodimenziona, minimalna, CR podmnogostrukost sfere S 6 koja pripada 
i sferi S 5 totalno geodezijski sme8tenoj u S 6 . Tada je M lokalno izometricna preko jedne G2 
izometrije sa jednom od sledeéih imersija 

1. sa imersijom 

F(x1, x2, x3) = (cos Xl cos x2 cos x3, sin Xl cos x2 cos X3, sin x2 cos 2x3, 

cos x1 cos x2 sin X3, 0, - sin x2 sin 2x3, - sin Xl cos x2 sin X3); 
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2. sa imersijom 

F1 (t, u, v) = (cos t cos u cos v, sint, cos tsin u cos v, cos t cosu sin v, 0, 

- cos t sin u sin v, 0); 

3. sa jednom od imersija FaJ3f : Uaf3r---+ 8 6 datih u (93). 
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5 Podmnogostrukosti dimenzije 4 

5.1 Cetvorodimenzione CR podmnogostrukosti sfere S6 

Neka je M cetvorodirnenziona CR podrnnogostrukost sfere S 6
. Dirnenzija skoro kompleksne dis

tribucije je parna, a kako je u [28], A. Grej pokazao da ne postoje cetvorodimenzione skoro 
kompleksne podmnogostrukosti sfere S 6 zakljucujerno da je dirnenzija skoro kompleksne distribu
cije 2, sto dalje implicira da je i dimenzija totalno realne distribucije 2. N eka je { Ç, 1J} jedna 
ortonormirana baza Tl_(M). Tada vektorska polja JE, = p x ~ i J'l] = p x 1J razapinju totalno 
realnu distribuciju. Dalje je 

(p, ex TJ) = -(t,,p x TJ) = -(ç, J'l]) = o, 
dok iz osobina vektorskog proizvoda direktno sledi da je vektorsko polje E, x 1J ortogonalno na E, i 
1J i stoga pripada tangentnom raslojenju T(M). 

Slicno 

(px (Ç x ry),Ç) =((px TJ) x ç + 2(p,Ç)1J- (p,1J)Ç- (é,,1J)p,Ç) 

= ((px TJ) x Ç, Ç) = 0, 

odakle sledi da je J(E, x ry) vektorsko polje ortogonalno na Ç. Zamenom Ç i 1J u prethodnoj 
jednakosti direktno sledi da je J(~ x TJ) normalno ina vektorsko polje ry. Kako vazi (p, J(E, x TJ)) = 
(p,p x (Ç x ry)) = 0 i vektorsko polje J(E, x ry) pripada tangentnom raslojenju T(M). Takodje, 
vaze sledeée relacije 

(J(Ç x TJ), ç x 'l]J = 0, 

{J(E, x TJ), JE,) = (Ç x ry, Ç") = 0, 

(J(Ç x TJ), Jry) = (Ç x 1], TJ) = 0, 

(Ç x 1], JE,) = -(J(Ç x ry), Ç) = 0, 

(Ç x ry, Jry) = -(J(Ç x ry), ry) =O. 

Odavde zakljucujemo da je skoro kompleksna distribucija razapeta vektorskim poljima Ç x 1J i 
J(Ç x 17). Oznacimo ovu distribuciju sa U i u skladu sa tim oznaCimo totalno realnu distribuciju 
sa U~. Takodje, direktnom proverom zakljucujemo da je {p, E,, JE,, 1J, Jry, Ç x 1J, -J(E, x ry)} jedna 
G2 baza. 

UoCimo neku drugu bazu normalnog raslojenja {.[,il}. Tada postoji lokalno definisana funkcija 
a takva da je 

Tada sledi 

Ç = cos a Ç + sin o: 77, 

if = ± (- sin a Ç + cos o: 1J). 

[x if= ±(cos a Ç +sin o: 1J) x (-sin a Ç +cos a 1J) = ±E, x 1], 

J(E, x if) = ±J(E, x TJ), 

JE,= cos o: JE,+ sin a: Jry, 

Jif = ± (- sin o: JE, + cos o: J 17). 

(94) 
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Lema 19 Postoje lokalno definisane funkcije a1, 0:2, a3, 0:4 takve da vaZi 

Vtx'l]~ = ûir], 

VJ€~ = Œ3r], 

vtx'I}'TJ = -al~, 
Vy€r] = -o:3Ç, 

Vy(€x'I/)'TJ = -a2~, 
Vy'l/77 = -a4Ç. 

Dokaz: UoCimo da iz (~,77) = 0 sledi Dx(Ç,rJ) = 0 za proizvoljno vektorsko polje X, sto dalje 
implicira (Dxé,, rJ) + (Ç, Dx'r/) =O. Sada tvrdjenje direktno sledi. 1 

OznaCimo 

Vektorska polja F1, F2, F3, F4 formiraju lokalnu bazu tangentnog raslojenja podmnogostrukosti 
M. Uzimajuéi u obzir da su operatori oblika simetricni zakljucujemo da postoje lokalne funkcije 
f3i, [i, i E {1, 10}, takve da operatori A€ i A17 imaju sledeéi oblik u ovoj bazi 

h(Fb FI) = f3IÇ + /lrJ, 

h(F~, F4) = f34Ç + /4'TJ, 

h(F2, F4) = (37~ + /7rJ, 

h(F4, F4) = f3wÇ + /1077· 

r 

/'1 /2 

A = /'2 /5 
1') /'3 /6 

/4 /7 

h(F1, F2) = f32Ç + /2f/, 

h(F2, F2) = f35Ç + /5f/, 

h(F3, F3) = f3sÇ + rsf/, 

/'3 /'41 
/6 /'7 

/8 /9 
/9 /'10 

h(F1, F3) = f33Ç + /'3f/, 

h(F2, F3) = /35Ç + /677, 

h(F3, F4) = (3gÇ + /'977, 

(95) 

Le ma 20 K oeficijenti koneksije ai, i E { 1, ... , 4} i /3j, /j, j E { 1, ... , 10} zadovoljavaju sledeée 
relacije: 

v Fl Fl =((33 + /4)F2- f32F3- [2F4, 
V F1 F3=f32H - f3IH + a1F4, 
v F2Fl =(/36 + /7 )F2- f35F3- [5F4, 
V p 2 F3=f35F1 - f32F2 + ( -1 + a2)F4, 
V F 3 H =(f3s + [g)F2- f35F3- r6F4, 
V F3 F3=f36Fl - f33F2 + a3F4, 
V p 4 F1 =((3g + 11o)F2- f37F3 -17F4, 
V F 4 F3=f37H - ( -1 + f34)F2 + a4F4, 

\7 H F2=-((33 + r4)Fl + f31F3 + 11F4, 
VHF4=')'2F1 -11F2- a1F3, 
v F2F2=- (/36 + /7 )Fl + f32F3 + [2F4, 
Vp2 F4=[5F1 -12F2- (-1 + a2)F3, 
V HF2=-(f3s + [g)Fl + f33F3 + (1 + /3)F4, 
V p 3 F4=r6Fl - (1 + /'3)F2- o:3F3, 
\7 F4 F2=-((3g + rw)Fl+( -1 + f34)F3 + [4F4, 
\7 p4 F4=')'7F1 -14F2- a4F3, 

i 

Dokaz: Kako je (Fj, Fk) konstantna funkcija za proizvoljne j, k E {1, 2, 3, 4}, sledi da vazi 
VF;(Fj,Fk) = 0 za proizvoljno i. Kako je data koneksija Rimanova sledi da je (VF;Fj,Fk) + 
(Fj, \lpiFk) =O. Ako je VpiFj = L rfjFk,i,j E {1, ... ,4} tada sledi da je rfj +r{k =o. 

kE{1, ... ,4} 

Specijalno je i r{j = O. 



Primenom (50) i (95) dobijamo 

a kako je F2 = J F 1 = p x F 1 , iz Leme 3 i jednakosti ( 42) dobijamo 

DFiF2 = DFiP x Fl +px DFiF1 =Fi x Fl +px [V Fi pl+ h(Fi, FI)- (Fi, Fl)P] 

=Fi x F1 + 2.:: rf1p x Fk +px h(F1, Fi)· 
kE{l, ... ,4} 

Za i = 1 sledi 
DFl F2 = v Fl F2 + f32Ç + /2'f/, 

a koriséenjem tablice vektorskog mnozenja jednakost (96) postaje 

DF1F2 =Ft x Fl +px [VFlFl + h(Ft,Fl)- (Fl,Fl)P] 

= - rÎ1 F1 - rr1 1:, -rtl 17 + (31F3 + 11F4 

odakle se direktno dobija 

f32 = -rrl, /2 =-rtl, f3I = rr2, /1 = r'f_2. 

Slicno, za i = 2 dobijamo 

odnosno 

Za i = 3 dobijamo 

sto implicira 

DF2 F2 = F2 x Fr+ L r~1p x Fk +px (f32E, + /2TJ) 
kE{l, ... ,4} 

= -p- r~1 F1 - r~1 ç - r~1 11 + f32F3 + 12F4, 

1 +13 = rj2, /33 = -r~2' !36 = -r~l' /6 = -rjl. 

Ako je i = 4 jednakost (96) postaje 

DF4 F2 = (-1 + f34)F3- r~1F1- r~lç- r!1TJ + f34F3, 

odnosno 

-1 + !34 = r~2' /4 = r!2, !37 = -r~r, /7 = -r!r· 

Kako je F3 =px Ç sledi da je 

DFiF3 = DFJP x Ç) = DFiP x Ç +px DFif, =Fi x Ç +px (-AçFi + Vj;;iÇ) 
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(96) 

=Fi x é, +px ( -AçFi + O:i'fl). (97) 
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J ednakost ( 97) za i = 1 postaje 

Dp1 F3 = F1 x~+ px ( -f31F1 - f32F2- f33F3- f34F4 + a1p x rJ) 

= (1 + /34)"1 - fJ1F2 + fJ2F1 + f33Ç + a1F4, 

odakle dobijamo 

Slicno za i = 2 dobijamo 

i zakljucujemo 

-1 + a2 = r~3, /37 = r6· 

Ako je i = 3 tada se (97) pojednostavljuje do 

sto implicira 

Za i = 4 (97) postaje 

odakle zakljucujemo 

r 4 -33- 0:3, /8 = f3g. 

r13 = 0:4, /9 = f3w. 

u oeimo, takodje, kako je H = t, x "' sto dalje implicira da je 

DFi(E, x TJ) = Dpif, x 'TJ + f,Dpi'TJ = (-AçFi + V*JJ x rJ +~x (-AryFi + 'VJi'TJ) 

= ( -AçFi + O:ïrJ) x rJ + Ç x ( -A17Fï- aiE,)= -AçFi x rJ- Ç x AryFi. 

Sada, za i = 1 dobijamo 

DF1 F1 = -(fhF1 + fJ2F2 + /33F3 + f34F4) x"'- ç x (rtFt + 12F2 + r3F3 + r4F4) 

= f3tÇ- fJ2F3 + /33F2 + f34p + /I'f/- 12F4- r3P + r4F2, 

odakle sledi 

Za i = 2 analogno sledi 

i dalje 

Za i = 3 se dobija 
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Ako je i = 4 tada sledi 

odakle zakljucujemo da je 

1 

Napomena Kako je F4 = Jry =px ry, slican uslov se moze nametnuti i za DFiF4, ali se direktnim 
racunom moze proveriti da se ne dobijaju neki novi uslovi. 

Uocimo, dalje da diferenciranjem iz (Ç, Jry) = 0 dobijamo 

(DxE,, Jry) + (Ç,X x ry) + (E,,p x DxrJ) = 0 

sto dalje implicira 
-(AçX, Jry) + (A11 X, JE,)- (X,Ç x ry) = 0 

odnosno 

5.2 Cetvorodimenzione minimalne CR podmnogostrukosti 
koje zadovoljavaju Cenovu jednakost 

(98) 

Posmatrajmo CR podmnogostrukost M sfere 8 6 koja je minimalna i zadovoljava Cenovu 
jednakost. Dokazaéemo sledeéu teoremu. 

Teorema 16 Podmnogostrukost M je lokalno kongruentna sa imersijom 

j(XI, Xz, X3, X4) = (c0SX4 COS Xl COSX2 COS X3, sin X4 sin Xl COS Xz COS X3, 

sin 2x4 sin X3 cos xz +cos 2x4 sin xz, 0, sin X4 cos XI cos x2 cos x3, 

cos X4 sin XI cos x2 cos X3, cos 2x4 sin X3 cos Xz - sin 2x4 sin xz). 

(99) 

U ovom poglavlju koristimo pokretnu bazu {p,H,F2,F3,F4,Ç,ry} iz poglavlja 5.1. Kako M zado
voljava Cenovu jednakost iz Leme 7 sledi da je distribucija 

D = {Z E T(M)Ih(X, Z) = 0, VX E T(M)} (lOO) 

dimenzije 2. Neka je V E V proizvoljno vektorsko polje. Koristeéi (98) dobijamo 

(Ç x ry, V) = (A11 (JÇ), V) - (Aç(Jry), V) 

= (ry, h(JÇ, V)) - (Ç, h(V, JrJ)J = 0, 

sto dalje implicira da takvo vektorsko polje V mora pripadati raslojenju razapetom vektorskim 
poljima F2, F3 i F4. 
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Kako je V dimenzije 2, u datom raslojenju postoji vektorsko polje Vt EV ortogonalno na F2 , 

odnosno V1 E C(F3 , F4). Obzirom da odgovarajuéa pokretna baza nije odredjena na jedinstven 
nacin, pogledati (94), mozemo sada odabrati bazu raslojenja Tj_(M), {~,17} tako da vazi 

Neka je dalje V2 E V jedinicno vektorsko polje ortogonalno na Vt, odnosno razapeto sa F2 i F4. 
Tada na podmnogostrukosti postoji diferencijabilna funkcija cjy takva da 

U sledeéih nekoliko lema, koristimo prethodno definisanu bazu, i rezultat Leme 20 i istrazujemo 
uslov da M zadovoljava Cenovu jednakost u cilju dobijanja dodatnih relacija medju koeficijentima 
operatora oblika. 

Lema 21 Na podmnogostrukosti M postoji lokalno definisana diferencijabilna funkcija t takva da 
va ii 

(33 = '!'3 = !36 = 1'6 = /37 = f3s ='Ys= f3g = ')'g = f3w = 0, !34 = -1, 

fJ2 = t, !31 = f3s = 0, 1'2 = -t')'4, 

'YI = -')'5- 'l'lü= -(1 + t2h10· 

Dokaz: UoCimo da je 

h(V~, F1) = h(F3, Ft) = /33~ + '!'37], 

h(V1, F2) = h(F3, F2) = f35Ç + /67], 

h(Vt, F3) = h(F3, F3) = f3sÇ + /87], 

h(Vt, F4) = h(F3, F4) = f3gÇ + /97], 

a kako su vektorska polja Ç i 1J linearno nezavisna direktno sledi 

/33 = 1'3 = /36 = /6 = f3s = ')'s = f3g = /9 =O. 

Sada, iz Leme 20 sledi i 

Dalje vazi 

odnosno 

/34 = -1, !37 = f3w =O. 

h(V2, H) =(cos 4> !32 +sine/Y f34)Ç + (coscjy /2 +sin</> /4)1], 

h(V2, F2) =(cos</> (35 +sine/Y f37)Ç + (coscfy /5 +sin</> /7)1J, 

h(V2, F3) = (cos 4> !36 + sin c/Y f3g )Ç + (cos</> /6 + sin</> /9 )ry, 

h(V2, F4) = (cos 4> (37 +sin c/Y f3w)Ç + (cos cjy ')'7 +sin 4> 'Yw)1J, 

cos 4>!32 - sin 4> = 0, 

cos</> (35 = 0, 

cos 4> /7 +sin 4> 110 =O. 

cos 4> 12 +sin 4> ')'4 = 0, 

cos 4> /5 +sin 4> ')'7 = 0, 

(101) 

(102) 



Podmnogostrukost M je minimalna pa je stoga 

(31 + (35 + fJs + f3w = (31 + (35 = 0, 11 + /5 + /s + 110 = 11 + /5 + 110 = O. 

Kako je cos cjJ (32 -sin cjJ = 0 direktno zakljucujemo da je cos cjJ #- 0 pa iz (102) sledi 

Oznacimo t =tan c/J. Sada direktno iz (102) sledi 

Lerna 22 Koeficijenti cq, a2, a3, a4, /4,110 i t zadovoljavaju sledeée jednacine 

a3 = 0, a1 = 0, F3(t) + 1 + t2 = 0, F3(r4) = 0, a2 = 1- 2t2, a4 = 3t, 110 = 0, 

F1(14) = 0, F2(t) = 2if4(1 + t2), F2(t14) = 3t!l + t(1- 2t2), F1(t) = 0, 

F4(14) = 3t,l + 3t, F4(t) = -214(t2 + 1), F2(r4) = (1- 2t2)(1l + 1). 
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1 

Dokaz: Iz Kodacijeve jednacine (33) za X = Z = F3, Y = F1 i koristeéi Lernu 21, odnosno 
F3 = V1 dobija se 

'\l~3 h(F1, F3) -h(VF3H, F3)- h(F1, '\lp3F3)- (V~1h(F3, F3)- h(\lpl F3,F3)- h(F3,'\JF1F3)) 

= -h(F1,'\l p 3 F3) = -h(F1,a3F4) = -----a3(-Ç +!41J) = 0, 

pa je 
Oô3 =o. 

Slicno, za X = F3, Y = Z = F1 dobijamo 

(Vh)(F3, H, H)- (Vh)(FI' F3, H) = '\7~3h(F1' F1) + h(H, '\7 Fl F3) 

odakle sledi 

Slicno 

odakle sledi 

= -a1Ç- (F3((1 + t 2 )!w) + t(1 + t2 )!w + an4)7J 

('\lh)(Fl, F2, F3)- ('\lh)(F2, Fl, F3) = h(Fl, '\7 F2F3)- h(F2, V' Fl)F3 

= (1- a2- 2t2 )(Ç -147]), 

(Vh)(F1, F4, F3)- (Vh)(F4, F1, F3) = h(H, '\7 p4 F3)- h(F4, '\7 F 1 F3) 

= (3t- a4)(Ç -1477), 
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Sada iz 

(Vh)(F2, Ft, Fl) - (Vh)(Ft, F2, F1) = V~2 ( -(1 + t2)'y1077)- 2h( -t··noF2- t2'Y1oF4, F1) 

- (V~1 (tÇ- h4'r/)- h( -14Ft - (1 + t2)'YwF4, H) - h(F2, "(4F2 + t"(4F4)) 

= ((1 + t2)'y10 (1 + o:2)- F1(t))Ç + ( -F2((1 + t2hw) + Ft(t'Y4))TJ, 

sledi 
(103) 

Slicno 

(Vh)(F2, F4, Fl)- (Vh)(F4, F2, H) = V~2 ( -Ç + 'Y417)- h(t2rwFt + tr4F4, Ft) 

- h(F4,-trwF2- t 21wF4)-(V~4 (tÇ- tr4TJ)-h(-rwFt +'Y4F4,F1)-h(F2,/loF2+trwF4)) 

= (-,4a2-t214-F4(t)-t,4a4-o:'Y4)ç + (to:4- F4(t14)- (1 + t2hro- 'Yi+ o:2- F2(14) 

- t2(1 + t2hÎo- t2"(J)TJ, 

odakle sledi 

Dalje je 

(Vh)(F1, F2, F4)- (Vh)(F2, F1, F4) =V F 1 ( -trw'rJ) - h( -"(4Fl - (1 + t2)rwF4, F4) 

- h(F2, -h4Ft + (1 + t2)'Y10F2) - (V~2 ( -Ç + /4'r/)- h( -t1wF2- t211oF4, F4) 

- h(F1, t21wH + l"(4F2)) = 'Y4( -1 + 2t2 + o:2)Ç + (-F1 (trw) + 'YJ + 'YÎo - t2'YJ 

- t4'YÎo + a2- F2('Y4)- t2'YÎ0 (1 + t2)- P'YJ)TJ = ( -F1(t1w) + 'YJ + IÎo- t21J- t41Îo 

+ 1- 2t2 - F2( 14) - t2'YÎo(l + t2) - t 2rl)rJ = o. (105) 

Slicno 

(Vh)(F4, F1, Fl)- (Vh)(F1, F4, FI)= V'~4 ( -(1 + t2)'Y1077)- 2h('Y10F2 + t1wF4, F1) 

- (V~1 ( -Ç + /4'r/) - h( -t14F1 + (1 + t2)'YwF2, H) - h(F4, 14F2 + t14F4)) 

= (1 + t2)'Yw(a4 + t)Ç + (-F4( (1 + t2)'Y10) - F1 ("(4))77) = 4t(1 + t2)'y10Ç 

+ (-F4((1 + t 2 )rw)- Ft('Y4))ry, (106) 

sto implicira 
(107) 

Pretpostavimo da je t = O. Tada iz (104) sledi /4 = 0, a iz (103) i 110 = O. Medjutim, tada iz 
jednacine (105) sledi kontradikcija 1 =O. Dakle, iz (107) sledi 

/10 =o. 

Sada iz (103) sledi 



Analogno 

('\lh)(H, F4, F4)- ('\lh)(F4, F1, F4) = -2h( -h4H, F4)- ('\7~4 ( -Ç + "!4"1)- h(F1, -"(4F2)) 

= (3t"fl + 3t- F4('-y4))'f7, 

odakle dobijamo 
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(108) 

Takodje, (105) se svodi na 
(109) 

Iz 

('\lh)(H, F2, F2)- ('Vh)(F2, F1, F2) = -2h( -"(4F1, F2)- ('Y~2 (tÇ- l"f4"l)- h(F1, -t14F4)) 

= ( -2t'Yl- t(1 - 2t2) + F2(t'Y4) - tr1)'fl, 

odnosno 
F2(t'Y4) = 3tr1 + t(1 - 2t2). 

Kako iz (108) sledi da je /4 #- 0 pomoéu (109) dobijamo i 

F2(t) = 2t14(1 + t2). 

Primenom Kodacijeve jednacine na F3, F1 i F2 dobijamo 

('Vh)(F3,F1,F2)- ('Vh)(F1,F3,F2) = '\7~3 (tÇ- tr4TJ)- h(F1,F4) + h(tF1,F2) 

= (F3(t) + 1 + t 2)Ç + ( -F3(t14)- /4- t2'Y4)TJ = 0, (110) 

odakle dobijamo i 

Direktna provera pokazuje da su i ostale jednaCine zadovoljene. 

Sada, direktnim racunom dobijamo 

[F1, F2] = -"(4F1, 
[F1, F4] = -h4H, 
[F2, F4] = tr4F2 + 2(t2 + l)F3- r4F4, 

[F1, F3] =tF1, 
[F2, F3] = -tF2- (2t2 + 1)F4, 
[F3, F4] = -3F2- 3tF4. 

1 

Specijalno, ova vektorska polja ne definisu lokalne koordinate. Potrazimo jednu takvu pokretnu 
bazu. OznaCimo sa G1, G2, G3 i G4 vektorska polja na podmnogostrukosti M koja odgovaraju 
nekom koordinatnom sistemu. Pretpostavimo da G1 moze biti oblika G1 = pF1 , gde je p lokalno 
definisana funkcija. Ako potrazimo funkciju p takvu da vazi [G1, Fi] = p[F1, Fi]- Fi(p)F1 = 0, i E 
{2, 3, 4}, dobijamo 

F2(logp) = -14, F3(logp) = t, F4(logp) = -h4· 

Kako je Fi (log p) = 81~fP Fi(t) + 81~~P Fi( /4), za i = 3 dobijamo 81~fP = - 1~t2 , odakle sledi da je 
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gde je Pl funkcija po promenljivoj Î4, a zatim za i = 4 sledi da je p~ ( /4) = - 12~l te mozemo 

uzeti 
1 

P = -vr=1 =+=t:;:c2 yl---;=::::-1=+=~~{ 

Direktnom pro vero rn dobija se da je i jednacina za i = 2 zadovoljena. Posto je F 1 ( t) = F 1 ( /4) = 0, 
potraziéemo G2, G3 i G4 u raslojenju C(F2, F3, F4). 

Uocimo, da za V= F2 + tF4 sledi [F3, V]= -2tV. 
Zato, nekaje G2 = F3, G3 = ÀV, gdeje À neka lokalno definisana funkcija. Iz uslova [G2, G3] = 

0 dobijamo F3(log ..\) = 2t. Analogno prethodnom razmatranju zakljuèujemo 81âf' = - 1~~2 pa 
mozemo uzeti 

À=-1-. 
1 + t 2 

Zelimo da poslednje vektorsko polje ispunjava uslov G4(t) = G4(14) =O. Tada za vektorsko polje 
G4 = aF2 + bF3 + cF4 proporcionalno G4, gde su a, b, c lokalno definisane diferencijabilne funkcije 

a(1 - 2t2
) + 3ct = 0, 2atr4 - b- 2cÎ4 = 0, 

pa ako je, naprimer, a= 3t dobijamo i 

b = 2(1 + t 2)r4, c = -(1- 2t2). 

Kako je G4(t) = G4(r4) = 0 direktnim racunorn 

[G4, G2] = 2tG4, [G4, G3] = -14G4. 

Potrazimo, dakle, G4 u obliku G4 = JLG4, gdeje fl,lokalno definisana funkcija. Slicno zakljuèujemo 

pa mozemo definisati fL = ~. Dakle, dokazana je sledeéa lema. 
(l+t2) 1+1'4 

Lema 23 Vektorska polja 

1 1 t 
G1 = F1, G2 = F3, G3- --F2 + --F4 v!f+t2 )1 + ~~ - 1 + t2 1 + t2 ' 

G4 = 
1 

(3tF2 + 2(1 + t 2)r4F3- (1- 2t2)F4) 
(1 + t2)"/1 + 1l 

ispunjavaju uslov [Gi,Gj] = 0, za i,j E {1, ... ,4}, te napodmnogostrukosti M postoji lokalno 
dejinisan koordinatni sistem (xl, Xz, X3 1 X4) takav da vazi 

a 
c1 =-a , 

Xl 

a 
G2=-a , 

X2 

a 
G4=-a . 

X4 

Direktno se dobija i da vektorska polja Fi izrazena u pokretnoj bazi { Gi, 1 ::; i ::; 4} imaju 
sledeéi oblik: 

F1 = .J!+t2)1 + 1lG1, F2 = -2t14G2 + (1- 2t2)G3 + t.J1 + rJG4 

F3 = G2, F4 = 214G2 + 3tG3- .)1 + rJG4. 

Takodje, iz Leme 22 sledi: 

(111) 



G1(t) = 0, 
G3(t) = 0, 

G1(14) = 0, G2(t) = -(1 + t2), 
G3(r4) = 1 + rl, G4(t) = 0, 

G2('!4) = 0, 
G4(r4) =O. 
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Odavde sledi i da je t funkcija iskljuCivo po promenljivoj x2, i do na translaciju koordinatnog 
sistema mozemo reéi 

t =- tanx2, 

Slicno, 14 zavisi iskljucivo od promenljive x3 i bez umanjenja opstosti mozemo reéi da je 

/4 = tanx3. 

Zavrsimo sada dokaz Teoreme 16. 
lz jednakosti (50) zakljucujemo da je 

Specijalno, za i = j = 2 (112) postaje 

odakle direktno sledi 

a2 
a 2p= -p, 

X· 
~ 

p = A(x1, x3, x4) cosx2 + B(x1, X3, x4) sinx2, 

gde su Ai B neka vektorska polja. Dalje za i = 1,j = 2 iz (112) dobijamo 

a -a B=O, 
XI 

odnosno vektorsko polje B zavisi od promenljivih x3, X4. Slicno za i = 2, j = 3 dobija se 

_!!_B = 0 
ax3 

odnosno B je funkcija iskljucivo po x4. Za i = 2, j = 4 jednakost (112) postaje 

a a 
-B = -2sinx3A- 2cosx3-A. 
ax4 ax3 

Diferenciranjem jednakosti (114) po X3 i koristeéi (113) dobijamo 

sto dalje implicira da je 

a2 
A+ a a A= o, 

X3 X3 

A= C(x1, x4) cosx3 + D(x1, x4) sinx3 

za neka vektorska polja CiD. Sada, (114) se redukuje na 

1 a 
D=---B. 

2ax4 

(112) 

(113) 

(114) 

(115) 
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Slicno za i = 1,j = 1 iz (112) dobijamo 

a2 a a a A= COSX3sinx3-a A- cos2 
X3A. 

Xl Xl X3 
(116) 

Sada iz (115) i (116) dobijamo 

odakle sledi 
(117) 

za neka vektorska polja Vi W. 
Za i = 4, j = 4, direktnim racunom, (112) postaje 

EP a2 1 a3 

COSX2[cosx3(a a Vcosxl+a a Wsinxl)--a a a Bsinx3] 
X4 X4 X4 X4 2 X4 X4 X4 

+ sinx2 a a~ B = 3 COSX2 COSX3(V COS XI+ W sin XI) 
X4 X4 

-4[(V cos Xl + w sin XI) cos X3 - ~ aa B sin X3] cos X2 - 4B sin X2· (118) 
2 X4 

Posebno, jednakost (118) vazi i za x2 = ~ odnosno cos x2 = 0 i proizvoljne x1, X3 i x4. Tada 
dobijamo 

a tada se (118) redukuje na 

a2 a2 
a a V COS Xl+ a a W sinx1 =-(V COS XI+ W sinx1). 

X4 X4 X4 X4 

Takodje, (119) implicira 
B = E1 sin 2x4 + E2 cos 2x4, 

gde su E1 i B2 konstantna vektorska polja. 

(119) 

(120) 

Analogno, za proizvoljne x2, X3 i X4 i za cos x1 = 0 i sin XI = 0, respektivno, iz (120) sledi 

W = W1 sinx4 + W2 COSX4, 

gde su V1, V2, W1, W2 konstantna vektorska polja. Kako je {p, ~, F3, ry, F4, F1,-F2} jedna G 2 
pokretna baza mozemo je identifikovati u tacki (0, 0, 0, 0) sa bazom { e1, ... , e7 }. Sada sledi 

p(O, 0, 0, 0) = V2 = e1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0). 

Obzirom da vazi (111) zakljucujemo 

FI(O,O,O,O) = GI(O,O,O,O) = w2 = e6 = (O,O,O,O,O,l,O), 

F2(0, 0, 0, 0) = G3(0, 0, 0, 0) = E1 = -e7 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, -1), 

F3(0, 0, 0, 0) = G2(0, 0, 0, 0) = E2 = e3 = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0), 

F4(0,0,0,0) = -G4(0,0,0,0) = -V1 =-es= (0,0,0,0,-1,0,0). (121) 
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Da bismo izracunali W1 uocimo da je 

()2 
a a p(O,O,O,O)=W1. 

Xl X4 

Koriséenjem (112) dobijamo 
a2 

a a p(o, o, o, o) = ~ 
Xl X4 

odakle sledi 
wl = ~ = e2 = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0). 

Sada direktno dobijamo formulu (99). 

Obrnuto, direktnim racunom dobijamo da imersija (99) ispunjava uslove teoreme. 

5.3 Neminimalne CR podmnogostrukosti i Cenova jednakost 

U ovom poglavju éemo ispitati cetvorodimenzione, neminimalne CR podmnogostrukosti sfere 
8 6 koje zadovoljavaju Cenovu jednakost i predstaviéemo rezultate rada [3]. Podseéamo da je u 
[25] dokazano da trodimenziona CR podmnogostrukost koja zadovoljava Cenovu jednakost mora 
biti minimalna. 
Takodje, na osnovu koe:ficijenata druge fundamentalne forme cetvorodimenzionih CR podmno
gostrukosti sfere sledi da one nikad nisu totalno geodezijske. Naime, vazi 

!34 + 1 = '/'3, 

odakle sledi da druga fundamentalna forma podmnogostrukosti nije identicki jednaka nuli pa M 
nije totalno geodezijska podmnogostrukost. Zato, ispitujemo podmnogostrukosti koje zadovol
javaju slicnu osobinu, naime, one podmnogostrukosti za koje nula-distribucija 

V1(p) ={XE TpM 1 h(X, Y)= 0, 'v'Y E TpM}, 

ima najveéu moguéu dimenziju. Koristiéemo prethodno konstruisanu G2 bazu. 
Dokazujemo sledeée teoreme. 

(122) 

Teorema 17 Neka je M cetvorodimenziona CR podmnogostrukost sfere 8 6 koja zadovoljava Cen
ovu jednakost. Tada M mora biti minimalna. 

Teorema 18 Najveéa moguéa dimenzija distribucije D1 za podmnogostrukosti iz skupa cetvorodi
menzionih CR podmnogostrukosti sfere 8 6 je dva. Pri tom, ako je M podmnogostrukost iz tog 
skupa za koju je dimenzija vl jednaka dva, tada je M minimalna i zadovoljava Cenovu jednakost. 

Dokazimo Teoremu 17. Pretpostavimo da je M neminimalna, cetvorodimenziona CR podmno
gostrukost koja zadovoljava Cenovu jednakost. Obzirom da je neminimalna sledi da je vektor 
srednje krivine 

1 
H = 4((/31 + f3s + f3s + f3IO)Ç +(Il+ /5 + f3g + /10)"7) 
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nenula. Mozemo bazu normalnog vektorskog prostora Ç i TJ izabrati tako da je H ortogonalan na 
vektorsko polje ry. Tada je 

f3g = -(1'1 + "(5 + "Yw) i f3I + /35 + f3s + f3w i- O. 

Obzirom da M zadovoljava Cenovu jednakost sledi i da je dimenzija odgovarajuée distribucije 
V najmanje dva. Neka je W E V proizvoljno vektorsko polje. Tada postoje lokalno definisane 
diferencijabilne funkcije k1, k2, k3 i k4 takve da 

Tada koristeéi (98) dobijamo 

a dalje i 
k4(310 = -(kif34 + k2f37 + k3(3g). (123) 

Iz 0 = h(F4, W)- ~(F4, W)H sledi 

1 
(kif34 + k2f37- 3k4(f31- 2f3w + f3s + /310) + k3(3g)Ç 

+(k3f3w + k4"fw + k1 'Y4 + kn1 )TJ = o, 
odnosno 

1 
k1f34 + k2f37- 3k4(f31- 2/310 + f3s + f3w) + k3f39 =O. 

Koristeéi (123) dobijamo 

odakle sledi i 

Slicno, iz (123) dobijamo i 

odnosno k1 =O. Odavde sledi da je distribucija V razapeta vektorskim poljima F 2 , F 3 , a kako je 
ujedno i dimenzije dva, sledi da su koeficijenti k2 i k3 proizvoljni. Sada za W E V dobijamo 

4 
h(F1, W)- 3 (F1, W)H = (k2f32 + k3f33)Ç + (k3 + k3f34 + k2"f2)TJ = 0, 

4 1 
h(F2, W)- 3"(F2, W)H = (k3f35- 3"k2(f31- 2(35 + /3s + f3w))Ç 

+ (k2f37- k3(/'1 + "(5 + "(IO))TJ = 0, 
4 1 

h(F3, W)- 3'(F3, W)H = (k2(36- 3'(/31 + (35- 2/3s + f3IO))Ç 

+ (k2f37- k3(!'1 + "(5 + Î7))TJ = 0, 
4 

h(F4, W)- 3(F4, W)H = (k2f37- k3(r1 + /5 + r7))Ç + (k3f310 + k211)TJ =O. 



Sada sledi 

k2f32 + k3/33 = 0, 
1 

k3(36- :3k2(f31 - 2/35 + f3s + f3w) = 0, 

1 
k2f36- 3Uh + (35- 2f3s + f3w) = 0, 

k2f37- k3(1'1 + '/"5 + '/"7) = 0, 

k3 + k3f34 + k2'Y2 = 0, 

k2f37- k3(-y1 + '/"5 + rw) = 0, 

k2f37 - k3 bl + '/"5 + /7) = 0, 

k3f31o + k2"(7 = O. 

Obzirom da su koeficijenti k2 i k3 proizvoljni dobijamo 

odnosno 

(32 = (33 = 0, /34 = -1, '/"2 = 0, /36 = 0, (37 = '/"5 = 0, f3w = '/"7 = 0, 

f3I + (310 - 2(35 + f3s = (31 + (310 + /35 - 2f3s = 0, 11 + '/"5 + '/"10 = 0, 

Vektor srednje krivine sada ima oblik 

UoCimo da je sada 

pa Je 

R(Fr, F3)F1 = DHDF3F1- DF3 DHF1- D[F1 ,F3 ]Fl 

= DF1(f31F2)- DF3(-p+ 'Y4F2 + f31Ç + 'YITJ) + 2(31(-f31F3)- a1(-ç + r4TJ) 

= F1 (f31)F2 + f31 ( -14F1 + (31F3 + r1F4) + F3- F3(r4)F2- /4( -(31F1 + F4) 
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- F3(f31)f,- /31 ( -(31F3 + CY37J) - F3(rl)TJ- rl ( -a3Ç) - 2f3r F3 - a1 ( -Ç + r4)TJ, 

a tada je 

sto je kontradikcija sa cinjenicom da je prostor JR7 krivine nula. Zato ne postoje neminimalne CR 
podmnogostrukosti sfere s6 dimenzije 4 koje zadovoljavaju Cenovu jednakost. 

Dokazimo Teoremu 18. Ispitajmo prvo, distribuciju V1. Uocimo da za vektorsko polje V E V1 na 
osnovu (98) vazi 

(Ç x TJ, V) (A17 (JÇ), V) - (Aç(JTJ), V) 

(TJ, h(JÇ, V))- (Ç, h(V, JTJ)) = 0 (124) 

sto implicira da V pripada prostoru razapetom sa F2, F3 i F4. 
Neka je M proizvoljna cetvorodimenziona CR podmnogostrukost sfere 86 . Veé je pokazano da 
M ne moze biti totalno geodezijska podmnogostrukost. Takodje, na osnovu (124) sledi da V 1 
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ne mo.ze biti ni dimenzije tri. Naime, u tom slucaju bi se distribucija Dt poklapala sa pros
torom razapetim sa F 2, F3 i F4 sto nije moguée. Distribucije Vi Dt se poklapaju ako i samo ako 
je podmnogostrukost minimalna. Minimalne CR podmnogostrukosti sfere dimenzije cetiri koje 
zadovoljavaju Cenovu jednakost su primer podmnogostrukosti eïja je distribucija v1 dimenzije 2. 
Dakle, to je maksimalna moguéa dimenzija distribucije V1. 

Obzirom da je dimenzija V1 dva, postoji vektorsko polje Vi E V1 ortogonalno na vektorsko 
polje F2 ( odnosno V1 E .C(F3, F4)). U ovom slucaju mozemo izabrati pokretnu bazu normalnog 
raslojenja Tj_(M) tako da vazi 

Vi= F3. 

Sada, neka je V2 E V1 vektorsko polje ortogonalno na V1. Tada postoji lokalno definisana difer
encijabilna funkcija cp takva da je 

Lema 24 Na podmnogostrukosti M postoji lokalno definisana diferencijabilna funkcija 

P3 = !36 = P7 = Ps = f3g = Pw = f3s = o, P4 = -1, 

P2 = t, 17 = -t110, 2 
15 = t ÎlO· 

Dokaz: Iz h(Vl,Fj) = O,j E {1, 2, 3, 4} direktno sledi 

!33 = o, P4 = -1, P6 = o, !37 = o, f3s = o, pg = o, Pw =o. 

Takodje h(1!2,F3) = Oje zadovoljeno. Sadaiz h(V2,Fj) =O,j E {1,2,4} dobijamo 

h(V2,Ft) = (cosrpp2- sin</>)Ç + (cos</>12 + sinrpÎ4)77 = 0, 

h(V2,F2) = cosrpp5Ç + (cos<fl--y5 + sin<P11h = 0, 

h(V2, F4) = (cos <PÎ7 + sin 1>Îlü )77 = O. 

(125) 

Ako bi vazilo cos <P = 0 sledilo bi i sin <PÇ = 0, sto je nemoguée, pa je cos <P i=- 0, a samim tim i 
{35 = O. Sada, mozemo uvesti smenu t =tan 4>, a iz formula (126) tvrdjenje leme direktno sledi.l 

Lema 25 Koeficijenti koneksije zadovoljavaju sledeée jednakosti 

0:3 = 0, 0:4 = 3t, o:2 = 1- 2t2, Îlü = 0, F3(14) = 0, F3(t) = -(1 + t2), 

F1(t) = 2Ît(t2-1)-14(to:l- pt)+ F2(p1), F3(1I) = -o:n4- t('Y1 + Pn4), 

F2(o:I) = 4tÎt(1- 2t2) + Î4(o:1(1 + 4t2) + 3tpt)- 4tF2(Pt), 

H(t) = t 2Î4(1+t2), F4(PI) = 4t11+14(tpt- o:I), F3(o:1) = Pt(1-2t2)-4to:l, 

F4(t) = -2(1+t2)14, F4(o:t) = 411 (t2 - 1)- 214(to:t +Pl)+ 3F2(Pt), 

F2(11) = Î4(2Î1(1- t 2
) + Î4(to:t + {31)- F2(PI))- Pt(1 + t 2)- tF4('YI), 

F4(14) = 3t(1 + 1l), F3(PI) = o:1, F2(1'4) = (1- 2t2)(1 + Îl), 

F4(11) = -a1- 3tf3l + F1(14). 



Dokaz: Iz Kodacijeve jednacine (33) za vektorska polja X= Z = F3 , Y= F1 sledi 

Slicno, Kodacijeva jednaCina R(F3, F4, F1, ~) daje -3t + 0:4 =O. Dalje, to implicira 

Sada iz Gausove jednacine za R(F1, F3, F3, F1) sledi 

-1 - t 2 
- F3 ( t) = 0 

odakle zakljucujemo i t -=JO. Na slican nacin dobijamo 

Sada sledi 

R(F3, F4, F1, F2) = -trw + F3(/10) = 0, 

R(F3,F4,F1,r;) = F3('y4) =O. 

R(F1, F2, Fz, F3) = 2r1- 2t2r1 + to:n4 + /31/4 + F1(t)- F2(!31) = 0, 

R(Fr, F2, F3, F4) = 4tr1(1- 2t2) + (a1(1 + 4t2) + 3t,Bl)r4 

- F2(o:1)- 4tF2(,BI) = 0, 

R(F1, F2, r;, Ç) = -3t3rw =O. 

Obzirom da je funkcija t razlicita od nule dobijamo i /10 =O. 
Dalje je 

R(F1, F2, F~, Ç) = 211 - 2t2 r1 + tan4 + /31/4 + F1 ( t) - F2(/31), 

R(Fr,F3, Ç,F1) = O:l/4 + t(rl + !31!4) + F3(!1), 

R(F1, Fz, ~' F2) = -2t(1 + t2)J4 + Fz(t), 

R(F1, F4, ~'FI)= O:l/4- t(4il + /31!4) + F4(/31), 

R(F1, F3, F3, F4) = -4ta1 + ,81- 2t2,81 + F3(a1), 

R(F2, F4, F3, F2) = -2(1 + t 2)J4 + F4(t), 

R(F1, F4, F4, F3) = 4/1- 4t2rl + 2t11a4 + 2,81/4 + F4(o:r)- 3F2(/3I), 

R(Fr, F2, F2, F4) = ta1- (31 + 2t2(3l + /4(2(t2 - 1)11 + (ta1 + $1)14 

- F2 (,BI)) - F2 (ri) - tF1 (r4), 

R(F1, F4, F2, Fr) = -3t(1 + rJ) + F4(r4), 

R(F1, F3, F2, F3) = a1- F3(,81), 

R(F1, F2, F1, F2) = -( -1 + 2t2)(1 +il)- F2(14), 

R(F1,F2,F5, r;) = 4t/1- 8t311 + an+4t2an4 + 3tf31/4- F2(a1)- 4tF2(/3I), 

R(F1, F4, F1, Ç) =-al- 3t,Bl- F4(11) + F1(r4), 
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odakle direktno sledi tvrdjenje. Takodje, direktna provera pokazuje da su ovo i dovoljni uslovi da 
sve jednacine Gausa, Kodacija i Ricija budu zadovoljene. 1 
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Koristeéi uslov da je koneksija bez torzije za vektorska polja F1, F3 i funkciju /4 dobijamo 

sto uproséava uslov integrabilnosti za t i F1, F3 na 

Zato vazi Œ1 + tf31 =o. Tada dobijamo 

Sada vazi 

Slicno kao i ranije, rezultati Leme 25 i (126) impliciraju 

o = F2( -21114 + !31(3 + rl)) = (21114(2 + t 2 (rl- 1)) 

- !31(3- 4rl- 3r1 + t 2
(3 + s,J + 5r1)) + 2t,JF4(11))/14 

= (4t2rn4(3 +il)+ !31(3(1 + 1l)2 + t2
(-15- 61l + r1)))/i4 

= 3(1 + t
2
)(1 + 11)2 /31/14· 

(126) 

Zato je ,61 = 0 a dalje i 11 = O. Medjutim, sada direktno sledi da vazi H = O. Obzirom da je 
M minimalna podmnogostrukost, distribucije D i D 1 su identicki jednake, M zadovoljava Cenovu 
jednakost i lokalno je kongruentna imersiji (99). 

5.4 Cetvorodimenzione minimalne CR podmnogostrukosti 
koje pripadaju totalno geodezijskoj sferi S5 

u ovom poglavlju éemo ispitivati cetvorodimenzione podmnogostrukosti koje istovremeno pri
padaju i nekoj hiperravni prostora IR7 koja sadrzi koordinatni pocetak. Drugim recima, podmno
gostrukost M pripada i sferi 5 5 koja je totalno geodezijska podmnogostrukost sfere 5 6 . 

Teorema 19 Neka je M cetvorodimenziona, minimalna CR podmnogostrukost sfere S 6 sadriana 
u totalno geodezijskoj sferi 5 5 . Tada je M lokalno kongruentna jednoj od sledeéih imersija: 

1. imersiji (99) i zadovoljava Cenovu jednakost, 

2. zmerszJz 

Y6 1 . 
f2(x1,x2,X3,x4) = S(v'3(3(cosxl cosx2 + cosx3 sm xl)+ v'2cos(v'3x4)), 

( v'2 cos( v'3x4) -cos x1 cos x2- cos X3 sin xl), 2(sin x1 sin X3 -cos x1 sin x2), 

1 
0, y'3 ( -3( cos x1 sin x2 +sin x1 sin x3) + J2 sin( v'3x4)), (127) 

(cos x1 sin x2 +sin Xl sin X3 + v'2 sin( Vsx4) ), 2( cos X3 sin x1 - cos x1 cos xz)), 



3. zmerszJz 

1 
h(YI,Y2, y3, Y4) = 4((((1 + v2) cosy2 + cosy3) cos(y1- Y4) 

+ (cos Y2 + (1- v2) cos Y3) cos(yl + Y4) 

+sin Y2 sin Y3( ( v2- 1) sin(y1 + Y4) - sin(yl - Y4)) ), 

( ( (1 + v2) cos Y3 -cos Y2) cos(yl - Y4) - ( ( v2- 1) cos Y2 +cos Y3) cos(yl + Y4) 

+sin Y2 sin Y3 (sin(yl + Y4) - (1 + v2) sin(yl - Y4))), 
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J s.../2- 8((1 + J2)(cosyl cosy3siny2- sinyl siny3) siny4 (128) 

-cos Y4( cos Y3 sin Yl sin Y2 +cos Yl sin Y3)), 0, ((cos Y2 + (1 - .../2) cos Y3) sin(Yl + Y4)) 

- ( cos(y1 - Y4) + ( J2 - 1) cos(y1 + Y4)) sin Y2 sin Y3 

- ((1 + J2) cos Y2 +cos Y3) sin(y1 - Y4), 

( -( (1 + v'2) cos(y1 - Y4) + cos(y1 + Y4) sin Y2 sin Y3 

+ (cos Y2 - (1 + J2) cos Y3) sin(y1 - Y4) - ( ( J2- 1) cos Y2 +cos Y3) sin(y1 + Y4)), 

- 4 v'2 V v2 + 1 (cos Y4 (cos Y1 cos Y3 sin Y2 - sin Yl sin Y3) 

+ (J2 -1)(cosy3siny1siny2 +cosy1siny3)siny4)). 

1 u ovom poglavlju koristimo pokretnu bazu {p, F1, F2, F3, F4, e, 17} kao i rezultate iz Leme 20. 
Takodje, od sada podrazumevamo da je M minimalna i sadrzana u hiperravni kroz koordinatni 
pocetak. Iz minimalnosti direktno sledi da je 

fJ1 + f3w + (35 + f3s = (3g + 11 + 110 + /5 = O. 

Kako je M sadrzana u hiperravni, jedinicni normalni vektor te hiperravni je ujedno ortogonalan na 
Mi tangentan na sferu 8 6 . Mozemo, stoga odabrati bazu normalnog raslojenja podmnogostrukosti 
M tako da taj vektor bude rJ. 

Lema 26 Koeficijenti koneksije zadovoljavaju sledeée relacije 

/1 = /2 = /4 = Œ1 = /5 = (37 = /7 = Œ2 = (3g = (310 = /10 = Œ3 = Œ4 = Ü i /34 = -1. 

Dokaz: Kako je rJ konstantno vektorsko polje dobijamo 

DH 11 = -11F1- 12F2- (1 + f34)F3- r4F4- a1Ç = o, 
DF2 17 = -12F1 -1sF2- f37F3- "(7F4- a2Ç = 0, 

DF3 17 = -(1 + f34)H- f37F2- (3gF3 + ((31 + f3s + f3s)F4- a3Ç = 0, 

DF417 = _,4Fl- r7F2 + ((31 + f3s + f3s)F3 + ((3g + /1 + ls)F4- Œ4Ç = 0, 

a kako su F1, F2, F3, F4 i Ç linearno nezavisna vektorska polja tvrdjenje sledi direktno. 1 

Proverimo sada uslove koje nameéu jednaCine Gausa, Kodacija i RiCija. 
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Lema 27 Za koeficijente koneksije vaii 

F4(f33) = 3/32, F4(f35) = 3((31 + 2f3s), F4(f32) = -3(33, F4(f3s) = -6(36, F4((31) = 0, 

F1(th) = -3/32!33 + 3/31/36- F3(f33)- F1(/35), F2(/31) = -3(33(35 + 3/32/36 + F1(/32), 

F2(f35) = 3((32(36- {33/35)- F2(/31)- F3(/35), F3((31) = -3(/31/32 + (32(35 + (33(35) + F1(f33), 

F2(f35) = -3(f3If32 + (32/35 + (33(35) + F3(/3s), FI(f3s) = -3(32(33 + 3f3If36 + F2(f32), 

F2 ((33) = F1 ((36) + 1 + /3Î - 2(3~ + (3~ + 4/31 (35 + (3g + /3~, 
F1 ((36) = F3(f32) + 1- 2/3Î + (3~ - 2{3j- 2f3If35 + (3g + (3~. 

Dokaz: Direktnim racunom dobijamo da su sledeéi izrazi 

R(F3, F4, F3, F2) = -3(32 + F4(/33), 

R(F3, F4, F2, FI)= 6/36 + F4((31) + F4(f35), 

R(F3, F4, F1, F2) = -3(f3I + 2,8s) + F4(,85), 

R(Fr, F2, FI, F2) = 1 + f3f - 2{35 + /3~ + 4/31/35 + ,8~ + (3'#, - F2(f33) + F1 (,86), 

R(Fr, F3, F3, FI)= -1 + 2(3Î- f35 + 2(3~ + 2f3Ifis- (3g- ,8~- F3(f32) + FI(f36), 

R(F2, F3, F2, FI)= 3/33(35- 3(32/36 + F2((31) + F2(/35) + F3((35), 

R(F2, F3, F3, Fr)= 3((31/32 + (32(35 + (33/35) - F3(,85) + F2(,85), 

R(Fr, F3, F1, F2) = -3(32(33 + 3(31/36- FI (f3I)- F3(f33)- F1 (f3s), 

R(Fr, F2, F2, F3) = -3{33{3s + 3f32f36- F2((3I) + F1(/32), 

R(Fr, F2, F3, F1) = 3/32,83- 3(31/36- F2(f32) + F1 (/35), 

R(Fr, F4, Ç, FI) = F4(f31), 

R(F2, F4, F1, Ç) = -3/33- F4(f32), 

R(FI, F3, F1, Ç) = 3/32/33 - 3(31/36- F2(f32) +FI (/3s) 

su jednaki nuli sto direktno dokazuje tvrdjenje. 
Direktna provera pokazuje da su ovi uslovi dovoljni da sve Gausove, Kodacijeve i Ricijeve jednaCine 
budu zadovoljene. 1 

Takodje, Cinjenica da je koneksija bez torzije nameée dodatne uslove za koeficijente f3I, (32, (33, 
{35 , (36 . Naime sledeéi izrazi moraju bi ti jednaki nuli: 

Xl = -3/32 + 3f3f (32 - 3f35 - 3/32/3~ - 6/32/3~ + 6(31(33(35 - 6/32 (3~ - 4f36Pr (/32) + 4(33F2 (f32) 

- 3f32H(/32) - F1 (F1 ((32)) - F2(F2 (/32)) + /31F1 ((33) + 4/3sFr ((33) + /33F3(/33) - F3(F2(/33) ), 

X2 = 3(33- 6f3ff33- 6f35f33- 6{3~- 6f3If33f35 + 6f3If32f36 + (3f3I + 4f3s)FI(f32)- f32F2(f32) 

+ 3,83F3(,82) + 4/36FI(f33)- 4f32F3(/33)- FI(FI(f33))- F3(F3(/33))- F3(F2(f32)), 

X3 = -F4(F2(f32))- F4(F3(/33)), 



X4 = -6f31f32f33 - 12/32/33/35 + !36(6- 3f3Î + 3(3~ - 9(3~ + 6/31/35 + 6(3g + 6(3g) - f32F1 (/32) 

+ (4/31 + 3f35)F2(f32) + 6f35F3(f32)- f33F1(f33) + (f31- 3f35)F3(f33) + F3(F1(f32)) 
- F2(F1 (/33) ), 

X5 = 3F1(f33) + F4(F1(f32)), 

X6 = -3H(f32) + F4(H(f33)), 
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X7 = -f33F1 (/32)- /35F2(f32) + (/31 + f35)F3(/32), (129) 

xs = f32F1 (/32) + f35F2(f3z) + f35F3(f32), 

Xg = -f31F1 (/32) - f32F2(f32) - f33( -6 + F3(f32)), 

XlQ = -3(-2 + f3Î + (3~ + !35- 2/31/35- 2(3g- 2f3l) + 6F3(f32) + F4(F2(f32)), 

xn = -3F2(f32) + 3F3(f33) + F4(F3(f32)), 

x12 = /35(2- f3Î- (3~- (3~ + 2/31/35 + 2j3g + 2f3l + F3(/32)) + f32F1(/33) + f35F3(/33), 

x13 = f32(7f3Î + (3~ + (3~- 2/31/35- 8(3g- 2(3g- 8) + 6f33f35(f31- /35)- 3f32F3(f32) + F3(F3(f32)) 

- 3f31F1 (/33) + 2(35F1 (/33) - 3f33F3(/33) + 2f31F3(f35) + 4f35F3(f35) + 4f36F3(f36)- F3(F2(f33)), 

X14 = 3( -2 + f3Î + (3~ + (3~- 2/31/35- 2j3g - 2(3~)- 6F3(/32) + F4(F3(/33)), 

x15 = 3f32(f3~- 2- 2/3Î + 2(3j- 6/31/35- 2(3g + f3l- F3(f32))- 3/33(4/31/36 + 3/35/36) + 4f36F1 (/32) 

- 4f33F2(j32) + F1(F1(f32)) + F2(F2(/32)) + 4f31F3(/35) + f35F3(f35) + /35F3(/35) + F3(H(f35)), 

x15 = f32( -3/32/33 + 3/31/36 + F2(/32))- 3f33F3(/3z) + 3/36( -3(/31/32 + !32/35 + /33/35) + H(/33)) 
- 3(32F3(f33) + f35F3(f35) + 3f31F3(f36)- f35(F1(f32) + F3(/35)) + F3(F2(f32))- F3(F1(f35)), 

x17 = 3/31/32/33 + 12/36- 3f3Îf36 + f32F1(f32)- f31F2(f32)- f33F3(f3s) + f32F3(/35)- F3(F3(/35)) 

- F3(F1(f32))- F3(F2(f35)), 

x1s = -18/31/32- 18/32/35- l8f33/35 + 9F3(f35)- F4(H(f32))- F4(F3(f35)), 

x19 = 3F1(f32) + 9F3(/36) + F4(F3(/35)), 

x2o = -3f33(3(3g + (3~ + 2)- 6/31/32/35- 9/32/35/36 + (/31 - f35)F1 (/32) + 2f32F2(/32)- 2f33F3(f32) 

+ 3f36F1(f33)- 3f32F3(f33) + f35F3(f35) + 3f31F3(f36)- f3sF3(f36) + F3(F2(f32))- F3(F1(f3s)), 

x21 = /32(1 + 10f3Î + (3~- 2(3j + 13/31/35 + 4(3g + (3~ + 3F3(f32)) + /33(12/31/36 + 3f3sf36- 4F3(/33)) 
+ F3(F3(f32))- 4/31F1(f33)- 2/35F1(/33)- 2f31F3(/35) + 3f35F3(f3) + 3f36F3(f36)- F3(H(f36)), 

x22 = (31 (2f3Î + 11(3~- 7 + 2(3~ - 12/35 + 2/31/35 + 12(3~/35 - (3g - /3€) + 12/32/33/35- 3f32H (!33) 

- (4/31 + 3(35)F3(f32)- 3f35F3(/33)- 4f32F3((35) + F3(F3(f35))- 4f33F3(f35)- F3(F2(f35)), 

x23 = 18/31/32 + 18/32/35 + 18/33/36- 3H(f33)- 9F3(/35) + F4(F3(/35)). 

Ispitajmo prvo da li je mogué slucaj da neka od funkcija koeficijenata koneksije bude identicki 
jednaka nuli. 
Slucaj 1. Pretpostavimo da je f3s = O. Tada iz F4(f35) = -6/35 sledi i da je /35 = 0, a zatim 
iz F4(f35) = 3(/31 + 2f3s) dobijamo i da je /31 =O. Sada, uslovi iz Leme 27 postaju 

H (/32) = F1 (/33) = 0, 

F3(f33) = -3/32/33 = -F2(/32), 

F3(f32) = -1 - (3~ + 2(3~, 
F2(/33) = 1- 2(3~ + (3j. 
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Ako je V vektorsko polje za koje vazi h(V, X) = 0 za proizvoljno tangentno vektorsko polje X i 
ako oznacimo V= k1F1 + k2F2 + k3F3 + k4F4 dobijamo 

h(V, FI) = ( -k4 + k2f32 + k3f33)Ç, 

h(V, F2) = k1f32f,, 

h(V, F3) = k1f33Ç, 

h(V, F4) =kif, 

a kako su vektorska polja FI, F2, F3 i F4 linearno nezavisna sledi da je k1 = 0 i k4 = k2f32 + k3f33. 
Pasto iz Leme 27 sledi da je F4(f33) = 3/32, F4(f32) = -3(33 vazi da je /32 = 0 ako i samo ako je 

(33 = 0 i u tom slucaju je F2(j33 ) = 1 sto je nemoguée. Takodje, tada je i F4 ( ~~) = -3 13~;{§ f 0 

pa su /32 i /33 i linearno nezavisne funkcije. Prema tome distribucija (100) je dimenzije 2 i koris
teéi Lemu 7 zakljucujemo da podmnogostrukost M zadovoljava Cenovu jednakost, pa je lokalno 
kongruentna imersiji ( 99). 

Slucaj 2. Pretpostavimo sada da je f3s f 0 i /36 = O. Tada iz F4(f36) = 3(f3I + 2f3s) sledi 
(31 + 2(35 =O. Slicno, pomoéu rezultata iz Leme 27 dobijamo i 

FI(/31 + 2f3s) = -6/32/33 + F2(f32)- F3(f33), F2(f31 + 2f3s) = -3/33/35- F1(f32), 

F3(f31 + 2f3s) = 3f32(f3I + f3s) + H(/33), F4(f31 + 2f3s) = 0 

odakle je 

Tadaje 

a kako je f3s f 0 sledi i 
1 + (3~ + (3~ - 3(3~ = o. 

Sada iz 

dobijamo da je 

Kako vazi 

sledi da je 

a dalje iz F4(f32) = 0 dobijamo 
!33 =o. 

Sada, R(F1, F2, F1, F2) = 0 implicira j3g = i-· Kako je f3s = {h(F2, F2), Ç) mozemo odabrati 
bazno vektorsko polje Ç (tj, promeniti mu znak) tako da vazi f3s > 0, a onda je 

1 
fJs = V3. 

Sada, komponente koneksije imaju sledeéi oblik 



DHH=-p- ]3t;, 

DFJE,= 1FI + F4, 

DF2 F3= )3FI- F4, 

DF3FI = )"3F2, 

DF3E,=- )"3F3, 

DF4F3=2F2, 

DFl F2=- }?,F3, 

DHTJ=O, 

DF2 F4=F3, 

DF3F2=- ~FI+ F4, 

DF37]=0, 

DF4F4=-p, 

a vrednosti Lijevih zagrada 

DFl F3= }3F2, 

DF2 FI =- )"3F3, 

DF2 /;=- }3F2, 

DF3F3=-p + ~Ç, 
DF4FI=-t;, 

DF4E,=FI, 

DF1F4=-E,, 

DF2 F2=-p + ~E,, 
DF2 7]=0, 

DF3F4=-F2, 

DF4F2=-2F3, 

DF47]=0, 

1 
[Ft, F3] = V3F2, [Ft, F4] = 0, 

[F2,F4] = 3F3, [F3,F4] = -3F2 

odakle sledi da ova vektorska polja ne odgovaraju nekom sistemu koordinata. OznaCimo 
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Direktna provera uslova da je koneksija bez torzije pokazuje da postoji diferencijabila funkcija cjJ 
takva da vazi 

Tada za vektorska polja 

dobijamo 

PotraZimo sad vektorska polja JI i h koja su razapeta vektorskim poljima Z2 i Z3 takva da vazi 
[ZI, J1] = [Z4, J1] = [Z1, h] = [Z4, h] = O. Potrazimo diferencijabilnu funkciju ç takvu da za 
vektorska polja 

Jl = - cos ç z2 - sin ç z3 h = sinç Z2- COSÇ Z3, 

vazi [J1, ZI] = 0 i [JI, Z4] =O. Iz ova dva uslova redom sledi da je Z1(ç) = - ~ i Z4(ç) = 0 

odnosno F 1( ç) = 1 i F4(ç) = -2. Tada je i 

4 
[JI, J2] = yi3ZI- Z2(ç)Z2- Z3(ç)Z3. 

Izvode Z2(ç) i Z3(ç) éemo potraziti u obliku Z2(ç) = sinçg1(TJ) i Z3(ç) = - cosçgl('!9) gde je '!9 
neka diferencijabilna funkcija. Tada vaZi 
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Potra.Zimo sada linearno nezavisna vektorska polja 

takva da je [X2, J1] = [X2, Z4] = [X3, J1] = [X3, Z4] = [X2, X3] = 0 gde su k1, k2, k1 i k2 
diferencijabilne funkcije promenljive 13. Tada sledi 

pa vazi 

(130) 

a slicno iz [J1, X3] = 0 sledi i 

- 4- -/ 4-
Jl(kl) + v'3k2 = J1(13)kl + v'3k2 = 0, 

- - -1 -
Jl ( k2) - 9lk2 = Jl ( {))k2 - 91k2 = o. (131) 

Jednakosti (130) i (131) nas motivisu da resenje potrazimo u obliku -k2 = k2 uz uslov ki = -k/, 
a tada dobijamo 

(132) 

Tada slicno dobijamo i 

Ako pretpostavimo da je k1 = -k1 tada vektorska polja X 2 i X 3 ne bi bila linearno nezavisna. 
Uzmimo, zato, da je Z1 (13) = O. Ako definisemo Z 2 (13) = - }s cos ç i Z3 (13) = -~sin ç tada se 

(132) svodi na 
k~ + 2k2 =o. 

Takodje je i 

kao i k1 + k1 = const. 

Stoga, mozemo definisati 

k1(13) =-v; cos2 13, k2(13) =-v; sin(213), 

- v'3 2 - v'3 
k1('&) = - 2 sin 13, k2(13) = 4 sin(213), 

4 2 
91 ( 13) = y'3 cot(213) = v'3 ( cot 13 - tan 13), 

odnosno 



Z1(?J) = 0, 

Z1(ç) =-~' 
Z4(ç) = 0, 

Z2(?J) =- )3 cosç, 

Z2( ç) = ~ cot(2?9) sin ç, 

Z4(?J) =O. 
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Z3(tJ) =- }Jsinç, 

Z3(ç) = -1 cot(2tJ) cosç, 

Doista, proverom uslova da je koneksija bez torzije dobija se da postoje diferencijabilne funkcije 
ç i {) za koje vazi 

OznaCimo 

F1(?J) = 0, 
F2(tJ) =- )3 cos(ç- cp), 

F1(ç) = ~' 
F3(ç) = )3 cos(ç- cp) cot(219), 

V3 V3. 
X1 = -2cosçZ2- 2smçZ3, 

F4(19) = 0, 
F3(tJ) = }J sin(ç- c/J), 
F2(ç) = ~ sin(ç- cfJ) cot(2fJ), 

F4(ç) = -2. 

x V3 2 f) z J3 ° 2{) 0 z V3 ° 219 z 2 = -2 cos 1 - 4 sm sm ç 2 + 4 cos ç sm 3, 

X vf3 . 2 tJZ J3 . 2fJ . Z yl3 . 2rJZ 3 = -2sm 1 + 4 sm smç 2- 4 cosçsm 3, 

V3 x4 = 2 z4. 

Dokazali smo da vazi sledeéa lema. 

(133) 

Lema 28 Za vektorska polja X 1,X2,X3 ,X4 data relacijama {133) vaii [Xi,Xj] = O,i,j E {1,4} 
odnosno postoji lokalni koordinatni sistem (x1, x2, x3, x4) na podmnogostrukosti M takav da vaii 

a~;= xi. 
Takodje, vektorska polja X1, X2, X3, X4 cine ortogonalnu pokretnu bazu za koju vazi 

kao i 

Direktno dobijamo da su nenula kovarijantni izvodi jednaki 

V' xl x2 = -tan f) x2, V' xl x3 = cot {) x3, 
V' x 2 X2 =cos fJ sin '19 X1, V' x 3 X3 = -cos fJ sin 19 X1, 

X1(fJ) = 1, X2(tJ) = X3(?J) = X4(tJ) = 0, X2(ç) = 1, X1(ç) = 0, X2(ç) = X3(ç) = 1, 

X4(ç) = 0, X4(cjJ) =Vs, X1(cp) = X2(c/J) = X3(cp) = 0, 
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odakle sledi da je (uz eventualnu translaciju koordinatnog sistema) 
Xl = {), x2 + X3 = ç, X4 = ~- Tada iz jednakosti (50) dobijamo 

a a 8 a 8 a 
--=-----=---P =V __!L- + h(-, -)-(-,-)p. 
OXiOXj &xj axi 8xi OXj axi 8xj 

Tada za i = 4, j #- i sledi da je 

__!!____( op ) = o 
axj OX4 ' 

odnosno da %~ zavisi samo od promenljive x4, pa integralenjem po x4 zakljucujemo da je 

p(x1, x2, x3, x4) = A(x4) + C(x1, x2, x3) 

gde su A i C neka vektorska polja. 
Dalje, za i = 2, j = 3 sledi 

Slicno za i = l,j = 3 sledi 
a ac ac 

-
8 

(~)=cotxl~· 
Xl uX3 uX3 

Tada, integralenjem po x1 dobijamo 

ac . c -
0 

= SlllXI 1 
X3 

(134) 

(135) 

(136) 

gde je C1 vektorsko polje koje ne zavisi od x1. Diferenciranjem po promenljivoj x2 i koristeéi 
jednakost (135) dobijamo 

ac1 . 
0 ~SlllXI = 

UX2 

odakle sledi da je G\ vektorska funkcija koja zavisi samo od promenljive x1. Slicno, za i = 1, j = 2 
dobijamo 

a ac ac 
-(-) = -tanxl-
axl OX2 ax2' 

odnosno 

(137) 

gde je C2 vektorska funkcija koja zavisi samo od promenljive x2. Oznacimo sa ')'1 (x3) i 12(x2) neke 
vektorske funkcije takve da je C1 (x3) = 8~3 11(x3) i C2(x2) = 8~2 12(x2). Tada iz (137) direktno 
sledi da je 

c = COSX1{2 + C3(Xt, X3), 

a zatim iz jednakosti (136) dobijamo 

gde je C4 vektorsko polje koje zavisi iskljuCivo od promenljive XI. 

Ako je i = j = 4 dobijamo 
1 4 a2 

Ç =- J3P- 3v'3 ax~A. (138) 
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Slicno za i = j = 1 i koristeéi (138) dobijamo da jednakost (134) postaje 

1 8 2 8 2 

-A- 3ax2A = C4 + 8x2C4. 
4 1 

(139) 

Obzirom da je leva strana jednakosti funkcija po promenljivoj x4, a desna po promenljivoj XI sledi 
da su obe jednake nekom konstantnom vektorskom polju M, i direktno dobijamo da je 

C4(XI) = Rl COS Xl+ R2 SÎllXI + M, 

A(x4) = T1 cos( v'3x4) + T2 sin( v'3x4) -M. 

Takodje sui R 1 , R 2 , T1 i T2 konstantna vektorska polja. 
Sad a za i = j = 2 sledi 

82 
RI + 12 + a 2 12 = o, 

x2 

pa postoje konstantna vektorska polja H1 i H2 takve da vazi 

Slicno, za i = j = 3 dobijamo 

odnosno 
11(x3) = H3 cosx3 + H4 sinx3- R2, 

gde sui H3 i H4 konstantna vektorska polja. Kako je {p, Ç, F3, TJ, F4, F1, -F2} jedna G2 pokretna 
baza, mozemo je u tacki ( ~, 0, 0, 0) identifikovati sa bazom { e1, e2 , e3, e4, e5 , e6 , e7 }. Tada sledi 

odakle sledi 

v'6 
HI= 8{V3,-1,0,0,0,0,-2}, 

J6 
H2 = 8{0, 0, -2, 0, -V3, 1, 0}, 

v'6 
H3 = S{V3,-1,0,0,0,0,2}, 

J6 
H4 = S{0,0,2,0,-V3,1,0}, 

1 
T1 = 4{1, v'3, 0, 0, 0, 0, 0}, 

1 
T2 = 4{0, 0, 0, 0, 1, V3, 0}, 
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odakle direktno dobijamo imersiju h datu formulom (127). 

Primedba UoCimo da je imersija h izometricna S 3(';() x S 1a). 
Slucaj 3. Veé smo primetili da iz relacija F4(f32) = -(33 i F4(f33) = (32 sledi da je (32 = 0 
ekvivalentno sa (33 = O. Pretpostavimo, stoga da je f32 = (33 = 0 i da je pritom (35 =/= 0 i 
(35 -=/- O. Tada sledi da je 

x16 = f36F3(f3s)- f35F3(f35) = 0, 

x21 = f3sF3(f3s) + f35F3(f35) =O. 

Kako je determinanta ovog sistema (3g + (3g #- 0 sledi da je 

Tada je xn = 3(36(f3r - 4) = 0 odnosno f3i = 4. Kao i ranije, koristeéi (31 = (h(F1, F1), Ç) 
zakljucujemo da mozemo odabrati bazno vektorsko polje Ç (odnosno njegov znak) tako da je 
(31 > 0 odnosno f3I = 2. 

Tada iz x10 = -3f3Î + 6(31/35 + 6(1 + (3g + (3~) = 0 sledi -1 + 2f3s + (3~ + (3~ = O. Tada 
postoji diferencijabilna funkcija cp takva da je 

f3s = -1 + v'2 cos rp, (35 = v'2 sin rp, 

i koristeéi ctgrp = 1 ;~5 dobijamo da funkcija cp zadovoljava sledeée relacije 

Fl('P) = -3(1 + 2/3s + (3g + (3~) = -6, F2( cp) = 0, 

F3(cp) = 0, F4(cp) = 3(1 + 2f3s + (3g + (3g) = 6. (140) 

Direktnom proverom se dobija da su i svi ostali uslovi (129) zadovoljeni. Takodje, koeficijenti 
koneksije su dati sledeéim relacijama 

Dp1 F1 = -p + 2Ç, 

Dp1 F3 = -2F2, 

Dp1 Ç = -2Fl + F4, 

Dp2 F1 = v'2sinrpF2 + (1- v'2cosrp)F3, 

Dp2 F3 = (1- v'2cosrp)Fl- F4 + v'2sinrpÇ, 

Dp2 Ç = (1- v'2cosrp)F2- v'2sinrpF3, 

D p 3 F1 = ( -1 - v'2 cos cp )F2 - v'2 sin rpF3, 

Dp3 F3 = -p+ v'2sincpF1- (1 + v'2coscp)Ç, 

Dp3 Ç = -J2sinrpF2 + (1 + J2cosrp)F3, 

Dp4 F1 = -Ç, 

Dp4 F3 = 2F2, 

Dp4 Ç = F1, 

Dp1 F2 = 2F3, 

Dp1 F4 = -Ç, 

Dp1 TJ = 0, 

Dp2 F2 = -p- v'2sincpF1- (1- v'2coscp) 

Dp2 F4 = F3, 

Dp2 TJ = 0, 

Dp3 F2 = (1 + v'2costp)Fl + F4 + v'2sinrpÇ, 

Dp3 F4 = -F2, 

Dp3 TJ = 0, 

Dp4 F2 = -2F3, 

Dp4F4 = -p, 

Dp4 TJ = 0, 



dok su odgovarajuée Lijeve zagrade 

[F1, F2] = --J2 sin <pF2 + (1 + vf2 cosrp)F3, [Ft, F3] = ( -J2 cos <p- 1)F2 + -J2 sin rpF3, 

[F1, F4] = 0, [F2, F3] = -2F1- 2F4, [F2, F4] = 3F3, [F3, F4] = -3F2. 

93 

Potrazimo vektorska polja koja odgovaraju nekom koordinatnom sistemu podmnogostrukosti 
M. 

Oznacimo, prvo, 

Potrazimo vektorska polja G2 i G3 razapeta sa F2 i F3 takva da vazi [G2, K4] = [G3, K 4] = O. 
Pretpostavimo da su odgovarajuéi koeficijenti funkcije promenljive <p, odnosno G 2 = f(rp)F2 + 
g( <p )F3 i analogno za G3. Tada iz uslova integrabilnosti dobijamo 

6-J2J' = -sin <p f + (cos <p- 2-J2)g, 

6-J2g' = (cos <p + 2-J2)J +sin <pg. 

Kako i koeficijenti koji odgovaraju vektorskom polju G3 zadovoljavaju iste uslove, iz prostora 
resenja ovog sistema diferencijalnih jednaCina biramo neka dva koja odredjuju linearno nezavisna 
vektorska polja 

G2 = ( -(1 + J2) sin( 
1

1

2 
( -6 + J2)rp)- sin( 

1

1

2 
(6 + J2)rp))F2 

1 1 + ( -(1 + v'2) cos( 
12 

( -6 + -J2)rp) +cos( 
12 

(6 + J2)rp))F3, 

1 1 
G3 = (cos( 

12 
( -6 + v'2)rp) + ( -1 + v'2) cos( 

12 
(6 + v0)rp ))F2 

1 1 + (-sin( 
12 

( -6 + v'2)rp) + ( -1 + v'2) sin( 
12 

(6 + v'2)rp ))F3. 

Za vektorska polja G2 i G3 vazi 

Potrazimo vektorska polja K2 i W3 takodje razapeta sa F2 i F3, odnosno G2 i G3 takva da 

Zato je K2 = k1G2 + k2G3 gde je K4(kl) = K4(k2) =O. Kao i ranije, pretpostavimo da su k1 
i k2 funkcije neke nove promenljive 'Y· Tada iz uslova za Lijeve zagrade sledi 

K1(k!) = -k2(1- v'2), K1(k2) = -(1 + vi2)k1, 

te mozemo definisati 
1 0 

k1 = rn sm 'Y, k2 = cos 'Y 
1 + v2 

gde je 'Y promenljiva koja zadovoljava uslove 

G 
__ sin'{' 

Kt( 'Y)= 1, G2('Y) = COS/ft(O), 3(1)- 1 + 0' K4(J) = 0, 
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a e promenljiva za koju vazi 

i funkcija h definisana na sledeéi nacin 

j,( 0) ~ \h,/2( 1 + -/2) lan( V 4-/2 
10

8). 
1+ v2 

Direktna provera pokazuje da je uslov da je koneksija bez torzije ispunjen za ovako definisane 1 i 
e, te da takve funkcije postoje. Tada je 

a slicno dobijamo i 
COS/ 

W3 = J2G2 - sin 1G3. 
1+ 2 

Takodje vazi i [K2, W3] =- (~~h)2 G2 + s;:Jic3- 1~~K1. 
Konacno, potrazimo vektorsko polje K3 u sledeéem obliku K 3 = h(e)K1 + /3(e)W3 tako 

da 

Ovaj uslov se dalje pojednostavljuje do uslova 

Zato mozemo definisati 

a tada je 

j, ~- ~'in( V 4-/2 8) v 1"+J2 1+J2 

te vazi i sledeéa lema. 

Lema 29 Na podmnogostrukosti Mu okolini svake tacke postoji koordinatni sistem (x1 , x 2 , x 3 , x4 ) 

takav da za vektorska polja 

1 1 
K1 = --F1- -F4 

v'2 J2' 
1 1 1 

K2 = v'2(((1 + v'2) cos(!+-( -6 + v'2)<p) +cos(!+ -(6 + v'2)<p))F2 
1 + 2 12 12 

+ ( -(1 + v'2) sin(! 
1
1
2 

( -6 + v'2)<p) +sin(!+ 
1
1
2 

(6 + v'2)<p) )F3), 



v· K a 
vaz~ 1 =-a , 

Xl 

Takodje, vazi i 

K _ _fL K a . K a 
2 - ax2 ) 3 = 8x3 ~ 4 = ax4 . 

K1(cp) = K2(cp) = K3(cp) = 0, K4(cp) = 6-/2, 

K1(r) = 1, K2(r) = K3(r) = K4(r) = 0, 

K1(0) = K3(0) = K4(0) = 0, K2(0) = -1 

i bez umanjenja opstosti mozemo reéi da je 

'P 
Xl = {, X2 = -{}, X4 = 

6
/2. 

Takodje, direktni racun pokazuje da su sledeéi kovarijantni izvodi razliciti od nule 

VK1 K2 = -2V2- V2tan(2V2- V2x2)K1 +sec(2V2- V2x2)K3, 

VK1 K3 = -cos(2V2- V2x2)K2, 

V K 2 K2 = 2( J2- 1) sin(2xl + 2x4)(K1 + K4), 

V K 2 K3 = 2(J2- 1) cos(2V2 -J2x2)((J2 + cos(2xl + 2x4))F1 + cos(2xl + 2x4)F4), 

V K 2 K4 = 2~ V J2- 1(1 + J2 cos(2xl + 2x4)) tan(2V 2- V2x2)F1 - J2 sin(2xl + 2x4)F2 

- (1 + v'2cos(2xl + 2x4))sec(2V2- J2x2)F4, 

VK3 K3 = -2(J2- 1) cos2(2V2- V2x2) sin(2xl + 2x4)(H + F4) 

- V2- J2sin(4V2- J2x2)F2, 

V K 3 K4 = -2i V -1 + -/2 sin(2V 2- v'2x2) sin(2xl + 2x4)F1 

+ cos(2V2- -/2x2)(1- v'2cos(2xl + 2x4))F2 + V2sin(2xl + 2x4)F3. 

Direktno se dobija i da vektorska polja K1, K2, K3 i K4 zadovoljavaju i sledeée relacije 

h(K1, K1) = h(K1, K2) = h(K1, K3) = h(K2, K4) = 0, 

h(K2, K2) = 2( J2- 1) cos(2xl + 2x4)Ç, h(K1, K4) = Ç, 

h(K2, K3) = -2(V2- 1) cos(2V2- vf2x2) sin(2xl + 2x4)Ç, 

h(K3, K3) = -2( V2- 1) cos2(2V 2- v'2x2) cos(2xl + 2x4)Ç, 

h(K3, K4) = 2V2- h sin(V2- hx2)Ç, h(K4, K4) = 2Ç, 

95 
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kao i 

(K1, K1) = 1, (K1,K2) = 0, (K1, K3) = 2V2- .J2sin(2V2- v'2x2), (K1, K4) = 1, 

(Kz, K2) = 2( v'2- 1)( v'2- cos(2xl + 2x4)), (Kz, K4) = 0, (K3, K4) = 0, 

(Kz, K3) = -2( .J2- 1) cos(2V2- v'2x2) sin(2xl + 2x4), (K4, K4) = 1, 

(K3, K3) = v'2( -1 + .J2)(3- cos(4V2- V2xz)vf2cos2(2V2- .J'ixz) cos(2xl + 2x4)). 

Nadjimo parametrizaciju podmnogostrukosti M koristeéi jednakost (134). Za i = j = 1 
dobijamo 

odakle sledi da je 

gde su A i B vektorske funkcije koje zavise iskljucivo od promenljivih x 2 , x 3 , x 4 . Dalje, za 
i = 1, j = 4 sledi 

Ç = -
8

8 
Asinx1 + 

8
8 

Bcosx1 . (141) 
X4 X4 

Koristeéi (141) za i = j = 4 dobijamo 

a2 82 a a 
a 2Acosx1+a 2Bsinx1=(-2-

8 
A-B)sinx1+(2-

8 
B-A)cosx1 . 

x 4 x4 X4 X4 

Kako su sin x1 i cos XI linearno nezavisne funkcije, ovaj uslov se pojednostavljuje do 

&2 a 
-A=2-B-A 
ax~ OX4 ' 

a2 a 
-B=-2-A-B 
&x~ &x4 ' 

i resavajuéi ovaj sistem diferencijalnih jednacina dobijamo 

A= C2 cos(( .J2- 1)x4)- C4 cos((1 + v'2)x4) + C3 sin((1 + .J2)x4) + C 1 sin(( J2- 1)x4), 

B = C1 cos((v'2 -1)x4) + C2sin((.J'i- 1)x4) + C3cos((v'2 + 1)x4) + C4sin((vf2- 1)x4), 

gde SU C1, C2, C3 Î C4 funkcije po promenljivim X2 Ï X3. 

Takodje, za i = 1, j = 2 dobijamo 

cP a a ~ .! a a p =--a Asinx1 +-a Bcosx1 =-2y 2-.J2tan(2y 2-v'2x2)(Bcosx1-Asinxi) 
XI X2 X2 X2 

+ sec(2V2- vf2x2 )(aa Acosx1 + aa Bsinx1). (142) 
X3 X3 



Slicno kao ranije, zbog linearne nezavisnosti funkcija sinx1 i cosx1 jednakost (142) postaje 

-
0
° A= 2V2- V2tan(2V2- vf2x2 )A + sec(2V2- vl2x2 )

0
° B, 

X2 X3 

aa B = -2V2- V2tan(2V2- v'2x2)B + sec(2V2- V2x2)a
8 

A 
X2 X3 

i dalje, zbog linearne nezavisnosti funkcija sin(( v'2- 1)x4), cos(( v'2- 1)x4), 
sin( ( y'2 + 1 )x4) i cos( ( v'2 + 1 )x4) zakljucujemo 

aa cl = c1 + V2) aa c4 secc2v 2- v12x2) + 2v 2- v12c3 tanc2v 2- v12x2), 
X2 X3 

aa c2 = -(1 + vi2)a° C3sec(2V2- V2x2) + 2V2- v'2c4 tan(2V2- V2x2), 
X2 X3 

aa c3 = _aa C4sec(2V2- V2x2)- 2V2- v'2c3tan(2V2- V2x2), 
X2 X3 
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aa C4=a° C3sec(2V2-V2x2)-2V2-V'2C4tan(2V2-V2x2)· (143) 
X2 X3 

Takodje, za i = 2, j = 4 sledi 
a2 a 

---p=\7 a-. 
OX20X4 8x2 OX4 

Ova jednakost vazi za sve vrednosti promenljivih x1, x2, x 3 i X4 iz domena pa onda specijalno vazi 
i za vrednosti X4 = 0 i XI = 0 odnosno XI = ~ i proizvoljne x2 i X3 i uzimajuéi u obzir 
(143) dobijamo 

aa c2 = V V2- 1((1 + V2)~ 
8

8 
c4 + 2~ cc1 + (1 + v'2)C3)) sïn(2V2- V2x2), 

X3 X3 

aa cl= c1 + V2)
8

8 
c3- 2~V,-----V2-2---1(c2 + c1 + Y2)c4)sinC2V2- V2x2). (144) 

X3 X3 

Slicno, za vrednosti i = j = 2 pomoéu (143) i (144) i vrednosti promenljivih X4 = 0 i x 1 = 0, 
odnosno x1 = ~, redom dobijamo 

8

82
2c3 = -2(3- 2v'2)(v0(cl + (1 + J2)c3) cos2(2V2- hx2) 

x3 

- Û(1 + V2)~) 8
8 

C4sin(2V2- Y2x2), 
X3 

~
2

2 C4 = -2(3- 2v'2)(v0(C2 + (1 + v0)C4)cos2 (2V2- V2x2) 
ux3 

+ 2:Î(1 + v0)~) ~a C3sin(2J2- Y2x2). 
uX3 

Iz (143) sledi 8~2 (C1 + (1 + v'2)C3) = 8~2 (C2 + (1 + v'2)C4) =O. Takodje, vazi 

& & 1 .! a 
a 2 (C1 + (1 + v0)C3) = 2(1 + v0)!::! 2C3 + 4sin(2y 2- J2x2)( -v 2 + v'2-a C4 

x 3 ux3 X3 

+ ((-2 + v'2)CI- v'2C3) sin(2V2- vf2x2)), 

(145) 
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a jednakost (145) dalje ovaj izraz pojednostavljuje do 

odakle dobijamo 

gde su P1 i P2 konstantna vektorska polja. Na slican nacin dobijamo i 

gde su i Q1 i Q2 konstantna vektorska polja. 
Sada, 

_!!__C3 = 
1 

3 (2~ (cos(2V2- v'2x3)(P2 + Q1 sin(2V2- V2x2)) 
OX3 (1 + y'2)2 

+ (-Pl+ Q2 sin(2V2- J2x2)) sin(2V2- v'2x3))), 

:::.{) c4 = 
1 

3 (2i(cos(2V2- V2x3)(Q2- Ptsin(2Vr-2---V2-2x2)) 
UX3 (1 + J2)2 

+ (Q1 + P2 sin(2V2- J2x2)) sin(2V2- vf2x3))). 

Integral po promenljivoj X3 daje 

c3 = àc -1 + Y2)(cosc2j2- v12x3)(H- Q2 sin(2yl2- Y2x2)) 

+ (P2 + Q1 sin(2V2- J2x2)) sin(2V2- hx3)) +Mt, 

c4 = à c -1 + V2) c cosc2J 2- v12x3) c Q1 + P2 sinc2J 2- v'2xz)) 

+ (Q2- Pt sin(2V2- J2x2)) sin(2V2- hx3)) + M2, 

gde su Mt i M2 vektorska polja koja zavise iskljuèivo od promenljive x2. Diferenciranjem po x 2 i 
pomoéu (143) dalje sledi 

odnosno, Mi= cos(2y/2- v'2x2)Si gde su 81 i S2 takodje konstantna vektorska polja. 
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Ponovo, kako je {p,Ç,F3,7J,F4,F1,-F2} jedna pokretna G2 baza, to jeu tacki (0,0,0,0) 
mozemo identifikovati sa bazom { e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7 }. Tada direktno dobijamo 

i konacno 

Ql ~ 
p(O,O,O,O) = e1 = Q1- y'2- (2+ v2)S2, 

a v'2 ax
1 
p(O, 0, 0, 0) = K1 (0, 0, 0, 0) = 2"(P1 - 2SI) , 

aa p(O, 0, 0, 0) = K2(0, 0, 0, 0) =-V 4- 2J2P2, 
X2 

a
a p(O, o, o, o) = K3(o, o, o, o) = }2o- 14v'2Q2, 
X3 

a ~ ~ -a p(o, o, o, o) = K4(o, o, o, o) = P1 - 10 + (2 +v 2)Sl, 
x4 v2 

v'2 
Ç = 2"(Q1 + 2S2) , 

P1 ~ -~{0,0, 0, 0, 1, 1, v'2}, P, ~ {0,0, 0, 0, 0, 0, JI+~}, 

Ql = ~{!, 1 + v'2, 0, 0, 0, 0, 0}, Q, = {0, 0, -J1 + ~' 0, 0, 0, 0}, 

(146) 

1 1 
s1 = 4{o, o, o, o, 1,1- J2, o}, s2 = 4{ -1,-1 + J2, o, o, o, o, o}. (147) 

Da bi pojednostavili parametrizaciju podmnogostrukosti M mozemo promeniti koordinatni sistem 
na sledeéi naCin 

Yl = x1 + x4, Y2 = 2V2- v'2x2, Y3 = 2V2- v'2x3, Y4 = v'2x4. 

Sada direktno dobijamo imersiju h datu formulom (128). 
Slucaj 4. Pretpostavimo da vazi /32,/33,/35,/36 =f. 0 i fJ1 = O. Iz Leme 5 sledi 

Tadaje 

odakle dalje sledi 

Medjutim, tada sledi da je 
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izraz razliCit od nule pa je u ovom slucaju sistem (129) nernogué. 
Slucaj 5. Istrazimo sada sistem (129) pod pretpostavkom da skup tacaka gde je bilo koji koefi
cijent nula nije nigde gust. 

Prvo, oznacimo 

(148) 

Pretpostavimo da je y= O. Iz jednakosti X7 = 0 tada dobijamo 

i dalje 
1 

xs = fh (((33(35- f32f36)F2(f3z) + ((31(32 + f3zf35 + f33f35)F3(f32)). 

Uocirno takodje da vazi 

F4((31fJ2 + (32(35 + (33(35) = 3((33(35- f32f36), 

pa vazi da su jednakosti (33(35 - f3zf36 = 0 i f3If32 + f3zf35 + f33f36 = 0 ekvivalentne. Ako je 
/33(35 - f3zf36 f. 0, odnosno /31/32 + f3zf3s + (33(35 f. 0 tada sledi 

Odavde dalje sledi 

te dolaûmo do kontradikcije (33 = O. Dakle, vazi 

f33f35 - f32f36 = /31!32 + /32/35 + !33/36 = o. 

Kako je y= (33((33(35 - f3zf36)- /3z(f31f32 + f3zf35 + /33/35) + /31 ((31(35 + (3g + (3g) sledi da je 

(31(35 + (Jg + (3g = 0. 

Ovi uslovi pojednostavljaju izraze za izvode na sledeéi nacin 

(149) 

(150) 

F1(/31) = -F3((33)- F2(fJ2),Fz(f31) = F1(fJ2),F3((31) = F1((33),F4(f31) = O,F4(/32) = -3(33, 

Fz(/33) = 2- f3Î- (3g- !3§ +F3(f3z), F4((33) = 3(3z, Fr ((35) = -f3zf33 +3/31/36 +Fz(/3z), 

Fz(/35) = -Fz(f31)- F3((36),F4((35) = -6(36,Fr(f36) = F3(f3z)+1-2(3Î+f3g-2(3j-3(3lf35, 

Fz(f36) = F3(f35), F4(/35) = 3((31 + 2f3s). 

Takodje se pojednostavljaju i jednakosti (129). Za dalja izracunavanja biée nam korisni izrazi za 
X12, X13, Xl6 1 X17. 

Kako vazi (150) sledi da je 

x12 = (35(2- f3I- (3~- (3~ + F3((32)) + fJ2Fr(f33) + /35F3(/33). 
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Dalje, F3(F3(f32)- F2(f33)) = F3( -2 + f3r + f3i + {3j) implicira 

X13 = /32( -8 + f3r + f3i + {3j)- /32F3(/32)- f31F1(/33)- f33F3(f33). 

Na slican nacin iz F3(F2(f32)- F1(f35)) = F3(3f32f33- 3{31(36) sledi 

X16 = !32( -3(32/33 + 3/31/36 + F2(/32)) + /36F3(/35)- /35(Ft (/32) + F3(/36)). 

Konacno, F3(F3(/35) + Ft(/32) + F2(/35)) = 0 implicira 

X17 = 3/31/32!33 + 12/36- 3f3Îf36 + f32H (/32)- f31F2(f32)- f33F3(/35) + f32F3(f36)· 

UoCimo da vazi 
f32xs + f35xg = 6/33/35 + (/3~ - f31/35)F1 (/32), 

a iz (149) direktno sledi /31 = -(1 + :1 )/35, pa je /3~- /31/35 = (3~ + j3g + f3~~g > 0, te dobijamo 

F1(f32) = -6f33f35/(f3i- /31/35). 

Slicno, iz 

sledi 

Sada iz izraza za x 8 direktno dobijamo 

Takodje iz izraza za X5 sledi 

6/32(-{3~(35 + /35(-2/3~ + /31/35) + 2/32/33/36) + (/3~- f31/35) 2F1(f33) 

= 6/32( -f3if35 + /35( -2/3~ + /31/35) + 2f3§f35) + (f3i - f3tf35) 2 F1 (/33) 

= -6/32(35((3~- /31/35) + (/3~- /31/35) 2 F1 ((33) = 0 

sto dalje implicira 

Izraz za X13 daje 

F3((33) = (!32(3(35(33(35- 3/32/33!35(2 + !31!35) + f3if36 + /3~( -8 + f3Î + /3~- 4(31!35)!36 

+ /35( -(3f- (31 ( -2 + !3§)- 12/35 + 3(3Îf35)f36))/(f33((3~ - !31/35)/36)-

UoCimo da (36 = /33/35/ (32 i /31 = -(1 + ~ )/35 impliciraju 

xn = -6(2/3~ + 4f3if3~(3g + 2{3jj3g + {3:)( -7 + 2(31 + 2j3g))/ f3i. 

Kao ranije, mozemo pretpostaviti da je (35 > 0 a tada je 

/35 = J (3:j(7- 2/3~- 2(3~)/(v'2(f3i + (3j)). (151) 
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Takodje, iz (149) sledi 

odnosno 

f35F2(f32f36- /33/35) + f3sF2(f3If32 + /32(35 + /33/35) = 0, 

f35F3(f32f36- /33/35) + f3sF3(f3If32 + (32(35 + /33/35) = 0, 

f33/36F1 ((32) + (/33/35 + f32(36)F3(/35) + ( -(32(35 + /33/35)F3(f36) = 0, 

f32(35F1 ((33) + ((32(35 - f33(36)F3(/35) + ((32(35 + /33/36)F3(f36) = 0 

i direktno sledi 

F3(/35) = 6(35( -f3~(3g + (3~(33/35/36 + f3~f3sf36 + f32f3~f3€)/((f3~ + /3~)((3~- f3If3s)((3g + f3€)), 

F3(f35) = -6/35(f3~(33(3g + {3~/35/36 + f32f3§f35f36- f3~f3€)/((f3i + j3j)(f3i- f3If35)((3g + f3€)). 

Sada, iz F1 (f3If35 + f3g + (3g) = 0 sledi 

( -9/3gf33f35f36 + 6{3~(33(35(2 + 3f3f3If35)f36- 3f3If32f33(3g(4 + 3f3If35)f36 + 2(3gf3l 

+(3~( -( -2 + 4/3Î + f3If35)f3€ + f3~(3(3g- 4/3€)) + 2f3Îf3g((7- 2f3Î)f3g + (3~(6f3g- 2(3g)) 

+f3~/35(24f35f3€ + /3r(3(3g + 8/3€) + f3Î(3f3~- 4/35/3€) + f3I( -16/3€ + (3j( -9f3g + 8(3g)))) 

= 3(3g (!3if35 + 4f3Î (3~(3g + (31{3~f3s( -3(3~ + (31 (/31 + (35))) - 3f32/33f3s( -4 + 3/3~ - 3f3If3s) 

·((3~- /31/35)/36 + (2/3g- 2f3Î( -7 + 2f3Î + 2(3~){3g + 4/3~/35(2/31 ( -2 + f3Î + /3~) 
-( -6 + f3Î)f3s)- f3i( -2 + 4/3~ + /31(4/31 + f3s)))(3g =O. (152) 

Jednakosti (149), (150) i (151) pojednostavljaju (152) do 

6f3g(3~( -7 + 2(3§ + 2/3~)2 /(f3i + (3j)4 = 0 

odakle sledi -7 + 2(3~ + 2(3j = 0 a tada iz (151) dobijamo kontradikciju (35 =O. 
Zato vazi y =F o. Tada je determinanta sistema jednacina X7 = xs = Xg = 0 jednaka y i 

direktno dobijamo 

H(f32) = 6f33(f3If35 + (3g + (Jg)jy, F2(f32) = -6f33(f3If32 + /32/35 + /33(36)/y, 

F3(f32) = 6/33((33(35- /32/36)/y. 

Koristeéi izraz za F1 (/32) iz izraza za Xs dobijamo 

a na slican nacin iz jednakosti x 11 = 0 dobijamo 

Iz ovih relacija tada sledi 
Fi(f3i + (3j) = 0 za i E {1, 3, 4}. 

Tada direktno sledi i da je 



Sada zakljuèujemo da je funkcija (3~ + !35 konstantna i da takodje vazi 

Koristeéi 

Fz(/35) = 3( -/33/35 + f3zf36)- F1 (,Bz)- F3(/35), 

Fz(/31) = 3( -/33/35 + f3z/36) + H (,Bz) 

u izrazu za X17 dobijamo da vazi 

Slicno, jednakost 

transformise izraz za Xzz u 

x22 = -7 !31 + 2f3r + 2,81/3~ + 2/31,8§ - 12135 + 2/3? /35 + 3/3~/35 - ,81,8~ + 3/32/33/36 - ,B1,Bg 
- f31F3(f3z)- f32F3(/35)- /33F3(/35). 

Iz prethodne dve jednakosti dalje sledi 

F3 (/35) = (2f3r /32 -7,81/32 + 213113~ + 5,B1/3z,B§ -12f3z/35 + 2f3f ,82/35 + 3,8~ /35- f31f3z!3'l + 12/33/35 
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- 3j3ff33f36 + 3,B'i/33/36- /31/32/3~ + f32f33F1(f32)- f3If33Fz(f3z)- f31f32F3(f32))/(,Bi + (3~) 

F3(/35) = (7,81/33- 2f3rf33 + ,81(3~(33- 2,81,8~ + 12(33/35- 2,Bff33/35- 3f3'if33f35 + f31(33,Bg + 12/32/36 

- 3,Bf /32/36 - 3/32/3~,86 + /31/33/3g + ,B~F1 (/32)- ,B1,B2F2 (f3z) + f31/33F3(f32) )/ (f3i + ,Bj). 

Sada se pomoéu H(/32), F2(f3z), F3(/32) i koristeéi F4(y) = 0 izraz za X19 pojednostavljuje do 

Y1 = -2y,B1/33 + yf3rf33 + 4y,B1f3if33 + y/31/3~- 2yf3f/33/35 + 6yf3~f33/35- 6/31/3~/33/35- 6,81/3~/35 
- 2y,B1,B3(3g- 3yf3~/36 + 6(31(3~(36 + 3y,B2f3~/36 + 6,B1!3zf3§f36- 2y,B1/33/3€ =O. 

Slicno, zamenom F2(f32) u izraz xw dobijamo 

Dalje je 

Y1- f31f33Y2 = 3(32(Y- 2,81)(/31/32(33 + 2,82,83/35- f3if36 + ,Bj/35) = 0. 

Pretpostavimo da je y = 2(31. Tada 

Y2 = 2( -2,81 + /3r + 4/31/3~ + !31!3§- 2/3f/35 + 3/3~/35- 3,8§!35- 2,B1,Bg + 6/32/33/35- 2,B1,Bg). 

Ako sada uvrstimo u x1s izraze za F3(/35) i F1 (/32), Fz(,Bz), F3(/32) i F3(/35) redom dobijamo 

Y3 = 6/31(/31(/3~ + 4/32!3§) + !3~!35 + 7!32!3§!35- 2/3~/33/35 + 4/3~/36) + y(f3rf32- 2/3?!32/35 

- 3/33(2/32/33/35- ,B'#,/36 + !3§!36) + /31/32(/3'#.- 2(1 + ,B§ + ,Bg + ,B~))) =o. 
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Koristeéi y = 2/31 sledi 

Dakle, 

(31(hf33 + 2/32/33/35 - (3~/36 + !3'5/36 =o. 

Pretpostavka je da vazi /32 f- 0 i /33 f- 0 odakle takodje sledi da funkcije (32 i (33 msu 
konstantne, a kako (3~ + f3§ jeste konstantna funkcija sledi f3i - f3l f- O. Zato je 

a tada 

Y= (!31/3~ + (/3~ + !3§)!35)( -f3i + f3rf35 + (3j + f31f3if35 + !31!35/35)/(/3~- (3j) f- o. (153) 

Takodje Y2 = 0 implicira 

6((3§ + f3~)(f31f3i + (f3i + (3j)f3s) 

pa (153) postaje 

-6(/35 + /3~)=(/JÎ/35 + f3i + f31f3if3s + f31f3lf3s- f3i)(f3r + f3i + (3j- 2/31/35- 2/3g- 2/3J- 2). 

Kako je leva strana jednakosti konstantna sledi 

F4(( -f3i + f3rf35 + f3i + /31/3~/35 + /31(3j(35)( -2 + f3r + f3i + (3j- 2/31/35- 2(3g- 2/3~)) 
= -2/32/33( -6)(f3i + (3~)/(f3i- (3j) =o. 

Dakle ni ovaj slucaj nije mogué, Cime je tvrdjenje dokazano. 
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6 Nizovi minimalnih povrsi u neparno dimenzionim sferama 

U ovom poglavlju predstaviéemo rezultate iz [5], vezane za minimalne imersije povrsi u neparno 
dimenzione sfere. 

6.1 Minimalne povrsi u S2n+l i harmonijski nizovi 

Nekaje M povrs i Jo: M---+ S 2n+l minimalna imersija povrsi M ujedinicnu sferu. Pretpostav
ljamo da J0 (M) ne pripada sferi S 2m+l manje dimenzije totalno geodezijski smestenoj u S 2n+l_ 

Proucavaéemo povrsi u terminima teorije harmonijskih nizova. Neka su (x, y) lokalne izoter
malne koordinate na povrsi M , odnosno koordinatni sistem za koji vazi da je ( f1x, /}Y) = 0 

i ( f1x, f1x) = (/}Y , jjy) i neka je z = x + iy odgovarajuéa lokalna kompleksna koordinata. Oz

nacavaéemo f1z s~ 8 i _/1-z sa 8. Za imersiju Jo tada vazi da realni i imaginarni delovi vektorskih 
polja h = 8fo i h = 8Jo razapinju tangentni prostor imersije u svakoj tacki. 

Neka je ( , ) kompleksno bilinearno prosirenje standardnog skalarnog proizvoda u prostoru 
R 2n+2 . Kako su Jo i JI ortogonalni sledi 

Cfo, il)= 0 

a kako je koordinata z izotermalna vazi 

(fi, JI)= O. 

Oznacimo (11 , JI)= ew1. Nastavljajuéi ovaj postupak, za k = 1, ... ,m, ms n- 1, u nesingu
larnim tackama mozemo definisati vektorsko polje Jk+l kao komponentu 8 fk koja je ortogonalna 
na Jk u odnosu na proizvod ( , ). Kako je 8Jk ortogonalan na fi i fi za i <ki Jkl sledi ((9]) 

8fk = ik+l + 8wkJk 
lJfk = -eWk-Wk-lfk-ll (154) 

gde je (fk, fk) = ewk. Za imersiju kod koje su vektorska polja Jo, JI, J1, ... , fm, fm medjusobno 
ortogonalna u odnosu na hermitski skalarni proizvod kazemo da je (2m + 1) orthogonalna. Tada 
postoje globalno definisana linijska raslojenja Lo, L1, L1, ... , Lm, Lm. 

Uvedimo pojam krivinskih elipsi viseg reda kao u [27]. Ako je h druga fundamentalna forma 
povrsi tada je sa 

(\lh)(X, Y, Z) = Vih(Y, Z)- h(V x Y, Z)- h(Y, V x Z). 

definisana tri forma. 
Iz Kodacijeve jednaCine sledi da je Vh forma simetricna po X, Y, Z. Tada induktivno definisemo 

(Veh)(X1, ... ,Xe+2) = vt (Ve-1h(X2, ... ,xR+2))- (ve-1h)(Vx1X2, ... ,xf+2) ... 

-(Ve-1h)(X2, ... , Vx1X€+2). 

Tada definisemo (ai'h) kao komponentu Vlh ortogonalnu na im(h), ... , im(ae- 1h). Kazemo da je 
tacka p genericka ako za sve f sm- 2, vazi da je im(aeh) dvodimenzionalni prostor. lz RiCijevog 
identiteta za tenzore i Kodacijeve jednaCine da je (aeh) totalno simetricni tenzor. Ako je { e1, e2} 
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orijentisana ortonormirana baza u tacki pi v= cos te1 +sin te2 jedinicni vektor, zbog minimalnosti 
sledi 

odakle dalje sledi da je slika ( Œe h) elipsa u normalnom prostoru. 

Lema 30 Neka je m :::; n. sledeée osobine su ekvivalentne: 

1. imersija je (2m + 1)-ortogonalna, 

2. u generickoj tacki, prvih (m- 1)-krivinskih elipsi viseg reda su (nedegenerisani) krugovi. 

Dokaz: Prvo, pretpostavimo da je imersija (2m + 1) ortogonalna. Tada su Jo, JI, J1, ... , fm, fm 
medjusobno ortogonalna vektorska polja u onosu na hermitski skalarni proizvod. Po svojoj kon
strukciji tada sledi da je h = h(o, 8) a koriséenjem ortogonalnosti sledi da je i 

fk+2 = (Œkh)(o, ... , a). 

Kako vazi Uk+ 2 , fk+ 2 ) = 0, za k + 2::::; m direktno sledi da su prvih (m- 1) krivinskih elipsi viseg 
reda krugovi. 

Obrnuto, pretpostavimo da su prvih (m-1) krivinskih elipsi viseg reda nedegenerisani krugovi. 
Tada koriséenjem matematicke indukcije mozemo pretpostaviti da su Jo, JI, l1, ... , fm-I, lm-I 
ortogonalna vektorska polja u odnosu na hermitski proizvod. Tada je niz najmanje (2m - 1)
ortogonalan. Tada je fm= ofm-1- OWm-Ifm-1 je ortogonalan na Jo, JI, li, ... ' fm-1· Takodje, 
iz aum-1, fm-I) = 0, sledi da je fm ortogonalan na lm-1· Dalje vazi Um, fm) = 0 (jer je (m- 2)
krivinska elipsa viseg reda krug). To znaci da je fm ortogonalan na lm· Konjugovanjem dobijamo 
tvrdjenje teoreme. 1 

Ako za imersiju Jo : M --+ S2n+ 1 vazi da su prvih n krivinskih elipsi viseg reda krugovi, 
odummo da Jo idukuje (2n + 3) ortogonalni niz, tada iz Erbaherove teoreme direktno sledi da vazi 

1. imersija je sadrzana u sferi S 2n koja je totalno geodzijski smestena u s 2n+l 

2. n-ta krivinska elipsa je degenerisana i zapravo je tacka 

3. imersija je superminimalna. 

Sledeéi slucaj je onaj kada su prvih ( n - 1) krivinskih elipsi viseg reda krugovi. Tada je imersija 
(2n + 1)-ortogonalna. Tada je, ([9]), harmonijski niz periodican i (2n + 2) linijskih raslojenja u 
nizu su medjusobno ortogonalni. Tada je (n + 1)-vo linijsko raslojenje je realno i definise novo 
preslikavanje M--+ S 2n+l koje se naziva polarnom imersijom originalne imersije. 
Ovde ispitujemo sledeéi slucaj, odnosno pretostavljamo da su prvih (n- 2) krivinskih elipsi viseg 
reda krugovi, dok (n- 1)-va nije. U [10] ispitivane su povrsi sfere 8 5 , za koje je ovo slucaj. 
Pretpostavimo sada m = n-1. Konstruisali smo ortogonalni niz Jo, JI, JI, ... , fn-l, fn-l· Takodje 
su definisani fn i ln· Pretpostavimo Un, fn) -1- O. To znaCi da je niz (2n- 1)-ortogonalan pa je 
kao i malopre i 2n-ortogonal ali ne i (2n + 1)-ortogonalan. 
Takodje vazi 

-8f _ UnJn) f 
n - - (f f ) n-1 · 

n-l, n-1 

sto zajedno sa Cinjenicom da je niz 2n-ortogonalan implicira da je funkcija Un, fn) nenula holo
morfna funkcija, pa u nesingularnim tackama mozemo odabrati izotermalnu koordinatu z tako da 
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vazi Un, fn) = -1. Ova koordinata nije odredjena na jedinstven nacin, mozemo je menjati rotaci
jama za ~ i translacijama. Za takvu kompleksnu oordinatu kazemo da je prilagodjena imersiji f 0 . 

Ako oznacimo fn =a+ ib gde su ai b realna vektorska polja, sledi 

(a,a)- (b,b) = -1,(a,b) =O. 

Po pretpostavci slika M nije sadd~ana u sferi manje, neparne dimenzije pa linijska raslojenja 
Lo, ... , Ln, Ln su linearno nezavisnana otvorenom svuda gustom podskupu od M ([12]). Od sada 
posmatraéemo tacke iz ovog podskupa. Na tom skupu mozemo definisati diferencijabilnu pozitivnu 
funkciju cp takvu da vazi faf = sinh cp i fbf = cosh cp. Odavde, dalje sledi 

Un, fn) = cosh 2cp. 

UoCimo da je vektor a sa malom osom krivinske elipse, dok je vektor b kolinearan sa velikom osom. 
Sada, da bismo kompletirali pokretnu bazu prostora R 2n+ 1 definisimo N kao jedinicno, realno 
vektorsko polje ortogonalno na Jo, ft, ft, ... , fn, fn takvo da detUo, fi, fi, ... , fn, fn, N)in > O. 
Tada, direktnim racunom dobijamo 

- 8cp-
afn = e-Wn-l fn-l + 2acpcoth2cpfn + 2 . h fn +aN, 

sm 2cp 

a]n = -e-Wn-l C0Sh2cpfn-ll 
- a -
aN=- . 2 Un +cosh2cpfn) 

smh 2cp 
(155) 

gde je a= (afn, N). Konjugovanjem prethodnih jednacina dobijamo i odgovarajuée 8 jednaCine 

Dfn = -e-wn-1 cosh2cpfn-1 1 

- - - Dcp 
afn = e-wn-l fn-l + 2acpcoth2cpfn + 2 . h fn +aN, 

sm 2cp 
a -

aN=- . 2 Un+ cosh2cpfn)· 
smh 2cp 

Tada, uslovi integrabilnosti postaju: 

aawl = eW2 -W1 - eWl l 

aawk = eWk+1 -Wk - eWk-Wk-1 l 1 < k < n - 1 l 

aawn-1 = e-Wn-l COSh 2cp- eWn- 1 -Wn-2 l 
- aa 

2aacp =- sinh2cpe-wn-l + . h , 

- a 
aa = -2acp . h2 

sm cp 

sm 2cp 

(156) 

(157) 

UoCimo da su prvih (n- 1) jednaCina standardni uslovi integrabilnosti za rv invarijante date u 
[12]. Poslednje tri su dobijene na isti naCin. Matrica kompleksn, bilinearne forme u pokretnoj 
bazi data je sa 
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1 0 0 0 0 0 
0 0 ew1 0 0 0 
0 ew1 0 0 0 0 

0 0 0 -1 cosh 2rp 0 
0 0 0 cosh 2rp -1 0 
0 0 0 0 0 1 

6. 2 Pridruzene minimalne povrsi u S2n+l 

Polazeéi od minimalne povrsi u S 2n+l Cijih su prvih (n- 2) krivinskih elipsi viseg reda krugovi 
konstruisaéemo dve nove imersije povrsi u sferu S 2n+l. Transformacije koje indukuju ove imersije 
se dobijaju na sledeéi naéin. (n- 1)-va krivinska elipsa viseg reda je prava elipsa sa centrom u 
koordinatnom pocetku i pripada trodimcnzionom prostoru ( ortogonalnom na tangentni prostor i 
sve prethodne krivinske elipse). Kako poslednja krivinska elipsa nije krug, mozemo izvrsiti rotaciju 
u normalnom prostoru oko manje ose elipse kojom ée se elipsa slikati u krug. Ova rotacija indukuje 
transformacije pocetne povrsi, i do na znak postoje dve razliéite transformacije. Pokazaéemo da 
su nove imersije takodje minimalne, i da takodje zadovoljavaju uslov da su prvih ( n- 2) krivinske 
elipse krugovi. 

Neka je Jo pocetna imersija. Definisimo preslikavanja 

( 
J! ) ~ i fn - fn h N Pc ,o Jo = u -

2 2 + E tan <p , 
cosh <p 

(158) 

gde E,O E {-1,1}. UoCimo da vazi P-E:,-oUo) = -Pc,oUo), pau sustini postoje dva razliCita 
preslikavanja. Zbog jednostavnosti oznacavaéemo Pc,oUo) = po. Direktno sledi da je Po realna 
imersija u sferu S 2n+l. 

Teorema 20 Neka je Jo : M--+ S 2n+l minimalna imersija cijih su prvih (n- 2) krivinskih elipsi 
viseg reda krugovi u svakoj tacki. Tada je na otvorenom, svuda gustom podskupu M, Pc,o minimalna 
imersija u S 2n+l koja indukuje istu konformalnu strukturu na M kao i j 0 . Takodje, prvih (n- 2) 
krivinskih elipsi viseg reda imersije Pc,IS su krugovi i prilagodjena kompleksna koordinata za Jo je 
ujedno prilagodjena i imersiji Pc,o. 

Do kaz: 

-- 1 -
Opo = Oie-Wn- 1 fn-1- . 3 (ŒE- 2io/Jrp)(Jn + cosh2rpfn- sinh2rpiJEN). (159) 

4 smh <p cosh <p 

Ako oznaCimo w = Un + cosh 2rpfn - sinh 2rpiocN) sledi ( w, w) = 0 a odatle dalje dobijamo 
(op0 , op0 ) = 0 sto implicira da je z takodje konformalna koordinata za novo preslikavanjeo Uocimo 
takodje 

2 -- ioECx cosh 2rp i&Œ cosh 2rp -ow = -e-Wn- 1 sinh 2rpfn-1 + (2/Jrpcoth 2rp + 0 )fn + (2/Jrp 0 + 0 )fn 
smh 2rp smh 2rp smh 2rp 

2 -- iŒOE + 2/Jrp cosh 2rp 
+(Œ- 2ioc8rpcosh2rp)N = -e-wn- 1 sinh 2rpfn-1 + 

0 
h w. (160) 

sm 2rp 
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Ako sa y oznacimo funkciju 
4 
(~~-2ioB:J tada vazi EJy = --8

1 . h2 
1 h 4 (2( -1+2cosh 2rp)(as-

sm r.p cos <p sm r.p cos r.p 

2iMJrp)EJrp- cEJasinh2rp + i8(aa- e-wn-1 sinh2 2rp)) a direktnim racunom dobijamo 

- - - . sinh2 2rp + cosh2 2rp- i8ca 
88p0 = ( -oy- y coth 2rp(28cp + ûSca))fn + ( -y(2 . h ocp + . h ) 

sm 2rp sm 2<p 

+8ie-wn-1 - EJycosh 2<p)fn + (EJyi& sinh 2cp- y cosh 2rp(Œ- 2i&Jrp))N, 

a dalje, koriséenjem (157) i 82 = s 2 = 1 dobijamo 

- 1 1 - 1 -
88po = ( -

4
e-wn- 1 ( -2i8 2 + ewn- 1 ( -iaa8 + 2as8rp- 28cp(Œs + 2i8)) 4 ))Cfn- fn) 

cosh rp cosh cp 
1 - 1 

+( -e-Wn-l ( -2E + ewn-l (ac- 2i88cp)( -a- 2i&8rp) ) tanh cp)N = 
2 cosh2 rp 

1 - 1 
(- coshwn-1- ~((aa8 + 2ias8rp + orp( -2iac + 48)) 2 ) + sinhwn-l)Po, 

~ ~hep 

sto pokazuje da sui tangentna i normalna komponenta 83p0 jednake nuli, pa dobijamo i h(o, EJ) = 
0, odnosno svaka od pridruzenih imersija Mu S2n+l je minimalna. 

Dalje, koristeéi (159), (154) i (155) metodama matematicke indukcije dobijamo 

(161) 

gde su f.Ll diferencijabilne funkcije i vz vektorsko polje razapeto sa {fn-l+l, fn-l+l, ... , fn-l}· Na 
slican naCin sledi i 

(162) 

Ako oznacimo 

(163) 

gde je ewk = (Pk. Pk) sledi da za l > 1 vazi pz = o1po + wz gde je Wz razapet vektorskim poljima 
{8po,82po, ... 'at-lpo}. Odavde direktno sledi (Pk, Pk) = 0, k < n- 1 i (Pn,Pn) = -1, pa je z 
takodje i prilagodjena koordinata imersiji Po. 1 

Obzirom da za svaku minimalnu povrs postoje sustinski dve razlicite transformacije (do na 
znak), oznacavaéerno: 
(i) ako je n parno 

( 
.f ) i fn- fn h N 

P~::,-1 JO = --
2 2 + Etan rp , 

cosh rp 
(8 = -1) (164) 

(ii) ako je n neparno 

( .f) _.ifn-fn h N Pl ,8 Jo = u- 2 + tan rp , 
2 cosh rp 

(c = 1). (165) 

Zvaéemo ove imersije ( +) i (-) pridruzenom imersijom u zavisnosti od toga da li je E ±1 u 
prvom slucaju (i), i 8 = ±1 u drugom slucaju (ii). 
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6.3 Medjusobno inverzne konstrukcije 

Pokazaéemo da su ( +) i (-) medjusobno inverzne konstrukcije u sledeéem smislu 

OznaCimo saN, jedinicno realno vektorsko polje ortogonalno na {po,p1 ,p1 , ... , 

... ,pn,Pn} takvo da je det(po,PI,PI, ... ,pn,Pn, N)in > 0 i sa (Pn,Pn) = cosh2rp. Neka je 

(166) 

i uocimo da je v realno vektorsko polje ortogonalno na Po, PI, PI, ... , Pn-I, Pn-I po svo jo j kon
strukciji. Slicno, 

8( -l)n+Ii 
(v,pn) = 2 (-1- cosh2rp) + (fo,Pn) = i8(-1)n + (fo,8npo) 

2 cosh zp 

= i8( -1t + i8( -1)n-I = 0, 

a kako je v rea~o, konjugovanjem sledi i (v,pn) = 0 sto implicira da je v polje kolinearno saN, 
odnosno v = "'N. Tada direktno sledi 

(v,v) = tanh2 rp, (167) 

tako da jedino treba odrediti znak funkcije ""· Uocimo, prvo 

Po 1\ W 1\ W = -Ee>.o Jn 1\ Jn 1\ N 

gde je .-\0 neka funkcija. Koristeéi (163) sledi i 

Po 1\ W 1\ W 1\ Pl/\ Pl À··· 1\ Pn-1 1\ Pn-1 = ( -1)nœÀn-l h 1\ JI 1\ · · · Jn 1\ Jn 1\ N, 

a iz (162) dobijamo 

Po 1\ PI 1\ Pl 1\ · · · 1\ Pn 1\ Pn 1\ V = Po 1\ PI 1\ PI 1\ · · · 1\ Pn 1\ Pn 1\ Jo 
_ n+l Àn - --(-1) c:e Jol\fll\fll\ ... fni\Jni\N. 

Zato je znak funkcije "" ujedno i znak sledeéeg izraza 

det(po,PI,Pî, ... ,pn,Pn, Jo) = det(po,PI,Pî, · · · ,Pn,Pn, Jo) = c:( _ 1)n+l, (168) 

det(po,PI,PI, ... , Pn,Pn, N) det(fo, JI, JI, ... , Jn, Jn, N) 

i 
v= c:( -l)n+I tanh rpN. 

Sada dobijamo 

P-y(Pc,8(fo)) = Ji 2 (Pn- Pn) +ZtanhrpN 
c, 2 cosh zp 

= 85( -1t(fo- v)+ Ztanh rpN = 85( -l)n Jo+ (8&: + Ê) tanh rpN, 
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pa i za parne n, kada je 1) = 1) = -1 i E + 6 = 0 kao i za neparne n kada vazi t5 + 1) = 0 i E = 6 = 1 
dobijamo 

odakle sledi da su ( +) i (-) medjusobno inverzne konstrukcije. Takodje, za minimalnu imersion 
Jo = J 0 : M --+ S 2n+l cijih su prvih (n- 2) krivinskih elipsi krugovi dobijamo niz minimalnih 
imersija {fP,p E Z} gde je JP+l = (JP)+,Jp-l = (JP)-, koje zadovoljavaju isti uslov vezan za 
kri vinske eli pse. 

6.4 Konstrukcija simetricne pokretne baze zan= 2k 

u slucaju kada je n parno mozemo konstruisati pokretnu bazu prilagodjenu konstruisanim 
pridru- zenim imersijama, koja ée biti korisna za dalja izracunavanja. Naime, neka je n = 2k i 
neka je: 

B ={Jo, JI, JI,···, Jk, Jk,Pk,Pk, · · · ,pl,PI,Po}. 

Tada matrica kompleksnog prosirenja skalarnog proizvoda u ovom skupu vektorskih polja ima 
ledeéi oblik: 

1 0 0 0 0 0 
0 0 ewl 0 0 0 
0 ew1 0 0 0 0 

A 
0 0 0 0 eWî 0 
0 0 0 eWî 0 0 
0 0 0 0 0 1 

where 

A~ ( 

0 ewk 0 
(-l)k(; ) ewk 0 (-1)k-li 

0 (-1)k-li 0 ewk 

(-1)ki 0 ewk 0 

a njena determinant a je proizvod pozitivnog mnozioca i ( ewk+Wk - 1 )2 , odakle direktno sledi da 
su vektorska polja iz B linearno nezavisna ako i samo ako je wk + wk -::/= O. 

Lerna 31 Nejednakost wk + Wk 2: 0 vaii u svim tackama povrsi M a stroga nejednakost na 
otvorenom, svuda gustom podskupu ove povrsi. 

Dokaz: Uoeimo prvo da iz (161) i formule dobijene iz ove konjugovanjem sledi 

(169) 

gde je x 2: 0 sto dalje implicira Wk + Wk 2: O. OCigledno, Wk + Wk = 0 vazi ako i samo ako x = 0 
odnosno, ekvivalentno Pk= ( -1)kie-wk fk· Pretpostavimo da ovo vazi na otvorenom skupu u M. 
Tada diferenciranjem dobijamo 

-ewk-~Pk-1 = 7Jpk = (-1)kie-wk fk+l, 

Pk-l = (-1)k-1iew;:-;- fk+I, 

Pk-l = (-1)kiew;:-;- Jk+I, 

(170) 
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sto direktno daje Wk+l + Wk="i = o. Sada, (170) ima sledeéi oblik Pk-1 = ( -1)k-lie-Wk-1 fk+l· 

Matematickom indukcijom sledi da nastavljajuéi ovaj postupak dobijamo 

a dalje i 

Wn-j + Wj = 0, 1 ::; j ::; k - 1, 

Pl= -ieWî fn-1, 

Pl= iew1 fn-1, 

EJpl = -ew1PO = -ie-Wn-1 fn, 

sto implicira da su vektorska polja Po i fn kolinearna, sto je kontradikcija. 

Ako sada oznaCimo 1 = (âfkJPk) = -(fkJ âpk) tada su jednaCine pokretne baze B sledeée 

âfo =fi, 

âfi = h +âwdl, 

Ôp1 = P2 + ÔW!Pl, 

âpo =Pl· 

U slovi integrabilnosti su 

aawi = eWi+1-Wi _ eWi-Wi-1
1 

i::; k _ 1, 

aawi = éi+1 -Wi - é;;i -w--;-=-1 ' i ::; k - 1' 

- ~ 11- i(-I)kawkl2 
ÔÔW = e-Wk-1-Wk _ eWk-Wk-1 + -'---------=---='------__:_ 

k ewk+wk _ 1 ' 

aawk = e-Wk-1-Wk- eWk-~ + ~~ + i( -l)k8i:Jkl2 
ewk+wk -1 ' 

EJr = -i(-1)ke-wk-1-~(ewk+~ _ ewk-1+wk). 

6.5 Nizovi sa medjusobno izometricnim elementima 

1 

(171) 

(172) 

(173) 

lspitaéemo, sada, da li i kada su neka dva elementa jednog niza minimalnih imersija u sferu 
S 2n+1 izometricne. Prvo, uocimo da u slucaju da je u pitanju direktna izometrija ovaj niz je 
periodican, u smislu da ako postoji direktna izometrija A takva da je Jk = Aj0 , za neki indeks 
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k, tada za proizvoljni indeks R vazi jkH = AjR. Ovo direktno sledi iz Cinjenice da izometrija 
slika harmonijski niz ponovo u harmonijski niz, a obzirom da je transformacija direktna, slika i 
preostalo normalno vektorsko polje ponovo u odgovarajuée normalno vektorsko polje. Ovde éemo 
posvetiti paznju indirektnim izometrijama. Posebno éemo ispitati slucajeve kada je n parno, 
odnosno, neparno. Oznacimo sa J8, q E Z q-ti element niza. 
Neka je prvo n = 2k. Tada 

+ - i fo - - 2 Un - fn) + tanh rpN, 
2 cosh cp 

i -
fo = - 2 Un - fn) - tanh rpN. 

2 cosh cp 

Teorema 21 Neka je A indirektna izometrija prostora R2n+2 koja fiksira koordinatni pocetak, gde 
Je n parno. 

(Afa)+ = AU0 ), (Afa)- = AUit) 

i za svako p E Z vaii (Aj0)P = A(J0P). 

(174) 

Dokaz: Primetimo, prvo da vazi A(fi) (Af)i i A(Ji) (Af)i za 1 :::::; i :::::; n. Kako je A 
indirektna izometrija vazi det(Afo, AJI, ... , AN) = - detUo, JI, ... , N) = det(J0 , fi, ... , -N) 
sto implicira da je odgovarajuée normalno vektorsko polje povrsi Afa zapravo vektorsko polje 
-AN. Sada primenjujuéi izometriju A na ( +) i (-) konstrukciju dobijamo tvrdjenje. 1 

Primedba lz ove teoreme sledi da ukoliko postoje dva elementa niza izometricna putem indirektne 
izometrije A, tada postoji element niza fq takav da je Ajq-l = jq+l ili Ajq = jQ+1 . Karakterizo
vaéemo ova dva slucaja i bez umanjenja opstosti mozemo smatrati da je q = 0, odnosno J6 = f 0 . 

Teorema 22 Ako je n parno tada postoji indirektna izometrija A koja fiksira koordinatni pocetak 
takva da vazi Aj0 = fit ako i samo ako je o: = 0 odnosno, ekvivalentno ako je Jo sadrzana u sferi 
manje dimenzije koja je totalno geodezijski smestena u sferu s2n+l. 

Dokaz: Ocigledno iz de:finicije sledi da je o: = 0 je ekvivalentno cinjenici da je odgovarajuée 
normalno vektorsko polje N konstantno, odnosno da je Jo sadrzana u sferi manje dimenzije koja 
je totalno geodezijski smestena u sferu S 2n+l. Pretpostavimo sada da vazi Aj0 = fit. Tada je 
Afa = Jo a takodje N je sopstveni vektor preslikavanja A koji odgovara sopstvenoj vrednosti -1 
sto implicira da Jo pripada hiperravni ortogonalnoj naN kroz koordinatni pocetak. Obrnuto, ako 
Jo pripada hiperravni kroz koordinatni pocetak , neka je A refleksija u odnosu na hiperravan koja 
sadrzi j 0 . Tada primenjujuéi ( +) i (-) konstrukciju dobijamo uopsteniji rezultat AU;P) = Jô za 
svako p. 1 

Teorema 23 Ako je n parno sledeéi iskazi su ekvivalentni: 
1) Postoji indirektna izometrija A takva da je AUo) =fit =po, 
2) { = 0 i Wk = Wk, 

i ako je ovo slucaj tada vazi i wi = wi, 1 :::::; i :::::; k- 1. 
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Dokaz: Ako je A(fo) = ft =Po tada vazi Apo = (Afo)- =Jo a dalje diferenciranjem dobijamo 
A8fi = 8pi i Api = fi· Sada, r = (8fk,Pk) = (A8fk>APk) = -~ pa je r = O. Slicno wi = 
ln(pi,Pi) = ln(Api,APi) = Wi za i:::; k. Obrnuto, ako vazi iskaz 2 iz (173) dobijamo Wk-1 = Wk=]", 
a dalje, (171) i (172) impliciraju Wi = Wi, 1 :::; i :::; k- 2. Tada, koristeéi pokretnu bazu l3 u tacki z 
definisimo operator A(z) na sledeéi naCin A(z)(fi) =Pi, A(z)(fi) =Pi, A(z)(Pi) = ]i, A(z)(pi) = 

fi,O :::; i :::; k. UoCimo da je A(z) izometrija, A2 (z) = Id ida je detA(z) = -1. Takodje, 
A'(z)fo + A(z)8f0 = âp0 odakle sledi A'(z)(fo) = O. Na slican nacin dobijamo da A'(z) slika u 
nulu svaki vektor baze B. zato je A indirektna izometrija prostora R 2n+2 koja zadovoljava uslove 
teoreme. 1 

Sada, neka je n = 2k + 1. Tada je 

ft=-
2 

2 Un- fn) + tanhcpN, 
2 cash cp 

z -
fo = 2 Un- fn) + tanhcpN, 

2 cosh cp 

pa se sledeéa teorema dobija na slican naCin. 

Teorema 24 Neka je n neparno i A indirektna izometrija prostora R 2n+2 koja fiksira koordinatni 
pocetak. Tada 

(Afo)+ = -A(f0 ), (Afo)- = -A(ft). (175) 

Primedba Obzirom da je -A takodje indirektna izometrija, dolazimo do sledeéeg zakljucka: 
ukoliko su neka dva elementa niza izometricna putem indirektne izometrije A tada postoji element 
J6 takav da vazi AJ6 = ±J6+1

, ili Af6 = ±J6. Takodje, pretpostaviéemo da je q = 0 i 16 =Jo. 

Teorema 25 Ako je n neparno, tada su sledeéi iskazi ekvivalentni 
1} a= 0, 
2) Jo je sadriana u sferi koja je totalno geodezijski sme8tena u s2n+1 ' 

3) postoji indirektna izometrija A koja fiksira koordinatni pocetak takva da je Af0 = -ft. 

Dokaz: Iskazi 1 i 2 su oCigledno ekvivalentni kao i ranije. Ako pretpostavimo da je Aj0 = -ft 
sledi Aj0 = Jo i Jo pripada hiperravni ortogonalnoj na N. Obrnuti smer teoreme dokazuje se 
direktno. 1 

UoCimo da u ovom slucaju primenom (+) i (-) konstrukcije dobijamo A(J0P) = (-1)Pfô za 
svako p. 

Teorema 26 Ne postoje indirektne izometrije prostora R2n+2 , kada je n neparno, koje fiksiraju 
koordinatni pocetak za koje je A(ft) = Jo. 

Dokaz: Pretpostavimo da takva izometrija ipak postoji i oznacimo je sa A. Primenjujuéi ( +) i 
(-) konstrukciju dobijamo Afo = -ft i A2 Jo = -Jo. Tada diferenciranjem dobijamo A2 fi = 

- ]i, i:::; na kako je A2 direktna izometrija sledi A2 N = -N, sto dalje implicira A2 =-Id a dalje 
i A- 1 = -A= AT. Obzirom da za koso simetricne matrice vazi xT Ax = 0 za proizvoljni realni 
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vektor x, sledi da su Ax i x ortogonalni vektori za proizvoljno x. To znaCi da mozemo odabrati 
bazu { x1, Ax1, ... , Xn+l, Axn+l} vektorskog prostora R 2n+l u kojoj Aima sledeéu matricu 

0 - s1n cq 0 0 
sin 0:1 0 0 0 

0 0 0 - SlllO:n+l 
0 0 sino:n+l 0 

gde je o:i = ±~, sto je kontradikcija sa Cinjenicom det A= -1. 1 
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