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Introduction

Soient k un corps de nombres et O, son anneau d’entiers. Soient & une cloture
algebrique de k et Gal(k/k) son groupe de Galois. Soit I" un groupe fini. A tout
homomorphisme surjectif 7 défini sur Gal(k/k) et & valeurs dans T, on associe le
sous corps N de k fixe par Kern. L'extension N/k est galoisienne et son groupe
de Galois Gal(N/k) est isomorphe & Gal(k/k)/Kerm, d'otl un isomorphisme,
que 'on note aussi 7, défini sur Gal(N/k) et & valeurs dans I'. Soit Oy I’anneau
d’entiers de N. A Paide de 7 on munit Oy d’une structure de O [I']-module définie
de la maniére suivante : pour tout € Oy et tout v € T, on pose vz = 7} (y)(z).
Soit M un ordre maximal de Oy dans ’algébre semi-simple £[I'] contenant O[T
Lorsque N/k est modérément ramifiée, on peut associer & Oy une classe, notée
[On], dans CI(Ok[I]) le groupe des classes de O[], et par extension des scalaires
la classe de M ®o, r}On, notée [M ®o, r; On], dans CI1(M) le groupe des classes
de M.

On désigne par R(Ox[T']) (resp. R(M)) ensemble des classes ¢ de Cl{Ok[I'])
(resp. Cl(M)) telle qu'il existe une extension N/k modérément ramifiée, & groupe
de Galois isomorphe & I, avec [On] = ¢ (resp. [M ®0,rj On] = ¢) ; on dira que c
est réalisable par 'extension N/k et que R(Ok[I]) (resp. R(M)) est ensemble
des classes réalisables.

Il est bien connu que R(Ok[T]) C CI°(Ok[)) (resp. R(M) C CI°(M)) (voir
[Mcl]), ou Cl°(Ok[I']) (resp. CI°(M)) est le noyau du morphisme
Cl(Ok[T]) — CIi(k) (resp. CI(M) — CIl(k)) induit par 'augmentation
Ok[l'] = O (resp. M — Oy).

Les résultats de McCulloh (voir [Mc2|) vont dans le sens de la conjecture

suivante :

Conjecture 1. R(O[I']) est un sous-groupe de Cl°(O[T]).



Pour prouver cette conjecture, il y a des difficultés qui proviennent des unités
locales des algébres de groupes (voir la preuve d’une conjecture de Frohlich dans
[T]). Pour contourner cette difficulté on étudie la conjecture plus faible suivante :

Conjecture 2. R(M) est un sous-groupe de Cl°(M).

Signalons qu’'une conséquence de la preuve de 1'une de ces deux conjectures
serait la résolution du probléme inverse de la théorie de Galois (voir [Se3]) par une
nouvelle méthode qui provient de ’étude des questions concernant la structure
galoisienne des anneaux d’entiers; ce qui renforce, encore une nouvelle fois, avec
(entre autres) la découverte d’un lien étroit entre cette structure et des invariants
arithmétiques associés aux caracteres de I' provenant de ’équation fonctionnelle
des fonctions L d’Artin (voir [F3] et [T]), le caractére profond de ces questions.

Le cas o k = Q et I" réalisable comme groupe de Galois sur QQ est bien connu.
La conjecture 1 est vérifiée (voir [T]) ; plus précisément R(Z[I']) est un 2-groupe,
de plus il est trivial si I" ne posséde pas de caractére symplectique (c’est le cas par
exemple de T' abélien ou d’ordre impair). Quant & R(M), il est toujours trivial
(voir [F3, corollaire du théoreme 6, p. 40-41]).

Si k est un corps de nombres quelconque et T' est abélien, McCulloh (voir
[Mc2]) a montré que la conjecture 1 est vraie en utilisant une “correspondance
de Stickelberger”.

Dans [So2] on se place dans la situation ol T" est le groupe métacyclique non
abélien d’ordre Ig, ol | et ¢ sont deux nombres premiers, et k/Q est linéairement
disjoint du 1g™®™ corps cyclotomique de Q. On montre quon a la conjecture 2.

Lorsque T est le groupe diédral (resp. quaternionien) d’ordre 8 et k est un
corps de nombres linéairement disjoint sur Q de Q(i), ol i = —1, on montre
dans [So4] (resp. [So5]) que si le nombre des classes (resp. le nombre des classes
au sens restreint) de k est impair, alors R(M) = CI°(M).

Dans [So6], on considére le cas ot I est le groupe quaternonien d’ordre 41, ot
[ est un nombre premier impair. On définit deux sous-ensembles de R(M) et on
montre qu’ils sont deux sous-groupes de CI°(M) pourvu que 2 et [ ne soient pas
ramifiés dans k.

Dans la suite, si K est un corps de nombres, Ok désigne I'anneau des entiers
de K et CI(K) son groupe des classes.



Dans cette thése, 'un des principaux résultats est le théoreme suivant :

Théoréme 1. Soit T' le groupe alterné A4. Soient j une racine primitive 3%™°
de l'unité et k un corps de nombres linéairement disjoint de Q(j) sur Q. Alors
R(M) est le groupe Cl°(M). Dans ce cas, R(M) ~ Cl(k(5)) x Cl(k).

Rappelons la définition de la classe de Steinitz. Soit K/k une extension finie
de corps de nombres de degré n. L’anneau Oy est un Og-module sans torsion
de rang n, donc il existe un idéal I de Oy tel que Ok ~ O}~ ' @ I en tant que
Oj-module. La classe de I dans Cl(k) est appelée la classe de Steinitz de ’anneau
Ox ou de 'extension K/k, et on la note clx(Ok) (voir [FT,Theorem 13, p. 95]).

Lorsque nous essayons d’étudier la conjecture 2, nous sommes confrontés au
probleme de plongement en liaison avec les classes de Steinitz.

Une autre partie de la these est ’étude des classes de Steinitz dans le cadre
qu’on va maintenant définir.

Soient I' un groupe fini et A un sous-groupe normal de I'. On a donc la suite

exacte de groupes suivante :
2 1l—A—T —T/A—1.

Fixons F/k une extension galoisienne dont le groupe de Galois est isomorphe
a I'/A. On désigne par R(E/k,Z) (resp. Rn(E/k,%)) ensemble des classes
¢ € Cl(k) vérifiant : il existe une extension galoisienne (resp. galoisienne et
modérément ramifiée) N/k dont la classe de Steinitz est ¢, contenant E, et dont
le groupe de Galois est isomorphe a I', avec un isomorphisme 7 de Gal(N/k) dans
I satisfaisant E est le sous-corps de N fixe par 771(A).

Lorsque A =T, R(E/k,X) (resp. R, (E/k, X)) est tout simplement ’ensemble
des classes de Steinitz des extensions galoisiennes (resp. galoisiennes et modérées)
de k, dont le groupe de Galois est isomorphe a I'; on note R(k,T) et R, (k,T)
au lieu de R(E/k,X) et R,(E/k,T).

Signalons un lien immédiat avec les deux conjectures précédentes. Oublions

I’action de I', il est clair que la conjecture 1 implique la conjecture suivante :

Conjecture 3. R, (k,T") est un sous-groupe de Cl(k).



Soient p et ¢ deux nombres premiers impairs. Dans [C1], sous '’hypothese
que k contient les racines p®*™¢ de I'unité, on détermine R,,(E/k,X) lorsque T
est un groupe non abélien d’ordre p3 d’exposant p et A un sous-groupe de I'
d’ordre p?, et on montre que si Og est un O-module libre alors R,,(E/k,Z) est
un sous-groupe de Cl(k). Dans [C3] on montre des résultats analogues & ceux de
[C1] dans la situation o k contient les racines pg*®™ de 'unité, I est un groupe
métacylique d’ordre pq, et A est le sous-groupe de I' d’ordre p.

Lorsque I est abélien, une conséquence des travaux de McCulloh (voir [Mc2})
est : Ry (k, T') est un sous-groupe de Cl(k). Dans [C2], on montre que R,,(k,T) est
un sous-groupe de Cl(k) dans le cas o1 T est un groupe non abélien d’ordre p® (p
premier impair), et k contient les racines m*®™ de I’unité, oll m est ’exposant de
I. Lorsque I' est le groupe quaternionien (resp. diédral) d’ordre 8, on montre dans
[So3] (resp. [So4]) que si le nombre des classes de k est impair alors R,,(k,T) =
Cl(k).

Dans cette thése, on s’intéresse & la situation ol I' est le groupe alterné A,

défini par la présentation :

3 2

As={orv:ac*=m"=1v=1, v =vr,070™"

1

=v,0v0 " = TV),

et
A = (r,v).

On a Gal(E/k) = (o), donc E/k est une extension cyclique de degré 3.
On démontre le résultat suivant :

Théoreme 2. Soient k un corps de nombres et E/k une extension cyclique de
degré 3. Alors :

(%) R(E[k,E) = cl(O)(Ne/w(CUE)))?,

ot Ngsi est la norme dans E/k et (Ngx(CIU(E)))? est le sous-groupe des puis-
sances 3¥™¢ des éléments du groupe N/ (CI(E)).
De plus, si E/k est modérée alors R,,(E/k,X) = R(E/k,X).



(i1) Soit j une racine primitive troisiéme de l'unité. Soit W le sous-groupe de
Cl(k) engendré par Ny (Cl(k(j))) et les classes des idéauz premiers de Oy
au-dessus de 3, ot Ny désigne la norme dans k(j)/k. Alors

R(k, Ay) = WCl(k)3,
Ro(k, Ag) = Nigyu(CLUE())CL(K)?.

Nous avons aussi étudié le cas ou I = Sy ; sous ’hypothese que le nombre des
classes de k est impair nous avons montré un théoreme analogue au théoréeme 2
(voir Chap. 2, §1, Théoréme 2.3.1).

Nous donnons ci-dessous les grandes lignes de la démarche adoptée dans cette
these.

Frohlich a généralisé au cas non abélien la notion classique de résolvante de
Lagrange et a donné une nouvelle description du groupe des classes d'un ordre
en terme d’homomorphismes galoisiens du groupe des caracteres virtuels de I'
dans certains autres groupes (voir [F3]). D’autre part, un résultat de Swan (voir
Chap. 1, §1, Théoreme 1.1.2) permet de décrire le groupe des classes d’un ordre
maximal comme un produit de groupes des classes des centres des facteurs simples
de T’algebre semi-simple &[I].

Les outils fondamentaux de la démarche sont :

-Les deux descriptions précédentes.

-Les propriétés des résolvantes de Lagrange sous 'action galoisienne, et leurs
propriétés fonctorielles relatives a I'induction, restriction et inflation de caracteres
de sous-groupes de I'.

-La résolution de problémes de plongement en liaison avec les classes de Stei-
nitz, grace aux criteres de plongement, le calcul des classes de Steinitz, la théorie
du corps de classes et le théoreme de densité généralisé de Dirichlet dans les

groupes de classes de rayon.

Le plan de cette these est le suivant :

Le premier chapitre contient les définitions et résultats nécessaires pour la
preuve de nos principaux théoremes.

Le deuxiéme chapitre est consacré & ’étude des classes de Steinitz d’extensions

tétraédrales et octaédrales. Dans ce chapitre nous démontrons le théoreme 2.



Dans le troisieme chapitre nous déterminons effectivement les éléments de
I’ensemble des classes réalisables des extensions tétraédrales, puis nous montrons
le théoreme 1.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Groupe des classes d’un ordre maximal

Soient k£ un corps de nombres, Oy son anneau d’entiers et I' un groupe fini. Un
ordre A de Oy, dans Palgébre semi-simple k[I'] (on dit aussi Og-ordre de k[I']) est un
sous-anneau de k[I'], qui est un Ox-module de type fini et tel que A®op, k = k[T
Un ordre est maximal s’il est maximal pour l'inclusion parmi les Oy-ordres de k[T'].

Soit p un idéal premier de Oy, on note O, le complété en p de Oy, et
Ap = A ®o, Orp.

Un A-module X est dit localement libre si ¢’est un A-module de type fini tel
que pour tout premier p de Oy, le Ay-module X, = X ®4 A, est libre. Le rang de
X est défini comme étant le rang du k[I']-module libre X ®¢, k. Ce rang est fini
et il est égal au rang de X, sur O ,[I'] pour tout p.

Le groupe de Grothendieck XCo(A) des A-modules localement libres est le
groupe abélien dont les générateurs sont les classes d’isomorphismes (X) de
A-modules localement libres avec les relations (X & Y) = (X) + (V).

L’application N — Ko(A) qui & n € N associe la classe (A™) du A-module
libre A™ de rang n, se prolonge en un homomorphisme de Z — Ky(A). On définit
CI(A) comme étant le conoyau de cette application (voir [F3, Chap. 1, §2]).

Soient M un Og-ordre maximal de k[['] contenant Ok[I'] et C1(M) son groupe
des classes. Dans la suite nous donnerons deux descriptions de CI(M), 'une uti-
lisant la décomposition de I’algébre semi-simple k[I'] en un produit d’algébres
simples et 'autre la Hom-description de Frohlich.



On appelle caractére absolument irréductible de ' un caractére irréductible
d’une représentation T : ' — GL,(C). On désigne par Rr le groupe abélien libre
engendré par les caractéres absolument irréductibles de I' (appelé aussi le groupe
des caractéres virtuels de I').

Soient k une cléture algébrique de k contenue dans C et € = Gal(k/k). Il
est clair que Rr est un ;-module.

Définition 1.1.1. Deuz caractéres absolument irréductibles x et ¢ de I" sont dits
conjugués sur k s’il existe w € (), tel que :

vy eT, w(x(v)) = (7).

Cette relation est une relation d’équivalence.

Soit 7 le nombre des classes de conjugaisons sur k des caractéres absolument
irréductibles de T'. Pour tout 7 € {1,...,7}, notons x; un représentant de 'une
de ces classes de conjugaison.

La décomposition de Wedderburn de 1’algébre semi-simple &[] en un produit
d’algebres simples est la suivante (voir [CR, p. 330 et §74]) :

k[T = HMni<Di>,

ol D; est un corps gauche, de centre k(x;) ’extension de k obtenu par adjonction
& k des valeurs de y;, et M, (D;) est 'anneau des matrices carrées d’ordre n; &

2

coeflicients dans D;. Le degré de D; sur son centre k(x;) est un carré m? ; 'entier

m; est appelé l'indice de Schur relatif & &, ainsi x;(1) = nym;.

On dit qu’une place a I'infini v de k est ramifiée dans M, (D;) si v est une
place réelle et si algebre k, ®x Mn,(D;), ou k, est le complété de & pour v
identifié au corps des réels, est isomorphe & une algébre de matrices sur le corps
des quaternions de Hamilton.

Nous rappelons le théoréeme de Swan suivant (voir [R, Theorem 35.14, p.
313]) :
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Théoréme 1.1.2. Soit M un ordre mazimal de Oy, dans k[['] contenant Og[I').
Alors .
CUM) = ] ellk(x)),

i=1
ou €l(k(x;)) est le groupe des classes de k(x;), au sens restreint suivant : €l(k(x;))
est le quotient du groupe des idéaux fractionnaires de k(x;) par le sous-groupe des
idéaux principauzr possédant un générateur positif a toutes les places a linfini de
k(x;) ramifiées dans M, (D;).

De plus si k[I'] vérifie la condition d’Eichler suivante : pout toute com-
posante simple M, (D;) il existe une place & 'infini de k(x;) non ramifiée dans
M, (D;) ou si M,,(D;) n’est pas de dimension 4 sur k(x;) (voir [R, Definition
38.1, p. 343-344]), alors :

CUM) = [ [ CUlk(xa)),

ot Cl(k(x;)) est le groupe des classes de k(x;)-

Notons J(k) le groupe des ideles de &, U(k) le sous-groupe des ideles de J (k)
dont les composantes aux places finies sont des unités et & = k& — {0}. On peut
identifier % & un sous-groupe de J (k) par plongement diagonal. On suppose
que k[I'] vérifie la condition d’Eichler. Alors la “Hom-description” de Frohlich de
Cl(M) est la suivante (voir [F3] ou [CR, §52]) :

Théoréme 1.1.3.

HO’ITLQIC(RF, J(k))

Cl(M) =~ — —
( ) HOka (Rr,k ) X Hoka(Rr, U(k))

Signalons que dans cette description, on peut remplacer £ par une une ex-
tension galoisienne de k, de degré fini et contenant les valeurs des caracteres

absolument irréductibles de T.
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1.2 Description d’un représentant de la classe
d’un anneau d’entiers dans la Hom-descrip-

tion de Cl(M)

La notion de résolvante de Frohlich-Lagrange, dont nous rappelons la définition
ci-dessous (voir [F3, p. 28-29)]), est un outil fondamental pour étudier le probléme
des classes réalisables.

Soit N/k une extension galoisienne & groupe de Galois isomorphe & I'. Si 7
est un isomorphisme défini sur Gal(N/k) et & valeurs dans I', alors tout caractére
x de T induit un caractére x o m de Gal(N/k) que l'on notera aussi x. Si v €
', nous noterons 7 1(y) € Gal(N/k) simplement par 7. Soit B une k-algébre
commutative, en faisant agir I sur N, N ®; B est un B[I']-module libre de rang
1. Soit T : ' — GL,(k) une représentation linéaire de I de caractére .

Définition 1.2.1. Soit a € N ®; B. On appelle résolvante de Fréhlich-Lagrange
de a et de x, Uélément de k ®; B, noté (a,Xx)n/x (ou {a,Xx) si aucune confusion
n’est possible), défini par :
(@,x) = Det(d>_v(@)T(v™),
~el’

ot Det désigne le déterminant.

Dans le cas particulier ot x est un caractére de degré 1, on retrouve la

résolvante de Lagrange classique :
{a,x) =Y a)x(r™).
vel

Rappelons qu’une extension K/k de corps de nombres est dite modérément
ramifiée si pour tout idéal premier p de Oy et tout idéal premier P au-dessus
de p, l'indice de ramification e(3/p) est premier avec la caractéristique du corps
résiduel Ok /p.

Fixons quelques notations. Pour tout idéal premier p de O, soit &, (resp. Okp)
la complétion de k (resp. Ox) en p. On pose : N, = N Q®kp et Onp = On®0, Ok p.

Lorsque N/k est une extension galoisienne modérément ramifiée, on sait que
P’anneau d’entiers Oy de N est un Oi[['}-module localement libre de rang 1 (voir
[No] ou [F3, Chap. 1, §3, p. 26-28}).
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Théoréme 1.2.2. Soit N/k une ertension galoisienne modérément ramifiée,
a groupe de Galois isomorphe & I'. Soit a une base du k[[']-module N. Pour
tout idéal premier p de Oy, soit a, une base du Oy p[T'}-module Onyp. Alors un
représentant de la classe de M ®o,r) On dans CI(M) est Uapplication f définie

oo = (%%%) :

par :

1.3 Résultats de la théorie du corps de classes

Soient & un corps de nombres, O son anneau d’entiers et Cl(k) son groupe
des classes.

Définition 1.3.1. Un cycle M de k est un produit formel d’un idéal entier M,
de Oy et d’une famille & de places infinies réelles de k, on le note M = MG.

Définition 1.3.2. Soit o € k*, on dit que a est congru a 1 mod™IN, et on note
a =1 mod*M, siVv € &, v(a) > 0 et si pour tout idéal premier p de Oy divisant
Mo, vpla — 1) > v,(My), ot v, désigne la valuation en p.

Soit I(k)gn l'ensemble des idéaux fractionnaires de k premiers & 9tp. Soit
P(k)on I'ensemble des idéaux fractionnaires principaux de k ayant un générateur
congru & 1 mod*9N. Le groupe quotient Cl(k, M) = I(k)or/P(k)on est appelé le
groupe des classes de rayon modulo 90t.

Théoréme 1.3.3. (Théoréme de densité de Chebotarev)(voir [N, Chap.
V, 86, Theorem 6.2 et 6.4, p. 182]) Soit c € Cl(k,M). Alors il existe une infinité

d’idéauz premiers p de Oy, de degré résiduel absolu égal a 1 et tel que la classe
de p dans Cl(k,0) est c.

On en déduit facilement :

Proposition 1.3.4. Il existe une surjection canonigue de Cl(k, M) — CI(k).
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Théoréme 1.3.5. (voir [W, Theorem 10.1, p. 400]) Soit E [k une extension finie
de corps de nombres. On suppose que toute sous-extension abélienne F/k de E,
avec F # k, est ramifiée. Alors, Ng;, : CI(E) — Cl(k) est surjective, ot Ngy
est la norme dans E/k.

1.4 Classes de Steinitz et Discriminant

Dans la suite, si I est un idéal fractionnaire d’un corps de nombres %, on note
cl(I) sa classe dans Cl(k).

Rappelons la définition de la classe de Steinitz. Soit K /k une extension finie
de corps de nombres de degré n. L’anneau Ok est un Ox-module sans torsion de
rang n, donc il existe un idéal I de Oy tel que Ok =~ OZ—l @ I en tant que O-
modules. La classe de I dans Cl(k) est appelée la classe de Steinitz de I’anneau
Ok ou de extension K/k, et on la note cly(Ok) (voir [FT, Theorem 13, p. 95]).
Le théoréme suivant est di & Artin (voir [A], on peut trouver une preuve plus
récente de ce résultat dans [M1]), il permet de calculer une telle classe.

Théoréme 1.4.1. Soit K/k une extension finie de corps de nombres.
Alors
cle(Ok) = cl((A(K/k)/d)V?),

ot A(K/k) est le discriminant de K/k et d le discriminant d’une base du k-espace
vectoriel K.
De plus si Kk est galoisienne de degré impair, alors clg(Og) = cl(A(K/k)Y/?).

La proposition suivante découle immédiatement de la théorie de Kummer
(voir [H, §39]) et du théoréme d’Artin ci-dessus.

Proposition 1.4.2. Soient K/k une extension quadratique et m € k tel que
K = k(y/m).
(i) On peut écrire de maniére unique mOy = I(m)2J, ot I(m) est un idéal frac-

tionnaire de Oy, et J un idéal entier de O sans facteur carré.
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(ii) On a A(K/k) = JJ? ou J' est un idéal entier de Oy dont les diviseurs pre-
miers divisent 20y. L’extension K/k est modérément ramifiée si et seulement si

on peut choisir m = 1 mod*(40y), dans ce cas J' = Oy.
(ii1) clx(Ok) = cl(I(m)~1J).

Soient K/k une extension galoisienne finie de groupe de Galois G, x un ca-
ractére de G et f(x, K/k) le conducteur d’Artin de x. Rappelons la décomposition
d’Artin et Hasse du discriminant en un produit de conducteurs (voir [Se2, p. 111-
112]) :

A /K) = [T 00 K/EP®,
pe

ol x parcourt I’ensemble des caractéres absolument irréductibles de G. Si k'/k
est une sous-extension galoisienne de K/k, correspondant au sous-groupe H de
G et si x est un caractére de G/H, alors

fx, K/k) = f(x, k' /k).

Proposition 1.4.3. Soient k, K et M des corps de nombres tels quek C K C M.
Soient [M : K] le degré de l’extension M /K et Nk, la norme de lextension K/k.
Alors :

(i) A(M/k) = AK/k)MEINg 1 (A(M/K)).

(Z’&) Clk(OM) = clk(OK)[M:E]NK/k(clK(OM)).

L’assertion (i) résulte de la transitivité de la différente (voir par exemple
[FT)). L’assertion (ii) est le théoréme 4.1 de [F1].



Chapitre 2

Classes de Steinitz

2.1 Introduction

Soient I' un groupe fini et A un sous-groupe normal de I". On a donc la suite

exacte de groupes suivante :
¥:1—A—TI —T/A—1.

Soit k£ un corps de nombres. Fixons E/k une extension galoisienne dont
le groupe de Galois est isomorphe & I'/A. On désigne par R(E/k,X) (resp.
R,.(E/k,X)) l'ensemble des classes ¢ € Cl(k) vérifiant : il existe une exten-
sion galoisienne (resp. galoisienne et modérément ramifiée) N/k dont la classe de
Steinitz est ¢, contenant E, et dont le groupe de Galois est isomorphe a I, avec
un isomorphisme 7 de Gal(N/k) dans T satisfaisant F est le sous-corps de N fixe
par 77 H(A).

Lorsque A =T', R(E/k,X) (resp. R, (E/k, X)) est tout simplement I'ensemble
des classes de Steinitz des extensions galoisiennes (resp. galoisiennes et modérées)
de k, dont le groupe de Galois est isomorphe & I'; on note R(k,T) et Ry, (k,T")
au lieu de R(E/k,X) et R (E/k,X).

2.2 Classes de Steinitz d’extensions tétraédrales

On s’intéresse ici & la situation ol I' est le groupe alterné A, défini par la

présentation :

3 2

As={o,rv:cd=1 = =1 7v=vr,0107}

1

=v,0v0 " =TV),

15
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et
A= (1,v).
Une extension galoisienne de k est appelée tétraédrale si son groupe de Galois
est isomorphe a Ajy.
On a Gal(E/k) ~ (o), donc E/k est une extension cyclique de degré 3.
Dans cette section, nous démontrons les principaux résultats suivants :

Théoréme 2.2.1. Soient k un corps de nombres et E/k une extension cyclique
de degré 8. Alors :

() R(E/k,X) = clx(Og)(Ng/x(CUE)))?,

ot Ngyy est la norme dans E/k et (Ng,(CU(E)))? est le sous-groupe des puis-
sances 3% des éléments du groupe Ng,(CI(E)).
De plus, si E/k est modérée alors R, (E/k, L) = R(E/k,%).

(i) Soit j une racine primitive troisiéme de lunité. Soit W le sous-groupe de
Cl(k) engendré par Ny k(Cl(k(7))) et les classes des idéaux premiers de Oy
au-dessus de 3, ot Ny x désigne la norme dans k(j)/k. Alors

R(k,Aqy) = WCI(k)®,

R (k, As) = Niiy e (CUE(G))CU(K)3.

Corollaire 2.2.2. Sous les hypothéses et notations du théoréme 2.2.1 on a les
assertions sutvantes :

(i) Si le nombre des classes de k est impair alors R(k, As) = Rn(k, Ag) = Cl(k).
(i) Si 3 ne divise pas le nombre des classes de k alors R(E/k,X) = Cl(k)(=
R(E/k,X) si E/k est modérée).

(#5i) Si O est un Og-module libre alors R(E/k,X) est un sous-groupe de Cl(k)
égal & (Ngk(CUE)))® (= Rn(E/k,Z) si E/k est modérée) ; de plus si E/k est
ramifiée alors il est égal a Cl(k)3.
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Soit N/k une extension galoisienne dont le groupe de Galois est isomorphe
4 A4. Si 7 est un isomorphisme de Gal(N/k) dans A4 et v € A4, on identifiera
7(y) et 7. Soit E/k la sous-extension de N fixe par (7,v) : c’est I'unique
sous-extension cyclique de degré 3, et on a Gal(E/k) ~ (o). L'extension N/E
est biquadratique, elle contient donc trois sous-extensions quadratiques de E'; si
L/E est I'une d’entre elles alors les deux autres sont o(L) et o%(L).

Proposition 2.2.3. Ona :

cli(On) = (cli(Op))*(Ng/u(clp(Or)))*

Le lemme suivant sera utile pour la preuve de la proposition précédente.

Lemme 2.2.4. Soient K un corps de nombres, M /K une extension biguadratigue
et K;/K,1<1i<3, les trois sous-corps quadratiques de M. Alors

ClK(OM) = ClK(OK1)ClK(OKZ)ClK(OK3).

Preuve du lemme. Notons Ag le discriminant de M/K et A; les discriminants
des K;/K. Une conséquence immédiate de la décomposition d’Artin et Hasse du
discriminant en un produit de conducteurs et la propriété de ces derniers relative
au passage au quotient (voir Chap. 1, §4) est Ag = A1 A2A3. Soient m;, 1 <17 < 2,
des éléments de K tels que K; = K(y/m,). Posons m3 = myma, il est clair que
K3 = K(y/my). Les familles (1,/m,), (1, v/my), (1,v/my), (1, v/my, /My, v/m,)
sont des bases respectives des K-espaces vectoriels K; et M, dont les discriminants
respectifs d; et d sont : 4m; et (16m3)2. On en déduit que

Ao/d = (A1/d1)(Ag/da)(As/ds)272.

On a alors le lemme car d’aprés le théoréme d’Artin (voir Théoréme 1.4.1),

ClK(OM) = Cl(\/Ao/d) et CZK(OKi) = Cl(\/Ai/di). O

Preuve de la proposition 2.2.3. Par la transitivité de la classe de Steinitz dans
une tour de corps de nombres (voir Proposition 1.4.3, (7)) on a :

cli(On) = (clk(OE))*NEk(cle(ON)).
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Soient o*(L)/E, 0 < i < 2, les trois sous-corps quadratiques de N/E. Le

lemme 2.2.1 nous affirme que :

CZE(ON) = clE(OL)clE(OG(L))CZE(O@(L)).

Ecrivons L = E(y/m). Comme ¢*(L) = E(y/0*(m)), et o'(A(L/E)) =
A(0*(L)/E), on a (par Artin) :

ClE(Oai(L)) = O'i(ClE(OL)).
D’ou
Nek(clg(On)) = (Ng(cle(OL)))*.

Ce qui termine la preuve de la proposition. O

Pour la démonstration du théoréme 2.2.1, nous avons besoin du lemme sui-
vant qui est un critére de plongement d’une extension cubique cyclique dans une
extension & groupe de Galois A, . Ce lemme est bien connu, il est cité dans [K,

p. 21] de la theése mais sans démonstration compléte (on peut voir aussi [M2, p.
365)).

Lemme 2.2.5. Soient k un corps de nombres, K/k une extension cyclique de
degré 3, L = K(\/a)/ K une extension quadratique de K . Alors les deuz assertions
sutvantes sont équivalentes :

(i) La cléture galoisienne de L/k est une extension N/k & groupe de Galois iso-
morphe @ Aj.

(i) Nkk(a) est un carré dans k, ot Ng/x est la norme dans K/k.
De plus si (ii) est vérifide, on peut choisir N = K(\/a, /d(a)).

Démonstration. L’'implication (i) = (4i) résulte de la théorie de Kummer. On
a o(L) = K(/o(a)). Le troisitme sous-corps quadratique de N/K est 0*(L) =
K(+/0%(a)) qui est aussi égal & K(y/ac(a)). D’apres la théorie de Kummer, il
existe b € K tel que ac(a) = b?0%(a). D'ott Ngsk(a) = (bo*(a))?; bo*(a) € k
sinon K/k contiendrait une sous-extension quadratique, ce qui est impossible.
Montrons maintenant que (i) = (¢). Notons par o un générateur de Gal(K/k).
Puisque a n’est pas un carré dans K, il en est de méme pour o(a). Soient N 'ex-
tension biquadratique K (v/a, /0(a))/K, o1 et o, les générateurs de Gal(N/K)
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définis par : 01(v/a) = —va et 01(\/0(@)) = /o(a), oa(\/o(a)) = —/o(a)
et 03(1/a) = v/a. Notons & un prolongement de ¢ & N. On a (y/a)? = a, d’ott
(@(v@))* = (a) = o(a); par suite 5(va) = £1/5(a). De (v/o(a))? = o(a)
on déduit que (5(y/0(a)))? = o%(a). Soit = € k tel que Ng/i(a) = z?, alors
o%(a) = (z/va - \/o(a))? ie o0%(a) admet une racine carrée dans N, d’on
7(y/o(a)) = £1/0%(a). Donc G(N) C N, par suite N/k est galoisienne de degré
12.

On vérifie facilement que Gal(N/k) = (G, 01, 03), ol, par exemple, & est défini

par 5(v/a) = y/o(a) et 5(y/o(a) = 1/0%(a), et que Gal(N/k) ~ Ay. O

Preuve du théoréme 2.2.1. (i) Nous commengons par montrer 1’égalité

ek (Op) (New(CUE)))? = (clk(Or))* (Nep(CUE)))*. (2.1)

Pour cela il suffit de montrer que clx(Og) € Ng/&(CI(E)). Soit A(E/k) (resp.
D(E/k)) le discriminant (resp. la différente) de E/k. Comme E/k est normale
de degré impair, il découle du théoréme d’Artin (voir Théoréme 1.4.1) que

clk(Op) = cl((A(E/R)M).

La différente de E/k étant un carré (on le voit facilement par la formule de
Hilbert, voir [Se2, Chap. IV, Prop. 4, p. 72]), on en déduit que

clx(Or) = Ngk(cl(D(E/k)'2)).

L’inclusion :

R(E/k,Z) C cli(Or)(New(CUE)))?, (2.2)

est donc une conséquence de (2.1) et de la proposition 2.2.3. Montrons main-

tenant qu’on a :

(cle(OE))*(Nes(CUE)))® C R(E/K, ). (2.3)

Soient ¢ € Ng/x(CI(E)) et d € CI(E) telle que Ng/i(d) = c.

Considérons la classe o2(d)~!. D’apres le théoréme de densité de Tchebotarev
(voir Théoréme 1.3.3), il existe un idéal premier 7 de O, premier & 20p, vérifiant
3N O totalement décomposé dans E/k et tel que o2(d)™! = cl(3).
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Considérons maintenant cl(30(3))~ . Notons CI(E, 40g) le groupe des classes
de rayon modulo 40g. Par la surjection canonique de CI(E,40g) sur CI(E) (voir
Proposition 1.3.4) et le théoréme de Tchebotarev, il existe un idéal premier 3 de
Og, premier a 205, satisfaisant 3’ N Oy totalement décomposé dans E/k et tel
que cl(Bo(B))~! = cl(8') dans CI(E,40g) . Par conséquent, il existe m € E* tel
que

mOg = Bo(8)F, et m =1 mod* 40

oll mod* est la notation usuelle de la théorie du corps de classes (voir Définition
1.3.2). On a:

ma(m)Og = (o(8))*8*(8)3'a(8).

1l est clair que mo(m) n’est pas un carré dans E (vg(mo(m)) = 1 mod 2). On
considere l'extension quadratique L = E(y/ma(m))/E. On a N/ (mo(m)) =
(Ngsk(m))?. D’aprés le lemme 2.1.2, la cléture galoisienne de L/k est une ex-
tension N/k & groupe de Galois isomorphe & A4, et on peut prendre N =
E(y/ma(m),/o(mo(m)))/k. Dem = 1 mod* 40g on déduit o(m) = 1 mod* 40k,
par suite mo(m) = 1 mod* 40g. Par la proposition 1.4.2, L/E est modérée et
clg(0Or) = cl(a(B3))™!; comme o?(d)~ = cl(3), on en déduit immédiatement

clg(Or) = d.

La proposition 2.2.3 nous donne :

clx(On) = (cle(OE))*(NE(d))®.

Par suite
cli(On) = (cl(Og))*c.
On conclut qu’on a (2.3). On a donc la premieére partie de (i) du théoreme 2.2.1
grace a (2.1), (2.2) et (2.3).
1l est clair que E(y/mo(m))/E et E(y/o(mao(m)))/E sont modérées (voir
Proposition 1.4.2, (i7)). Il s’en suit que N/E est modérée. Si E/k est modérée
alors N/k lest aussi et donc

(cl(Op)) (N (CUE)))® C Ru(E/k,%).

Dot R(E/k,%) = R,(E/k,%). Ce qui termine la preuve de (i) du théoréme
2.2.1.
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(41) Soient C3 un groupe cyclique d’ordre 3, j une racine primitive 3™ de I'unité.
Alors R(k,Cj3) (voir [L, Theorem 4.7, p. 97]) est le sous-groupe de Cl(k) égal &
w.

D’aprés (i), I'inclusion R(k, Ay) C WCI(k)? est évidente.

Montrons l'autre inclusion. Soit ¢ € WCI(k)3, alors il existe (¢;,ca) € W x
CI(k) tel que ¢ = c;c3. Comme ¢; € W, il existe une extension E/k cyclique de
degré 3 telle que ¢; = clx(Og). De plus on peut supposer (d’aprés [L]) que E/k
est ramifiée au moins en une place. Par suite Ng/;, : CI(E) — Cl(k) est surjective
(voir Théoréme 1.3.5) et Ng,(CU(E)) = Cl(k), d’ott 163 € clx(Og)(Ng/k(CUE)))?
et donc ¢ € R(k, Ay) d’aprés (i). Par conséquent WCI(k)® C R(k, Ay).

L'égalité R, (k, A1) = Ni)(ClL(k(5))CIl(k)® provient du fait qu'on a (voir
[L, Theorem 2.6, p. 90]) : Rn(k, C3) = Nigy(CUE(F)). O

Remarque. A lorigine, dans l’énoncé du théoréme 2.2.1, on supposait le
nombre des classes de k impair. C’est grace & une idée de C. Greither que nous
avons pu enlever cette hypothese. Nous donnons ci-dessous les principales idées
de 'ancienne démonstration de (i) (sous cette hypothese).

Soit ¢ € Ngsu(CI(E)). L'ensemble Ng/(CI(E)) étant un sous-groupe de
Cl(k), son ordre est impair. Par suite il existe ¢ € Ng/x(CI(E)) telle que ¢ = .
Soit d € CI(E) telle que ¢’ = Ng/i(d). D’apres le théoreme de Tchebotarev, il
existe un idéal I de O premier & 20g tel que d=! = cl([). D’apreés la surjection
canonique de Cl(E,40g) sur CI(E) et le théoréme de Tchebotarev, il existe un
idéal premier 3 de Of satisfaisant 3 N Oy totalement décomposé dans E/k tel
que cl(I)72 = cl(3) dans CI(E,40g). Par conséquent, il existe m € E* tel que :

mOg = 1’3, m=1mod 405, et c(I ) =d.

La suite de la démonstration est analogue & celle du théoréme 2.2.1. (). On
considére de nouveau l'élément mo(m), l'extension quadratique L =

E(y/mo(m))/E et extension tétraédrale N = E(y/ma(m),/c(ma(m)))/k.
On obtient clg(Or) = do(d) et clx(On) = clp(Op)*c3.

Preuve du corollaire 2.2.2. (i) Si le nombre des classes de k est impair on a
Niye(Cl(k(j)) = Cl(k) grace au théoréme 1.3.5, en effet : si j n’appartient
pas & k, k(j)/k est de degré 2, donc elle est ramifiée au moins en une place de
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k (car elle ne peut étre contenue dans le corps de classes de Hilbert de k). Par
suite R(k,Cs) = Ry (k,C3) = Cl(k).
(49) Si 3 ne divise pas le nombre des classes de k alors (Ng/(CU(E)))® =
Ng/ik(CUE)). Dautre part E/k est nécessairement ramifiée au moins en une
place de k et comme E est la seule sous-extension abélienne non triviale de
E/k, Ng : CI(E) — Cl(k) est surjective (voir Théoreme 1.3.5), et donc
Ng/k(CUE)) = Cl(k). D'ou R(E/k,X) = clp(Og)Cl(k) = Cl(k).
(i1) Par définition de la classe de Steinitz, on a Og est un Og-module libre
si et seulement si Cly(Og) = 1. Si E/k est ramifiée, comme ci-dessus on a
Ng/k(ClU(E)) = Cl(k). Donc on a ().

O

2.3 Classes de Steinitz d’extensions octaédrales

On s’intéresse maintenant a la situation ou I" est le groupe symétrique Sy

défini par la présentation :

3 2

Sy=(o,rvpu:0* ===y’ =1,7v =vr,0707" !

=V, 0V0 =TV,
-1
BTR =V, pop=0""),

et
A = (1,v).

Le groupe S, est un produit semi-direct de A et (o, u), ol A ~ Z/2Z x Z/2Z
et (o,u) ~ D3 (ou S;), D3 étant le groupe diédral d’ordre 6. Une extension
galoisienne de k est appelée octaédrale si son groupe de Galois est isomorphe a
Ss.

On a Gal(E/k) ~ (o, u), par suite E/k est une extension diédrale de degré 6.

Dans cette section nous montrons le résultat principal suivant :

Théoréme 2.3.1. Soient k un corps de nombres et E/k une extension diédrale
de degré 6. Supposons le nombre des classes de k impair. Alors
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() R(E/k,Z) = clx(Op)(Cl(k))*,

ou Cl(k)? est le sous-groupe des puissances 3-iéme des éléments de Cl(k).
De plus si E/k est modérée alors Ry, (E/k,Z) = R(E/k,X).

(%) R(k,Ss) = Bm(k, S4) = CU(k).

Remarques. 1) L’hypothése “le nombre des classes de k impair” provient
d’un probléeme de plongement.
2) Soit k = Q(+/d)/Q une extension quadratique. D’aprés [CH], le nombre des
classes de k est impair si et seulement si d = —1,£2, p, —p, 2p ou gr, ol p est un

nombre premier, q et r sont des nombres premiers congrus a 3 modulo 4.

Si le nombre des classes de k n’est pas divisible par 3 alors Cl(k)3 = Cl(k).
D’apres la définition de la classe de Steinitz, Og est un Og-module libre si et
seulement si Clx(Og) = 1. On a immédiatement le résultat suivant :

Corollaire 2.3.2. Sous les hypothéses et notations du théoréme 2.3.1 on a les
assertions suivantes :

(i) Si 8 ne divise pas le nombre des classes de k alors R(E/k, Xy = Cl(k)(=
R, (E/k, %) si E/k est modérée).

(it) Si Op est un Og-module libre alors R(E/k,X) est un sous-groupe de Cl(k)
égal & Cl(k)® (= Rn(E/k,Z) si E/k est modérée).

Soit N/k une extension octaédrale. Si 7 est un isomorphisme de Gal(N/k)
dans S; et v € Sy, on identifiera 771(7) et 7. Soit E le sous-corps de IV fixe par
A. Alors E/k est une extension diédrale de degré 6. Soit k'/k la sous-extension
quadratique de E/k. Alors 'extension N/k' est galoisienne & groupe de Galois
isomorphe a A4. L’extension N/E est biquadratique, elle contient donc trois sous-

extensions quadratiques de E; si L/E est I'une d’entre elles alors les deux autres
sont o(L) et o?(L).
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Proposition 2.3.3. Sous les notations précédentes, on a :
cle(On) = (cl(Op))* (N (cle(Or)))>.

Démonstration. Elle est analogue a la preuve de la proposition 2.2.3 car
Gal(N/k') ~ A4. En vertu de la transitivité de la classe de Steinitz dans une
tour de corps de nombres (voir Proposition 1.4.3, (i7)), on a :

Clk(ON) = (Clk(OE))4NE/k (CZE(ON))

On sait d’aprés le lemme 2.2.4 que la classe de Steinitz d’une extension biqua-
dratique est le produit des classes de Steinitz de ses trois sous-extensions quadra-
tiques. Ainsi :

clg(On) = cle(0L)cle(Os(1))ele(Os2(z))-

Comme dans la preuve de la proposition 2.2.3, si L = E(y/m) alors, puisque
c*'(L) = E(y/d*(m)) et 0" (A(L/FE)) = A(c*(L)/E), on a par le théoréme d’Artin
(voir Théoréeme 1.4.1) :

CZE(O,,i(L)) = O'Z(CZE(OL))

D’ou,
Ngx(cle(On)) = (Ngsi(clp(O1)))*.

Ce qui achéve la démonstration. O

Pour prouver le théoreme 2.3.1, nous avons besoin du lemme suivant qui est
un critére de plongement. Son origine est un énoncé dans [M2, p. 365, application
pour n=4, (ii)] sans preuve. Une partie de ce lemme est le théoréme 1.2 de [J].

Lemme 2.3.4. Soit k un corps de nombres. Soient E/k une extension diédrale
de degré 6 de groupe de Galois (o,p) et K/k sa sous-extension (cubigue non
galoisienne) fixe par p. Soit a € K un élément qui n'est pas un carré dans E, et
soit M extension quadratique de K(\/a)/K. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) E/k est plongeable dans une extension octaédrale N/k contenant M et telle
que N/E soit biquadratique.
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(#) Nk/x(a) est un carré dans k, ot Nk désigne la norme dans K/k.
Lorsque ce plongement est possible, on peut choisir N = E(\/a, \/o(a)).

Démonstration. L’implication (7) = (i) est le théoréme 1.2 de [J].

Prouvons maintenant 'implication (i7) = (4). Puisque a n’est pas un carré
dans E, o(a) non plus. Soient N/E lextension biquadratique N =
E(v/a,\/0(a))/E, 01 et o des générateurs de Gal(N/E). Notons par & (resp. %)
un k-plongement de N qui prolonge o (resp. u). Il est immédiat que 5(y/a) =
++/0(a). Comme Ng/i(a) = ac(a)o?(a) est un carré dans k, on en déduit que
0%(a) a une racine carré dans N. D’oti 7(1/0(a)) = £+/02(a) et 5(N) C N. De
(v/a)? = a on tire (i(v/a))? = u(a) = a, et donc f(v/a) = £/a. De méme, on a
(m(\/0(a)))? = po(a) = o?u(a) = o?(a), par conséquent (/o (a)) = £1/0%(a)
et Z(N) € N. On conclut que N/k est une extension galoisienne de degré 24 et
que Gal(N/k) = {01, 02,7, 7). Choisissons par exemple o1, 09,7, It definis par :

01(va) = —va, o1(Vo(a)) = o(a), 01(v/0?(a)) = —/0*(a),
02(Va) = —va, o3(Vo(a)) ==-vo(a), 02(v/0*a)) = Va*(a),
(Va) = Vo(a), @(Vola))=+0o%a), T(vo*a))="Va,

A(Va) = Va, B(Vo(a)) = o a), E(Vo%(a) = o(a).

Il est facile de voir que Gal(N/k) ~ S4. Ce qui termine la preuve du lemme.
4

Q|

Preuve du théoréme 2.8.1. (i) Nous commencons par prouver les égalités sui-

vantes :

R(E/k,Z) = (clk(Or)) (N (CUE))), (2.4)

R, (E/k,X) = R(E/k,X) si E/k est ramifiée. (2.5)

L’inclusion (pour tout corps de nombres k) :

R(E/k,Z) C (cle(OE)) (N (CUE))), (2.6)

est une conséquence immédiate de la proposition 2.3.3. Montrons maintenant

I'inclusion :
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(cl(O8))*(Ne/(CUE)))* € R(E/k, X). (2.7)

Supposons que lordre du groupe des classes de k est impair. Soit
¢ € Ng/x(CIl(E)), puisque Ng/(CI(E)) est un sous-groupe de Cl(k), il est aussi
d’ordre impair. Il existe donc ¢’ € Ngx(CI(E)) tel que ¢ = ¢. Soit d € CI(E)
tel que ¢ = Ng(d).

D’apres la surjection canonique de CI(E,40g) sur CI(E) (voir Proposition
1.3.4) et le théoreme de densité de Tchebotarev (voir Théoreme 1.3.3) : il existe
m € E*, un idéal fractionnaire I de Of et un idéal premier 3 de Of satisfaisant
B3 N Oy, totalement décomposé dans E/k tels que :

mOg = I’8, m=1mod* 40g, et CI(I™?) =d.
On a alors :

ma(m)u(mo(m))Og = (Io(I)u(Iuo(I))*Bo(B)u(B)uo(8).

Posons a = mo(m)u(mo(m)). Il est clair que a n’est pas un carré dans E
(vg(a) = 1 mod 2). Soit K/k la sous-extension cubique non galoisienne de E/k
fixe par p. Puisque Gal(E/K) = (i), a = Ng/x(mo(m)) € K. Soit M 'extension
quadratique K (v/a)/K. On a Nk (a) = (Ngs(m))?. Par le lemme 2.3.4, E/k
est plongeable dans I'extension octaédrale N = E(y/a, \/o(a))/k-

Soit L l'extension quadratique E(1/a)/E. On déduit de m = 1 mod* 40g que
v(m) = 1 mod* 40g, pour v = o, u ou po, par suite a = 1 mod* 40g. Par la
proposition 1.4.2,

A(L/E) = Bo(B)u(B)uo(8),
et
clg(0r) = cl(Io(I)u(I)uo (1)),
d’ont

clp(Or) = do(d)u(d)uo(d).

La proposition 2.3.3 nous donne :

clx(On) = (clx(Op))*(NEx(do(d)u(d) o (d)))*.

Par suite

cle(On) = (clk(Op))*(c*)® = (clk(Og))*c.
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On conclut qu'on a I'égalité (2.7). L'égalité (2.4) découle alors de (2.6) et (2.7).
Clairement E(+/a)/E et E(1/c(a))/E sont modérées, il s’en suit que N/E est
modérée. Si E/k est modérée alors N/k 'est aussi, donc

(clk(Op) (Ne(CUE)))? C Ru(E/K, D).

D'ou R(E/k,X) = Rn(E/k,E), ce qui termine la preuve de (2.5).

Maintenant nous terminons la preuve de (z). Soit &'/k la sous-extension qua-
dratique de E/k. Parce que 'ordre du groupe des classes de k est impair, k'/k est
ramifiée. Puisque %’/k est 'unique sous-extension abélienne non triviale de E/k,
I'application Ng/ : CI(E) — Cl(k) est surjective (voir Théoreme 1.3.5). D’otr
Ngx(CIU(E)) = Cl(k). En utilisant (2.4) on obtient :

R(E/k,B) = (cle(Op))*(CU())* = cl(Op)(CL(K))".

Ce qui acheve la preuve de (7).

(17) Soit D3 le groupe diédral d’ordre 6. Pour tout corps de nombres k£ (voir
[E, Chap. III, §3, 3.1, p. 59]) :

Ro(k, Dg) = Cl(K).

Soit ¢ € Cl(k), il existe donc une extension diédrale E/k de degré 6 modérée,
et telle que ¢ = clx(Og). D’autre part, par 'assertion (i) du théoréme 2.3.1
¢ € Ry(E/k,X); ainsi Cl(k) C Rm(k, Ss), dott Ry, (k, Sa) = Cl(k). Maintenant
I'égalité R(k,S;) = Rp(k,Ss) est claire. O



Chapitre 3

Classes réalisables d’extensions
tétraédrales

3.1 Introduction

Soient k£ un corps de nombres et O son anneau d’entiers. Soient I" un groupe
fini, N/k une extension galoisienne & groupe de Galois isomorphe 4", et Oy I’an-
neau d’entiers de N. Soit M un ordre maximal de Oy dans P'algébre semi-simple
k[I'] contenant Ok[I']. Lorsque N/k est modérément ramifiée, on peut associer a
On, par extension des scalaires, la classe de M ®¢,r] On, notée [M ®o, ] On),
dans Cl(M) le groupe des classes de M. On désigne par R(M) l'ensemble des
classes ¢ de Cl(M) telle qu’il existe une extension N/k modérément ramifiée,
a groupe de Galois isomorphe & I', avec [M ®o,rj On] = c; on dira que c est
réalisable par I'extension N/k et R(M) est I'ensemble des classes réalisables. 11
est bien connu que R(M) C CI°(M), ot CI°(M) est le noyau du morphisme
Cl(M) — Cl(k) induit par augmentation M — Oy.

Dans ce chapitre, le principal résultat est le théoreme suivant :

Théoréme 3.1.1. Soit I' le groupe alterné A,. Soient j une racine primitive
3#me de l'unité et k un corps de nombres linéairement disjoint de Q(j) sur Q.
Alors R(M) est le groupe CI°(M). Dans ce cas, R(M) ~ Cl(k(j)) x Cl(k).

28
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3.2 Description d’un représentant de la classe
de M ®¢,j4, On dans Cl(M)

Rappelons que le groupe A4 peut étre défini par la présentation suivante :

2 1 1

As={(o,rv:0d=m"=12 =1, 17v=vr,0r0 ' =v,0v0 " = TUV).
AR 7 ? 3

Dorénavant, on pose :
A = (1,v) et C3 = (0).

Le groupe A est isomorphe & Z/27Z x Z./27Z et Cs est cyclique d’ordre 3. Le
groupe Ay est le produit semi-direct de Cs par le sous-groupe distingué A.

Le groupe A4 a quatre caractéres absolument irréductibles qui sont définis de
la maniére suivante (voir [Sel, §5.7, p. 57]) :

1| 7| o|0?
x|l 1] 71
xil1] 1]4%] g
X2 3/-1 0 0

Dans toute la suite du chapitre, on suppose que k est linéairement disjoint de
Q(7) sur Q. Alors A4 possede trois classes de conjugaison de caracteéres absolu-
ment irréductibles dont les représentants sont les suivants :

a) xo le caractére trivial de I

b) x1 un caractére non trivial, de degré 1, dont le noyau est A.

c) x2 un caractére de degré 3, qui est induit par un caractére non trivial ¢

de A, de degré 1, i.e. xo= Indyyp.
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La décomposition de Wedderburn de k[A4] en un produit d’algébres simples
est (voir Chap. 1, §1) :
2
kAl = [ ] Ma (D),
i=0
ou D; est un corps gauche de centre k(x;), et My, (D;) est 'anneau des matrices
carrées d’ordre n; & coefficients dans D;. On rappelle que la dimension de D;
sur k(x;) est un carré m?, ol 'entier m; est l'indice de Schur relatif & k. Ainsi
xi(1) = nym;.
Il est clair que m; = 1 pour ¢ =0, 1. Aussi, mg = 1 car x» est a valeurs dans
k (i.e. réalisable sur k). On en déduit immédiatement que :

k[A4] = k X k(j) x M3(k).

Puisque la dimension de chaque composante simple de k[A4] sur son centre
est différente de 4, k[A4] vérifie la condition d’Eichler (voir Chap. 1, §1). Par
conséquent (voir Théoreme 1.1.2) :

CUM) = Cl(k) x Cl(k(5)) x CL(K),

D’ou
Cl°(M) ~ Cl(k(3)) x Cl(k).

A partir de maintenant N/k désigne une extension tétraédrale modérément
ramifiée. Nous notons par E le sous-corps de NV fixe par A. Ainsi 'extension E£/k
est cyclique de degré 3 et 'extension N/FE est biquadratique.

Dans ce qui suit, on va déterminer un élément f de Homaq,(Ra,, J(k)) (voir
Théoreme 1.2.2) qui représente M ®o, (4, On dans Cl(M) en donnant les valeurs
qu’il prend en xg, X1 €t Xo-

Soit a une base du k[I'l-module N. Pour tout idéal premier p de O, soit a,
une base du Oy, ,[I']-module Oy ..

Il est clair que {(ap, x0) = TN, /k, (@) €t (@, x0) = Trnsx(a), ot Tr désigne
la trace. On peut supposer que Tryx(a) = 1 (sinon prendre a(Tryyx(a))™).
Comme o, est une base normale locale d’entiers, Ty, /&, (cp) est une unité de
Ok.p- Donc on peut choisir o, de sorte que Ty, /k, (0p) = 1.
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On pose alors :

La restriction de x; & Cs définit un caractére non trivial de Cs (car ker(x1) =

A) quon note xi;. Les égalités suivantes découlent facilement de la définition

1.2.1 des résolvantes de Frohlich-Lagrange (on peut voir aussi [F2, Theorem 10,
p. 162]) :

(ap, x1) = (Tn, /5, (0p), X1) B/ (3.1)

(a,x1) = (Trn/e(a), X1) B/k: (3.2)
Signalons que T'ry, /5, (op) et Trn/p(a) sont des bases respectives du Ok ,[Cs]-

module Og , et du k[Cs]-module E.
On pose :

fha) = <<TTNP/EP(O‘P)7&>E/IC) -

(Traye(a), xa) ek

Soient b et b, des bases respectives du F[A]-module N et du Og ,[A]-module
Onp- Puisque xo= IndLy, par un résultat de Frohlich (voir [F2, Theorem 12,
p. 165]) il existe A et A, des éléments inversibles respectifs des anneaux k[A] et
Orp[A] tels que :

(@, x2)p(A) = N ((b, 0)v/E)e(E/ ), (3.3)

et
{ap, X2)P(Ap) = Ne/w((bp, @) nyE)e(Ep/kp); (3.4)

ol ¢ a été prolongée par linéarité & k,[A], e(E/k)? est le discriminant d’une base
du k-espace vectoriel E, e(E,/k;)?Oy, est le discriminant de E,/k, et

Nep((@ove) = [ (@ e)we)
~eGal(E/k)
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Dans notre situation :

Nenl(w odne) =[] (@ 0en)
~eGal(E/K)

car ¢ est a valeurs dans {1, —1}. Ainsi Mg/ = Ngyx. Les égalités (3.3) et (3.4)
impliquent :

M_ -1 e(Ep/kp) {by, ©)N/E
P ) N S N (————«)’ s ) |

D’une part, 'application définie sur Ry, et & valeurs dans x qui a xo et x1
associe 1, et qui a X, associe @(A), est un élément de Homgq, (RA4,E*). D’autre
part, I'application définie sur R4, et & valeurs dans U(k) qui a ¥ et x; associe
1, et qui a 2 associe ¢()\,) 7}, est un élément de Homg, (Ra,, U(k)).

On pose :

fx2) =<%‘§2NE"‘ (%))

En résumé on a donc la proposition suivante :

Proposition 3.2.1. Sous les hypothéses et notations définies ci-dessus, un représentant
de la classe de M ®o,(4, On dans CLl(M) est l’élément f de Homq, (Ra,, J(k))
défini par :

fxo) = (1),

Try,/5,(0p), X1 >E/k>

(A
fOxa) —( (Trnye(a), X1) Bk

f0x2) =(Ee£(%‘7;?)—)NE/’“ <<<prgf>>1v—N//f>)

On va maintenant déterminer effectivement les composantes ¢;, 0 <7 < 2, de
[M ®0,14, On] dans Cl(k) x Cl(k(j)) x Cl(k), grace & la proposition ci-dessus
et & [Sol].
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Notons S3 = {s1, 52} le groupe de Galois de k(5)/k, oi s1(j) = j et s2(j) = 5%
Soit 83 I’élément de Stickelberger 83 = s; +2s2. On peut écrire de maniére unique
(voir [Sol, Théoreme 2.2, (1)]) :

{Trnye(a), x1) 540k = 1(x1)*037 (xa),

ot I(x;) est un idéal fractionnaire de Ox(;) et J(x1) un idéal entier de Oy sans
facteur carré, tel que J(x1) et s2(J(x1)) soient premier entre eux.

Proposition 3.2.2. Sous les notations précédentes, on a :
(i) co est la classe triviale dans Cl(k).
(i) c1 est la classe de (I(x1))™" dans Cl(k(7)).

(iii) co = clg(Og)Ng(clg(OL)) dans Cl(k), ot L/E est une sous-extension
quadratique de N/E.

Démonstration. (1) Il est évident que la classe de M ®o,[4,] On dans Cl(M) est
représentée par la classe triviale dans Cl(k).

(i) Les extensions N/E et E/k sont modérées car N/k est modérée.

Soit M; Pordre maximal de Oy dans k[Cs]. Puisque k[Cj5] vérifie la condi-
tion d’Eichler (voir Chap. 1, §1) et k est linéairement disjoint de Q(j), on a
immédiatement

Cl(M,) ~ Cl(k) x CL(k(H)).

Il est clair que de I'élément f; de Homq, (Rc;,, J(k)), qui au caractere trivial de Cs
associe 1 et & x; associe fi(x1) = f(x1), est un représentant de [M) ®oy(cs} Okl
dans la Hom-description de Cl(M,). D’aprés [Sol, Théoréme 2.3] (Attention :
dans [Sol] R(M,) est noté R(Ok[Cs])), la composante de [M; ®o,c,} O] dans
Cl(k(j)) est égale & la classe de I(xy)™'. On déduit de fi(x1) = f(x1) que
la composante de [M; ®o,[c,) O] dans CI(k(7)) est égale & la composante de
M ®0,4, On] dans Cl(k(7)). D'ou (44).
(i32) Soit My l'ordre maximal de Og dans E[A]. On vérifie facilement que

Cl(Ms) ~ CUE)*.

Posons Qg = Gal(k/E). Soit f, 'élément de Homgqg(Ra, J(k)) qui au caractére

trivial de A fait correspondre 1, et pour tout caractere absolument irréductible
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non trivial x de A fait correspondre f>(x) défini par : pour tout idéal premier p

b
de Ok, fa(x)p = %”—’-%M. Alors f3 est un représentant de [Ms ®o,a) On] dans
y XIN/E
la Hom-description de CI(My).

Soit L/E la sous-extension quadratique de N/E fixe par Keryp. Le caractere ¢

définit par restriction un caracteére  de Gal(L/E). Il est facile de vérifier (comme
dans (3.1) et (3.2)) :

<bP’§0>N/E — <Ter/Lp (b¥7)’£>L/E
(b, 0)n/E (Trn/e(b),@)r/e

Il est montré dans [So3, Preuve du théoreme 1.3, p. 52-53], que la classe du
contenu de l'ideéle dont les composantes sont écrites dans le membre de droite de
I’égalité précédente est clg(Op).

e(Ep/ky)

Soit I l'idéal de Oy qui est le contenu de P’idéle <—e—(—E77<:)—> Puisque

(e(Ey/ky))?*Ok,p est égal au discriminant local A(E,/ky), on a
A(E/k)

P==0n

"~ e(E/k)?’

ott A(E/k) est le discriminant de E/k. Comme d = e(E/k)? est le discriminant
d'une base de E/k, on a clx(Og) = cl(y/A/d) par le théoréme d’Artin (voir
Théoréme 1.4.1). On en déduit que clx(Og) = cl(I). Donc la classe du contenu
de I'idele f(x2) dans CI(k) est égal & clx(Og)Ng/k(clg(OL)). Ce qui termine la
preuve de (i41). O

3.3 Démonstration du théoréme 3.1.1

La proposition 3.2.2 nous permet d’identifier R(M) avec un sous-ensemble
de Cl(k(j)) x Cl(k). Dans la suite nous montrerons l'inclusion :

Cl(k(§)) x Cl(k) C R(M).

Soit (z,y) € Cl(k(j)) x Cl(k).
On considére tout d’abord z. Soit Sz I'idéal de Stickelberger défini par

Ss = 3726,7Z(S5] N Z[Ss).

On a que 37163(2s5 — 81) = 87, d’olt 83 = Z[S3]. 1l s’en suit de [Sol, Théoréme
2.4, p. 194] (Attention : R{M) est noté R(O[I'])), qu'on peut identifier R(M;)
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a Cl(k(j)) (o M; est Pordre maximal de Oy dans k[Cs]). Donc il existe une
extension galoisienne E/k, & groupe de Galois isomorphe & C3, modérément ra-
mifiée et telle que la composante de [M; ®o,(c,) O] dans Cl(k(j)) est égale & .
De plus on peut supposer que E/k est ramifiée au moins en une place (voir [Sol,
Preuve du théoréme 2.4, p. 195], dans cette preuve remplacer [ par 3 et N par

On considére maintenant y. Soit ¢ € Cl(k) tel que y = clx(Og)c. Puisque
E/k est ramifiée, Ng, : CI(E) — Cl(k) est surjective (voir Théoréme 1.3.5).
Par suite, il existe d € CI(E) tel que Ngs(d) = c. Comme dans la preuve de
inclusion (2.3) (voir Chap. 2, preuve du théoréme 2.2.1), il existe une extension
quadratique L/E satisfaisant : la cloture galoisienne de L/k est une extension
tétraédrale modérée N/k, et clg(Or) =d. On a:

NE/k(ClE(OL)) = NE/k(d) = C.

D’ou
y = cl(Op)Ngn(cle(OL)).
En vertu de la Proposition 3.2.2, on conclut que les composantes de

[M ®0,14,) On] dans Cl(k(j)) x Cl(k) sont = et y. Ce qui achéve la preuve
du théoréme 3.1.1.
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Structure galoisienne d’anneaux d’entiers

Soient k un corps de nombres et O son anneau d’entiers. Soient I' un groupe fini, N/k
une extension galoisienne & groupe de Galois isomorphe & I' et Ox l’anneau d’entiers de N.
Soit M un ordre maximal de Oy dans ’algébre semi-simple k[I'] contenant O[I']. Lorsque N/k
est modérément ramifiée, on peut associer & Oy par extension des scalaires, une classe notée
[M ®0,r) On] dans CI(M), le groupe des classes de M. On désigne par R(M) I'ensemble des
classes réalisables, c’est-a-dire ’ensemble des classes ¢ € Cl(M) telle qu’il existe une extension
N/k modérément ramifiée, a groupe de Galois isomorphe a I', avec [M ®¢,r) On] = c. Il est
bien connu que R(M) C Cl°(M), ou CI°(M) est le noyau du morphisme CIl(M) — Cl(k) in-
duit par 'augmentation M — Oj. Les résultats de McCulloh vont dans le sens de la conjecture
suivante :

Conjecture : R(M) est un sous-groupe de C1°(M).

Lorsque I' est abélien et k£ un corps de nombres quelconque, les travaux de
McCulloh entrainent que cette conjecture est vraie. Dans cette thése, nous vérifions la conjec-
ture dans le cas ou I est le groupe alterné A4 et k est linéairement disjoint du troisieme corps
cyclotomique de Q. Par ailleurs, lorsque nous essayons d’étudier cette conjecture, nous sommes
confrontés au probléeme de plongement en liaison avec les classes de Steinitz. Une autre partie
de cette thése est 1’étude des classes de Steinitz d’extensions & groupe de Galois isomorphe a
A4 ou au groupe symétrique Sy.

Mots clés : Structure galoisienne, Hom-description de Frohlich, Résolvante de Frohlich-Lagrange,
Ordre maximal, Classes réalisables, Classes de Steinitz.

Galois module structure of rings of integers

Let k be a number field and O its ring of integers. Let I' be a finite group, N/k a Galois
extension with Galois group isomorphic to I' and Oy the ring of integers of N. Let M be a
maximal Og-order in k[I'] containing O [I']. When N/k is at most tamely ramified, we can asso-
ciate to On by extension of scalars, a class denote by [M ®o, rj On] in CI(M), the classgroup
of M. We denote by R(M) the set of realizable classes, that is the set of ¢ € Cl(M) such that
there exists a Galois extension N/k at most tamely ramified, with Galois group isomorphic to
T, for which [M ®o,rj On] = c. It is well known that R(M) C CI°(M), where CI°(M) is the
kernel of the morphism Cl(M) — CIl(k) induced by the augmentation M — Oy. The results
of McCulloh lead to the following conjecture :

Conjecture : R(M) is a subgroup of CI°(M).

If T is abelian and k is any number field, it follows from McCulloh that this conjecture is true.
In this thesis, we verify the conjecture when I' is the alternating group A4 and k and the third
cyclotomic field of Q are linearly disjoint. When we attempt to study this conjecture, we are
faced with the embedding problem connected with the Steinitz classes. The second part of this
thesis is the study of Steinitz classes of extensions with Galois group isomorphic to A4 or to
the symetric group S;.

Key words : Galois module structure, Frohlich’s Hom-description, Frohlich-Lagrange re-
solvent, Maximal order, Realizable classe, Steinitz classes.
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