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Intoduction

Le domaine de recherche de ce mémoire d’habilitation est la théorie analytique des nombres.
Notre objectif est ’étude théorique et numérique des zéros non-triviaux des fonctions L sur la
ligne critique Re(s) = 1/2, ol s est un nombre complexe.

Une fonction L en théorie des nombres est souvent définie par une série de Dirichlet, ou un
produit Eulérien sur les nombres premiers, et satisfait certaines propriétés analytiques. L’exemple
typique de fonctions L est la fonction zéta de Riemann définie par la série de Dirichlet

C(S)Zgézn(l—é)l, Re(s) > 1,

ol p parcourt ’ensemble des nombres premiers. La fonction zéta joue un role important en recherche
mathématique. Elle constitue un premier lien entre 'arithmétique et ’analyse. Elle a été utilisée
par Euler, Dirichlet, Tchebychev et Riemann pour étudier la distribution des nombres premiers.
L’étude de la fonction zéta complexe de Riemann montre qu’elle passe par la valeur zéro. Il existe :

- des zéros triviaux comme -2, -4, -6... etc;

- des zéros particuliers qui semblent s’aligner sur la droite des réels Re(s) = 1/2.
L’hypothése ou la conjecture de Riemann consiste a affirmer que tous les zéros non-triviaux sont
sur cette droite Re(s) = 1/2. Cette conjecture relativement simple, émise en 1859, résiste aux plus
chevronnés des mathématiciens. Parmi beaucoup d’entre eux croient que ’hypothése de Riemann
et sa généralisation est probablement le probléme le plus important dans les mathématiques.
Cette hypothese a été classée 8-iéme dans la fameuse liste de 23 problémes de Hilbertﬂ Elle a été
vérifiée numériquement pour les 10?2 premiers zéros. Elle ne concerne pas seulement la fonction
zéta, mais aussi toute une grande classe de fonctions, notamment les séries L de Dirichlet. En
fait, dans le but d’isoler les conditions qui entrainent un tel alignement des zéros, Selberg [122]
introduit en 1989 une classe de fonctions portant son nom. On pense alors qu’une fonction ayant
les propriétés de la fonction zéta de Riemann doit satisfaire un analogue de I’hypothése de Riemann.

L’un des charmes particuliers de 1’étude de ’hypothése de Riemann est la grande diversité de
ses formulations équivalentes ; la plus simple est celle de Lagarias [55] : pour tout entier n > 1, la
somme des diviseurs de n est inférieure a

H, + efl"log H,,,

ou H, = (Z?Zl %) est le n-ieme nombre harmonique. C’est une reformulation élégante de celle

de Robin [109].
En 1997, Li [61] a montré que 'hypothése de Riemann est vraie si, et seulement, si pour tout

n €N, \, >0, o
1 n
p

p

If I were to awaken after having slept for a thousand years,
my first question would be : has the Riemann hypothesis been proven ?
Attributed to David Hilbert (6l p. 5])



et la somme est prise sur les zéros non-triviaux de la fonction zéta de Riemann. Bombieri et
Lagarias [B] ont généralisé ce résultat en donnant une interprétation arithmétique des nombres A,
via les formules explicites de Weil. Ils ont obtenu ainsi un théoréme remarquable sur la localisation
des zéros. Li [62] et Lagarias [56] ont étendu la formule arithmétique de A, aux fonctions L de
Dirichlet et les fonctions L des courbes elliptiques ainsi qu’aux fonctions L de formes automorphes.

La distribution des zéros de la fonction zéta de Riemann ainsi que d’autres fonctions L est liée a
des questions importantes dans la théorie des nombres. Dun intérét particulier est I hypothése de
Riemann. De plus, il existe un lien intime entre la distribution des zéros non-triviaux d’une fonction
L et la répartition des nombres premiers. Beaucoup de théoriciens des nombres s’intéressent a la
répartition horizontale des zéros. Il y a également un grand intérét dans ’étude de la distribution
de leurs parties imaginaires (la distribution verticale) ; ce probléme a été étudié par Lang [57] et Ts-
fasman et Vladut [135] dans le cas des fonctions zéta de corps des nombres et de corps de fonctions.

De plus, les formes modulaires demeurent un sujet fascinant en théorie analytique des nombres.
A partir de ces formes on construit un type trés intéressant de fonctions : ce sont les fonctions L de
puissances symétriques. Il est donc naturel de poser des questions sur leurs propriétés analytiques.
Dans ce contexte, le probléme de l'expression explicite de leurs coefficients et le changement de
signe de ces derniers est posé.

Description des résultats

Dans la liste des travaux proposés on étudie quelques approches de 1’hypothése de
Riemann pour les fonctions L de la classe de Selberg, les fonctions L-automorphes et les
fonctions zéta associées au corps de fonctions. De plus, on étudie la distribution des zéros
non-triviaux des fonctions L sur la ligne critique Re(s) = 1/2, ainsi que I’équirépartition et le
signe des coefficients de Fourier des fonctions L de puissances symétriques. Des sommes sur
les a-points de la fonction ¢ (i. e., les racines de 'équation ((s) — a = 0, ot a est un nombre
complexe) et la fonction L de Dirichlet ainsi que sa dérivée k-iéme seront aussi étudiées. Les
publications choisies, se trouvant dans des journaux variés, illustrent les différents aspects de ma
recherche.

Ce mémoire d’habilitation est constitué de six parties (voir Table des maticres).
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8

Partie 1. Le critére de Li
1. CRITERE DE LI ET LHYPOTHESE DE RIEMANN DANS LA CLASSE DE SELBERG

En 1997, Xian-Jin Li a découvert un nouveau critére de positivité pour I’hypothése de Riemann.
Dans [61], il a prouvé que 'hypothése de Riemann est équivalente a la positivité des coefficients

1 n
Ap = 1—(1—-
~2[-0-5)]

pour tout n € N, ot la somme est prise sur tous les zéros non-triviaux p de la fonction zéta de
Riemann. Plus tard, Bombieri et Lagarias [5] ont observé que le critére de Li peut étre généralisé
a un multi ensemble de nombres complexes satisfaisant certaines conditions, et ont donné une
formule arithmétique des coefficients A,. Ils ont également prouvé que d’un seul coté, la croissance
trempée des coefficients de Li est suffisante pour que I'hypothése de Riemann soit vraie [5]
Corollaire 1 (c)]). Voros [I37] a montré que I’hypothése de Riemann vraie est équivalente a la
croissance de \,, (comme %n logn), déterminée par sa partie archimedienne ; tandis que I'hypothése
de Riemann fausse correspond au terme oscillatoire de A, avec une amplitude qui croit de fagon
exponentielle, laquelle est déterminée par sa partie finie (pour plus de détails, voir [I37, Section
3.3]). Lagarias [56] a défini les coefficients de Li généralisés A, (), attachés a une représentation
cuspidale irréductible unitaire automorphe 7 de GLm(Q), et a prouvé que I’hypothése de Riemann
généralisée pour les fonctions L automorphes correspondantes est équivalente & la positivité de
Re(An(m)), pour tout n € N. Lagarias a obtenu 'expression arithmétique de A, (7) et a déterminé
le comportement asymptotique de la partie archimédienne et de celle finie de A, (7). Dans [62],
les coefficients de Li ont également été généralisés aux fonctions L définies par les opérateurs de
Hecke pour le sous groupe de congruence I'g(/N). Brown [7] a déterminé les régions sans zéros
des fonctions L de Dirichlet et d’Artin (sous '’hypothése d’Artin) en termes de taille de certains
coefficients correspondant de Li généralisés. La classe de Selberg est une classe axiomatique
des fonctions, contenant conjecturalement toutes les fonctions L ayant un produit eulérien. L’
hypothése de Riemann généralisée prédit que toutes ces fonctions L ont des zéros sur la ligne
critique Re(s) = 1/2. Par conséquent, le probléme de la formulation du critére a la Li équivalent
a I'hypothése de Riemann généralisée se pose naturellement dans le cadre de la classe Selberg.

On commence par donner la définition d'une large classe de séries de Dirichlet introduite par
Selberg en 1989 (pour plus de détails sur la classe de Selberg, on se référe aux papiers [46], 48|, 106,
122]). Une fonction F' d’une variable complexe s = o + it appartient a la classe de Selberg S si elle
satisfait les conditions suivantes :

i) Série de Dirichlet. Pour o > 1, F(s) est une série de Dirichlet convergente

F(S) _ Z CL(TL)

ns

n=1
ot a; = 1. On notera aussi a(n) = a,.
ii) Prolongement analytique. Il existe un entier naturel m tel que

(s — 1)™F(s) est une fonction entiére d’ordre fini. On notera mpg le plus petit entier naturel
m satisfaisant cette propriété.

iii) Equation fonctionnelle. La fonction F satisfait une équation fonctionnelle de la forme :

¢(S) = Wa(l - 8)7



ou

¢(s) = yr(s)F(s), ¢(s) = &(3),
avec Yr(s) = Q@ [[;-, T(\js + 1), @ >0, Aj >0, Re(;) >0 et |w| = 1. On dit que vz est
un 7-facteur (ou un facteur admissible) de F'(s). On note d = 237, A;, que l'on appelle
degré de F.

iv) Hypothése de Ramanujan.
Ve>0, a(n)=0(n).

v) Produit Eulérien. Pour o assez grand,

log F(s) = Z b(n)

nS

n=1

ot b(n) = 0 si n n’est pas une puissance d’un nombre premier et b(n) < n’ pour un certain
6 < 1. On note aussi b(n) = b,,.
Pour tout F' € S, comme pour la fonction ¢, on conjecture que les zéros non-triviaux (ceux qui
ne proviennent pas d’un facteur admissible ) de F' sont sur la droite Re(s) = % On l'appelle
"Hypothése de Riemann Généralisée", et on note (HRG) cette conjecture. Elle posséde de
nombreuses conséquences en arithmétique et permet en particulier d’affiner les estimations des
valeurs moyennes de certaines fonctions arithmétiques.

Rappelons qu’en 1997, Li [61] a montré que '’hypothése de Riemann est vraie si et seulement si

n
An = [1 — (1 — %) } > (0 pour tout n € N, ot la somme est prise sur les zéros non-triviaux de
la fonction zéta de Riemann.

Pour tout entier n, on considére

M) =3 {1 - (1 - 3” |

p P

ol la somme est prise sur tous les zéros non-triviaux (ceux qui sont dans la bande 0 < Re(s) < 1)
de F(s). Dans [76l, Mazhouda-Omar, J. Number Theory (2007)|, [77, Mazhouda-Omar, J. Number
Theory (2010)], [78, Mazhouda-Omar, C.R. Acad. Sci. Paris (2007)], on étend ce critére a la classe
de Selberg.

Théoréme 1. |76, Mazhouda-Omar, J. Number Theory (2007)| Soit F' une fonction de la classe
de Selberg non nulle en s = 1. Alors, tous les zéros non-triviaux de F sont situés sur la ligne
Re(s) =1/2, si et seulement si Re(Ap(n)) > 0 pour tout n € N.

Gréace aux formules explicites de Weil (voir [3]) écrites dans le contexte de la classe de Selberg, on
établit une formule arithmétique des coefficients de Li généralisés Agp(n). Cette formule est donnée
dans le théoréme suivant.

Théoréme 2. |76, Mazhouda-Omar, J. Number Theory (2007)| Soit F' une fonction de la classe
de Selberg S vérifiant I’hypothése suivante H : il existe une constante ¢ > 0 telle que F' n’admet
pas des zéros dans la région :

c
s=o+it; t>1>0 c>1— .
{ " log(Qr + 1+ [t]) }
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Alors
dr

Ap(=n) = mp+n(logQr — 77)

-yt {ZA;’f)wa)aogk)l1—$<logx>l}

= (l — ].)' X— 400

<X
T A +//1/
A J
* ”Z:J< Nt zz+A+4m>
+o0 1 l
" ;lz; Z(m+>\j+ﬂj) '

Ce théoréme est de nouveau obtenu dans [78, Mazhouda-Omar, C.R. Acad. Sci Paris (2007)]
utilisant un résultat d’Ivic [35] et en développant au voisinage de 0 la fonction -4+ —log¢ F( -), oil

Er(s) = 8™ (s = )™ dp(s)

est la fonction complétée de F'(s).

Dans [82, Mazhouda-Omar, J. Number Theory (2010)], [73, Mazhouda, Canad. Math. Bull
(2011)], une formule asymptotique des coefficients Ap(n) est établie par deux méthodes différentes,
toutes deux aboutissent au méme terme principal. La premiére est inspirée de celle de Lagarias [50]
et la deuxiéme utilise la méthode du col en combinaison avec la théorie des intégrales de Norlund-
Rice. Ces deux derniéres utilisent la formule arithmétique des coefficients Ap(n) et donnent un
terme d’erreur plus optimal O (y/nlogn).

Théoréme 3. [82, Mazhouda-Omar, J. Number Theory (2010)], [73, Mazhouda, Canad. Math.
Bull (2011)] Soit F € S. Alors

HRG < Pour tout n, A\p(n) = C%Fnlogn +cpn + O(y/nlogn),

ol
dp

1 22,
cF:7(7—1) Qlog AQ%), A= H/\

et v est la constante d’Euler.

Dans ce théoréme on retrouve la formule asymptotique établie par Voros [137] dans le cas de la
fonction zéta de Riemann et celle établie par Lagarias [56] dans le cas des fonctions L attachées a
une représentation cuspidale automorphe unitaire.

Le calcul numérique des 100 premiers coefficients de Li A, a été fait par Coffey [11]) et aussi par
Maslanka [65] qui calcule et vérifie la positivité d’environ 3300 coefficients de Li A,,. L’observation
empirique principale faite par Maslanka est que ces coefficients peuvent étre séparés en deux
parties, ot 'un d’eux se développe en douceur tandis que l'autre est trés petit et oscillatoire. Cette
petitesse apparente est tout a fait inattendue. Si elle a persisté jusqu’a I'infini alors 'hypothése de
Riemann serait vraie. Comme nous 'avons dit ci-dessus, ce critére a été étendu a une large classe
de séries de Dirichlet. Cependant, aucun calcul ou des vérifications du critére de positivité a ce
jour dans la littérature n’ont été faits pour les autres fonctions L. Dans la section [f] ci-dessous, on
étudie un exemple de fonctions L de la classe de Selberg, la fonction L de Hecke, ou on établit
théoriquement et numériquement des résultats concernant les coefficients de Li associés.
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Dans |71, Mazhouda, Monatshefte fur Mathematik (2013)], on utilise les polynomes de Bell
dans le but de prouver que les premiers coefficients de Li dans le cas de fonctions L de Dirichlet
sont croissants et que la derniére hypothése est valable pour les premiéres valeurs. Ensuite, une
interprétation probabiliste des coefficients A, est donnée. Enfin, on propose une autre méthode de
calcul des coefficients de Li, A\, (n) en calculant au début les coefficients de Stieltjes généralisés.
Détaillons la méthode. Soit y un caractére mod ¢. On réarrange les termes dans la série L(s, x)
suivant les classes de résidus mod ¢. En écrivant n =kq+r, 1 <r <q k=0,1,2..., on obtient

Zx C(s.7/q).

Rappelons que

Q(s,a)zz(n+a = —I—Z 5—1)

(@) = Tim (Z log"(k+a) log"" (m+ a)) '

k+a n+1

ou

Par conséquent

L(s,x) = %ZX(T) [ Z T/q)< B 1)n]
N qi% + in —n1! i (Z X(T)%(T/q)) (s — 1)

Soit xo le caractére principal. On a

- _ 0 si XxX#Xo
;X(r)_{sa(q) si X = Xo.

Pour x # xo, on en déduit que

1 = (—1)"
L(s,x) = — (s — 1),
0= 53 E s -
ol .
va =Y _X(r)7a(r/q)
r=1
Ainsi,
] — (-1)"
logL(s +1,x) = —log(¢"™") +log |} “——vns"
n=0 ’

= —(s+1)logq+log

+o0 n
1 +Z 1) vy, s”]

n=1

= —(s+1)logq+ logyy + log

+oo (—]_)k S k +oo k
— —(s—l—l)logq—f-logu(ﬁ—z k <1/_) ZV" s") .
k=1 0
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D’autre part, on a

/ +oo

—%(s +1,x) = nz;nns”.
Alors
00 ntl
T —log L(s + 1, x)
221k s \FES k
(1) = —(s—l—l)logq—i—loguo—l—;T (V_o) <;Vn 3") :

Définissons les coeflicients C’T(lk) comme suit
00 00 k
ZCS“) s" = <Z l/ns”> )
n=1 n=1

. k . o . ) .
Les coefficients C’T(z ) peuvent étre exprimés par la relation de récurrence suivante

m—1
1
Y = o S lhm = (b )il v i€, m 21
=0
On en déduit que
—~ (=DM e
—~ (k+1)

En utilisant ’expression

ol
— n 1 1 1
A(n) = 3 (log— — 7) +7y(n) = 57110%” + <§(7 —1)+ §1Og(CI/7T)> n,
et
~ ~ o (1T XA (R) "
Ax(n) = _Z (]) Nj-1 = _Z(]’) G—1)! Z 2 x(k)(log k)’ '
j=1 j=1 J " k=1
Grace a I’équation , on obtient
N n ] 1
A(n) = k<ﬁ%
j:l k::O k + 1 J
Alors
n 3—1 1)k+1

0= 1)+ glog(a/m) ) =30 ¢

1 1
Ay (n) = §nlogn + <—

j=1

En utilisant la formule précédente de A, (n), on peut calculer les premiers coefficients de Li.
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2. AUTRES RELATIONS EQUIVALENTES A L'HYPOTHESE DE RIEMANN

Il existe de nombreuses relations équivalentes & I’hypothése de Riemann. Parmi elles celles prou-
vées par M. Balazard, E. Saias et M. Yor [2]. Cette relation (ou critére intégral) indique que
I’hypothése de Riemann est équivalente a 1’équation

/log|§(1/2+z’t)] _0
1+ 4¢2 -

ou ( désigne la fonction zéta de Riemann.
Un autre critére intégral est obtenu par V. Volchkov dans [136] et déclare que 'hypothése de
Riemann est équivalente a 1’équation

i 1—122 7 3~
3 — |1 ) |d dt = )
3) / <1+4t2)3/ogr<<a+z>\ o |di=n"—
0 1

2

Les deux résultats sont généralisés par S. K. Sekatskii, S. Beltraminelli et D. Merlini dans [120] et
[121].

En fait, un calcul élémentaire, basé sur ’application du théoréme de Littlewood & la fonction
log ((s) sur un contour rectangulaire approprié montre que 1’équation est équivalente a 1’équa-
tion

[targC(1/2 + it 3
(4) / rg ((1/ Z>dt=7r7 '
(1/4+t2)? 2

Par conséquent, on appelle I’équation , le critére de Volchkov pour 'hypothése de Riemann.
Le critére de Volchkov et les résultats de [121] sont encore généralisés dans [43], ou 'équation
a été interprétée en termes d’argument de I’amplitude de Veneziano.

Dans [89, Mazhouda-Smajlovi¢, Functiones et Approximatio (2017)], on montre que ’hypothése
de Riemann généralisée (HRG) pour la fonction F' € Sgb est équivalente a la représentation intégrale

(5) Re(Ap(n)) = 160 / JVF(:,:)M:{;"—+1)2(1,1_1 (i;—;) dz — (1 — (—1)") Ny (0)

de la partie réelle du n iéme coefficient généralisé de Li Ap(n), pour tous les entiers positifs n.
Ici, Np(x) dénote la fonction de comptage du nombre de zéros non triviaux p dans Z(F) tels que
Im(p)| < et U,_1(z) est le polynome de Tchebychev du second type. Evidemment, Np(0) est
le nombre de zéros de Siegel de F', c’est-a-dire des zéros réels non-triviaux de F'. On montre aussi
que la HRG pour F € Sgb est équivalente a la représentation

0 rev) = 3 (1-7(Et))

p=o+iv€Z(F)

de Re(Ar(n)), pour tous les entiers positifs n, ou T, (z) est le polynéme de Tchebychev de premiére
espéce et les zéros du coté droit de @ sont pris en fonction de leurs multiplicités.

Ensuite, on évalue partiellement 'intégrale dans (5)) et on écrit Re(Ap(n)) comme une somme de
partie intégrale et oscillatoire, qu’on relie aux constantes généralisées d’Euler-Stieltjes de deuxiéme
espéce associé a la fonction F' € Sgb. De plus, on montre que la HRG pour F' € Sgb est équivalente
a une certaine formule intégrale asymptotique (voir formule (16| ci-dessous).
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Dans le cas ou m = 1 ou n = 2, sous des hypothéses supplémentaires sur I’emplacement de la
partie imaginaire du premier zéro non trivial de F' € S¥, qui se trouve hors de la ligne critique,
on prouve que les équations et @ sont équivalentes a la HRG. L’évaluation de l'intégrale dans
quand F' = ( et n = 1 donne I’équation , ce qui signifie que le critére de Volchkov pour
I’hypothése de Riemann est un cas particulier de nos résultats.

De plus, on montre que la HRG pour F' € Slﬂi 3 est équivalente a une certaine expression

intégrale de la partie réelle du terme constant dans I'expression de la série de Laurent (Taylor) de
F'(s)/F(s) as=1.

La classe S contient inconditionnellement la classe des fonctions L attachées aux représentations
unitaires irréductibles et cuspidales de GLy(Q), par conséquent, plusieurs relations équivalentes
a la HRG pour les fonctions L automorphes. Par exemple, soit L(s, ) une fonction L associée a
une représentation 7 telle que L(s, ) ne posséde pas de zéros sur la ligne critique avec la valeur
absolue de la partie imaginaire inférieure a 1/4/3. On prouve que la HRG est équivalente a une
relation simple

oo x2S (x)
g 1 _—
Re (7:(0)) = 30, + 6/0 n 1)2d:v,

ol 7,(0) est le terme constant dans le développement de Laurent de L'(s,m)/L(s,7) en s = 1,
0 =1, si w est trivial et zéro sinon, et Sx(T') est la valeur de la fonction + arg L(s, w) obtenue par
variation le long des droites reliant les points 1/2 — T, 2 — T, 2+ T et 1/2 4 iT.

Tout au long de cette section, on se concentre sur la classe S de fonctions satisfaisant les axiomes
(i), (ii) et les deux axiomes suivants :

(iii") (Equation fonctionnelle) La fonction F' satisfait I’équation fonctionnelle

r(s) = wép(l —3),
ou
Er(s) = s (1= o)™ F(5)Q% [ [T(\s + 1) = ve(s) F(s)
j=1
avec Qp > 0,7 >0, \; >0, |w| =1, Re(p;) > —1, Re(A; +2p;) > 0,5 =1,...,7.

(v’) (Somme d’Euler) La dérivée logarithmique de la fonction F' admet un représentation en série
de Dirichlet

F' o =cr(n)
F(S) = ; o

absolument convergente pour Re(s) > 1.
Notons que (iii’) implique que Re(\; + ;) > 0.
Pour F' € S il est facile de déduire, en utilisant le principe Phragmatén-Lindel6f que la fonction

compléte £ est une fonction entiére d’ordre 1. De plus, en utilisant une formule explicite pour la
classe ¥ appliquée a une fonction de test convenablement choisie, il est prouvé dans [104] que

pour tout F € S et tout z ¢ Z(F), on a

" somm ¥ 5o (5)

PEZ(F),[Im(p)|<T

ou chaque zéro est compté avec sa multiplicité.
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2.1. Représentations de Re(Ar(n)) équivalente & HRG. Le théoréme {4 montre que la HRG
est équivalente a @ et , pour tous les entiers positifs n. De plus, sous certaines hypothéses sur
I'emplacement de la partie imaginaire du premier zéro non-trivial éventuel de F' € S* qui est hors
de la ligne critique, les équations (@ et (0) avec n =1 ou n = 2 donnent la HRG pour F.

Théoréme 4. [89, Mazhouda-Smajlovi¢, Functiones et Approximatio (2017)| La HRG pour F €

Sgb est équivalente a la représentation @ de Re(Ap(n)) pour tout entier positif n, ou, de maniére
équivalente, a la représentation de Re(Ap(n)) pour tout entier n.

Notons ici que chaque zéro dans la somme @ doit étre pris en fonction de sa multiplicité.
Dans certains cas, on peut déduire une relation plus générale. A savoir, le théoréme suivant
traitant les cas n =1 et n = 2.

Théoréme 5. [89, Mazhouda-Smajlovi¢, Functiones et Approximatio (2017)]
(i) La HRG pour F € Sfi\/g est équivalente a I’équation
o0 x
Re(Ar(1)) = 16 — N d
cOp()) =16 | s Nra)a
ou a I’équation

®) ReOc(D) = Y —

5 )
p=c+iveZ(F) e+l

(i) Si, de plus, F € SE%, alors, la HRG pour F' est aussi équivalente a [’équation

Re(Ap(2)) = 64 /OOO ﬁf—;gm(xm

ou a l’équation

(9) Re(r@)= 3

2 2°
p=0+ivEZ(F) (4’}/ + 1>

Remarque 6. Procédant de maniére analogue a la démonstration du Théoréme 5] pour tout entier
positif n, il existe un nombre réel ¢(n) on on peut obtenir plus de formules équivalentes au HRG

. En d’autres termes, on prouve que, pour F' € Sf(bn), I’équation

B * xNp(x) (42?2 — 1)
Re(Ap(n)) = 16n /0 ot (M) dz

ou, de maniére équivalente, I’équation

Re(Ar(n)) = Y . <1 —h (izz T 1))

p=o+ivyeZ

pour les fonctions F' € Sfé’n)

tous deux impliquent la HRG.

La suite ¢(n) est croissante, d’ott ’hypothése que F' € Sf(bn) devient plus restrictif pour un grand
n.

Une conséquence immédiate de la premiére partie du Théorémé [5| est le corollaire suivant.
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Corollaire 7. La HRG pour F € 81%\/3 est équivalente a l’équation

3 _ 1
Re<5?(0)>_ 2 2

p=0+ivEZ(F)

ou a l’équation

Re (%(0)) - —16/(4m2$—+1)2NF(a:)d9:.

0

Remarque 8. Lorsque tous les coefficients ar(n) dans la représentation de la série de Dirichlet de
F sont réels, le principe de réflexion et 1’équation fonctionnelle impliquent que Z(F) = 1—Z(F) =
1—Z(F), on Z(F) désigne I'ensemble des zéros non-triviaux de F. Par conséquent, les coefficients
de Li généralisés sont réels.

De plus, sous la HRG, il est possible d’appliquer des méthodes a partir de [85, Mazhouda-Omar-
Ouni, Math. Phys. Anal. Geom (2014)] (dans le cas de fonctions L de Hecke) et obtenir que, pour
toute fonction F' € S telle que ses coefficients ar(n) sont réels et Np(0) = 0, on a

& T 422 — 1
A = 32 — N et | —— ] d
r(n) =3 n/o (422 + 1)2 F (@)Un- <4x2 + 1) v

v (55

>0

et

ou chaque zéro de la derniére somme est compté en fonction de sa multiplicité.

Dans [89, Mazhouda-Smajlovi¢, Functiones et Approximatio (2017)|, on montre que les repré-
sentations de Ap(n) ci-dessus sont équivalentes a la HRG, qui est un résultat plus général. De plus,
les techniques de la démonstration des Théorémes [] et [f] sont différentes de celles données dans
[85, Mazhouda-Omar-Ouni, Math. Phys. Anal. Geom (2014)].

2.2. Une formule intégrale des coefficients de Li généralisés. Dans cette section, on évalue
partiellement I'intégrale dans et on écrit I’équation comme une somme de partie intégrale
et oscillatoire. A savoir, on prouve le théoréme suivant.

Théoréme 9. [89, Mazhouda-Smajlovi¢, Functiones et Approximatio (2017)| La HRG pour F €
Sgb est équivalente a la formule

(10)

T 2 Sp(x 7?2 —
Re(Ar(n)) = nlog Qr+(1—(~1)")(2mp—Np(0)+Zp (n)+ 16”/0 <4xS2 +( 1)>2U“ (ix + i ) "

pour tous les entiers positifs n, ot la fonction Sp(T) est la valeur de la fonction L arg F(s) obtenue
par variation le long des droites reliant les points 1/2 —iT, 2 —iT , 2+4T et 1/2+ T et, dans le
cas ot £T est l'ordonnée d’un zéro non trivial de F, on définit Sp(T') comme égal o Sp(T +0), et

) |

Dans le cas oun =1, la deuriéme somme de [’équation ci-dessus est égale a zéro.

r n n )\k
Zr = Re (Z [n)\jw(/\j + ) Y (k> G ~ 1),¢(k_1)(>\j + 145)
k=2 ’

J=1

Dans le cas ou n = 1, d’aprés le théoréme ci-dessus et la premiére partie de Theorem [5 on
déduit la généralisation suivante du critére de Volchkov.
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Corollaire 10. La HRG pour F € 81/\/ est équivalente a la formule

/+00 v5p(7) dr = —Re (éF( )) log Qr — 4m Re i)\ WA+ py)
R _ P —Admp — : , A

o (224 1/4) Er < YA j

Exemple 11. Dans cet exemple, on montre comment obtenir le critére de Volchkov pour la
fonction zéta de Riemann comme un cas spécial du Corollaire[I0] Pour la fonction zéta de Riemann,
onar=1, A\ =1/2, uy =0, Qc =72 m =1, N;(0) = 0 et le premier zéro non-trivial (qui
est sur la ligne critique) a une partie imaginaire supérieure a 14, donc les hypotheéses du Corollaire
sont satisfaites. De plus, on a I5(1) = 1¢(5) = —% — log 2. Les coefficients de la représentation
en série de Dirichlet de ((s) sont réels, donc A¢(1) est réel et S¢(x) est égal & 2 arg((1/2 + ix).
Par conséquent, le Corollaire [10] implique que I’hypothése de Riemann est équivalente &

1 [T 2zarg((3 + iz) &
. de —
S TE

Maintenant, en utilisant le fait que

25(0) — 4+ 7 +log(2y/7).

&
&

on déduit I’équivalence entre I’hypothése de Riemann et .

Y, 1
(0) = 2-1—1 210g(47r),

2.3. La HRG et les constantes d’Euler-Stieltjes généralisées de deuxiéme espéce. Ecri-
vons la formule arithmétique des coefficients de Li comme suit :

(1) Ar(=n) = mp + Z (}) e = 1)+ nlog e + Z (7).

ou

ne(0) =Y Aw(N + )

j=1

et

T o 1

I~ =S (=) ——— forl>2
well =1 =2 N D o o2

Ici, ¥(s) = ( ) désigne la fonction digamma (ou la fonction psi) et yg(k) sont les coefficients

dans le devloppement de Laurent (Taylor) de F(S) en s = 1. Les coefficients yp(k) sont appelés
les constantes d’Euler-Stieltjes généralisées de deuxiéme espéce.

Dans la suite, on a besoin d’une représentation légérement différente des coefficients de Li géné-
ralisés Ap(—n), n € N, donnés dans le lemme suivant.

Lemme 12. Pour I’ € Sgb, les coefficients de Li généralisés Ap(—n) pour n € N peuvent étre
exprimeés comme suit

Ap(—n) = mF+Z( )’ypl—l —I—nlogQF+nZ)\Jz/))\ + 1)

(12) +ZZ(>

7j=1 [=2

w(l b ()‘ + 15).
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La somme

r r n A\
Soo(Fyn) :=nlog Qp +n Y  Ab(N + ) + > (7) (l_—jl),@ba—l)()\j + #)
j=1 '

=1 1=2

provient des facteurs gamma dans 1’équation fonctionnelle, d’otu elle est appelée la partie archimeé-
dienne des coefficients de Li généralisés Ap(—n). De maniére analogue, la somme

(13) Sna(Fyn) :=mp + Z (7) vr(l—1)
=1

est appelée la partie non-archimédienne de Arp(—n). De plus, on a

n

(14) Z (7) Re (yp(I — 1)) = Op(v/nlogn), as n — oo.

=1

Comme une conséquence immédiate des Théorémes|[5|et [0} et en utilisant la relation Re(Ap(n)) =
Re(Ap(—n)), on obtient une formule intégrale pour la somme de Re(yg(l — 1)) apparaissant dans
(11)) et équivalente a la HRG, qu’on énonce dans le corollaire suivant.

Corollaire 13. La HRG pour F € Sgb est équivalente a la formule
(15)

> <7> Re (vr(l — 1)) = (1=(=1)")(2mp—Np(0))—mp+16n /m %Un_l (4‘”2 = 1) dz,

— 0 422 4+ 1

pour tous les entiers positifs n.
En particulier, pour les fonctions F' € 81%\/5 la HRG est équivalente a la formule

Re (40(0)) = 3mp + /O ) %dm.

De plus, le Corollaire[13|et la relation asymptotique donnent le critére intégral asymptotique
suivants pour la HRG.

Corollaire 14. La HRG pour F € Sgb est équivalente a la formule

o 2 Sp(w) 422 — 1 log n
1 o o 1/\9 — —= = )
(16) /0 (x2+1/4)2Un 1<4$2+1)d:€ O(\/ﬁ), quand n — oo

Dans le cas particulier ou les coefficients dans la série de Dirichlet de F' € S sont réels et que
la fonction F' ne posséde pas des zéros non triviaux sur la ligne réelle, les coefficients yg(l) sont
réels et Sp(z) = 2 arg F(1/2 + iz). Dans ce cas, on a le corollaire suivant.

Corollaire 15. Soit F' € S* une fonction avec des coefficients réels dans la représentation en
série de Dirichlet qui n’a pas de zéros de Siegel. Alors, la HRG est équivalente a la formule

00 3 (7)ot -0 = me -2y 4 22 [T LB (W00 g,

— T (42?2 +1)2 422 + 1

pour tous les entiers positifs n. Sous [’hypothése supplémentaire que F € ka;\/g: la HRG est équi-

valente a la relation

dz.
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Remarque 16. En supposant que les coefficients dans la représentation en série de Dirichlet de
la fonction F' sont réels, sous la HRG, la formule ci-dessus donne une représentation intégrale
des coefficients vp(l) apparaissant dans le développement de Laurent (Taylor) de la fonction

F'(s)/F(s) en s = 1.

Par exemple, lorsque n = 1, sous la HRG, le terme constant vz(0) dans le développement Laurent
(Taylor) de la fonction F'(s)/F(s) en s = 1 posséde la représentation intégrale (|18)). Prenant n = 2
dans la formule (17)), sous la HRG, on a
64 [T z(42® — 3)arg F(1/2 + ix)
1) =—-Tmrp+ — x

r(l) L A (42?2 +1)3

En procédant par récurrence sur n et en utilisant la formule (I7), il est possible d’obtenir une
représentation intégrale de toutes les constantes d’FEuler-Stieltjes généralisées de deuxiéme espéce

sous la HRG.

Remarque 17. L’équation est également équivalente au critére de Volchkov pour 'hypo-
these de Riemann, puisque 7¢(0) = v, m¢ = 1 et Se(z) = 2 arg((1/2 + iz), donc le Corollaire
peut aussi étre vu comme une généralisation du critére de Volchkov & une plus grande classe de
fonctions L.

2.4. Application aux fonctions L automorphes. Dans cette section, on déduit des relations
équivalentes a4 la HRG pour les fonctions L automorphes attachées aux représentations unitaires
irréductibles et cuspidales de GLy(Q).

La fonction L automorphe L(s, ) attachée a une représentation irréductible cuspidale unitaire
7 de GLn(Q) est donnée pour Re(s) > 1 par le produit absolument convergent sur les premiers p
de ses facteurs locaux

(19) Lis,m) = TITI0 - apsmp) = 3 22

p j=1 n=1

La fonction complétée
A(s,m) = Q(m)*/*Log(s, ) L(s, ),

ot Q() est le conducteur de 7 et

Loo(s,7) = HFR(S + kj(m)) = Hﬂ_(erkf(“))/QF (%(S + k](w)))

Jj=1

est le facteur archimédien satisfaisant I’équation fonctionnelle suivante
(20) A(s,m) = e(m)A(1 —3,m),

ou la constante () est de valeur absolue 1.

En utilisant les résultats de [27], [44], [45], [115] et [124) [125] 126}, 127], il est prouvé dans [104],
Sec. 4] que la fonction L(s,7) appartient & la classe S*. De plus, pour F(s) = L(s,m) (qui est
une fonction dans S¥) on a: r = N, Qp = Q(m)2x N2 X\, =1/2, p; = 2ki(n), j=1,.,N
et dp = N. De plus, si N = 1 et 7 est trivial, F((s) = L(s, ) est réduit a la fonction zéta de
Riemann, alors, dans ce cas mp = 1 et si N # 1 ou 7 est non trivial, la fonction F(s) = L(s,7)
est holomorphe en s =1 et par conséquent mp = 0.

Posons 0, = 1si N = 1 et 7 est trivial et §, = 0, sinon. On note par S;(7") la valeur de la fonction
%arg L(s,7) obtenue par variation continue le long des segments joignant les points 1/2 — iT,
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2 T, 24T et 1/2 +iT.
La fonction complétée A(s,7) ne s’annule pas sur la ligne Re(s) = 1 (voir [2§]), alors, grace a

équation fonctionnelle (20), 0 ¢ Z(L(s, w)), c-a-d F(s) = L(s,7) € SP.
L’application du Théoréme 23] et des Corollaires 24] [13] et [14 & F'(s) = L(s, ) donne le résultat

suivant.

Corollaire 18. On a

(i) La HRG pour la fonction L(s,m) est équivalente a la formule

n - too S (x x? —
Ro(hs (1) = 3 1og (250 ) (1= (-1 20~ N4 Zeloyt ton [ I (15 Y an

) |

pour tout entier positif n, ou

o= (55 () Qs (59)

j=1
(i) La HRG pour L(s,m) est équivalente a la formule

> () )ReCelt = 1) = (1= (-1 = M) -

=1
T So(x) 4a? — 1
16 5 5 Un- dz,
i n/o (422 +1)2 1<4x2+1> v
pour tout entier positif n, ot les coefficients v, (1) désignes les constantes d’Euler-Stieltjes de

deuziéme espéce associée a L(s, ).
(i1i) La HRG pour L(s,m) est équivalente a la formule asymptotique

T x Si(w) 4% —1 logn
U, dr = O , dn — oo.
/0 (22 + 1/4)2 1(4$2+1) g (ﬁ) quana i = ee
(iv) Sous Uhypothese supplémentaire que L(s,m) ne posséde pas des zéros sur la ligne critique

avec la valeur absolue de la partie imaginaire inférieure ou égale . 1/+/3, la HRG pour L(s, )
est équivalente a l’équation

/;m %dx = Re(A:(1)) — %log <%) T (ZN; %w (%(1 ' kj)>) |

Jj=1

ou, de maniére équivalente, a [’équation

xSy (x)

+oo

3. APPLICATION DU CRITERE DE LI

3.1. Premiére application. Soient a,b deux nombres réels positifs tels que a +b =1, a > 1/2,
et, pour un entier arbitraire m > 1, on définit la fonction G,,(s) = (1 —m*)(1 —m®) (la fonction
Gi5(s) est introduite dans [106], p.28 comme exemple de fonction de la classe de Selberg qui ne



21

satisfait pas la HRG. Il est évident que pour Re(s) > 1, la dérivée logarithmique G/, (s)/Gpm(s)
posséde une représentation de la somme d’Euler absolument convergente

Vel k4 bk
™ (s) = logm 3 I
G ; (m*)s

d’ou G,, € S¥. De plus, G,, satisfait I'équation fonctionnelle G,,(s) = m - m~2G,,(1 — s), et par
suite &g, (s) = m*G,(s).
Un calcul immédiat montre que

g, (1) = —SIG—’”(O) = logm ( > 0.

G

Dong, le critére de Li pour n = 1 est rempli et Ag,, (1) est une fonction de a € [1/2,1]. D’autre part,
les parties imaginaires des zéros de G,,(s) sont évidemment indépendantes de a, d’ou la somme
positive qui apparait dans est différente de I'expression ci-dessus, ce qui montre ainsi que cette
fonction G ne vérifie pas la HRG.

Si on prend a = b = 1/2 et on définit G,n(s) = (1 — m/27%)2, alors G,(s) € S¥ et satisfait
I'’hypothése de Riemann généralisée, puisque, les zéros de G, sont 1/2 4 2kmi/logm, ou k € Z et
chaque zéro est de multiplicité deux. De plus,

oy VL
§Gm vm—1

alors, la formule donne une formule de sommation intéressante

m® N mP _ m%(m—1)logm
me—1 mb—1 ~ (me —1)(m —ma)

logm,

vm+1 _4 i’i logm
vm—1 - 16k272 + log® m’

—0oQ
valable pour tous les entiers m > 1.

3.2. Deuxiéme application. Soit y un caractére de Dirichlet impair. En procédant comme dans
[106], p. 28, on considére la fonction G(s) = L(2s — 1/2,x), ou L(s,x) est la fonction L de
Dirichlet associée au caractére singulier primitif x modulo g. Pour § € (0,1/4) on peut montrer
que la fonction F(s) = G(s — §)G(s + §) appartient a la classe S et ne satisfait pas la conjecture
de Ramanujan.

De plus, p € Z(F) si et seulement si p — § ou p + ¢ appartient & Z(G). Un calcul simple
montre que les fonctions complétées {r(s) et g(s) associées a F' et GG respectivement sont liées

par {p(s) = Ea(s — 0)éa(s + 6), d'on

§F () = S6(8) + 6 (g = —2p
PR A D T}

Il est intéressant de noter que les fonctions F'(s) et G(s)? ont le méme degré et le méme conducteur,
d’ou le méme comportement asymptotique de la partie archimédienne du n-iéme coefficient de Li
(qui croit comme 2nlogn + 2[(y — 1) + log(q/7)]n + O(1), quand n — oo). De plus, sous la HRG
pour L(s, x), il est évident que F'(s) ne vérifie pas la HRG.

Dans cet exemple, on montre comment déduire que F'(s) ne satisfait pas la HRG en utilisant nos
résultats. Supposons que la plus petite partie imaginaire positive yo du zéro non-trivial zy + iyy €
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Z(G) est telle que yo > v/3/4. Do, 62 + 3y? > 22 pour tous les zéros z +iy € Z(G), ce qui donne
I'inégalité
z(z? 4+ y? — &%) LT
(x2 + y2)2 + (52(52 + 2y2 _ 233’2) 2 + y2’

pour tout = + iy € Z(G).
De plus, pour y > o > v/3/4 fixé, la fonction g(x) = ﬁ
x € (1/4,3/4), et par suite 3g(x) + 39(1 — 2) < g(1/2). Par conséquent, on conclut que

Re(ve(1)) = Re (-£0)) =2 3 v(a 1y — 5?)

F (22 +y?)? 4 02(0% + 2y* — 22%)

est telle que ¢”(x) < 0 pour tout

z+iyeZ(G)
x 1 1
<2 — <4 — =2
z+iyeZ(G) z+iyeZ(G) o+iveZ(F)

d’ot, le Théoréme {4 avec n = 1 implique que F'(s) = G(s — §)G(s + §) ne vérifie pas la HRG.
4. CRITERE DE LI DANS LE CORPS DE FONCTIONS ET APPLICATION

Dans [90, Mazhouda-Smajlovi¢, Europ. Math. Journal (2019)], on montre quelques formules
du n-iéme coefficient de Li Ag(n) associé a un corps de fonction K de genre g avec un corps
fini de constantes F,, incluant une formule arithmétique, une formule intégrale et une formule
asymptotique. Ensuite, on s’intéresse & I'application des formules obtenues en conjonction avec
les inégalités Ax(n) > 0 pour tous les entiers positifs n afin d’approximer certains invariants
arithmétiques de corps de fonctions K.

4.1. Fonction zéta associée a un corps de fonctions. Soit K un corps de fonctions avec un
corps fini de constantes I, et soit X sa courbe algébrique correspondante de genre g définie sur I,
(on se référe au livre de Salvador [116] pour plus de détails). La fonction zéta de K est définie par

+o00
ZeM) =Y car= [[ (@-1%=?)",
n=0

D premier
ou C,, = #{D € Div(K); D >0, deg(D) =n}. En substituant "= ¢~*, on obtient

+oo
Cie(s) =Y Cog™™ = Zi(q ),
n=0

pour tout s € C. La fonction Zx est en fait une fonction rationnelle

L(T)
21 ZK T) = )
2y D= -
ou L(T) = H?il(l — o;T) € Z[T] est un polynome de degré 2g. De plus, les nombres complexes
aq, ..., (iag, sont des entiers algébriques, et ils peuvent étre arrangés de sorte que ajay; = ¢,

j = 1,..,g, donc on peut ordonner les indices j € {1,...,g} pour que a; = ¢'/?exp(if;), avec

0, € [0, 7]. La valeur spéciale L(1) = [[2%,(1 — o) est le nombre de classe de K, noté hy.

La fonction (x(s) est méromorphe dans tout le plan complexe C avec des poles simples & 1+ k22

log q

et kligi], pour k € Z. De plus, (x satisfait I’équation fonctionnelle

(22) ¢k (s) = "I (1 - ).

L’hypothése de Riemann pour les corps de fonctions, prouvée par A. Weil [140], indique que les
zéros de ((s) se trouvent sur la ligne Re(s) = 1/2 , ou de manicre équivalente, que les racines o,
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=1,...2¢g de L(T) sont de valeur absolue ¢'/2. En fait, en notant Z(K) I'’ensemble des zéros de
(k(s), avec la notation ci-dessus, on a

1 0. 2km
Z(K) = = 447 ;
(K) {p 2 Zlogq—Hlogq

Pour 7" > 0, si T' et —T ne sont pas les ordonnés d’'un zéro non trivial, on note N(7T) := #{p €
Z(K): =T <Im(p) <T}. Dans le cas ou T" ou =71 est 'ordonné d’un zéro non trivial, on définit
Ng(T) = Ng(T + 0). Ensuite, a partir de la définition de I'ensemble Z(K), il est évident que

el g keZ}.

Tlogq - T1 0, 291
(23) _22< qu J+L0g—q+]J+1) = 2984y o (1),

27 T

ou —2g < Ck(T) < 2g et |x] désigne la partie entiére du nombre réel .

On pose Ag(s) = q¥=D5(k(s), il vient de I'équation fonctionnelle que Ag(s) = Ak(l —3).
Cependant, Ak (s) n’est pas une fonction entiére, car elle posséde des poles al+kis 2L o kliglq,
pour k € Z. Par conséquent, on définit la fonction zéta complétée comme suit

(24) Ex(s) =q*(1—q°)(1 — ¢"*)Ak(s) = ¢*L(q~*),

qui est évidemment une fonction entiére d’ordre un dont les zéros coincident avec les zéros de
(k(s). De plus, £k (s) satisfait ’équation fonctionnelle x(s) = k(1 — s).

4.2. Définition et formules arithmétiques des coefficients de Li dans le corps de fonc-
tions. Pour un entier n # 0, le n-iéme coefficient de Li dans le corps de fonctions K est défini par

la somme
* 1\"
o= 2002
m=- ¥ p
PEZ(K)
) "
- 2 (0-05))
pEZ(K),[Im(p)|<T

De la définition de ’ensemble Z(K), il est évident que Z(K) =1— Z(K) =1 — Z(K), donc, les
coefficients de Li Ax(n) sont réels et Ax(—n) = Ag(n) = Ag(n), pour tout n € N. Par conséquent,
en procédant de maniére analogue a [8, Proposition 2.1. (v)] et en utilisant ’équation fonctionnelle

¢k (s) = k(1 — s), on déduit que
€x(2) _ 1
x(z) 2

pez(k) © P

pour tout z € C\ Z(K). Ensuite, en appliquant les mémes calculs que dans [129, Appendix 1|, on
obtient la proposition suivante.

Proposition 19. Les coefficients de Li \x(n) associés au corps de fonctions K peuvent étre
exprimés pour tout entier positif n comme suit

(25) Ak (n) = _ﬁ% ((z = 1)" M og & (2)) ], -

En utilisant les résultats de Bombieri et Lagarias [5], le critére Li pour le corps de fonctions K de
genre g sur un corps fini F, est facilement généralisable pour indiquer que les zéros de la fonction
zéta (i (s) se trouvent sur la ligne Re(s) = 1/2 si et seulement si les coefficients de Li Ax(n) sont
positifs pour tout n > 1.
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Pour tout entier positif n, on définit

1, \"
= (7))

comme étant les coefficients dans le développement de Taylor de la fonction holomorphe L'(T')/L(T')
en T =1, a savoir, que

(26> Z 771 - 1

En utilisant ’expression du n-iéme coefficient de Li, on obtient la formule arithmétique sui-
vante.

T=1

Théoréme 20. [90, Mazhouda-Smajlovi¢, Europ. Math. Journal (2019)| Pour tout entier positif
n, on a
(27) Ak(n) = (1) y-1log' ¢ — nglogg.

=1

L’évaluation des coefficients v; implique le corollaire suivant.

Corollaire 21. Pour tout entier positifn on a

1
(28) =29 — Z (1 + qu>> —nglogq.

4.3. Formules asymptotiques et 1ntegrales des coefficients de Li. Une formule asymp-
totique des coefficients de Li Ag(n) peut étre déduite facilement du fait que dans ce contexte
I’hypothése de Riemann est vraie, en utilisant I’expression du nombre de zéros en conjonction
avec l'argument de Voros (basé sur une communication privée avec Oesterlé) comme dans [137].

Théoréme 22. [90, Mazhouda-Smajlovi¢, Europ. Math. Journal (2019)] On a
(29) Ak (n) = (glogq)n+ o(n), quand n — +oc.

La formule asymptotique des coefficients de Li dans le cas de corps de fonctions est différente de
celle dans le cas de corps de nombres, car il n’y a aucun facteur d’Archiméde. Le terme principal
dans leur développement asymptotique est Cn (avec C' = glogq) plutot que Cnlogn, qui est le
terme dominant apparaissant dans le cas du corps de nombres, comme observé par Lagarias dans
[56, Remarque 2, Section 8|.

En suivant les mémes arguments que dans [89, Théoréme 2 et 9, Mazhouda-Smajlovie, Functiones
et Approximatio (2017)] modulo quelques modifications, on donne une formule intégrale de Ag(n)
et on obtient une expression équivalente a I'hypothése de Riemann dans ce contexte.

Théoréme 23. [90, Mazhouda-Smajlovi¢, Europ. Math. Journal (2019)| Pour tout entier positif
n on a

T 2Ok () 4% —1
30 A(n) = glogq-n+ 16 TOR\E) gy dr,
(30) k(n) = glogq-n+ ”/0 (422 1 1)2 1(4x2+1> v

ot la fonction Ck(x) est définie dans [’équation et U,_1 est le polynome de Tchebychev de
deuxieme espéce.

Le Théorémes 23] et [90] donnent I’équation suivante, équivalente & I’hypothése de Riemann pour
le corps de fonctions.
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Corollaire 24. On a
+o00 2
xCr(x) 4o® — 1
————U, 1| ——— | dx = 0(1), uand n — oo.
/0 (422 + 1)2 1(4x2+1 (). q

4.4. Application. Comme application, on obtient des équations et des inégalités intéressantes
pour les valeurs spéciales des fonctions L dans le corps de fonctions. Ces résultats découlent des
formules obtenues des coefficients de Li Ax(n) et du fait que ’hypothése de Riemann est vrai dans
ce cas.

On commence par I’équation avecn =1 :

(31) Aw(1) = logg (Z L —g> —toga (10 -9).

i=1 ¢

Ceci donne une inégalité bilatérale intéressante entre le genre g et le nombre de classe hi avec la
valeur spéciale L'(1).

Corollaire 25. On a
(32) ghx max{1,2(1 —2/logq)} < L'(1) < 2ghx(1 +2/logq).

L’inégalité bilatérale peut étre interprétée en termes de sommes sur des classes de diviseurs
de la fagon suivante. On commence avec ’équation et la formule dans [93, Corollaire 3.1.1]

(¢ =DL(T) = (1 = ¢T)(1 = T){(¢ = 1)Zx(T)} =

@)t hg
1—-¢T" 1-T /[’

=(1-¢gH(1-T Zq D) res(D )+ hrg'™

ol la somme est sur toutes les Classes de diviseur D avec des degrés vérifiant 0 < deg([)) <2g-—2
et N(D) est le nombre maximal de diviseurs positifs linéairement indépendants dans D. Aprés

dérivation, on obtient a
~ g _
(1) — qN(D)_hK (q Q)_

L’équation donne le résultat suivant

¢’ —q N(D)
hx (q 1 + gmax{1,2(1 — 2/10gq)}) Z q <

0<deg(D)<2g—2

(33) < hi (qqg_—lq +29(1+2/log q)) .

Quand ¢ est assez grand, 2g(1+2/log q) est plutot proche de 2¢g, ce qui montre que 'inégalité
est optimale dans ce cas.

Le cas particulier oit n = 2 est également intéressant, car il donne d’autres bornes de L"(1). A
savoir, on a le corollaire suivant.

Corollaire 26. On a

(34) max{0,2glogq— 49} < Ak (2) < 2glogq + 4g,
ou encore o) L”(l) LN
2gmax{1,2(1—2/logq)}§2L( 0 + —= I ) <L(1)) logq <

(35) <4g(1+2/logq).
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Les équations and donnent ensemble une inégalité pour L”(1), ce qui est trés net pour
un ¢ assez grand. Un calcul simple basé sur ces deux équations donne

hi(49°(1 — 2/logq)* — 169/ log® q) < L"(1) < hi(49°(1 + 2/ log q)* + 169/ log” q).
Par conséquent, on conclut que si le genre de la courbe est fixé, on a L'(1) ~ 2ghy et L"(1) ~
(29)2hx pour ¢ suffisamment grand.
L’équation (28)) et le critére de Li (Agx(n) > 0) donnent la suite d’inégalités satisfaite par a;,
j=1,...,2g, pour tout entier positif entier n, comme indiqué dans le corollaire suivant.

Corollaire 27. Pour tout entier positif entier n, on a
a;logq
1 1+ -2 < 2g.
nglogq + Z ( + 1 > g

Exemple 28. En procédant de maniére analogue a [89, Mazhouda-Smajlovie, Functiones et Ap-
proximatio (2017)], il est facile de déduire que I’hypothése de Riemann pour le corps de fonctions
est équivalente aux représentations

r x 4% —1
0
et
|
(37) Ak(n) = Z <1 - T, (m))
p=o+iveZ(K)

pour tous les entiers positifs n, ou T,, est le polynéme de Tchebychev de premiére espéce.

On termine avec ’exemple qui montre que I'application de la formule donne une formule
sommatoire intéressante. Par la définition de ’ensemble des zéros Z(K) et le fait que Ti(x) = =z,
la formule avec n = 1 s’écrit come suit

2
Are(l) = Z 47 +1 = dlog” qz Z 4(6; +2k7r +log®q

p=o+iveZ(K)

De plus, a partir de 'équation (31)) et le fait que

29 al
J
Vi1 = — YA
; (1 —ay)
on en déduit que
L L =N
e = o (T -g) e T=3 =

Ainsi, on obtient la formule sommatoire

Z Z e —
6+2k7r +log?q 4logq’

j=1 k=

vraie pour tous les entiers ¢ > 1.
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5. CAS DE FONCTIONS L DE HECKE

Dans [85, Mazhouda-Omar-Ouni, Math. Phys. Anal. Geom (2014)], on étudie un exemple de
fonctions L de la classe de Selberg, c’est la fonction L de Hecke. Soit f une forme nouvelle de
Sk(N, x). On la normalise afin que son premier coefficient de Fourier soit 1. Alors

+o00
f(Z) — Z )\f(n)n(kfl)/2€2i7rnz’
n=1

ou les coefficients de Fourier sont les valeurs propres des opérateurs de Hecke. Les opérateurs de
Hecke T'(n) sont définis par

TnnE -1 S et Y7 ().

ad=n 0<b<d

pour f € Sk(N,x). La fonction L de Hecke associée a f est donnée par

L(s) =3 M

pour tout Re(s) > (k + 1)/2. Elle admet le produit Eulérien
Ly(s) = [ = X(p)p™ + x(p)p* )"

p

§r(s) = (g)r(kglJrS)Lf (%Jw’),

alors £;(s) est une fonction entiére et satisfait I’équation fonctionnelle

E(s) =" 1 &(1—73).

oil x est un caractére primitif, on a n = 7(X)A(N)N %2 avec 7(x) est la somme de Gauss de x.
Soit

Si on note

—S —1-2s7|~1!
Ly(s) = [[ det |1 = T(p)p~* + x(p)p" 71|,
N

ou I est I'application identique agissant sur I'espace Si(IV,x) et T'(p) désigne les opérateurs de
Hecke définis ci-dessus. Soit

En(s) = N9/2(2x) =959 (% + s) Ly (% + 3) ,

ou le poids k£ > 2 et g est la dimension de l'espace Si(N, x). Alors, {y(s) est une fonction entiére
d’ordre 1. De plus, la fonction {y(s) vérifie

(39) evts0 =+ &I (1-2),

P P
ou le produit est pris sur tout les zéros de &y (s) vérifiant |Im(p)| < T pour T — oco. L’hypothése
de Riemann (RH) affirme que tous les zéros de {y(s) sont situés sur la ligne critique Re(s) = 1/2.
Si Ny, (T) compte le nombre de zéros de Ly(s) dans le rectangle 0 < Re(s) < 1,0 < Im(s) < T
(selon les multiplicités), alors on a la formule suivante :

Ny (T) = %TlogT +eT+0(logT),
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ol

9 (VN

LT or % e |-
Posons n

e =3[ (1))
p

avec

D= Jim >

P | Im(p)|<T

Le critére de Li dans le cas de fonctions L de Hecke : A\y;(n) > 0 pour tout n entier
naturel non nul si et seulement si tout les zéros de {y(s) sont sur la droite critique Re(s) = 1/2.

Une formule arithmétique des coefficients Ay x(n) est donnée dans le théoréme suivant.

Théoréme 29. (Li, 2004) Pour tout n > 1, on a

n 1—1 —+00 o
Avip(n) = n (10g2—\/§ - 7) - Z(?)(l_l) i > %B(m)(logm)l_1

ou

B(p') =Tr(T(") — x(p)p* " Tr(T(p'?))
pour p N avec Tr(T(p')) désigne la trace de l'opérateur de Hecke T(p') agissant sur [’espace
Sk(N,x). Le second terme du coté droit de l'identité est interprété comme la limite

: — o (1) A(m) -1
XEIEOOZ(Z ) (= 1) > e B(m)(logm)
=1 1<m<X,(m,N)=1

qui existe.

Le deuxiéme terme de la partie droite peut étre écrit comme suit

§+Oo: A(m) 1
m(k+1)/2 B(m)Ln—l (10g m)7
=1,(m,N)=1

ou L! ; est le polynome de Laguerre de degré n — 1. Une formule asymptotique pour les nombres
Ank(n) équivalente & 'hypothése de Riemann est donnée dans le théoréme suivant.

Théoréme 30. (Lagarias, 2002) On a
RH & Ay g(n) = gnlogn + COnn + O(yv/nlogn),

ol

S

Cy = 2(7—1)+10g (g)

et v désigne la constante d’Euler.

Dans le but de calculer les coefficients de Li Ay x(n), on a besoin de la formule des traces de
Serre [123] qui est déduite de la formule des traces de Selberg-Eichler.
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Lemme 31. Pour tout entier n > 1, la trace des opérateurs de Hecke T'(n) agissant sur Sk(N, x)

sont donnée par

Tr(T(n) = "= LNy (Vi) + 0 (N2 (X))

ol

M =NII(1+1).

p|N

Ecrivons les coefficients Ay x(n) comme suit

Avi(n) = Ange(n, M) + Eagy,

ou

— VN X k41

Anvg(n, M) = n(logﬁ—”y +n ZlZH—k—i—l

n “+o0o
n m 1 A(m)
(40) +) 0D = > WB(W)Li_l(bg m)
m=2 =1 2 2<m<M,(m,N)=1
et
+oo
A(m)
Envg=— Z WB(m)Lifl(log m).

m>M,(m,N)=1

Dans la suite, on a besoin de trouver M tel que |Ej;| < 10~% Pour cela on utilise une estimation
de polynémes de Laguerre établie par Koepf and Schmersau [53]

Lo (@)] < e [(n+ ) /2]*"?,

pour z € [0,4(n+ «)] ot n+ a > 0 et a est un entier. Alors, on obtient

| B e \/ log Z mk/2
\/ k/2
logM o P

Grace au Lemme [31| de Serre, on a B(p**1) =0 et

(42) B(p?) = pPE 0 (1= p)#H(N) + O (VNT(N))
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Par conséquent, pour £ > 2, on en déduit

- o .
n . logp log p
Bl < log M #H(N) Z 21+ VNTi(N) Z ik
L p2i>M p2i>M
< n ) S losp VNTy(N o~ log
= log M #H(N) Z p2i-1 - 7a(N) Z pik
L pi>vM pI>VM
#H} (N)log VM VN1 (N)logvVM . .
n { k 7 +#H*:VS/M = (]:)1 vV M + 1 est premier,
T4 .
log M \/kM + A sinon
vnlog v/ M [#H’:(N)\;%/NM(N) } si VM + 1 est premier,
< *
B NLD [#H’“(N)\;%/NM(N)} sinon.

(43)

D'ou, si |Eyx| < 1079 alors

Vvnlogv M [#H’:(N%NM(N)] <107¢ si VM + 1 est premier,

vn [#H’:(N%ﬁm(m} < 107¢ sinon.

Pour notre calcul ci-dessous, on choisit

* 2 _ —d . '
(44) M- n [#Hk(N) + \/NT4(N)i| W2, <ﬁ[#H§(];?+WT4(N)]> si VM + 1 est premier,
[#H’:(N) + \/NT‘l(N)] 10% sinon,

ou W_; désigne la branche satisfaisant W (z) < —1 et W(x) est la fonction W de Lambert qui
représente l'inverse de la fonction w — we",

LHT(N) = T1¢(N) et 1< TN
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n Ava(n, M) | 0| Avi(n, M) | 0| Ag(n, M)
1 3.861 18| 173.054 |35| 401.511
2 10.362 | 19| 185.601 |36 | 415.999
3 15.503 | 20| 198.097 |37 | 430.508
4 24.159 | 21| 210.561 |38| 445.017
5 31.902 | 22| 223112 |39| 459.534
6 40.232 | 23| 235.890 |40 | 474.087
7 50.239 | 24| 248977 | 41| 488.718
8 60.430 | 25| 262.360 |42 | 503.462
9 70.198 | 26| 275957 |43 | 518.339
10 80.054 | 27| 289.658 |44| 533.350
11 90.561 |28 | 303.380 |45| 548.478
12 101.701 |29 | 317.099 |46 | 563.691
13 113.143 | 30| 330.844 |47| 578.961
14 124.675 | 31| 344.674 |48 | 594.264
15 136.344 | 32| 358.646 |49 | 603.332
16 148.290 |33 | 372.788 |50 | 624.939
17 160.562 |34 | 387.090

En se basant sur les calculs numériques faits sur I'exemple précédent qui est un élément de la
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classe de Selebrg ainsi que le récent travail de Omar et Ouni [I03] sur les fonctions L de Dirichlet,
on conjecture que les coefficients de Li Ap(n), ot F' est une fonction de la classe de Selberg, sont

croissants en n.

6. LES 7-L1 COEFFICIENTS ASSOCIES AUX FONCTIONS L. AUTOMORPHES

Dans [70, Mazhouda, Rocky Mountain J. of Math (2017)], on introduit d’une fagon similaire a

celle de Freitas dans [21] les coefficients de Li étendus ou les 7-Li coefficients. Pour 7 > 1 et n € N,
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soit

wen- 5 (- 5))

pEZ(T)
La définition de A, (m,7) pour 7 = 1 n’est pas identique & celle donnée par Lagarias dans [50].

Notons que A,(m,1) = A_,(7) suivant sa notation. La convergence de la somme sur les p est
justifiée par le lemme suivant.

Lemme 32. Soit 7 > 1. Alors, on a
a) A\p(m,7) est *-convergent pour tout n € N.
b) Les parties réelles des sommes sont absolument convergentes pour tout n > 1.

c)
Z 1+|R€(P)|<OO

1 2
ez (LE1pl)
Soit 7 > 1 et n € N, considérons
1 dr
ap(m, 1) = m@ [s"‘llogﬁ(s,ﬂ)]S:T.

Soit so # 1 un nombre réel. Notons ¢(s,7) = & (<5, 7) et d,(so,m) les coefficients dans le déve-
loppement de la dérivée logarithmique de ¢(s, ) en sq.

Zd S0, ™) (s — s0)".

Notons de plus que pour 7 > 1, si 0 ¢ Z(w) alors 7 ¢ Z(7). Par conséquent, pour tout n € N, on a

an(m,7) = ﬁ% [Sn_l logf(s,ﬂ')LZT
1 ! e ar— k
T (- kz% (ds’f ) (d 10880, 7T>>] )
1 — n—10 . (dF
O VIN P ) ﬁs k (dsnk logf(sm))] )

(45) g(”) — b(m) + Z LL+ 1} ,

avec

Donc
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Puisque 7 > 1 n’appartient pas & Z(), on obtient

1 | (n—1) [ d*
an(m,7) = (n—1)! kzj (ﬁ) ms o (W 10g§(s,7r)>
=0 s=T
n—1 /
i o =D (1)
= T\ n) 7 1 S T Nn—k
(n—1)! — (=) (n—1—Fk)! p;ﬂ) (p—s)nk .
n—1 !
- X0 Y
k=0 pEZ(r) (p=7)
— _1 S (k) ( g >n_k
T e Z(m) k=0 p=T
1 / [ n . n—k
- G) (p—f) _1]
pEZ(m) Lk=0
_ ! > (1+ u ) - 1]
Tpezm N PTT
-1y (5]
TpeZ(W) p=T
1
(46) = = (7, 7).
T

Le méme argument utilisé ci-dessus donne

(47) ap(m,7) = dp1(1—=1/7,7).

7-nJrl

Le théoréme principal dans 70, Mazhouda, Rocky Mountain J. of Math (2017)| qui étend le
résultat de Freitas [21, Theorem 1| & une large classe de séries de Dirichlet (les fonctions L auto-
morphes) est le suivant.

Théoréme 33. [0, Mazhouda, Rocky Mountain J. of Math (2017)| Soit 7 > 1 un nombre réel.
Alors, on a

1— % < Re(p) < % <= Re(M\,(m,7)) >0 pour tout n €N,
ot p désigne les zéros de &(s, ).
Remarquons que si 7 = 1, on retrouve la définition des coefficients de Li de fonctions L

automorphes donnée par Lagarias dans [56]. La positivité de Re(\,(m, 7)) pour d’autres valeurs
de T est équivalente & la non existence de zéros dans le demi-plan Re(s) > 7/2. En particulier, si
7 < 1, on obtient une région contenant la ligne critique. Dans ce dernier cas, quelques coefficients
Re(\,(m, 7)) doivent étre négatifs. D’autre part, pour 7 > 2, on est en dehors de la bande critique
et par suite les coefficients Re(\,(m, 7)) doivent étre tous positifs.

Dans le but de démontrer le Théoréme on a besoin du lemme suivant qui est une adaptation
du théoréme de Bombieri et lagarias [5, Theorem 1].
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Lemme 34. Soient 7 > 0 un nombre réel, R un ensemble de nombres complezes tels que T ¢ R et
1+ |R
Z + | 6(02)\ < o
)

Les assertions suivantes sont équivalentes.
a) Re(p) < 7 pour tout p € R.

b) > Re [1 - (#) ] > 0 pour tout n € N.
¢) Pour tout € > 0, il existe une constante c(e), telle que

g 2|2

pour tout n > 1.
La preuve du lemme [34] est identique & celle de Bombieri et Lagarias dans [5, Theorem 1| avec
R, = {2/ p € R} ou £ est de méme multiplicité dans R, que p dans R.
Une formule arithmétique de coefficients A, (7, 7) est donnée dans le théoréme suivant.
Théoréme 35. |70, Mazhouda, Rocky Mountain J. of Math (2017)] Soit m une représentation
parabolique (cuspidale) automorphe et irréductible de GL(N) sur Q. Alors, pour tout n > 1, on a

M(m7) = 6(x) {2+%}+E1 6 Q(r )—m’N(VvL%logW)

nr o T+ kj(
+7§_:<T+k: +Zl2l+r+kz( )))

j=1
N n [e%¢}
n 7)E
jzl P Z: (T + kj(m) + 2m)*
(48) MO z SIS
k=1 —1

ol

0 sinon.

5(r) = { 1 sem = Tti,

De plus, une formule asymptotique de coefficients A, (7, 7) est établie.

Théoréme 36. |70, Mazhouda, Rocky Mountain J. of Math (2017)| Pour toute représentation
cuspidale automorphe unitaire et irréductible m sur GL(N), on a

Nt Nt T T T
An(m,T) = Tnlogn—i—{7(7—1—log7r)+§logQ(7r)+N§1og <§>}n
(49) + O(N) + Si(m,71),

ol
n

Sp(m, 1) = Z (%) Tl (7, 7),

k=1
v est la constante d’ Euler et la constante dans le terme d’erreur est absolue.
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Partie 2. Le critére de Cardon et Robert

Dans [83, Mazhouda-Omar, Analysis (2013)], on reformule 'hypothése de Riemann pour une
large classe de séries de Dirichlet (classe de fonctions L automorphes) en utilisant la théorie des
polynémes orthogonaux.

Commengons par rappeler des résultats basiques sur les fonctions L principales L(s, 7) associées
a des représentations automorphes paraboliques irréductibles et unitaires de GL(N) comme celles
définies par Rudnick et Sarnak [115]. Ces fonctions L sont associées & GL(n, Q)|GL(n, Ag) et sont
notées par L(s, 7, p), ou lg = GL(N,C) désigne le L-groupe de Langland et p : I — GL(N,C)
est la représentation standard. Pour les représentations triviales 7., de GL(1), on a la fonction
L automorphe complétée A(s, my.i) = m%/2T'(5/2)((s). Cette fonction admet des poles simples en
s =0et s =1. A part cette représentation, toutes les autres A(s,n) sont des fonctions entiéres.
Chaque fonction L automorphe complétée A(s, ) admet une factorisation en produit eulérien

A(s,m) = Q(m)*/*Log (s, 7)L(s, ).

Ici Q(m), est un entier positif appelé conducteur de la représentation 7 et le facteur archimédien
est

Loo(s,m) = HFR(S + kj(m)),

ou k;(m) sont des constantes et
Tg(s) =7 */*T(s/2).

La fonction L(s,7) est définie par le produit eulérien

L(s,m) = HH (1- ozp,j(ﬂ)p_s)_l = Zan(ﬂ)n_s.

p j=1 n=1
Le produit eulérien et sa série de Dirichlet associée convergent absolument dans le demi-plan
Re(s) > 1. La conjecture de Ramanujan-Peterson annonce que les paramétres locaux |oy, ;(7)|

sont de valeurs absolues au plus un. Pour tout n > 1, |a,(7)| < d(n)n™/2, out d(n) est le nombre
de diviseurs de n (voir [37, §5.11 and 5.12|). La fonction A(s,7) satisfait I’équation fonctionnelle

A(s,m) = e(m)A(1 — s,7),
Ou ¢(m) est une constante de valeur absolue un, et 7 désigne la représentation contragradiente.
Le facteur archimédien I'r(s + k;j(m)) dans le produit eulérien de la fonction A(s, ) satisfait
Re(kj(m)) > —1/2 et Loo(s,m) = Loo(5,m) (voir [II5]). Les zéros de A(s,m) sont tous situés
dans la bande critique 0 < Re(s) < 1. En particulier, la fonction A(s,7) ne s’annule pas sur les
lignes Re(s) =0 et Re(s) = 1 (voir [37, Theorem 5.42|). Soit N (T') le nombre de zéros p = [+ iy
de L(s,m) tels que 0 < g < 1et |y| <T, alors (voir [37, Theorem 5.8]|)

N
(50) N (T) = 2—TlogT + C(m)T + O(log T,
m

ou C(m) = Llog Q() — & (1 + log 27). On définit la fonction &(s, ) associée a m comme suit

™

1
£(s,m) = 57O (5 — 1)7em) A(s,m) |,

(~1)Pe(r)

ol e(sg, m) désigne l'ordre de zéro ou pole de A(s, ) en s = sg, avec les poles sont d’ordres négatifs.
Par ’équation fonctionnelle, on a e(0,7) = e(1, 7). Cette définition assure que la fonction (s, )
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est holomorphe et ne s’annule pas en s = 0 et s = 1. De plus, dans la définition précédente, la
racine carrée doit étre choisie telle que

VDD e(m) /(1))

Pour la représentation triviale 7., de GL(1), on a €(0, Tyip) = €(1, Tpiv) = —1 et (8, Tgrin) =
2£(s). On prend cette convention si on veut obtenir une fonction entiére dans tous les cas, ou
on déplace les poles en s = 0 et s = 1 pour le cas my.,. Notons que la fonction &(s, ) satisfait
I’équation fonctionnelle

1.

5(57 7T) = <_1)k§<1 -5 ﬁ)v
ou k = e(3,m) = e(3, %) est Vordre de zéro de £(s, 7) en s = 1/2. Elle est & valeur réelle sur la ligne
critique Re(s) = 1/2. Soit Z(7) I'ensemble des zéros de £(s,7) (compté avec multiplicité) qui est
la méme que de la fonction A(s, ) sauf peut-étre en s = 0 et s = 1. L’ensemble Z(7) est invariant
sous 'application p — 1 — 5. Notons aussi que la fonction £(s, ) est entiére d’ordre 1 et de type
maximal. Elle est bornée dans la bande —B < Re(s) < B pour tout B fini et décroit rapidement
quand | Im(s)| — oo. La fonction £(s,7) admet la factorisation de Hadamard suivante

S(S,’ﬂ') _ eC(ﬂ)"l"iD(ﬂ')S H (1 _ f) 6%,

p2{0.1} p

ou la constante D(7) dans la derniére équation satisfait (voir [37, Theorem 5.6])

Re(D(r)) = -3 Re ([—i) |

Définissons la fonctions F(z) = {(1/2 + iz, 7). Puisque les zéros de E(z) sont situés dans la bande
—1/2 < Im(z) < 1/2, alors E(z) est réelle pour tout réel z et si p est un zéro de E(z), alors 1 —p
'est aussi avec la méme multiplicité. Pour z = z + iy dans la région x > 0, —1/2 <y < 1/2; soit
la fonction analytique f(z) satisfaisant

(51) f(z) est réelle pour tout z réel , Re(f(z)) >0, |f(z +iy)| < e,

ou c¢ est une constante positive. Pour T" > 0, soit

P =g [ G re

" 2in
avec yr est le bord orienté positivement de la région 0 < z < T, —1/2 < y < 1/2. Notons les
zéros de E(z) dans la région x > 0, 0 < y < 1/2, par ag + i ou oy < ayy1. Sachant que les

zéros complexes (non réels) de F(z) apparaissent en paire (p, 1 — p), alors si T' # «y, pour tout k,
on obtient

(52) F(T) = Z flog) + Z {f(ax +iBx) + f(aw, —iBk)}
ap <T ap < T
51@ =0 51@ >0

Pour T' < 0, soit F(T) = —F(=T). Si f =1, alors F(T') = N(T). On définit le produit intérieur
par l'intégrale de Riemann-Stieltjes suivante

(53) (p(2), q(a)) = / " p(@)ale)dF (@),

(e o]

ou les polyndmes p(z) et g(x) sont & coefficients réels. En appliquant la procédure d’orthogo-
nalisation de Gram-Schmidt aux polynémes 1, z, 22, ..., on obtient une famille de polynomes
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orthogonaux {P,(z)} ou le degré de P,(x) est n.

Dans [83, Mazhouda-Omar, Analysis (2013)], on montre le résultat suivant.

Théoréme 37. [83, Mazhouda-Omar, Analysis (2013)| L’hypothése de Riemann avec zéros simples

est vraie si et seulement si )
lim PZn(Z) _ 6(1/2 + 1z, 7[_)

nsso Po,(0)  £(1/2,7)

On note que

I Py, (2) T P2/n+1(z)

im = lim ————=~.

n—o0 Ppy(0)  nooe 2Py, 14(0)

Cette approche a été traitée par Cardon et Roberts [9] dans le cas de la fonction zéta de Riemann.

Une question tres intéressante peut étre posée comme suite a ce travail, c’est déterminer avec

précision le terme d’erreur

Po(z)  &(1/2+iz2)

Ps,(0) £(1/2)
Si I’hypothése de Riemann est vraie, la preuve montre que la derniére quantité tend vers 0. Cepen-
dant, on ne sait pas exactement avec qu’elle rapidité elle tend vers 0. Peut-étre, on pourrait trouver
des résultats sur la rapidité dont les zéros de polyndémes orthogonaux s’approchent de leurs limites
qui peuvent étre appliqués a notre contexte. En fait, nous nous attendons & ce que la recherche
d’une majoration trés précise du terme d’erreur nécessite un argument beaucoup plus profond que
celui utilisé dans ce travail.

Partie 3. Le produit régularisé des zéros

Dans |72, Mazhouda, J. Ramanujan Math. Soc (JRMS) (2012)], on donne une autre approche
de I'hypothése de Riemann pour les fonctions L de la classe (ou sous-classe) de Selberg en utilisant
le produit régularisé des zéros non-triviaux défini ci-dessous. Remarquons d’abord que le produit
eulérien de toute fonction F' € § peut s’écrire sous la forme standard

F(s) = [[ Fpls), on Fyls)=3" ar(p™)

pms

m=1

Kaczorowski et Perelli [49] conjecturent que les p-facteurs F, sont de type polynomiaux, i. e.

- ai(p)\
(54) Fo(s)=]] (1 - ?>

i=1
avec |a;(p)| < 1 et pour tout i et p, |a;(p)| = 1 pour i = 1,...,vp, pour tout (sauf un nombre
fini) nombre premier p. Une fonction F' € § admet un produit eulérien polynémial si elle satisfait
. Le semi-groupe des fonctions F' € S avec produit eulérien polynoémial est noté par SPW,
ainsi conjecturalement SP°% = S. Le nombre entier positif vx est appelé le degré d’Euler de F(s).
Conjecturalement vrp = dp pour toute fonctions de S”Oly, et cette conjecture est vraie pour toutes
les fonctions L classiques de SP° connues (fonctions L de Hecke, fonction zéta de Dedekind,...).
On définit la fonction £x comme suit

§r(s) = 8™ (s = 1) pp(s),

ou

or(s) = F(s)Q% H T(\js 4 1)
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La fonction £z est une fonction entiere d’ ordre 1 et satisfait ’équation fonctionnelle

SF(S) = ng(l - 3).
Si Np(T) désigne le nombre de zéros non-triviaux de F' € S dans le rectangle 0 < Re(s) < 1,
0 < Im(s) < T (avec multiplicités), alors on a la formule suivante

d
Np(T) = ﬁTlogT + e, T+ 0 (logT),

ou ]
(log gr — dr(log2m + 1)),

™

(27)%r Q3 oy
qr = 5 et = H)\j
J=1

&1

par analogie avec la formule de Riemann-von Mangoldt dans le cas de la fonction zéta de Riemann
¢, 'exemple typique de la classe de Selberg S. Notons aussi Nz ’ensemble de tous les zéros non-
triviaux de la fonction F' € S. Soit z € C, ou z — p ¢ R~ pour p € Ng. Ici et partout dans cette
section, on suppose que 0 € R™ et on définit z — 27° d’une fagon standard en utilisant la branche
principale du logarithme avec arg(z) € [—m, 7] dans le plan C\(_ . La fonction

(55) Hp(s.2) = Z (z;ﬂp)—s _ Tlirfm ZT) <22—ﬂ-p)_s‘

pENFR PENF(

est bien définie par la série absolument convergente pour Re(s) > 1 (ce déduit de la Proposition
ci-dessous). Par la méme proposition, on prouve que pour z fixé, elle se prolonge analytiquement
en une fonction holomorphe s — Hp(s,z) dans C\y. Soit r un entier positif et considérons la
fonction

d
(56) omol2) = exp (S Hr5. i )
Pour r = 1, le membre droit de l'équation (H6|) est appelé le zéta-régularisée de la suite
{(%)}p en,- Pour r > 1, la fonction ¢, est appelé¢ produit régularis¢ de profondeur r (dé-

2P
27

b1a(2) = 6x(e) = exp (et o) = TT (5522).

pEN,

terminants de profondeur supérieure) de la suite {( )78} . Notons que dans le cas F' = ( et
pPENFE

r=1,ona

Deninger [14, Theorem 3.3| a prouvé que

on T1(50) =im, IT (550) =2 en e (5) ot - 1 = 6o,

pPEN; pEN(T)

En utilisant les formules explicites de Weil érites dans le contexte de la classe de Selberg |77,
Proposition 1|, on en déduit le résultat suivant.

Proposition 38. [72, Mazhouda, J. Ramanujan Math. Soc (JRMS) (2012)] Soit F € 8P une
fonction ne s’annulant pas en s = 0. Alors, pour Re(z) > 1, on a

He(s,z) = mp ((2;)+ (ZQ_Wl)) + (;772 /C%/(z—t)t_sdt

— D @mN) (s, Nz + ),
j=1
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ou C' désigne le contour constitué du bord inférieur de la coupe de —oco & —a, le cercle t = ae®, ot
—m < 0 <7 etle bord supérieur de la coupe de —a a —o0 avec a désigne une constante qui dépend

de z.
Considérons le poly-logarithme de degré 7 : Li,(z) :== Y 7 | 2= défini pour |z] < 1, K,(z) :=

exp (—Li,(z)) et un "poly-fonction L" F). La fonction F™) est deﬁme par le produit eulérien
suivant

vE 1—r

' o —(logp)
FO(s) = [ EI(s), ot E( HK ( : )

=1

Le produit converge absolument pour Re(s) > 1[}

Une expression explicite de ¢, pour tout r € N est donnée dans le théoréme suivant.

Théoréme 39. |72, Mazhouda, J. Ramanujan Math. Soc (JRMS) (2012)] Soit F € SP° une
fonction ne s’annulant pas en s = 0. Alors, pour Re(z) > 1, on a

z r—1 m 1\"— 1
ondd) = ()" () " g

2

@mat-r

z - Br(Njzti; .
x [Jem) ( oo +M]))Fr()‘jz+:uj>(27r)\j)1 :

ot B,.(z) est le r-ieme polynome de Bernoulli et T, désigne la fonction gamma de Milnor de degré
r définie par
d
Fr = -5 ) s=1-r | >
(2= exp ( §1605:2) v
avec ((s,2) == > (m+ z)~* est la fonction zéta d’Hurwitz.

m=0

Posons QQ; = W, = 2;21 1 et ¢p(2) = ¢pp1(2). De I'équation (55)), on a

¢r(z) = exp (—d%HF(s,z)!s:o) = H (Z;Wp) :TETOO H (Zz;p> .

PENE

Grace aux égalités By(z) = z — 5 et T'y(2) = p, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 40. Soit F' € 8P une fonction ne s’annulant pas en s = 0. Alors, pour Re(z) > 1,

L) = lim (Z_p) - Qe
H ( 27 > T—+o00 H 2m (27T)2mF_“(H;‘/:1 A?_HJ)

PENF PENF(T)

Soit 2 'ensemble des nombres complexes ne s’écrivant pas sous la forme p — A\, avec p € N et
A > 0. Par récurrence sur r et en utilisant la formule suivante
d 1
L (2) = Li_i(2),

on en déduit le résultat suivant.
Lemme 41. Soit ' € S"°%. Pour Re(s) > 1, on a
r—1

dsr—1

2. Notons que si r =1, FI(s) = [[/7, F,Elz)(s) Puisque L; (z) = —log(1l — z) et K1(z) = (1 — z), on obtient
FM(s) = F(s)

log F")(s) = (—=1)""'log F(s).
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Grace au Lemme {41] et par récurrence encore une fois sur r, on établit le résultat suivant.

Corollaire 42. [] Soient F' € 8P une fonction ne s’annulant pas en s = 0 et Re(a) > 1. Alors,
pour r > 2, on a

s péro1 &2 (=prt
(58) F)(s) = DY) (s,a) exp [/ [ [CosPdadsde |

ol

r—

2 A (1F ()
D" (s,a) =[] (F"(a)) ™
=0

et le contour dans chaque intégrale est contenu dans 2.

Soit A ’ensemble de nombres complexes ne s’écrivant pas sous la forme —% — A pour A > 0.
J

Puisque la fonction gamma de Milnor I, est holomorphe dans C\j_. 0, par le Corollaire ,
I'expression de ¢p,.(2) est valide pour z € (2 A = Q).

Une reformulation de ’hypothése de Riemann généralisée (HRG) pour F' est donnée
dans le corollaire suivant.

Corollaire 43. [72, Mazhouda, J. Ramanujan Math. Soc (JRMS) (2012)] Soit F' € SP°Y une
fonction ne s’annulant pas en s = 0. Alors

HRG & (s—1)""DE®(s) est une fonction holomorphe pour Re(s) >

N —

Partie 4. Autres travaux
7. MOMENTS DE FONCTIONS L

L’outil standard dans I’étude des propriétés analytiques des fonctions L est ’équation fonc-
tionnelle approchée, qui exprime les fonctions L comme une somme de deux séries de Dirichlet
contenant les coefficients de Dirichlet de F'(s) multipliés par une fonction convenable. Pour ce faire,
on écrit pour toute fonction F(s) de la classe de Selberg

F(s) = Z al;flzn) exp (_ (%)l> + Hp(s) Z @ + reste.

n<Y

ol
TN (L= 8+
H'F<S) Ql*QS | | (IZ((;[\JS ) j):u]).

j=1
Ici le produit XY dépend des parameétres de 'équation fonctionnelle. La situation avec les
moments quadratiques de F' € S sur la droite critique s = 1/2 est la suivante : Le cas classique
d = 1 est bien connu, puisque les éléments de degré un de S sont la fonction zéta de Riemann
et les fonctions L de Dirichlet (voir [48] ou [67] pour un résumé sur les moments de quelques
fonctions L). Notons également que Kaczorowski et Perelli en 2010 démontrent la non existence
de fonctions L de degré 1 < d < 2. Tandis que pour d > 2, on ignore la structure de S. En
outre, il semble qu’il n’y ait pas de formules asymptotiques générales déclarées pour les moments
quadratiques de |F'(1/2 + it)| pour tout F' € S sauf pour certains exemples comme F = ¢? (voir
le livre d’Ivi¢ [36]).

3. Puisque log est une fonction holomorphe sur €2, 'expression dans le dernier corollaire donne un prolongement
analytique de F() a Q.
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Dans [81, Mazhouda-Omar, Proceedings of the conference, Wiirzburg (2009)], on donne une
formule asymptotique des moments quadratiques d’une fonction F(s) € S.

Théoréme 44. [81, Mazhouda-Omar, Proceedings of the conference, Wiirzburg (2009)| Soit F' €

S. Alors
T
|

ot 0 est une constante positive arbitraire.

2

1
P(g +it)] dt <py Te+9,

Plus précisément, grace au théoréme de moments de Montgomery [95], on montre le résultat
suivant.

Théoréme 45. |81, Mazhouda-Omar, Proceedings of the conference, Wiirzburg (2009)| Soit F' € S
satisfaisant

> lar(n)* < kX (log X)™,

n<X

ol k est une constante positive et M est un entier naturel arbitraire. Alors, on a
T
1
/ F (— + it)
0 2

La situation est différente pour les moments quadratiques des fonctions L de la classe de Selberg
dans la bande % < o < 1. Rappelons que le résidu de 2" on s =1 est de la forme xPr(logx),
ol Pr est un polyndéme de degré mpr — 1. Considérons la fonction Ap(z) définie par

Ap(z) = ZaF(n) — xPr(logz),

n<x

2
dt <y cpT2 (log T)MH!,

ot cp = k (Q1 + 1) 2M+1),

pour tout x > 1. Soit o > 0, supposons que F’ satisfait les conditions suivantes

(59) Ap(X) = O(X*™)
et
(60) /X |Ap(z)2de = O(X 1 F2ete),

En fait, les estimations et (60) sont prouvées par Anne de Roton [I10, Theorem 2.1 and 2.2]
sous certaines conditions pour une classe étendue de la classe de Selberg.

Théoréme 46. 81, Mazhouda-Omar, Proceedings of the conference, Wiirzburg (2009)| Soit F € S
satisfaisant ’hypothése du Théoréme et les équations et . Alors, pour max{a, %} <
o<1, a>0cettoute >0, ona

T +oo 2 Y
/ |F(O‘ + Zt)|2dt _ TZ M + OE,F <T4d((11—a))’+6(10g T)M> )
0

n=1

8. COEFFICIENTS DE FOURIER DE FONCTIONS L

8.1. Equirépartition des coefficients de Fourier de fonctions L. Soit £ un espace compact
muni d’'une mesure de Radon positive ;1 de masse 1. Soit L une suite d’indices tendant vers 4oco

et, pour tout A € L, soit I un ensemble fini non vide paramétrant une suite vy = (2;),. 1, On dit



42

que la famille {z,, A\ € L} est équirépartie pour la mesure y si, pour toute fonction f appartenant
a l'ensemble C'(2) des fonctions réelles continues sur €2, on a

AETOOEZJ” 5a) = | flaldu

On peut remplacer C'(€2) par n’importe quelle base de polynomes réels. Il en résulte assez clairement
que si ¢ est un diffeomorphisme C' par morceaux de 2 dans Q' et si {z), A € L} est équirépartie
pour la mesure p alors la famille {¢(z)), A € L} de € est équirépartie pour la mesure image ¢ *
définie pour tout ouvert U C ' par ¢ * u(U) = u(¢~1(U)) et qui s’intégre en

[ rosuty /f

Sarnak [I17], puis Serre [123] et Conrey, Duke et Farmer [13] ont prouvé le résultat suivant concer-
nant la répartition des coefficients de Fourier de formes primitives. Si N est un entier et si k est un
entier pair, notons H;(N) I'ensemble des formes primitives de poids k sur I'o(N). Si f € HE(N),
elle a un développement de Fourier qu’on note

Z)‘f k 1)/2 2imtnz

Un résultat de Deligne implique que |)\f(n)| est majorée par le nombre de diviseurs 7(n) de n.
Fixons un entier k£ et un nombre premier p. Le résultat d’équirépartition de Sarnak et al. est que
la famille

{s (@) emzvy N € N\ {p}}
est équirépartie dans [—2,2] pour la mesure

2

p+1 y

5 dz.
T (P2 4+ pr1/2)? — g2

Mp =

Désormais, nous supposerons toujours N sans facteur carré et on note N I’ensemble des entiers
sans facteur carré. Si r est un entier et f € H}(N), on construit la puissance symétrique ¢ de f
qu’on note Sym” f. Pour tout r € {1,2, 3,4}, on sait que Sym” f est une forme automorphe. Dans
le cas général, c’est prédit par la conjecture de Langlands. Il est aisé de la définir via sa fonction
L. Si p est un nombre premier, on peut écrire A;(p) = as(p) + Bf(p) avec |ar(p)| = |Br(p)| =1 et
ar(p)Br(p) =1 sip est premier & N et B¢(p) = 0 si p divise N. On définit alors

LSy fs) =[] H( ]/Bf”) :éxsymrf(n)ns.

p premier J=0

On peut montrer que si p est premier & N alors

(61) Asymrf(p) = Ar(p") = Xo(Af(p))

ou X, est le polynome de Tchebychef de deuxiéme espéce de degré r. Les polyndmes de Tchebychef
de deuxiéme espéce considérés ici sont définis par leur série génératrice

1
X,MX"=—vu-——.
IRTCIE L
Il est clair d’aprés et le résultat d’équirépartition de Sarnak et al. que la famille
(62) {Asymr () rerzvy = N € N\ {p}}
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est équirépartie dans [min X,, max X,| pour la mesure image de p, par X,.

Dans [80, Mazhouda-Omar, Ramanujan J. (2009)], on redémontre I’équirépartition de

{Asymes(P))semzvy = N € N\ {p}}

sans utiliser le résultat de Sarnak et al., en étudiant les relations entre coefficients de Fourier de
Sym?f. Plus précisément, on montre le résultat suivant.

Théoréme 47. [80, Mazhouda-Omar, Ramanujan J. (2009)]| Soient p un nombre premier fizé et
k > 0 un entier pair fizé. La famille

{Nsym2r(P)) rerzvy : N € N\ {p}}

devient équirépartie suivant la mesure

. p+1 1 /B—xd
= Z.
T T P PR @)Vt

Notons que ce résultat aurait pu étre démontré en calculant la mesure image de p, par Xs.
Néanmoins la mesure image de p, par X, ne peut étre explicitement evaluée que pour les petites
valeurs de r. Par exemple, pour r = 3, on a le résultat suivant.

Théoréme 48. [80, Mazhouda-Omar, Ramanujan J. (2009)| Soient p un nombre premier fizé et
k > 0 un entier pair fizé. La famille

{Asymss(p)) semzvy : N € N\ {p}}

devient équirépartie suivant la mesure [1, définie ci-dessus.

Posons
. N T(k-1)
wy(f) = .
)= S T
Le choix m = n = 1 dans la formule de trace établie par Iwanie et al. (2000), conduit a
lim Z wy(f) =1

N—+o0o
fEH(N)

Cette remarque permet de comparer la pondération harmonique f — wi (f) avec la pondération
naturelle f — m Plus précisément, Iwaniec et al. [39], Royer et Wu [113] ont montré, au moins
lorsque N parcourt ’ensemble des entiers sans facteur carré ayant un plus petit facteur premier
toujours supérieur a log(2N) comment remplacer le poids harmonique par le poids naturel.

Soit N un ensemble infini d’entiers strictement positifs. On dit alors qu’une famille

{(X(f))semny: NeN}

a valeurs dans un compact €2 devient harmoniquement équirépartie pour une mesure g lorsque N
parcourt N si pour toute fonction ¢:  — R continue, on a

lim W X _ i
N — 400 fGHZ;(N) v(Ne (X(f)) /be M
NeN

Les Théoreémes [A7] et [48] sont aussi valables en remplagant ’équirépartition par ’équirépartition
harmonique. On obtient des mesures indépendantes de p. Plus précisément, pour le cas des carrés
symétriques, on montre le résultat suivant.
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Théoréme 49. [80, Mazhouda-Omar, Ramanujan J. (2009)]| Soient p un nombre premier fizé et
k > 0 un entier pair fizé. La famille

{()\Smef(P))feH;(N) : NeN\ {p}}

devient harmoniquement équirépartie suivant la mesure

1 —t
STl — tim dii ().

n(t) = —
M(> 2V t+1 P—00

8.2. Le premier coefficient négatif des fonctions L de puissances symétriques. Le chan-
gement de signes des coefficients de Fourier des formes modulaires est largement étudié. Il est
connu que les coefficients de Fourier d’une forme primitive sont réels, alors ils changent infiniment
de signes, c’est a dire qu'il existe une infinité des entiers n tels que Af(n) > 0 et une infinité des
entiers n tels que Af(n) < 0. La preuve de ce résultat provient du théoréme de Landau sur les séries
de Dirichlet a coefficients non négatifs. De plus, plusieurs résultats quantitatifs sur le nombre de
changement de signes de la suite des coefficients de Fourier ont été établis. Le changement de signes
de la suite des coefficients de Fourier en nombres premiers est tout d’abord étudié par Ram Murty
[97], Iwaniec, Kohnen et Sengupta [38] ont montré I'existence des entiers n tels que (n, N) = 1,
Ar(n) < 0 et vérifiant

n < (K*N)a.
ou la constante impliquée est absolue. L’exposant 29/60 a été amélioré en 9/20 et 3/8 par
Kowalski, Lau, Soundararajan et Wu [54] et par Matoméki [66], respectivement. Des résultats
similaires sont obtenus par Qu [I07] pour les coefficients de Dirichlet de fonction L de formes
automorphes associées & une représentation cuspidale irréductible de GL,,(Ag). Trés récemment,

Qu généralise ses résultats pour le cas des coefficients de fonction L de formes automorphes
associée & une forme primitive de rang N sur I'o (V).

On note ngymr le premier changement de signes de la suite des coefficiens de Fourier des fonctions
L de puissances symétriques, c’est-a-dire le plus petit entier positif tel que Agymr f(ngymrr) < 0 et
(nsymr ¢, N) = 1. Pour r = 2, Lau, Liu et Wu [63, Theorem 1| ont établi que
Nsym?2f <K (kQNQ)%a

ou la constante dans le symbole de Landau est absolue. Pour r > 2, Liu, Qu et Wu [64, Theorem
1.1] ont montré qu'il existe des entiers n tels que (n, N) = 1, Agymrp(n) < 0 et vérifiant

n <<r,e (Qf)%+€7

pour tout € > 0 et la constante dans le symbole de Landau ne dépend que de r et de €. Le nombre
() s désigne le conducteur de L (Sym” f,s), il est donné par

(63)

Q) — k"NT si r est pair;
P71 KTINT  sirest impair.

Dans le théoréme qui suit (voir |75, Mazhouda-Mbarki-Wu, Functiones et approximatio (2017)]),
on réduit la puissance % + e. On prendra a titre d’exemples les cas de puissances r = 3 et r = 4.

Théoréme 50. |75, Mazhouda-Mbarki-Wu, Functiones et approximatio (2017)|) Soient k un entier
pair > 2, N un entier sans facteurs carrés > 1 et f € Hj(N). Alors, on a

6/31 5/36
Ngym3yf < Qf/ et NSymaf < Qf/ )

ot les constantes impliquées sont absolues.
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Remarque. Soient L(s,m) la fonction automorphe associée a une représentation cuspidale irré-
ductible 7 de GL,,,(Ay) et Ar(n) le n-éme coefficient de Dirichlet de L(s, ). Désignons par n, le
plus petit entier n tel que

Ar(n) <0 et (n,N,) =1,
ot N, est le conducteur arithmétique de L(s, 7). En désignant par @), le conducteur analytique

de L(s,m), Qu [I07] a montré que n, < Q1609 /e pour tout € > 0, ou la constante impliquée
ne dépend que de r et e. L'exposant r = 2 a été réduit a 1 pour r > 2 par Liu, Qu et Wu [64].
Puisque sym’; est un cas particulier de représentations cuspidales irréductibles 7 de GL41(Ay),
notre théoréme améliore le résultat de Liu, Qu et Wu dans ce cas particulier pour r = 3, 4.

La démonstration du Théoréme précédent se base sur la proposition suivante.

Proposition 51. |75, Mazhouda-Mbarki-Wu, Functiones et approximatio (2017)|) Soient k > 2
un entier pair, N > 1 un entier sans facteurs carrés et f € Hi(N). Pour tous entiers r > 1 et
v>0,ona

" sin((v -+ )05 ()
=m0

ou 0,(f) est défini comme suit : pour tout nombre premier p il existe 0;(p) € [0, 7] tel que A\¢(p) =
2cos(0f(p)).

9. LA FONCTION ¢ D'EULER ASSOCIEE AUX FONCTIONS L AUTOMORPHES

Asymrp (P") =

Dans [84, Mazhouda-Omar, Analysis (2014)], on définit la fonction phi d’Euler ¢, (n) associée
aux fonctions L automorphes L(s,7), ol 7 est une représentation automorphe irréductible
parabolique (cuspudale) unitaire de GLy(Q). De plus, on étudie les propriétés asymptotiques de
@=(n) et on prouve quelques résultats sur la fonction sommatoire ) _ ¢x(n).

La fonction phi d’Euler ¢(n) est une fonction arithmétique qui compte le nombre d’entiers
positifs inférieurs ou égaux a n qui sont premiers avec n. Autrement dit, si n est un entier positif,
alors ¢(n) est le nombre d’entiers k dans 'intervalle 1 < k& < n dont pgcd(n, k) = 1. La fonction
©(n) est également définie par

(64) ot = 37wt = [J0- 1/ oIl o
md=n pln

ou ¢ désigne la fonction zéta de Riemann (en d’autres termes, la fonction classique ¢ d’Euler est
associée a la fonction classique zéta de Riemann). Mertens a prouvé (voir, [96, §2.5, la page 68|)
que pour z tendant vers I'infini

(65) Z o(n) = —a: + O(zlogx).

n<x
Walfisz dans [139, Page 144| a prouvé la derniére formule avec le meilleur terme d’erreur
(66) O (z(log z)?*(loglog :c)4/3) :

Montgomery et Vaughan dans [96, Théoréme 2.1, page 36| ont étudié la somme > _ ¢(n)/n et
ont prouvé que, pour x > 2 -

Z e = —x + O(log z).

n<x
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Il existe de nombreuses généralisations, extensions et fonctions analogues a la fonction d’Euler
dans le contexte de semi-groupes arithmétiques, groupes finis, les corps de nombres algébriques,
semi-groupes, anneaux commutatifs finis et domaines de Dedekind finis. Alors, il semble intéressant
de généraliser la fonction d’Euler du point de vue purement analytique en utilisant les fonctions
L de maniére similaire a dans le cas classique de la fonction zéta de Riemann . Par exemple,
dans la suite, nous définissons la fonction phi d’Euler ¢, (n) associée aux fonctions automorphes
L(s, ), ou 7 est une représentation automorphe irréductible parabolique (cuspidale) unitaire de
GLxn(Q). Par ailleurs, nous étudions les propriétés asymptotiques pour ¢, (n) et nous montrons
quelques résultats sur la fonction de sommation ) _ ¢-(n) semblable & sans ou sous
I'hypothése de Riemann. N

Dans [84, Mazhouda-Omar, Analysis (2014)], on suppose que la conjecture de Ramanujan qui
affirme que pour tout nombre premier non ramifié p, |o, ;(7)| = 1.

On définit la fonction d’Euler associée a L(f, s) comme suit/[]

1
%(H)I"Hma
pln P

b -1 (1- 242
Soit -
(67) = (1= 1)
et
(68) DW:%H<1—%).

Le premier résultat principal de [84, Mazhouda-Omar, Analysis (2014)] est indiqué dans le théoréme
suivant.

Théoréme 52. [84) Mazhouda-Omar, Analysis (2014)]E| Sous la conjecture de Ramanujan, pour
r>1,0na

Z ¢x(n) =Dy 2>+ O (z(logz)") .

n<x

Définissons la fonction Ey(x) comme suit

Er(2) =) ¢x(n) — Dy a”.

n<x

4. On peut prendre L,(1,7)/L,(2,7) dans la définition du facteur local plutét que 1/L,(1,7) pour prendre
Iopération de "somme de diviseurs " au lieu de 'opération "* phi d’Euler".

5. Pour obtenir un meilleur terme d’erreur comme prouvé par Walfisz [I39] dans dans la formule asympto-
tique de la fonction phi classique, nous avons besoin de plus d’informations sur la région sans zéro de L(s, ) (par
exemple similaire & la région sans zéros de Vinogradov utilisée par Walfisz) plutot que de la région sans zéros de
type Landau.
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Théoréme 53. [84, Mazhouda-Omar, Analysis (2014)] Sous la conjecture de Ramanujan, pour
z>1,o0na

/x|Eﬂ(z)]2dz:6— Cr 2?4+ O (wemervoer)
1
ol
() — 1
(69) Cﬂ=1;[<1+1’p?—_1

et ¢y est une constante positive en fonction de .

Un résultat similaire a été établi par Chowla [I0] dans le cas de la fonction phi d’Euler classique
2
Sotn) - £+

(n), pour x > 2
1 3
dy=— 2"+ O .
/ o Y b2 (log4a:>

Notons que, sous I'hypothése de Riemann, le terme d’erreur dans le Théoréme [66] peut étre rem-
placé par O(z'4/°€), ot € > 0 est arbitraire. En outre, comme conséquence de ces deux derniers
théoremes [69] et [66], pour  — oo, on a

| Ex ()] = ().

10. DISTRIBUTION DES ZEROS DES FONCTIONS L SUR LA LIGNE CRITIQUE

Dans [79, Mazhouda-Omar, Uniform Distribution Theory (2013)], on montre que sous ’hypo-
thése de Riemann, les zéros des fonctions L de la classe Selberg sont uniformément répartis sur
la ligne critique Re(s) = 1/2, lorsque le conducteur est suffisamment grand et le degré de ces
fonctions L grandit avec le conducteur analytique.

On appelle une suite { F;(S) }x=12.. +00 de fonctions L de la classe Selberg une famille si dj, = dp,
tend vers U'infini. Une famille {F;(s)}r=12, +0 de fonctions L de la classe Selberg est appelée
asymptotiquement exacte si la limite

lim log qr, -
k—+oo log qp, + logdy

existe. Elle est appelée asymptotiquement mauvaise si 7 = 0 et asymptotiquement bonne sinon.
Soit {Fi(s)} k=12, +0o une famille de fonctions asymptotiquement exacte dans la classe Selberg de
degré di. Pour chaque F}, on définit la mesure
Z (o)
1

ou t(p) = 1(p — 3), et p parcourt tous les zéros non-triviaux des fonctions F,. Ici é, désigne la
mesure atomique (Dirac) en a. En supposant que ’hypothése de Riemann, ¢(p) est réel et Hp, est
une mesure discréte sur R.

Le résultat principal de [79, Mazhouda-Omar, Uniform Distribution Theory (2013)], exprime la
limite de la distribution des zéros des fonctions L de la classe de Selberg.

Théoréme 54. [79, Mazhouda-Omar, Uniform Distribution Theory (2013)] Soit { Fi(s) }r=12, +c0
une famille de fonctions de la classe de Selberg de degré dy, tel que g, — +00. Sous U’hypotheése de
Riemann et dans ’espace des mesures de croissance lente sur R, la limite

H= lim Hy,= lim Hp

k—+4o00 dp,—r+o0

Hp

Fi.

log qr, i

existe.
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11. DISTRIBUTION DES VALEURS DES FONCTIONS L SUR SES a-POINTS

11.1. Distribution des valeurs de (’(s) sur les a-points de ((s). Nombreux théoriciens des
nombres ont étudiés les zéros de la fonction zéta de Riemann. Le premier qui a investigué ce sujet
était Bernard Riemann en 1859. Ensuite, Bohr et Jessen ont développé en 1932 I'étude de ces zéros
afin d’obtenir des résultats asymptotiques concernant les racines de I’équation ((s) = a, ot a est un
nombre complexe quelconque. Influencés par ces études, Levinson a amélioré en 1975 ces travaux
et il a traité la répartition de ces racines. Récemment, en 2007, Steuding [I31] étend 1’étude de ces
racines a une large classe de séries de Dirichlet qui possédent des propriétés analytiques communes.

Soient s = o + it et a un nombre complexe. Les racines de I’équations ((s) —a = 0, sont appelés
les a-points de la fonction ((s) et seront notés p, = B, + 7,. Les a-valeurs sont en relation avec les
zéros triviaux de la fonction zéta de Riemann, en effet : Il existe un entier ng(a) tel que la fonction
((s) — a admet un zéros assez proche de s = —2n pour tout n > ng(a). De plus, il y a au plus
un nombre fini de zéros de ((s) — a autres que ces zéros et qui sont dans {s € C; Re(s) < 0} et
il existe une constante A = A(a) > 0 telle que ((s) — a # 0 pour tout s, Re(s) > A. Les zéros
de la fonction ((s) — a vérifiant Re(s) < 0 sont nommés les a-points triviaux de la fonction zéta
de Riemann, les autres sont dits les a-points non-triviaux. Ces derniers sont situés dans la bande
0 < Re(s) < A, avec A un réel strictement positif qui dépend de a. Leurs nombres satisfont une
formule de type Riemann-von Mangoldt (voir [60] ou [I3I] pour les fonctions L de la classe de
Selberg ot la fonction zéta est un élément)

(70) NJT)= > 1:1109;

2m
0<va<T; Ba>0

{ 2 if a=1,
C, = )
1 sinon.

Nous observons que ces formules asymptotiques sont essentiellement indépendantes de a et que

N,(T) ~ N(T), T — o0,

O(logT

ou

ou N(T) = No(T) désigne le nombre de zéros non-triviaux p = /3 + iy satisfaisant 0 < v < 7.
N(T)
loglogT

Levinson [60] a montré que tous sauf O( ) des a-points de parties imaginaires dans

T < t < 2T sont situés dans la région |Re(s) — 1| < (loglolz—gTT)?

autour de la ligne Re(s) = 1.

. Ainsi, les a-points sont regroupés

Dans [40, Jakhlouti-Mazhouda, Uniform Distribution Theory (2014)], on s’intéresse a la somme

Z C, (pa) Xpa)
pPa=PBa+iVa; 0<V<T
ou X est une constante positive fixée. La méthode est basée sur une formule indiquée par
Garunkstis et Steuding [28] avec le choix de la fonction f(s) = ('(s)X?.

Il y a plusieurs raisons pour lesquelles la derniére somme ci-dessus est intéressante. La premiére
est, 'estimation de cette somme peut étre utilisée pour étudier la distribution normale des valeurs
de log |¢'(pa)|, la seconde est d’étudier la distribution verticale de a-points de (. Rappelons que dans
le cas de a = 0, récemment Hiary et Odlyzko [33] ont étudié la partie principale de la conjecture
sur la distribution normale des valeurs de log ‘C (% + z'%) ; pour cela ils se sont intéressés a la

somme
1 )
N . 2minx
> (5t

T<vn<T+H
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comme fonction de x, ou p = 3 + iy désigne les zéros non-triviaux de ( et -, est la n-iéme partie
imaginaire positive de zéros de ((s). Ils ont approximé la derniére somme par

1 -
Z C/ (5 + Z'fyn) 627”7"967
T<'Yn<T+H

ou vV, = 27r% log 5~ L Des sommes similaires ont été étudiées par Steuding [132], pour tout réel
positif x # 1 et si T — 00,

> 1 = (a(z) = zA(1/z)) 1 +0 (T%+6> ,
pa=PBa+1Va; 0<va<T
avec a(x) et A(x) sont les coefficients (respectivement) dans les séries de Dirichlet de
C(9)/(C(s) —a) =Y a(mn™ et {(s)/C(s) =) Aln)n
n>2 n>2

si x = n oux = 1/n pour certain entier n > 2, et zéro sinon. En outre, il en déduit que pour
tout complexe a, les ordonnées 7, des a-points sont uniformément distribués modulo 1. De plus,
Garunkstis et Steuding [28] ont montré que si 7' — oo, alors

Z C'(pa) = <l—a)£log £+(Co—1+2a)2£10g£

2 2 2 27
pa; 0<va<T
T
(71) + (1—CO—C§+301—2a)2—+E(T),
T
ot C,, désigne les constantes de Stieltjes[f et
@ (T%“) sous I’hypothése de Riemann,
E(T) =
@) <T6’Cvlog T) inconditionnelle.

Grace a la formule précédente (71)), ils ont conclu que le terme principal décrit comment les
valeurs ((1/2 + il) se rapprochent en moyenne de la valeur a dans le plan complexe.

Le résultat principal du papier [40, Jakhlouti-Mazhouda, Uniform Distribution Theory (2014)]
est indiqué dans le théoréme suivant :

Théoréme 55. [40), Jakhlouti-Mazhouda, Uniform Distribution Theory (2014)] 1) Si X est un
entier > 1, alors

Z ¢’ (pa) X7
Pa; 0<va<T
1 T

T T T
= (=—a)—log>—+ (2 —1—log X)— log —
(2 “) 2r 108 5 +(2a+Co o8 X)5 los o

™

1 T
+ (1—2@—00—03—1-301—1- Z A(n)logm—(C’O—1+§logX)logX> Py

X=mn

+ O (Te_c‘/m> )
(72)

6. Les constantes de Stieltjes sont données par le développement de Laurent de la fonction ((s) en s = 1,
C(s) = Sil + Z;O:(](—l)"%(s — 1)™. Par exemple, Cp = limy_, 1 o (Zg 15— log N)




50

2)Si X = g est un nombre rationnel avec ¢ > 1, h > 0 et pged(h,q) =1, alors

o< 2T 2T
gp P(d)
Farg % 3ng {2" "Ly leer D Mgy, P<d>>}
] plq dlg,d#q

T plog?p  logp
—|—% 2aq—(00—1)10gq+01+§|q:<(p_1)2 —i—p_l)

F R SVIOe) o , g P(d)
Tomg i ;@(Q/(Qac)) (BO <q>1 & Bl( >> +%A < P(d)—l)

T [ P) P() P(d)(P(d)) log P(d)
o |2, M (P P = P a7l — sl )}

T _0 108D e - () o—CVIET
oo [losX (pqp +loggq d|qzd;£qA ¢0(P(d)))}+O<T 2 )

ot  est la fonction d’Euler, u est la fonction de Mobius, p décrit les nombres premiers, Cy et Cy
sont les constantes données dans ’équation (46)),

P(n) = p sin=7p" o p est un nombre premier et k est un entier > 1,
1 2 sinon,

Yo est le caractere principal mod %, By(w) et Bi(w) sont les constantes dans le développement de
la fonction zéta d’Hurwitz en s = 1 qui, pour 0 < w < 1, est définie par

Z(s,w :Z S+Si1+30(w)+31(w)(5—1)+...

=0

3) Si X est un nombre irrationnel positif satisfaisant | X —

Q)|

| < qg avec les entiers q, h>1et

pgcd(q, /ﬁ) =1, alors

T T T
> dpa) X = o [— log” — 4 2log —— — 2]

27 27 2
pa; 0<va<T
T =
(73) +0 <TA+ T \/T\/§> Dlog® T
q

ol

D = max 1.

k<zx an

Quand X = 1, on obtient le résultat de Garunkstis et Steuding [28] donné par I’équation (71)).
A savoir, quand a = 0, on obtient le résultat de Fujii [22]. Sous '’hypothése de Riemann, le terme
d’erreur dans le théoréeme peut étre raffiné comme dans le papier de Garunkstis et Steuding

28] 4 O (T%+E>.
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11.2. Distribution des valeurs de L'(s, x) sur les a-points de L(s,x). Dans [41], Jakhlouti-
Mazhouda, Bull. Korean. Math. Soc (2017)], on étend les résultats de [40, Jakhlouti-Mazhouda,
Uniform Distribution Theory (2014)] aux fonctions L de Dirichlet. Etant donnée une fonction L de
Dirichlet L(s, x) associée a un caractére primitive y mod ¢ et a un nombre complexe non nul. Les
zéros de L(s, x) — a, notés dans la suite par p, = Ba.y + Y4,y sSOnt appelés les a-points de L(s, x).
On note qu’il existe un a-point proche de tout zéro trivial s = —2n pour n assez large et sauf ces
a-points les autres sont en nombre fini et sont situés dans le demi-plan Re(s) = o < 0. Les a-points
avec (,, < 0 sont dits triviaux. Tous les autres sont localisés dans la bande 0 < Re(s) < A, o A
dépend de a et sont appelés les a-points non-triviaux. Leur nombre satisfait une formule de type
Riemann-von Mangoldt (on se référe a [131], §7.2] pour plus de détails sur la preuve qui est en fait
établie pour les fonctions L de la classe de Selberg dont la fonction L de Dirichlet est un élément
de degré un), plus précisément

T qT
4 N, (T) = 1= log T),
(74) W= X 1= (G5 ) o)
Pa,x; 0<Yax<T
Ba,x>0

ouc, =msia=1cetc, =1sinon, avec m = min{n > 2 : x(n) # 0}. Remarquons que cette
formule asymptotique est indépendante de a et que N, (T) ~ N (T) si T — oo, ou N,(T) =
No,(T) désigne le nombre de zéros non-triviaux p, = B, + iy, of L(s,x) vérifiant 0 < v, <
T. Gonek [30] a prouvé que, si 'hypothése de Riemann est vraie pour L(s, ), alors au moins
(2 4+ 0(1)) &= log & des a-points non-triviaux avec parties imaginaires dans [0, 7] de la fonction
L(s,x) sont simples et sont situées a gauche de la ligne Re(s) = 1/2.

Dans [41], Jakhlouti-Mazhouda, Bull. Korean. Math. Soc (2017)], on continue les investigations
de Fujii [22], Garunkstis & Steuding [28] et on étend les résultats ci-dessus établis récemment. Plus
précisément, on s’intéresse a la somme

Z L (Pa) XPox,

Pa,x; 0<'Ya,x§T

ou X est un nombre réel positif fixé et y mod ¢ désigne un caractére primitif. L’argument est
basé sur une formule établie par Garunkstis et Steuding dans |28, §6, Remarque ii)| ot on choisit
la fonction f(s) = L'(s,x)X*®. Il y a plusieurs raisons pour lesquelles la derniére somme avec
le paramétre X est intéressante. La premiére est, ’estimation de cette somme peut étre utilisée
pour étudier la distribution normale des valeurs de log |L'(pa,. X)|[] La seconde est d’étudier la
distribution verticale de a-points de L(s, x). Rappelons que dans le cas a = 0, récemment Fujii a
étudié dans [23] des sommes sur les zéros non-triviaux de L(s, x). Il a montré que, sous I'hypothése
de Riemann, pour X > 1

S0 XL/ i) = 1) - 600)] = { MO0 e

lim . o
si X est irrationnel,
0<~y<T

T—o00 T/27T

7. Dans les cas a = 0, pour étudier la distribution normale des valeurs de log|((1/2 + iv,)|, Hiary et Odlyzko
[33] ont étudié le comportement de la somme

Z C(1/2 + iy )€™
T<y, <T+H

comme une fonction de x avec p = § + iy désigne un zéro non-trivial de ((s) et v, est le n-iéme partie imaginaire
positive de p. Pour le faire, ils ont estimé la derniére somme par

ST /24 i)

T<vn<T+H

ol 7, = i’yn log %
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ou &(X) et M(X,x) sont des constantes. En outre, Garunkstis, Grahl et Steuding [29] ont ob-
tenu des informations plus précises sur la distribution de valeurs de la fonction L de Dirichlet en
considérant certains moments discrets

Z L(pa,xa @Z))

Pa,x;0<Ya,x<T'

Leur formule étend un résultat précédent de Fujii [23] 24].

Le résultat principal est énoncé dans le théoréme suivant :

Théoréme 56. [41], Jakhlouti-Mazhouda, Bull. Korean. Math. Soc (2017)| Soit X un nombre réel
positif. Alors

Z L (pay, x) X

Paxi 0<Va,x<T

T T T T T
= —a—log <q )+a_10g(q_>_a_
7r

21 2 2w ™
T qT T i T
— AX)y[AX)X]log (X)< —1 os | T T 52
(X)x [A(X)X]log ( ){47T 0g<27r) 47r+427r}
+ AX)x 5 D Aln)log
X=mn
X .
+ 75 3 BRI+ 5 X log(X) 3 log(R)(k)e e
\/ak<£ 2\/— ks
<L 727rX
1
= (o200 - T x 1o X) )e2imhX/a
(2\/6 g (X) Ty 8 Z X(k

k* 27rX

(75) — Y Y AR log(m)e* ™ 1 0 (VTlog'T)

ou A(X) est défini par

(76) ac0 = {

1 si X est un entier > 1,
0 sinon.

Remarque. Lorsque X = 1, on retrouve le résultat de Garunkstis et Steuding [28] dans le cas de
la fonction zéta de Riemann. A savoir, si ¢ = 1 et @ = 0, on obtient le résultat de Fujii [22].

11.3. Quelques sommes sur les a-points de la dérivée de la fonction zéta de Riemann.
En collaboration avec Tomokazu Onozuka de l'université de Nagoya (Japan), on étend le résultat
obtenu avec Jakhlouti [40, Jakhlouti-Mazhouda, Uniform Distribution Theory (2014)] au cas de la
dérivée j-ieme de la fonction zéta de Riemann (7). Plus précisement, dans [86, Mazhouda-Onozuka,
AGNT (2020)], on obtient le résultat suivant.

Théoréme 57. [86, Mazhouda-Onozuka, AGNT (2020)| Soient j,k € Z>o et a € C. Pour T
suffisament large, on a

T T\ .
Z ¢V = (=1)(8;,0 + adro + B(j, k))% (log %> + Ojka (Tlog’ T) ,

0<’ygk)§T
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ol 0.0 =1 sic =0 et 0 sinon et

. kE+1
B(Jak’):—m—fz j+1 i (2r) + 5! Z J+1

La somme sur r n’apparait pas dans le cas k = 0 et z, (r = 1,...,k) désignent les zéros de
Py(z) = Zf:o j_]v

11.4. Distribution uniforme des a-points de fonctions L de la classe de Selberg.
Beaucoup de théoriciens des nombres sont intéressés a la distribution horizontale ou verticale de
zéros. Cependant il y a aussi beaucoup d’intérét lors de la généralisation de cette distribution
a celle des a-points des fonctions L. Levinson [60] a été parmi les premiers qui ont traité la
répartition des a-points de ((s) sur la bande critique 0 < Re(s) < 1. Récemment, Steuding [132] a
démontré que pour tout @ un nombre complexe, les ordonnées v, des a-points de la fonction zéta
de Riemann sont uniformément distribués modulo un. De plus, dans son livre [131, Chap.7], il a
étendu I'étude de ces a-points & une large classe de série de Dirichlet qui possédent des propriétés
analytiques communes dont la fonction zéta de Riemann est le célébre exemple.

Le papier [42, Jakhlouti-Mazhouda-Steuding, Archiv der mathematik (2015)] porte sur I’étude
de la distribution uniforme modulo un des ordonnés des a-points des fonctions L. En fait, a partir
du lemme de Landau [59], et en se basant sur un résultat établi pour la fonction zéta de Riemann
par Steuding [132], on va étudier la répartition générale des valeurs des fonctions L de la classe
de Selberg S ayant la représentation en produit eulérien polyndmial et satisfaisant l’analogue de
I’hypothése de Lindelof. Ensuite, on va démontrer que les ordonnées de ses a-points sont réparties
uniformément modulo un.

Definition 58. On dit qu’une suite (x,)nen de nombres réels est distribuée uniformément modulo
1 si pour tout intervalle [cv, B] C [0, 1], la limite suivante existe.

1
i — < . = —
Jim S#{n <Nz {za} € o f)} =F - o,
ou {x} = x — [x] est la partie fractionnelle de x et [x] sa partie entiére.

Par ailleurs, un outil trés efficace pour démontrer la distribution uniforme dune suite de nombres
réels est le critére de Weyl [I41] : Une suite (x,,), de nombres réels est uniformément distribuée si
et seulement si pour tout entier naturel non nul m

(77) lim — Z elmen) — (),

N—)oo

oil e(®) := exp(2miz). Considérons ensuite le résultat suivant

Théoréme 59. [42, Jakhlouti-Mazhouda-Steuding, Archiv der mathematik (2015)| Soient a un
nombre complexe quelconque et x # 1 un réel positif et soit F' € SP° un produit eulérien polyno-
mial. Alors, lorsque T — o0,

Z xpa:{ap(x)—xm}d;_T+O< >;

pa=Ba+iva
0<y<T

ou les variables Ap et ap sont certains coefficients des séries de Dirichlet définies par[78 et[79

(78) - %(3) => Ap(n)n™  (Res>1),
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ot Ap(n) = b(n)logn est la fonction généralisée de la celle de von Mangoldt et 'autre est donnée
par

(79> F/(S)a :Zap(n)

ns
n>2

Ici et dans la suite, la constante implicite dans les termes d’erreurs peuvent dépendre de F, a et z.

Comme conséquence, on en déduit :

Théoréme 60. [42, Jakhlouti-Mazhouda-Steuding, Archiv der mathematik (2015)] Soit F' € SPo
un produit eulérien polynomial satisfaisant l’analogue de I’hypothese de Lindeldf, i.e., F(% +it) <
|t|€ si [t| = oo pour tout € > 0. Alors, pour tout nombre complexe a et tout réel o positif, la suite
av, des parties imaginaires des a-points non-triviaux de F est uniformément distribuée modulo
un. Dans le cas a = 0 l’hypothése de Lindeldf peut étre remplacée par la condition déduite de ;
si a # 0, alors, elle peut étre remplacée par la condition déduite de .

Si a = 0, on utilise un résultat d’ Akbary et Murty [I] qui affirme que la suite de parties
imaginaires des zéros non-triviaux de fonctions L d’une large classe est uniformément distribuée
mod un sous certaines hypotheéses. Plus précisément, ils ont montré que leur hypothése de moments,
a savoir 'existence d’un nombre réel £ > 0 tel que

1 /7
(50) 7| IFG P < explu(r),

0
ot ¢(T) est une fonction réelle positive arbitraire telle que ¢(T") = o(log T") et la constante implicite
peut dépendre de k£ et F', implique

0<y<T

B>%
De toute évidence, I’hypothése de Lindelof implique 'existence d’un k& pour lequel est vraie.
Si a # 0, on remplacer ce dernier par

1 /7

(81) T/ |F(3 +it) — a|** dt < exp(¥(T))
0

avec la méme hypothese sur k et 1.

Dans la suite, on donne une application du théoreme . Etant données deux suites monotones
positives de nombres réels a = (ay,), et b = (by)x, les deux étant réparties uniformément modulo un,
Akbary et M. Murty [I] ont alors prouvé que 'union des deux, & savoir la suite aUb := (ay, b )n
est uniformément répartie modulo un; ici la suite (an, by)nx est ordonnée selon la valeur absolue
de ses éléments. En fait, si V,(z) désigne le nombre d’éléments a,, de a satisfaisant a,, < z, alors

—1 1
Navo (IL‘) an,bzkﬁx(m<an7 bk)) B Na($> + Nb(l’) a;c(man) T I)k;v(mbk)
1 1
Na(2) a;c(man) + No(@) é(mbk) .

Par conséquent, le critére de Weyl implique lassertion. Alors, on déduit du Théoréme [60]le résultat
suivant.
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Corollaire 61. Soient ' € SP° un produit eulérien polynémial satisfaisant les conditions du
Théoréme[60, M € N, ay, ..., an, des nombres réels positifs arbitraires et ay,...,ay des nombres
complezes arbitraires. Alors, la suite

UlngM(ameam) = (alfyala cee 7aM7aM)

est uniformément distribuées modulo un. En particulier, les parties imaginaires de zéros de P(F(s))
sont uniformément distribués modulo un, ou P est un polynome non constant a coefficients com-
plexes.

L’affirmation concernant P(F'(s)) résulte de la factorisation

P(F) =]](F -ay)
J
avec certains nombres complexes a; et grace au théoréme fondamental d’algeébre et une application
de la distribution uniforme modulo un de 'union des parties imaginaires des a;-points de F'.

Partie 5. Travaux en cours

12. FORMULE EXPLICITE SUR LES CORPS DE FONCTIONSS ET APPLICATION : LES
COEFFICIENTS DE LI

Dans un travail [74, Mazhouda-Bllaca (2019)] en colaboration avec Kajtaz Bllaca de I'université
de Prishtina (Kosovo), nous formulons une formule explicite de la fonction zéta complétée pour
un corps de fonctions K de genre g sur un corps fini F,, analogue a la formule explicite de Weil.
Ensuite, nous donnons une formule arithmétique pour le n-éme coefficient de Li Ax(n) pour le corps
de fonctions K. De plus, comme application, nous donnons quelques formules pour les constantes
d’Euler-Stieltjes vk sur les corps de fonctions.

Les formules explicites codent une relation entre les propriétés analytiques de la fonction zéta
et les fonctions L, ainsi que les propriétés géométriques, algébriques, arithmétiques, etc. de 'objet
auquel la fonction est associée.

On commence par donner ’analogue de la formule explicite connue dans le cas de la fonction
zéta de Riemann classique pour la fonction zéta complérée £k

Théoréme 62. Soit G une fonction satisfaisant les conditions suivantes :
1. G € pBV(R) N LY(R).
2. G(x)el/2+9lel ¢ pBV(R) N LY (R), pour certain e > 0.
3. G(x) + G(—z) — 2G(0) = O(|log |z||~®), si © — 0, pour certain o > 2.

Soit g(z) = G(—logx), pour x > 0 et soit Z(K) l’ensemble des zéros non-triviaux de la fonction
zéta completée Ex. Alors, la formule

Jim > ord(p)M.g(p)
PEZ(K)
(82) | Im p|<A

-3 D050 (45 (L)) + 26000108

est vraie pour Mlg f G(z)e~G=Y22dy désigne la translatée par 1/2 de la transformée
de Mellin de la fonctwn g. Icz, gbBV( ) est l'espace des fonctions ¢ a variation bornées, pour une

fonction ¢ convenablement choisie.
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Notons vk (n) les coefficients apparaissant dans le développement en série de Taylor de la fonction
(log &k (s)) autour de s = 1,

(83) (log &k (s)) = glogq+ Y vi(n)(s — 1)

n=0

ou s est proche de 1 . Les coefficients v sont appelés les constantes d’Euler-Stieltjes de deuxiéme
espéces sur les corps de fonctions.

En applicant la formule explicite a une fonction test convenable, on exprime les coefficients
de Li en fonction des constantes g (n).

Bombieri et Lagarias montrent que si

_x n n\ (=1 I=1(p)l—-1 .
€ /Qlel (l)%’ st >0,

Gn(r) = n/2, si x=0,
0, six <0,
alors
o 1 .
F.(s) = Mign(s) = / Gp(x)e VDT = 1 — (1 - —> :
2 S

pour tout n € N, ou g,(z) = G,(—logx), pour x > 0.

Remarquons que la fonction F,(s) admet un pole en s = 1 lorsque n est negatif, et un pole en
s = 0 si n est positif. Grace a la formule explicite , on obtient une formule arithmétique des
coefficients de i Ax(n), donnée dans le théoréme suivant.

Théoréme 63. [74, Mazhouda-Bllaca (2019)| Pour tout n € N, on a
" /n
(84) Ak (n) :nglogq—l—lz1 (l)w{(l—l),

ot i (L — 1) sont définis ci-dessus dans (83).

Les constantes d’Euler-Stieltjes sont importantes a la fois dans la théorie des nombres théorique
et algorithmique, car elles apparaissent dans diverses estimations et comme résultats d’une analyse
asymptotique. Les constantes d’Euler-Stieltjes généralisées du second type, c’est-a-dire les coeffi-
cients dans I'expansion de la série de Laurent (Taylor) de la dérivée logarithmique de la fonction
zéta ou de la fonction L & s = 1, ont fait 'objet d’études dans de nombreux contextes différents.

13. REMARQUE SUR LA DISTRIBUTION DES VALEURS DE LA DERIVEE DES FONCTIONS L DE
DIRICHLET SUR SES a-POINTS

Dans un article récent [41, Jakhlouti-Mazhouda, Bull. Korean Math. Soc (2017)], nous avons
considéré une formule asymptotique pour la somme des valeurs de la dérivée de la fonction L de Di-
richlet prise sur ses a-points non triviaux. Dans un travail [91, Mekkaoui-Derbal-Mazhouda (2019)]
en colaboration avec Mohammed Mekkaoui et Abdallah Derbal de 1’Ecole Normale Supérieure de
Kouba (Algérie), nous étudions ici cette formule asymptotique dans un cas particulier lorsque le
paramétre X est multiple du conducteur gq.

Notons d’abord que si y est un caractére primitif et non principal, une simple conséquence du
Théoréme 1 de [41] Jakhlouti-Mazhouda, Bull. Korean Math. Soc (2017)| donne



57

3 L (e x) XPo

Pa,x; O<'Ya.,x§T

al T 1 T T
= ——log® | — 2a —alogg — ~log X | —1
o 0g <2W)+(a alogq 1 0g ) og (27r)

1 am T
J— JR— 2 _— ——_— —
+ (Qa(logq 1) —alog”q + log X (2 1 log \/6) E A(n)log(m ) o

X=mn

X 1 [ qT —eVIoET
X v () + oo,

ou [ est un zéro exceptionel de L(s, x) et le terme qu’il le contient n’existe que si ce zéro existe.

Plus précisement, on s’intéresse au cas ol x = X, est le caractére principal et on montre le
résultat suivant.

Théoréme 64. [91, Mekkaoui-Derbal-Mazhouda (2019)| Soit (X/q) un entier > 1. Soit x = xo le
caractére principal modulo ¢ > 1. On a

S L (pa0) X
Pa,x; 0<"/a,x <T

- (‘5(761; _a) - log? (%)

#(q) log(p) \ | T T
+ { (l—logq)—flogX—i-% —10gX—2+210gq+200+22p ;log o

pla

T
+{a (1+ logqg+ — log q) 7110gXlogq+ logX (57%) Z A(n) logm}

an

#(q) log(p) log(p) T
+ 2222 81+ log? q—flog X+ 7—710gq—C + logX+ | -14+Co+ logq p —
W P T S5 -

plq Pl
¢@ ) e o log(p)  plogie) [ T
+2\[{ Co — C§ +2C4 pz‘q i pzlq(p_ )2}7r

q

Z x(r) {Bo r/a)loga — Bi(r/q) + "5 } Ly o(reevmsT)

ou, pour n > 0, les C,, designent les coefficients de Stieltjes et sont donnés par la formule

1
(85) C(s)=—1+Co+C’1(s—1)+
By et By sont les constantes de [’expansion de la fonction zéta de Hurwitz donnée par la formule
1 1
(86) ((s,w) = (w) + Bi(w)(s — 1) + ....

wS -1

et ¢ est un nombre réel positif.

14. SUR CERTAINES SOMMES AUX a-POINTS DES DERIVEES k-IEMES DES FONCTIONS L DE
DIRICHLET

Dans un travail [92, Mekkaoui-Derbal-Mazhouda (2019)| en colaboration avec Mohammed Mek-
kaoui et Abdallah Derbal de 'Ecole Normale Supérieure de Kouba (Algérie), nous donnons une
formule asymptotique pour les sommes
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S L9 x) et Yoo LYEW. ) si T — o0
PO 0<U<T PRt
ol j et k sont des entiers non négatifs et p((zk}( désigne un a-point de la k-iéme dérivée L*) (s, ) et

®) _ 1 (%)
Yax = Im(pay).

La premiére somme étend le résultat de Karabulut et Yildirim [51] & la dérivée k-iéme des
fonctions L de Dirichlet et est évaluée dans le théoréme suivant.

Théoréme 65. [92, Mekkaoui-Derbal-Mazhouda (2019)] Soent k, j € N deux entiers fizés et x un
caractére primitif modulo q. Alors, si'T — 00, on a

, . . T g\’ .
87 > L9 (PN) = (<1 (G0 + B k)5 (log %> + 0 (T (logqT")
pgf); 0<7>(<k)§T
ol 00 = 1si j =0 et 0sinon et B(j, k) est défini par
k k

. k+1 . e _ 1

(88) B(J,k):—m—]! Fpk(zr)‘F]!ZF,
r=1°" r=1 T

Du théoreme 65, nous obtenons notre résultat principal

Théoréme 66. |92, Mekkaoui-Derbal-Mazhouda (2019)] Soient k,j € N deuz entiers fixés, a un
nombre complexe et x un caratére primitif modulo q. Alors, si T — oo, on a

(89) > LY (") x) = (—1) (80 + adeo + B, k:))% (log _)

k k
pFs 1< <

Ici, la constante implicite dans le terme d’erreur peut dépendre de a.

15. REFORMULATION DU CRITERE DE LI DANS LA CLASSE DE SELBERG

Dans [87, Mazhouda-Sodaigui (2019)] et [88, Mazhouda-Sodaigui (2019)] en colaboration avec
le professeur Bouchaib Sodaigui de 'université de Valenciennes (France), on donne une autre
extension de critére de Li ainsi que les coefficients de Li pour les fonctions L de la classe de
Selberg. Soient F' une fonction de la classe de Selberg S et a un nombre réel différent de 1/2.

Considérons la somme
p—a \"
)\ = 1— _—
el ) Z{ (p+a—1) }

p

ol p décrit les zéros non-triviaux de F.

Dans [87, Mazhouda-Sodaigui (2019)], on montre que 'hypothése de Riemann généralisée
est équivalente a la positivité des "coefficients de Li modifiés" ou "coefficients de Li-Sekatskii"
Ap(n,a), pour n =1,2,.. et a < 1/2. De plus, on donne une formule arithmétique et asymptotique
de ces coefficients.

Une reformulation de critére de Li pour la classe de Selberg est donnée dans le théoréme suivant.
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Théoréme 67. [87, Mazhouda-Sodaigui (2019)|f| Soient a un nombre réel tel que a < 1/2 et
F € 8% une fonction telle que a ¢ Z(F). Alors, tous les zéros non-triviaur de F sont situés sur la
ligne Re(s) = 1/2 si et seulement si Re(Ap(n,a)) > 0 pour tout n € N.

Remarque. Grace aux Théoréme [67] et la note de bas de page 8, on n’a pas besoin d’appeler ce
critére comme dans la définition originale de Li [61] dans le cas classique de la fonction zéta de
Riemann " critére de positivité de Li".

Une formule arithmétique de Ag(n,a) est donnée dans le théoréme suivant.

Théoréme 68. [87, Mazhouda-Sodaigui (2019)] Soit F' € S non nul sur Re(s) = 1. Pour a <0
un nombre réel. On af)

Arp(—n,a)
S A v i)

" (2a — 1) Ar(k) . 4 l—1 — log" X
i () l—1|xlirfoo{ pima 108 k- Zk
=1 k<X

=0

oo

T )\ —.I—/J/
d 1
n(1 — 2a) z;)\Za)\ Zm+A Ty
J

+o0 1

*ZZ() (U =200) 2 = )

7j=1 1=2

Par la méthode des point col et la théorie de 'intégrale de Norlund-Rice, on déduit une formule
asymptotique des coefficients de Li modifiés équivalente a I’hypothése de Riemann.

Théoréme 69. [87, Mazhouda-Sodaigui (2019)] Soit F € F € 8¥. Pour a < 1/2, a # 0, on a,
HR

—

2
Oa (\/ﬁlog n) )

ot vy désigne la constante d’Fuler.

Ae(na) = (1 _ a) dpnlogn + {%F (v—1—log(1 — 2a)) + %log(AQ%)} (1- 2a)n

Les Théorémes (68 et [69] sont montrés autrement dans [88, Mazhouda-Sodaigui (2019)].

8. Si on suppose a > 1/2, alors le critére de Li modifié est écrit comme suit :
tous les zéros non-triviaux de F' sont situés sur la ligne Re(s) = 1/2 si et seulement si Re(Ap(n,a)) < 0 pour tout
n € N.

9. Si a =0, on en déduit Ap(—n,0) = Ap(—n) comme établi dans [82, Theorem 2] ou [129].
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Partie 6. Cours, articles de présentation et co-encadrement
16. INTRODUCTION A LA CLASSE DE SELBERG

Le premier travail de présentation [69] est une partie de cours de Master en collaboration avec
le Professeur Fethi Ben Said (année universitaire 2011-2012) sur la théorie des fonctions L, en
particulier, sur les fonctions L de la classe de Selberg. Une premiére partie présente la théorie
classique des fonctions L (la classe de Selberg et comme exemple la fonction zéta de Riemann).
Une deuxiéme partie présente, notamment, le trés récent critére de Li concernant ’hypothése de
Riemann ainsi que ses généralisations.

17. CRITERE DE LI ET L’HYPOTHESE DE RIEMANN

Le second travail de présentation (note de lecture au LIPN, Université Paris 13) [68] porte sur le
critére de Li et I’hypothése de Riemann dans le cas classique de la fonction zéta de Riemann. L’ob-
jectif de mon texte est de présenter, & un public non spécialiste (notamment des informaticiens),
ce critére dans le cas de la fonction ¢ jusqu’a ces derniers développements.

18. CO-ENCADREMENT

En collaboration avec le professeur Fathi Ben Said de 'université de Monastir (Tunisie), j’ai
encadré deux étudiants en master :

(1) Khadija Mbarki : Equirépartition des coefficients de Fourier des fonctions L de
puissances symétriques
(Faculté des sciences de Monastir, Mai 2012)

Résumé : Ce mémoire est constitué de cinq chapitres. Dans le premier, on donne un survol de
la théorie des formes modulaires et des opérateurs de Hecke en rappelant quelques résultats
qui vont étre utilisés tout au long de ce mémoire. Dans le second chapitre, on définit les
fonctions L de puissances symétriques et on cite certaines de ses propriétés analytiques;
ensuite, on présente les travaux établis concernant les fonctions L de carrés symétriques. On
finit ce chapitre par donner des formules de traces que nous serviront par la suite. Dans le
troisiéme chapitre, on étudie I’équirépartition et I’équirépartition harmonique des coefficients
de Fourier des fonctions L de puissances symétriques d'une forme primitive. Plus précisément,
on montre le résultat de I’équirépartition dans le cas des fonctions L des formes modulaires
et de carrés et de cubes symétriques et le résultat de I’équirépartition harmonique dans le cas
des fonctions L des formes modulaires et de carrés symétriques. Dans le quatriéeme chapitre,
on s’intéresse au changement de signes de la suite des coefficients de Fourier des fonctions L de
puissances symétriques d’une forme primitive en donnant une borne de premier changement
de signes de ces coefficients et en mesurant la longueur de la suite des coefficients qui ont le
méme signe. Par absence des travaux dans le cas des puissances qui sont supérieures a deux,
on analyse seulement le cas des fonctions L des formes modulaires et de carrés symétriques.
Le dernier chapitre est un annexe dans lequel on rappelle quelques résultats arithmétiques
et analytiques que nous avons utilisés au cours de ce travail.

Mots-clés : Formes modulaires, opérateurs de Hecke, fonctions L de puissances symétriques,
formule de traces, coefficients de Fourier, équirépartition, équirépartition harmonique.

(2) Med. Taib Jakhlouti : Les a-valeurs des fonctions L
(Faculté des sciences de Monastir, Mai 2012)
Résumé : Ce mémoire est constitué de six chapitres. Le premier chapitre est une mise en
place de tous les objets nécessaires a la lecture de ce mémoire, ot on rappelle des résultats
fondamentaux concernant la fonction zéta de Riemann ainsi que les fonctions L de Dirichlet.
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Dans le second chapitre, on définit les a-valeurs de la fonction zéta de Riemann ainsi que de sa
dérivée et des fonctions L de Dirichlet, en mettant 'accent sur la répartition de ses a-valeurs
dans le plan complexe, on étudie ainsi les fonctions de comptage de ces a-valeurs, on établit
une formule de type Riemann-von Mongoldt et on étudie quelques résultats concernant ’ordre
de multiplicité de ces a-valeurs. Dans le troisiéme chapitre, on commence par étudier des cas
particuliers basés essentiellement sur la méthode de Conrey, Ghosh et Gonek. On s’intéresse
ensuite a la méthode de Steuding afin de démontrer deux théorémes remarquables, I'un
détermine la somme sur les a-valeurs de la fonction zéta et 'autre établit la somme des a-
valeurs de la fonction zéta de sa dérivée. Dans le quatriéme chapitre, on expose des théoremes
de densité de quelques ensembles dans C™, n > 1 et on établit le lien entre ces théorémes et
les a-valeurs. Dans le cinquiéme chapitre, on étend la notion des a-valeurs a une large classe
de séries de Dirichlet vérifiant des propriétés analytiques similaires et contenant ’exemple
typique, la fonction zéta de Riemann. Cette classe est connue sous le nom "la classe de
Selberg". Enfin, le dernier chapitre est un annexe dans lequel on rappelle quelques résultats
analytiques et arithmétiques que nous avons utilisés au cours de ce travail.

Mots-clés : Fonction zéta de Riemann, hypothése de Riemann, classe de Selberg, a-valeurs,
distribution des a-valeurs, densité.

Aussi, en collaboration avec le professeur Fathi ben Said, j’ai encadré les deux étudiants cités
ci-dessus en thése. L’étudiante Khadija Mbarki a soutenu sa thése intitulée

Coefficients de Dirichlet des fonctions . de puissances symmeétriques

en 2017 avec deux papiers publiés [75] & Functiones et Approximato (2017) et a Intgers (2016), en
collaboration aussi avec Jie Wu de ["université Loraine (Nancy, France) et le professeur Alexendre
Ivic de Beograd (Serbie). Alors que pour I’étudiant Med-Taib Jakhlouti a soutenu aussi sa thése
intitulée

Sur la distribution des valeurs des fonctions L sur ses a-points

en 2017 avec trois papiers publiés [40], [41], [42] en collaboration avec le professeur Joern Steuding
de l'université Wiirzburg (Allemagne).

Co-encadrement en cours.

En collaboration avec le pofesseur Bouchaib Sodaigui de I'université de Valenciennes (France),
on encadre un étudiant en mastére sur le sujets suivant :
Sujet. L’approche de Voros pour I’hypothése de Riemann.
Description du sujet : Dans un travail récent de Voros, le critére de Li est transposé en une
nouvelle suite de coefficients dans le développement de la fonction zéta de Riemann basée au
point 1/2. De plus, Voros a trouvé des sommes incluant certaines puissances de (s — 1/2) sur les
zéros de la fonction zéta de Riemann, dont la positivité est équivalente a 'hypothése de Riemann.
Sekatskii a analysé et modifié les sommes de Voros.
Pour aborder ce sujet.
- On devrait avoir une connaissance sur la théorie analytique des nombres et la théorie des
fonctions (analyse complexe) ; en particulier, une connaissance de base sur la fonction zéta serait
utile.
- On devrait étudier l'article de Voros et fournir une preuve détaillée autoécrite de tous les
résultats dans ce document (et tout ce qui est implicitement nécessaire).
- On pourrait aussi essayer d’étendre les résultats aux fonctions L de Dirichlet ; le cas des fonctions
L de degré supérieur serait extrémement intéressant, mais cela semble étre une tache trés difficile.
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En collaboration avec la pofesseure Lejla Smajlovic de 'université de Sarajevo (Bosnie-
Herzégovine), on a donné un cours cette année universitaire 2019-2020 sur la théorie des fonctions
L et les relations avec I’hypothése de Riemann. De plus, on encadre un étudiant en masteére sur le
sujet suivant :

Sujet. Fonctions Superzéta et applications. Le but du sujet est de comprendre les différents
types de fonctions superzéta telles qu’introduites par Voros dans son livre [138]. A savoir, Voros
introduit trois types de fonctions superzéta et, dans le chapitre 10 de son livre traite des extensions
possibles & d’autres classes de fonctions zéta et L.

On pense que le contenu du mémoire du Master pourrait étre le suivant :

(1) La classe de Selberg et la classe de Selberg étendue. Dans cette section, on pourrait discuter
des propriétés de la classe de Selberg et la classe de Selberg étendue, comme indiqué par
exemple par Kaczorowski et Perelli. Un accent particulier devrait étre mis sur les zéros
(Pemplacement et le comptage).

(2) Fonctions zéta construites a partir de zéros d’autres fonctions de type zéta. Dans cette section,
on pourrait réécrire en termes mathématiquement précis les sections 1 et 2 du livre de Voros.

(3) Fonctions Superzéta pour la classe de Selberg et applications. On pourrait discuter des fonc-
tions superzéta associées aux fonctions de la classe Selberg, comme présenté par Lejla Sma-
jlovic.

i) Expliquer 'application de cette fonction au calcul des H-invariants dans la classe Selberg.
ii) Expliquer comment les valeurs spéciales des fonctions superzéta sont liées aux coefficients
de Li dans le classe de Selberg (en imitant les résultats du chapitre 11 de livre de Voros).
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Titre : Quelques aspects analytiques des zéros des fonctions L.

Résumé : Le mémoire de 'HDR présente une sélection de mes activités de recherche ayant
consisté a étudier théoriquement et numériquement les zéros non-triviaux des fonctions L sur
la ligne critique Re(s) = 1/2, ou s est un nombre complexe. Les travaux variés présentés sont
groupés en quatre parties. Les trois premiéres parties portent sur 1’étude de quelques relations
équivalentes a I’hypothése de Riemann (HR) pour les fonctions L de la classe de Selberg, les
fonctions L automorphes et les fonctions zéta associées aux corps de fonctions. Dans la premiére
partie on étend le critére de positivité de Li & ces fonctions L. Dans la deuxiéme on présente le
critére de Cardon et Robert et on reformule HR pour une large classe de séries de Dirichlet (classe
de fonctions L automorphes) en utilisant la théorie des polynomes orthogonaux. Dans la troisiéme
on donne une autre approche de HR pour les fonctions L de la classe (ou sous-classe) de Selberg
en utilisant les fonctions super-zéta construites par les zéros d’une fonction de la classe de Selberg.
La quatriéme partie est consacrée a des travaux sur la distribution des zéros nontriviaux des
fonctions L sur la ligne critique Re(s) = 1/2, ainsi que I’équirépartition et le signe des coefficients
de Fourier des fonctions L de puissances symétriques. Des sommes sur les a-points de quelques
fonctions L (i.e., les racines de 'équation L(s) — a = 0, ou a est un nombre complexe) ainsi que
leurs dérivées k-iémes sont aussi étudiées.

Mots-clés : La classe de Selberg, I’hypothése de Riemann, le critére de Li, répartition des zéros,
formes modulaires et fonctions L associées, a-points de fonctions L.



	Partie 1. Le critère de Li
	1. Critère de Li et l'hypothèse de Riemann dans la classe de Selberg
	2. Autres relations équivalentes à l'hypothèse de Riemann
	2.1. Représentations de Re(F(n)) équivalente à HRG
	2.2. Une formule intégrale des coefficients de Li généralisés
	2.3. La HRG et les constantes d'Euler-Stieltjes généralisées de deuxième espèce
	2.4. Application aux fonctions L automorphes

	3. Application du critère de Li
	3.1. Première application
	3.2. Deuxième application

	4. Critère de Li dans le corps de fonctions et application
	4.1. Fonction zêta associée à un corps de fonctions
	4.2. Définition et formules arithmétiques des coefficients de Li dans le corps de fonctions
	4.3. Formules asymptotiques et intégrales des coefficients de Li
	4.4. Application

	5. Cas de fonctions L de Hecke
	6. Les -Li coefficients associés aux fonctions L automorphes

	Partie 2. Le critère de Cardon et Robert
	Partie 3. Le produit régularisé des zéros
	Partie 4. Autres travaux
	7. Moments de fonctions L
	8. Coefficients de Fourier de fonctions L
	8.1. Équirépartition des coefficients de Fourier de fonctions L
	8.2. Le premier coefficient négatif des fonctions L de puissances symétriques

	9. La fonction  d'Euler associée aux fonctions L automorphes
	10. Distribution des zéros des fonctions L sur la ligne critique
	11. Distribution des valeurs des fonctions L sur ses a-points
	11.1. Distribution des valeurs de '(s) sur les a-points de (s)
	11.2. Distribution des valeurs de L'(s,) sur les a-points de L(s,)
	11.3. Quelques sommes sur les a-points de la dérivée de la fonction zêta de Riemann
	11.4. Distribution uniforme des a-points de fonctions L de la classe de Selberg


	Partie 5. Travaux en cours
	12. Formule explicite sur les corps de fonctionss et application: les coefficients de Li
	13. Remarque sur la distribution des valeurs de la dérivée des fonctions L de Dirichlet sur ses  a -points 
	14. Sur certaines sommes aux a-points des dérivées  k-ièmes des fonctions  L  de Dirichlet
	15. Reformulation du critère de Li dans la classe de Selberg

	Partie 6. Cours, articles de présentation et co-encadrement
	16. Introduction à la classe de Selberg
	17. Critère de Li et l'hypothèse de Riemann
	18. Co-encadrement
	Références


