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Estimations d’erreurs a posteriori
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chance pour le laboratoire que de pouvoir compter sur elle pour la gestion du secrétariat.
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Introduction

Aujourd’hui, l’approximation des équations aux dérivées partielles constitue une thématique
de recherche de première importance. Grâce à la concomitance entre d’une part le développement
de modèles toujours plus fiables associés à des méthodes numériques de résolution toujours plus
performantes et, d’autre part, l’évolution constante des moyens de calcul à disposition des scien-
tifiques, ce début de 21ème siècle voit progresser de façon considérable la compréhension de
phénomènes complexes modélisés par des équations aux dérivées partielles. On peut citer par
exemple les vastes champs d’application que constituent la météorologie, la dispersion de pol-
luants, l’industrie aéronautique, automobile ou ferroviaire, les phénomènes de combustion, la
propagation d’ondes électromagnétiques, la modélisation des marchés financiers ou des risques
liés à certaines situations. Les travaux de recherche présentés dans ce mémoire se partagent en
deux parties. La première est consacrée à la simulation et au contrôle de divers écoulements
modélisés par les équations de la mécanique des fluides visqueux. La seconde traite du contrôle
a posteriori de l’erreur commise en approchant la solution d’un système d’équations par l’utili-
sation d’une méthode d’éléments finis.

Dans le chapitre 1, nous présentons tout d’abord une condition aux limites artificielle de
sortie d’écoulement pour les équations de Navier-Stokes modélisant l’écoulement d’un fluide
compressible. Cette condition aux limites est utilisée lorsque, pour simuler un écoulement ex-
terne, il est nécessaire de tronquer le domaine de calcul. L’objectif est de réussir à faire passer de
grosses structures tourbillonnaires à travers une frontière artificielle sans qu’elles ne perturbent
la solution à l’intérieur du domaine de simulation. Une fois cet outil en main, nous nous sommes
intéressés à la dynamique tourbillonnaire s’instaurant au dessus d’un dièdre en régime subso-
nique. Nous en avons donné quelques éléments de caractérisation, essentiellement en fonction du
nombre de Reynolds. Cela nous a conduit à développer des outils de diagnostic. Nous avons mis
en évidence l’existence de plusieurs zones distinctes, correspondant chacune à un comportement
spécifique du fluide, et le procédé de formation et de détachement tourbillonnaire a été analysé
avec attention. Considérant ensuite les équations de Navier-Stokes pour un fluide incompres-
sible à densité variable, nous avons proposé un nouveau schéma numérique de résolution, dans
le cadre du projet SIMPAF de l’INRIA Futurs de Lille. L’originalité de notre apport se situe
dans l’utilisation d’une technique hybride volumes finis/éléments finis basée sur un splitting en
temps. Les intérêts essentiels résident dans le fait de pouvoir utiliser une large variété de schémas
numériques dans ces deux classes de méthodes, et d’espérer pouvoir adapter facilement ce type
de schéma à l’approximation de modèles plus complexes suivant une loi de type ”faible Mach”.
Le point clé consiste à rendre chacune des deux méthodes choisies compatibles, en faisant en
sorte que la contrainte de divergence nulle sur la vitesse soit consistante aussi bien du point de
vue du schéma éléments finis que de celui du schéma volumes finis. Plusieurs travaux relatifs au
contrôle actif des écoulements ont alors été l’objet de notre travail. Aujourd’hui plus que jamais,
le contrôle des écoulements constitue un axe de recherche d’une importance capitale. Retarder
le détachement d’une couche limite ou réduire le coefficient de trâınée autour d’un profil consti-
tuent par exemple des objectifs économiques, industriels et environnementaux fondamentaux.
Nous avons commencé par le contrôle de l’écoulement au dessus du dièdre, ayant pour objec-
tif l’amélioration de l’effort de poussée exercé par le fluide sur le profil. Pour cela, nous avons
eu recours à un ou plusieurs jets pulsés judicieusement positionnés sur la paroi permettant de
mettre en oeuvre plusieurs stratégies de contrôle actif, soit en boucle ouverte, soit en boucle
fermée. Quatre techniques ont été explorées et leurs résultats comparés. Nous avons poursuivi
sur une série de travaux consistant à contrôler l’écoulement d’un fluide évoluant au dessus d’une
marche descendante, dans une configuration faiblement compressible et laminaire, puis dans une
configuration incompressible et transitoire simulée à l’aide d’une méthode vortex. Le procédé de
contrôle consiste, dans les deux cas, en l’imposition d’une vitesse pulsée à l’entrée du domaine de
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calcul. L’effet du contrôle est clairement mis en évidence qualitativement par l’analyse de la dy-
namique tourbillonnaire et quantitativement par celle de la longueur de la zone de recirculation
ainsi que de différents coefficients caractéristiques. Dans le cas transitoire, un contrôle utilisant
deux jets pulsés sur la paroi verticale de la marche a été également implémenté pour évaluer
l’efficacité d’une action locale au voisinage de la zone de décollement. Pour terminer ce chapitre
1, un dernier objectif a été d’aborder un problème moins académique que les précédents en se
penchant sur le contrôle d’un écoulement autour d’une géométrie baptisée ”corps de Ahmed”,
considérée comme une première approximation du profil d’un véhicule automobile. Ce travail
s’est inscrit dans un Groupe de Recherche CNRS impliquant des laboratoires universitaires et
des partenaires industriels, et se poursuit actuellement par le programme de recherche et d’in-
novation dans les transports terrestres financé par l’ANR et l’ADEME et mené par Renault
et PSA. Nous menons les investigations sur la localisation et l’utilisation d’un jet synthétique
positionné sur le culot du profil, ayant pour objectif de réduire significativement le coefficient de
trâınée du corps de Ahmed, et de permettre au véhicule ainsi modélisé une économie substan-
tielle de carburant.

Le chapitre 2 de ce mémoire traite des estimateurs d’erreur a posteriori pour les méthodes
d’éléments finis. Si, comme nous l’avons déjà dit, les simulations numériques permettent une
compréhension toujours plus précise des phénomènes physiques, la question de leur fiabilité
reste plus que jamais d’actualité. Lors de la ”Mathematics of Finite Elements and Applications
Conférence (MAFELAP)” à Londres en juin 2006, Ivo Babuska a exposé plusieurs accidents sur-
venus et causés par un manque de précision dans la prédiction numérique. Par exemple, comme
il le rappelle dans son ouvrage avec Strouboulis1, le cas d’une plate-forme off-shore d’extrac-
tion de gaz en mer du Nord, qui devait fournir 10% de la consommation d’Europe de l’ouest
pendant 30 ans. En Août 1991, un effondrement eu lieu et l’enquête mis en évidence que les
contraintes calculées servant à dimensionner les structures avaient été sous-évaluées de 47 %...
Un meilleur contrôle de la précision de la solution approchée obtenue par éléments finis au-
rait certainement pu éviter le sinistre. Si le problème d’une majoration fiable de l’erreur sur la
solution commise par l’utilisation d’une méthode d’élements finis est donc un élément crucial,
celui de sa minoration est également intéressant pour d’autres raisons, et mérite aussi d’être
abordé avec attention pour rendre la méthode numérique efficace. Ce chapitre débute par le
rappel du principe et de quelques outils relatifs aux estimateurs d’erreur a posteriori, afin de
fixer le cadre dans lequel les travaux de ce chapitre s’inscrivent. Il expose ensuite l’ensemble
des contributions que nous avons apportées sur les estimateurs d’erreur explicites résiduels. Un
premier travail a été de développer ces estimateurs pour l’équation de Stokes résolue par la
méthode mixte standard. L’originalité de notre contribution consiste en la généralisation de ce
type d’estimateurs au cas 3D et à celui des maillages anisotropes. Notre philosophie fait interve-
nir dans la majoration de l’erreur une ”mesure d’alignement”, rendant compte de l’alignement
de l’anisotropie de la solution avec celle du maillage. Dans la continuité, nous nous sommes
intéressés au même problème, mais résolu cette fois par l’utilisation de discrétisations de type
Galerkin Discontinues. Ces méthodes numériques permettent une plus grande souplesse dans la
constitution du maillage grâce à la discontinuité totale de la solution approchée d’une maille
à l’autre de la triangulation. Le point clé de notre contribution a été de définir une norme de
l’énergie appropriée pour obtenir une propriété d’approximation anisotrope, afin de parvenir à
des estimateurs fiables et efficaces. Les équations de Maxwell, régissant la circulation du courant
électrique dans un matériau, ont ensuite été l’objet de nos investigations, avec des objectifs simi-
laires. L’utilisation d’une décomposition de Helmholtz singulière, couvrant le cas des coefficients
caractéristiques de l’équation constants par morceaux, nous a permis d’obtenir ces estimateurs
grâce à une décomposition adéquate de l’erreur. Notre plus récente contribution concernant le

1I. Babuska and T. Strouboulis : The finite element method and its reliability, Oxford science publications,
2001.
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développement d’estimateurs sur maillages anisotropes a été consacrée à l’étude de la méthode
mixte pour la résolution numérique de problèmes du second ordre, avec en même temps l’ambi-
tion de nous affranchir d’une hypothèse de régularité trop forte sur la solution, généralisant ainsi
des travaux antérieurs disponibles dans la bibliographie. Sur maillages isotropes, deux problèmes
de nature différente ont été abordés. D’une part, l’obtention d’estimateurs d’erreur a posteriori
dans le cadre du couplage d’une méthode mixte et d’une méthode standard pour les opérateurs
du second ordre, permettant de scinder le domaine de calcul en deux sous-domaines, et d’utiliser
pour la résolution de la même équation sur le domaine entier une méthode numérique spécifique
à chacun des sous domaines. D’autre part, le développement d’estimateurs d’erreur a posteriori
pour la résolution par méthode mixte du problème du p-Laplacien, de nature non linéaire, in-
tervenant dans la modélisation mathématique d’un grand nombre de phénomènes physiques. Ce
problème est résolu par l’utilisation des éléments finis de Raviart-Thomas de degré 0 et par une
technique d’hybridisation.

Nous avons enfin, en plus des travaux jusqu’ici présentés, établi une propriété de compa-
cité discrète pour une approximation de Galerkin Discontinu du système de Maxwell sur des
maillages tétraèdriques. Cette contribution, en marge des travaux jusqu’ici évoqués, n’est pas
présentée dans ce mémoire.

Tous les travaux que nous avons développés dans le chapitre 2 ont systématiquement été
illustrés par l’utilisation du code de calcul Simula+2 (ou de l’une de ses versions antérieures),
développé en partenariat entre le Laboratoire de Mathématiques et Applications de Valenciennes
(LAMAV) et le Laboratoire de Physique et de Mécanique des Matériaux (LPMM) de l’ENSAM
de Metz. Nous avons eu comme objectif durant ces dernières années de mettre à disposition des
doctorants et chercheurs de nos laboratoires des bibliothèques de calcul développées en C++,
afin que chacun puisse se concentrer sur le développement spécifique de la partie de code qui lui
est propre sans avoir à reprogrammer un code déjà existant, tout en faisant bénéficier les autres
de son propre travail.

La présentation de ce mémoire est organisée comme suit. D’abord, le chapitre 1 expose l’en-
semble des travaux que nous avons développés relatifs à la simulation et au contrôle d’écoulements.
Puis, le chapitre 2 est consacré aux estimateurs d’erreurs a posteriori pour les méthodes d’éléments
finis. Enfin, le chapitre 3 donne quelques pistes pour les travaux de recherche futurs qu’il me
semble intéressant de mener dans la continuité de ce qui a déjà été accompli. Chacun de ces
chapitres se termine par une bibliographie qui lui est spécifique.

Avertissement sur les notations

Compte tenu de la présentation synthétique des travaux, et afin de ne pas alourdir la
rédaction de ce mémoire, la plupart des notations, relativement usuelles, n’ont pas été rappelées.
Cependant, en cas de besoin, celles-ci pourront être retrouvées rapidement dans la publication
correspondante mentionnée au tout début de chaque partie.

2Simula+, LAMAV Valenciennes/LPMM Metz, http ://www.univ-valenciennes.fr/lamav/Simula+
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1 Simulation et contrôle actif d’écoulements

1.1 Condition aux limites artificielle en régime faiblement compressible

Ces travaux ont donné lieu à la publication [12].

La simulation numérique d’écoulements externes nécessite de tronquer le domaine dans le-
quel le fluide évolue pour obtenir un domaine de calcul borné. Une frontière artificielle Γ est
alors introduite, sur laquelle des conditions aux limites appropriées ont à être imposées. Si la
solution obtenue sur le domaine tronqué Ω correspond exactement à la restriction de la solution
qui aurait été calculée dans le domaine infini (à supposer que nous puissions l’obtenir), alors la
condition aux limites artificielle est parfaite, et appelée condition aux limites transparente. Bien
entendu, ceci n’est qu’un cas idéal, et une importante bibliographie s’est attachée, spécialement
durant ces trente dernières années, à trouver les meilleures conditions aux limites artificielles
possibles. Nous nous sommes ici attachés au cas particulier des écoulements compressibles, sub-
soniques et visqueux gouvernés par les équations de Navier-Stokes.

D’une part, on s’attend à ce qu’une bonne condition aux limites mène à un problème
mathématiquement bien posé, générant par exemple une solution stable par rapport aux données
initiales. Plusieurs papiers ont été consacrés à cet objectif pour les systèmes hyperboliques et
paraboliques incomplets, et ont été recensés dans [27]. Si toutes ces conditions proposées ont
en commun d’être mathématiquement pertinentes (chacune dans un sens à préciser), elles ne
donnent pas toujours des résultats numériques à la hauteur des espérances qu’elles laissent
présager. Par exemple, l’imposition forte de la pression en sortie de domaine pour une évolution
subsonique mène à un problème mathématiquement bien posé au sens de Oliger et Sundström
[71]. Malheureusement, une telle condition aux limites donne lieu à de fortes réflections lorsque
des perturbations hydrodynamiques traversent la frontière [79].

D’autre part, une autre approche pour définir des conditions aux limites artificielles consiste
à utiliser la notion de conditions aux limites non réflechissantes, qui inhibent ou contrôlent la
réflection des perturbations au niveau de la frontière. Elles sont déduites des équations d’Euler
compressible, considérées comme une première approximation des équations de Navier-Stokes
compressible, et on renvoie à [27] pour la bibliographie consacrée à ce sujet.

Dans le cas auquel nous nous sommes intéressés, qui correspond à la sortie d’écoulement fai-
blement compressible subsonique, nous avons remarqué que si certaines des conditons aux limites
proposées dans la littérature réussissaient à faire sortir convenablement un champ de vorticité du
domaine de calcul, elle généraient en retour d’importantes ondes acoustiques non physiques qui
polluaient l’écoulement [25, 70] et qui, dans certains cas, menaient à une perturbation sensible de
ce dernier [44], voire à l’obtention de solutions non physiques [49]. Pour éviter ces phénomènes,
une possibilité est d’utiliser une ”zone tampon”, adjacente à la zone de l’écoulement à laquelle
on s’intéresse, dans laquelle la solution et/ou les équations sont progressivement modifiées, afin
d’annuler toute perturbation en sortie du domaine [8, 25, 50, 52, 64, 76, 88, 89, 94]. Mais là
encore, cette technique ne convient pas dans tous les cas de figure [44]. De plus, elles génèrent
un temps de calcul supplémentaire pouvant être significatif.

Notre objectif a donc été de rendre une telle frontière artificielle aussi transparente que pos-
sible, qui permette en particulier aux tourbillons de quitter le domaine de calcul sans générer
de perturbation. Pour cela nous avons proposé une amélioration de la condition aux limites
non réfléchissante proposée par Poinsot et Lele [75]. Plutôt que d’annuler l’amplitude des ondes
caractéristiques entrantes dans le domaine, nous proposons de spécifier une valeur qui soit aussi
réaliste que possible, en utilisant d’une part un écoulement de référence et d’autre part une
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vitesse de convection en sortie de domaine.

Les équations 2D de Navier-Stokes compressible sont données, en formulation adimensionnée
dans un système orthogonal et avec les notations usuelles par :















∂U

∂t
+
∂Fx(U)

∂x
+
∂Fy(U)

∂y
=

1

Re

(

∂Gx(U,∇U)

∂x
+
∂Gy(U,∇U)

∂y

)

U(t = 0) = U0

où en particulier :

U =









ρ
ρu
ρv
ρE









et Fx(U) =









ρu
ρu2 + p
ρuv
(ρE + p)u









.

L’équation d’état, ainsi que celle reliant l’énergie, la pression et la norme de la vitesse sont
ajoutées pour fermer le système. Sur chaque frontière, on impose des conditions aux limites
particulières, et on se place ici dans le cas de la sortie d’écoulement. Pour cela, on considère un
noeud A, localisé sur une frontière x =constante, pour laquelle le vecteur unitaire normal sortant
au domaine de calcul est ~n = (1, 0)T . L’idée consiste tout d’abord à reformuler les équations au
noeud A pour faire apparâıtre les amplitudes des ondes caractéristiques normales à la frontière.
En particulier, en notant c =

√

γ p/ρ la vitesse locale du son, on réécrit le terme ∂Fx(U)/∂x
sous la forme :

∂Fx(U)

∂x
= PSL,

avec V = [ρ, u, v, p]T le vecteur des variables primitives, P = ∂U/∂V , Ax = P−1(∂Fx(U)/∂V ),
S la matrice de passage dont les colonnes sont les vecteurs propres de Ax, et :

L =









L1

L2

L3

L4









=

























(u− c)

(

∂p

∂x
− ρc

∂u

∂x

)

u

(

c2
∂ρ

∂x
− ∂p

∂x

)

u

(

∂v

∂x

)

(u+ c)

(

∂p

∂x
+ ρc

∂u

∂x

)

























=

























λ1

(

∂p

∂x
− ρc

∂u

∂x

)

λ2

(

c2
∂ρ

∂x
− ∂p

∂x

)

λ3

(

∂v

∂x

)

λ4

(

∂p

∂x
+ ρc

∂u

∂x

)

























.

Lk est appelée l’amplitude de la kème onde caractéristique (1 ≤ k ≤ 4). Selon le signe de la valeur
propre λk, l’information portée par l’onde provient de l’intérieur ou de l’extérieur du domaine.

Dans le cadre de la mise en oeuvre d’un schéma numérique, il est nécessaire de procéder à
l’évaluation de la valeur des Lk. Si λk > 0, alors l’onde quitte le domaine de calcul, et la
discrétisation s’effectue par un schéma décentré à l’intérieur du domaine. Si λk < 0, l’onde entre
alors dans le domaine. Cette fois, une discrétisation décentrée à l’intérieur du domaine conduirait
à de fortes instabilités, alors qu’une annulation pure et simple de la valeur de Lk poserait des
problèmes de consistance avec la physique du problème. Nous avons dans ce travail proposé une
méthode d’évaluation de l’amplitude des ondes caractéristiques entrantes, en écrivant pour la
sortie subsonique au noeud frontière A que L1 = L1 + L′

1 avec :

L1 ≈ (u− c)

(

∂p

∂x
− ρc

∂u

∂x

)

, (1)

L′
1 ≈ −(u− c)

uconv

(

∂p

∂t
− ρc

∂u

∂t

)

. (2)
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Ici, les valeurs de ∂p
∂x et ∂u

∂x intervenant dans (1) correspondent respectivement aux gradients ho-
rizontaux de pression et de vitesse horizontale d’un écoulement de référence stationnaire défini
au voisinage de la frontière, et fonction de l’écoulement considéré. Dans le même ordre d’idée,
la valeur de uconv intervenant dans (2) est une vitesse de convection de référence. Enfin, la
discrétisation des dérivées en temps de (2) doit utiliser un intervalle de temps en amont suffi-
samment grand pour assurer la stabilité numérique du schéma, ce dernier étant défini grâce à la
valeur de uconv et du pas de discrétisation spatial du maillage.

Remarque 1.1 Il est aussi possible d’ajouter à l’expression de L1 un terme de rappel de pres-
sion de type K(p − p∞), où K est un paramètre local, afin de faire parvenir à l’écoulement
l’information sur la pression statique p∞ en aval de l’écoulement. On parle alors de condition
aux limites partiellement réfléchissante [79].

Une importante batterie de tests numériques a été effectuée de façon à valider cette condition
aux limites pour plusieurs écoulements caractéristiques [12, 27]. Pour cela, un code de résolution
a au préalable été développé en fortran 90, basé sur un schéma hybride volumes finis - éléments
finis sur maillages triangulaires non structurés selon la technique développée par Fezoui et al [36].
Des évaluations quantitatives ont été menées pour mettre en évidence sa performance dans des
configurations très variées. Qualitativement, le cas de l’écoulement subsonique au dessus d’un
dièdre plan est significatif. La figure 1 présente, pour trois simulations différentes, les isovaleurs
de pression obtenues en un instant final Tf , l’initialisation étant la même dans chacun des trois
cas. A gauche, une simulation obtenue sur un domaine beaucoup plus grand que celui représenté
sur la figure, pour lequel la condition aux limites de sortie a une influence négligeable sur cette
partie du domaine en cet instant Tf . Au centre, la condition aux limites qui annule l’amplitude
de l’onde entrante a été appliquée sur la frontière droite. A droite, la condition aux limites que
nous avons proposée a été appliquée sur la même frontière. Il est tout à fait clair que notre
condition aux limites donne des résultats beaucoup plus proches des résultats obtenus sur le
domaine plus grand que la condition aux limites non réfléchissante. Cela est également confirmé
par une analyse spectrale du signal en différents points caractéristiques qui met en évidence que,
dans le cas d’une condition aux limites incorrecte, la fréquence fondamentale de l’écoulement
est fonction de la distance entre le point de discontinuité du dièdre et la sortie du domaine de
calcul.

Fig. 1 – Ecoulement subsonique au dessus du dièdre plan : Champ de pression en l’instant Tf .
Utilisation d’un domaine plus grand (gauche),

condition aux limites non réfléchissante (centre), condition aux limites actuelle (droite).
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1.2 Dynamique tourbillonnaire au dessus d’un dièdre

Ces travaux ont donné lieu à la publication [30].

Une fois le problème de la condition aux limites avale réglé, nous avons pu nous intéresser de
plus près à l’écoulement au dessus du dièdre plan, avec comme premier objectif de comprendre
l’influence de la couche limite sur le transport des structures tourbillonnaires. Pour cela, nous
avons développé des outils de diagnostic permettant de rendre compte de l’écoulement en aval du
point de discontinuité du dièdre pour une gamme de Reynolds correspondant à des régimes allant
du laminaire au transitoire. Un point clé réside dans l’identification des ”structures cohérentes”
évoluant dans l’écoulement, dont la définition la plus basique pourrait être celle proposée par
Lugt [65] : ”Plusieurs particules tournant autour d’un centre commun”. De fait, ces structures,
convectées par l’écoulement, demeurent quasiment intactes au cours du temps, et transportent
une partie significative de l’enstrophie. Un premier critère permettant de les isoler est celui du
seuil de vorticité ω . Il consiste à considérer comme structure tourbillonnaire toute partie de
l’écoulement vérifiant |ω| = |∂v/∂x−∂u/∂y| > ε, où ε est un paramètre qui doit être déterminé.
Il est basé sur l’idée que l’intensité de la vorticité à l’intérieur des structures tourbillonnaires est
plus élevée qu’à l’extérieur. Un second critère est celui de Weiss [5, 54, 96], exploitant l’équation
vérifiée par le gradient de vorticité ∇ω d’un fluide non visqueux incompressible, dans laquelle
intervient le tenseur du gradient des vitesses. En notant σ la déformation locale de l’écoulement,
on considère comme structure cohérente toute partie de l’écoulement qui vérifie σ2 − ω2 < 0,
dans laquelle la rotation domine la déformation. De façon équivalente, on regarde la nature des
valeurs propres du tenseur des gradients de vitesse : Si elles sont complexes, le mouvement est
localement elliptique et caratérise une structure cohérente ; si elles sont réelles, le mouvement est
localement hyperbolique et caractérise une zone non cohérente. Nous avons tout d’abord justifié
que ce critère, développé dans le cas du fluide incompressible, pouvait être appliqué avec succès
au cas du fluide faiblement compressible, ce qui a de plus été vérifié numériquement. Dans le cas
de l’écoulement au dessus du dièdre, nous avons pu remarquer que le critère de Weiss donnait
les meilleurs résultats pour isoler les structures cohérentes du reste de l’écoulement, même si le
critère ”seuil de vorticité” lui reste complémentaire. En effet, comme on le voit sur la figure 2,
l’utilisation du critère seuil de vorticité avec un paramètre ε trop grand ne permet pas de repérer
les tourbillons (Fig. 2 (c)), tandis que l’utilisation de ce même critère avec un paramètre ε trop
petit ne permet pas d’extraire ces structures de la vorticité contenue dans la couche limite (Fig.

2 (d)). Le critère de Weiss, quant à lui, donne des résultats satisfaisants (Fig. 2 (b)).

Pratiquement, la mise en oeuvre numérique du critère de Weiss exige cependant l’utilisa-
tion d’un seuil εw > 0 pour déterminer les zones dans lesquelles σ2 − ω2 < −εw. En effet,
un écoulement d’arrière plan de type Poiseuille conduit par exemple à une valeur théorique de
σ2 − ω2 identiquement nulle, et une légère perturbation numérique peut rendre cette valeur
localement négative, conduisant à la conclusion de la présence d’une structure cohérente alors
qu’il n’en est rien. Ce paramètre εw doit donc être choisi méticuleusement. Nous avons ainsi
proposé une valeur optimale de ce dernier [30] par l’analyse de la courbe donnant le pourcentage
d’enstrophie Z de l’écoulement présent dans les structures cohérentes d’un écoulement s’instau-
rant derrière une ligne de cylindres dans un canal en fonction du paramètre εw utilisé (Fig.

3). Cette valeur notée εopt
w est définie par l’abscisse du point d’intersection entre la tangente à

l’origine de la courbe et sa direction asymptotique en l’infini. Elle est suffisamment grande pour
ne pas prendre en considération l’écoulement de fond, et suffisamment petite pour distinguer
l’ensemble des structures cohérentes.

Une fois cet outil d’extraction tourbillonnaire en main, il nous a été possible d’étudier
précisément l’écoulement. Nous avons regardé pour plusieurs nombres de Reynolds la part d’ens-
trophie et d’énergie de l’écoulement présente dans les tourbillons, la surface de chacun des tour-
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(a) Isolignes de vorticité (b) Zones données par le critère de Weiss
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(c) Critère de vorticité avec un ε grand (d) Critère de vorticité avec ε petit
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Fig. 2 – Comparaison des différents critères de détection des structures cohérentes sur le dièdre.
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Fig. 3 – Détermination de εopt
w .

billons, la concentration d’enstrophie et d’énergie dans les tourbillons, le nombre de tourbillons
dans le domaine. Nous avons ainsi montré qu’ à mesure que le nombre de Reynolds augmente,
l’enstrophie se concentre de plus en plus dans les structures tourbillonnaires qui deviennent plus
petites et nombreuses, et qui sont convectées de plus en plus rapidement. De plus, les tourbillons
se déforment de plus en plus, ceci étant dû à l’interaction toujours plus forte avec la couche li-
mite. On assiste donc à une migration d’un régime appelé ”homostrophique” vers un régime
appelé ”hétérostrophique” à mesure que le Reynolds augmente. Une étude de la zone de recir-
culation moyenne de l’écoulement a également montré qu’au fur et à mesure de l’augmentation
du Reynolds, le point de détachement des structures hétérostrophiques se rapprochait du point
de discontinuité du dièdre. Ceci a été confirmé par l’étude du diagramme de phase (u, v) établi
pour plusieurs points de contrôle du signal convenablement placés dans l’écoulement et de la
corrélation entre la fonction de courant Ψ et la vorticité ω. On définit finalement d’une part une
région amont de l’écoulement, principalement dominée par des effets diffusifs dans laquelle les
structures cohérentes naissent, et d’autre part une région avale de l’écoulement principalement
dominée par des effets convectifs dans laquelle les structures cohérentes se détachent de la couche
limite et évoluent jusque la sortie du domaine. Pour illustrer ces résultats, on a représenté sur
la figure 4 l’écoulement en un instant donné de la simulation pour Reδ = 400 (régime laminaire)
et pour Reδ = 800 (régime transitoire), chacun de ces Reynolds étant basé sur la hauteur de la
couche limite δ en entrée de domaine.
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Fig. 4 – Ecoulement instantané, Reδ = 400 (haut) et Reδ = 800 (bas).
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1.3 Fluide à densité variable

Ces travaux ont donné lieu à la publication [19].

1.3.1 Mise en place du schéma numérique de résolution

Ce travail a consisté en la détermination d’une nouvelle méthode numérique pour la résolution
des équations de Navier-Stokes à densité variable sur un domaine ([0, T ]×Ω) ⊂ R×R2 , données
par :

∂tρ+ divx(ρu ) = 0 sur Ω, (3)

∂t(ρu ) + Divx(ρu ⊗ u ) + ∇xp− ν∆xu = f sur Ω, (4)

divxu = 0 sur Ω, (5)

où ρ, u et p correspondent respectivement à la densité, la vitesse et la pression du fluide, où
ν est la viscosité cinématique, f la force externe et où les conditions aux limites et les condi-
tions initiales ont à être précisées. La méthode numérique utilisée pour la résolution du système
d’équations (3)-(5) doit pouvoir résoudre l’équation de transport (3) tout en garantissant la
contrainte de divergence nulle (5) sur le champ de vitesse, ce qui constitue une difficulté parti-
culière. Une première stratégie consiste à adopter le point de vue hyperbolique provenant des
méthodes de résolution habituelles en mécanique des fluides compressibles : Le terme visqueux
est considéré comme une simple correction et la méthode est basée sur le transport des ca-
ractéristiques pour les inconnues (ρ,u ), qui sont convectées avec le même champ de vitesse
u . La contrainte de divergence est alors prise en compte en utilisant une étape de projection
[3, 7] ou un temps fictif [43, 83, 84, 85, 87]. Une seconde stratégie est basée sur une philoso-
phie incompressible, utilisant des méthodes d’élélements finis [34]. Ces méthodes utilisent un
splitting en temps, résolvant séparément d’équation de transport (3) et l’équation de quantité
de mouvement (4), la contrainte (5) étant traitée par une méthode de projection [46], selon la
méthodologie suivie dans [37, 47]. La difficulté provient ici du fait que l’équation de transport
(3), de nature hyperbolique, n’est pas adaptée pour un traitement par éléments finis classiques
et nécessite une approche spécifique, par l’utilisation de méthodes de Galerkin Discontinues, de
viscosité artificielle, d’une procédure de stabilisation utilisant des sous-grilles [45, 47], ou encore
d’une méthode utilisant une technique de moindres carrés [77].

L’originalité de notre travail réside dans le choix d’utiliser des schémas numériques de natures
différentes pour la résolution de (3) d’une part, et pour la résolution de (4)-(5) d’autre part.
Plus précisément, grâce à un splitting de Strang en temps, on résout alternativement (3) par une
méthode de volumes finis, bien adaptée à cette équation de convection [35, 60], et (4)-(5) par une
méthode d’éléments finis [34, 42, 91]. Une attention particulière doit alors être portée à la com-
patibilité des deux méthodes, à l’instar de ce qui a été développé dans [39, 72] pour des objectifs
toutefois différents. Ici, nous avons à préserver la contrainte de divergence nulle à chaque étape
du splitting. Considérons un maillage Th du domaine Ω constitué de ns noeuds et de mailles
triangulaires. En notant u h l’approximation de u obtenu par utilisation du P2-Lagrange sur Th

et ph l’approximation de p obtenue par utilisation du P1-conforme sur Th, (p =
∑ns

i=1 piψi), le
champ de vitesse u h satisfait la contrainte de divergence nulle au sens des éléments finis qui
s’écrit :

∫

Ω
divxu h ψi dx = 0 ∀i, 1 ≤ i ≤ ns. (6)

Afin de mettre en oeuvre la méthode de volumes finis, on définit pour tout noeud Ai de la
triangulation un volume de contrôle CAi

, et sur la frontière de ce volume de contrôle une ap-
proximation de la vitesse u ⋆

h qui doit vérifier la contrainte de divergence nulle au sens des
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volumes finis, à savoir, en notant n la normale unitaire sortante à CAi
:

∫

∂CAi

u ⋆
h · ndγ(x) = 0 ∀i, 1 ≤ i ≤ ns. (7)

Un point clé de la méthode réside donc dans la manière de déterminer u ⋆
h en fonction de u h

afin que, sachant (6), la relation (7) soit vérifiée pour tout noeud Ai de Th (1 ≤ i ≤ ns). Une
description précise du schéma numérique auquel nous avons abouti est donnée dans [19]. Un
grand avantage de ce schéma est qu’il peut utiliser une multitude d’outils propres à chacune
des méthodes (limiteurs de flux dans la méthode volumes finis pour capturer les discontinuités,
choix des espaces d’approximation ou de la méthode de résolution pour la méthode éléments
finis,...), tout en conservant la philosophie qui le caractérise. De plus, la méthode proposée est
très souple et permet l’utilisation de maillages non structurés, d’où des techniques de raffine-
ments adaptatifs possibles.

Plusieurs tests numériques nous ont permis de valider le schéma. D’abord quantitativement,
en mesurant les ordres de convergence obtenus grâce à l’utilisation d’une solution analytique si-
milairement aux résultats présentés dans [47]. Puis qualitativement, par la simulation et la com-
paraison à plusieurs références bibliographiques de divers phénomènes physiques. Par exemple,
on a représenté sur la figure 5 l’évolution temporelle des isovaleurs de densité d’un fluide non
homogène, soumis à un champ de gravité, qui développe une instabilité de type Rayleigh-Taylor
[7, 37, 47, 93]. A l’instant initial le fluide est au repos, et une interface sépare son état le plus dense
ρmax (en haut) de son état le moins dense ρmin (en bas), avec ρmax/ρmin = 3 et Re = 1000. On
distingue très nettement l’évolution de cette interface en fonction du temps. Dans notre travail,
nous avons étudié précisément plusieurs paramètres, comme les caractéristiques du maillage ou
la manière d’évaluer le second membre dans l’équation de quantité de mouvement pour mettre
en évidence leur influence sur le développement de ce type d’instabilités. Un autre test ca-

Fig. 5 – Evolution temporelle d’un fluide soumis à un champ de gravité : Isovaleurs de la densité.

ractéristique, inspiré de [81], est celui de la bulle plus dense que le fluide dans lequel elle est
initialement, qui tombe dans un fluide de même densité qu’elle (voir figure 6). On a ici utilisé
ρmax/ρmin = 100 et Re = 3132, et représenté l’évolution de la densité en fonction du temps.
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On observe une déformation de la bulle due à la non prise en compte de la tension de surface.
Les résultats sont en outre en très bon accord avec ceux de [81]. En particulier, on constate
qu’après que la bulle a touché la paroi horizontale, une partie du fluide le plus léger se trouve
”emprisonné” par le fluide le plus lourd.

Fig. 6 – Test de la bulle qui tombe : Evolution de l’interface de la densité, Re = 3132. Maillage
uniforme 80 × 160, contours de densité ρ = [20, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 80].

1.3.2 Application au modèle faible Mach

La validation de ce nouveau schéma numérique ayant été effectuée, nous nous intéressons
maintenant à la résolution numérique du modèle à faible Mach, pour lequel la contrainte de
divergence nulle (5) est remplacée par une relation entre divxu et une dérivée d’une fonction
non linéraire de la densité [38, 63, 90]. Cette classe de modèles est utilisée pour la simulation
de phénomènes aussi variés que la combustion, la pollution, la propagation d’incendies dans les
tunnels ou les avalanches. Les équations de l’hydrodynamique auxquelles on aboutit peuvent être
obtenues soit par une analyse asymptotique à faible Mach des équations de Navier-Stokes com-
pressibles, soit par la description cinétique du problème physique qui conduit alors à développer
plusieurs modèles intermédiaires (modèle de mélange, modèle faible Mach, transfert radiatif,...).
Le travail que nous effectuons actuellement consiste donc à adapter le schéma numérique hybride
Eléments Finis/Volumes Finis de la partie 1.3.1 à cette nouvelle contrainte sur la divergence de
la vitesse, en conservant la même philosophie pour sa mise en oeuvre.
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1.4 Contrôle actif au dessus d’un dièdre

Ces travaux ont donné lieu à la publication [28].

Les techniques de contrôle d’écoulement se répartissent en deux grandes catégories. Il existe
d’une part des procédés de contrôle passifs, pour lesquels les actions générées sur le système ne
dépendent pas du temps. On peut ainsi chercher à optimiser la forme d’un profil ou la constitu-
tion d’un matériau, comme la mise en place de rainures pour réduire la trâınée d’un écoulement
turbulent [20, 33], l’utilisation de parois souples [99] ou l’adjonction d’une couche poreuse au-
tour de l’objet [15, 16, 18]. Les techniques de contrôle passives sont en général simples à mettre
en oeuvre et peu coûteuses. Cependant, elles sont déterminées une fois pour toutes et une
altération dans la nature de l’écoulement peut les rendre inefficaces, voire même pénalisantes.
D’autre part, les techniques de contrôle actifs concernent des procédés qui génèrent des actions
dépendantes du temps. On distingue alors le contrôle en boucle ouverte, dont l’effet ne dépend
pas de l’écoulement lui-même, du contrôle en boucle fermée, qui modifie son action en fonction
de l’évolution de l’écoulement. Plusieurs de ces techniques ont été présentées par Moin et Bewley
[66] et Hernandez [49].

L’objet de ce travail a été de comparer quatre techniques de contrôle actif sur la configura-
tion du dièdre. Ces procédés ont volontairement été choisis provenant d’horizons bien différents,
afin de mettre au maximum en évidence les points forts et les points faibles de chacun d’entre
eux. L’objectif du contrôle est ici d’augmenter au maximum la poussée exercée par le fluide sur
le profil, celle-ci étant principalement due à la force de pression pour le régime laminaire auquel
nous nous sommes intéressés. Quantitativement, nous avons défini un coefficient de recouvrement
de pression Cr, qui rend compte de la capacité de l’écoulement à transformer l’énergie cinétique
perdue à cause de la décélération en une force de pression, en effectuant une comparaison avec
le cas idéal du fluide incompressible non décollé.

La première technique a utilisé le fait que l’analyse du gradient tangent de pression sur la
paroi du dièdre constituait une excellente indication de la localisation des structures cohérentes
de l’écoulement [55, 67]. Une technique simple de contrôle actif est donc, à l’instar du travail
d’Hernandez [49], d’impulser un jet vertical juste en amont du point de discontinuité du dièdre
qui souffle et aspire du fluide en fonction d’un signal de gradient tangent de pression mesuré en
aval de l’écoulement sur la paroi du dièdre. La fonction de transfert ainsi utilisée se résume en un
amplificateur/déphaseur de signal. On constate alors que le jet devient parfaitement sinusöıdal.
Lorsque son amplitude est réglée de façon à correspondre à au moins 4,5 % de la vitesse du
fluide sur la frontière d’entrée du domaine, il induit d’importants changements dans la structure
même de l’écoulement : Sa fréquence fondamentale est multipliée par 3, l’amplitude des fluc-
tuations de l’écoulement se réduit et la zone de recirculation moyenne de l’écoulement se trouve
très fortement réduite (Fig. 7). Les structures cohérentes sont plus petites, n’interagissent plus
entre elles et sont rapidement convectées vers la sortie du domaine, renforçant ainsi le caractère
hétérostrophique de l’écoulement. Le coefficient Cr passe de 64.6% en simulation non contrôlée
à 84.3% en simulation contrôlée, rendant compte d’une efficacité très significative sur le plan
quantitatif.

La deuxième technique consiste à tenter d’améliorer la fonction de transfert par un algorithme
mettant en évidence le lien entre le gradient tangent de pression à la paroi au niveau du cap-
teur mesuré en un instant t et les actions exercées au niveau de l’actionneur en des instants
précédents, basé sur une approche statistique de type traitement du signal [53]. Les arguments
physiques ainsi que les équations gouvernant l’écoulement ne sont ici pas pris en compte. Le
principe consiste simplement à trouver les np poids ωi

k, 1 ≤ i ≤ np, permettant de vérifier ”au
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Régime non contrôlé Régime contrôlé

Fig. 7 – Zones moyennes de recirculation.

mieux” la relation :
(

∂p

∂τ

)k

S

≈
np
∑

i=1

wi
k q

k−r−i
V . (8)

Dans la relation (8), qk−r−i
V représente l’action à exercer au jet vertical en l’instant tk−r−i,

(

∂p
∂τ

)k

S

le gradient de pression mesuré au capteur en l’instant tk, et r un paramètre de retard. Au fur et
à mesure de la simulation, les valeurs de ωi

k (1 ≤ i ≤ np) sont continuellement mises à jour par
l’utilisation d’un algorithme de type moindres carrés [98]. Parallèlement à cela, la relation (8)
est considérée en sens inverse pour calculer la valeur de qk

V à imposer afin d’obtenir une valeur

désirée de
(

∂p
∂τ

)k+r+1

S
, en effectuant l’hypothèse selon laquelle wi

k+r+1 ≈ wi
k (1 ≤ i ≤ np), c’est-

à-dire que les poids varient lentement par rapport au temps. A l’issue d’une période transitoire
”d’apprentissage”, on a pu constater que les poids convergeaient vers des valeurs stationnaires
et que les résultats du contrôle étaient tout à fait comparables, à la fois qualitativement et
quantitativement, aux résultats obtenus par la première technique.

La troisième technique est basée sur une description physique locale de la génération de la
vorticité à la paroi, qui a été inspirée par les travaux de Koumoutsakos [58], eux-même basés
sur la théorie de Lighthill [61]. On utilise une rampe, constituée d’une alternance de capteurs
et d’actionneurs. On montre que si l’on considère N actionneurs A′

j d’épaisseur dj , de position
x′j, soufflant ou aspirant du fluide à une vitesse qj (1 ≤ j ≤ N), N capteurs Si de position xi

(1 ≤ i ≤ N), et que le fluide est incompressible de densité ρ, alors le gradient de pression tangent
produit en Si par l’ensemble des actionneurs durant un instant élémentaire ∆t s’écrit :

∂p

∂x
(xi) = − ρ

2π ∆t

N
∑

j=1

qj

∫ dj/2

−dj/2

ds

xi − x
′

j − s
. (9)

La procédure de contrôle consiste donc à exploiter la relation (9) afin d’expliciter les amplitudes
des actions à exercer aux actionneurs pour atteindre les valeurs désirées de gradients tangents de
pression au niveau des capteurs. Il existe plusieurs variantes à ce procédé, comme par exemple la
possibilité de considérer M capteurs et N actionneurs, M < N et d’adjoindre N−M contraintes
supplémentaires. En prenant par exemple M = N − 1, on peut imposer un flux global de masse
nul à travers les fentes des actionneurs. Les résultats obtenus ont mis en évidence que quel que
soit l’actionneur considéré, la fréquence de l’action était la même, même si l’amplitude du signal
est d’autant plus grande que l’actionneur est situé en amont de l’écoulement. De plus, en régime
contrôlé, le coefficient Cr monte à 85.9%, ce qui constitue une amélioration relative de l’ordre
de 2% par rapport aux deux techniques de contrôle précédentes.
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Enfin, la quatrième et dernière technique explorée est celle du contrôle sous-optimal. Elle est
basée sur une analyse mathématique des équations qui gouvernent l’écoulement. Cette technique
a été introduite par Abergel et Temam pour les problèmes de mécanique des fluides [1], suivant
les traces de Lions [62]. Elle a été ensuite développée par Choi et al pour l’équation de Burger
stochastique [21], et plus récemment par Bewley et al [9, 10, 11, 92] ainsi que par Hernandez
[49]. L’idée consiste tout d’abord à définir ΓC comme étant la partie de la frontière sur laquelle
le contrôle Φ aura à être mis en oeuvre (plus précisément, la partie de la frontière sur laquelle
une vitesse normale Φ a priori non nulle à la paroi aura à être spécifiée). ΓC peut être locale ou
distribuée, et on note ΓP = [BC] (voir Fig. 8). L’objectif est alors de minimiser la fonctionnelle

Fig. 8 – Controle sous-optimal : Définition de ΓC locale (gauche) ou distribuée (droite).

JT (Φ, p) donnée par :

JT (Φ, p) =

∫

[0,T ]

α

2

∫

ΓC

Φ2 dl +
1

2

∫

ΓP

(p − pid)2 dl dt.

Ici, pid constitue un champ de pression ”idéal” que l’on cherche à atteindre, et α un paramètre
à choisir servant à pénaliser plus ou moins le coût du contrôle. Un tel objectif, qui est celui du
contrôle optimal, est très difficile à atteindre, à cause de temps de calcul tout à fait prohibitifs.
En conséquence, on préfèrera la technique du contrôle sous-optimal, qui consiste à minimiser
la fonctionnelle uniquement entre deux pas de temps successifs et à réitérer le processus, en
considérant à chaque itération temporelle la fonctionnelle :

J(Φ, p) =
α

2

∫

ΓC

Φ2 dl +
1

2

∫

ΓP

(p− pid)2 dl = JC(Φ) + JP (Φ).

Pour faire cela, on exprime explicitement la dérivée de Frechet de J(Φ, p) par rapport à Φ,
afin d’utiliser un simple algorithme de descente permettant de trouver le contrôle à exercer
pour parvenir à la minimisation. Considérant une discrétisation implicite de la pression dans les
équations de Navier-Stokes incompressibles, on montre que cette dérivée s’exprime à l’aide d’une
pression adjointe π, dont l’obtention nécessite la résolution d’un problème adjoint. Ce type de
contrôle est de très loin le plus coûteux, la résolution du problème adjoint nécessitant un temps
de calcul du même ordre de grandeur que celui nécessaire à la simulation de l’écoulement non
contrôlé. De plus, les résultats obtenus sont, de manière générale, décevants par rapport aux
résultats obtenus par les trois contrôles précédents. Cela s’explique d’une part par les multiples
approximations théoriques et pratiques qui ont dues être effectuées afin d’aboutir au problème
adjoint et de le résoudre, mais aussi par le fait que l’utilisation de ΓP = [BC] ne permet
plus de capter la fréquence de passage des tourbillons, à cause d’un effet de moyenne. Cette
dernière hypothèse semble confirmée par l’utilisation d’un ΓP plus local, mais à laquelle l’analyse
thérorique développée pour la mise en oeuvre du contrôle ne résiste pas.
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1.5 Contrôle au dessus de la marche descendante : Régime laminaire

Ces travaux ont donné lieu à la publication [31].

L’écoulement au dessus d’une marche descendante est l’un des écoulements internes qui a
été le plus étudié, et donne en conséquence lieu à une vaste bibliographie, source de résultats
numériques et expérimentaux très nombreux. A titre d’exemple, on pourra se référer pour le
régime laminaire aux travaux de Ghoniem et Cagnon [40], Armaly et al [4] et Denham et Patrick
[32]. Un avantage de cette configuration réside dans sa géométrie simple, pouvant toutefois être
utilisée pour étudier plusieurs phénomènes en ingénierie. Le domaine de calcul D est représenté
sur la figure 9.

H1

Hs

Xmin

B
Xmax

C

(1)

Fig. 9 – Domaine de calcul D.

En simulation non contrôlée et dans la configuration à laquelle nous nous intéressons (régime
laminaire (Re = 191) et faible compressibilité (M = 0.1)), l’écoulement étudié est stationnaire,
stable et bi-dimensionnel [4, 32]. Il est caractérisé par une unique zone de recirculation elliptique
de longueur Lr ≈ 8.6Hs (Fig 10), et le comportement de cette zone permet d’obtenir de bonnes
informations sur l’écoulement, et en particulier sur le transport des structures tourbillonnaires.
Cet écoulement a été simulé avec le code que nous avons développé et utilisé pour les parties
1.1, 1.2 et 1.4. En outre, la comparaison des résultats avec ceux de la bibliographie a été rendue
possible en utilisant le fait que ce régime faiblement compressible se comporte comme le régime
incompressible pour ce Reynolds modéré [51].

Fig. 10 – Zone de recirculation (u < 0) à Re = 191.

Nous avons tenté de contrôler cette zone de recirculation en implémentant une condition aux
limites instationnaire en entrée du domaine de calcul (frontière (1), voir Fig. 9), à savoir :















u(t) = U0

(

1 +A cos

(

2πU0ft

Hs

))

,

v = 0,
T = T0,

où T est la température. Il s’agit donc d’un contrôle actif en boucle ouverte. Les deux pa-
ramètres A et f permettent de spécifier respectivement l’amplitude et la fréquence du signal, le
cas A = 0 correspondant au régime non contrôlé, et la période de ce signal correspondant au
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temps nécessaire au fluide pour parcourir la distance Hs/f à la vitesse U0. Afin de quantifier
l’effet de ce contrôle sur l’écoulement, trois coefficients ont été définis sur le domaine de calcul
D, caractérisant chacun une propriété de l’écoulement. On peut ainsi évaluer en tout instant t
la proportion de la partie décollée de l’écoulement sur la paroi horizontale basse en aval de la
marche (rdw(t)), la proportion de la zone recirculée u < 0 localisée dans la partie inférieure du
domaine y < Hs (rrecbot(t)), et la proportion de la zone recirculée u < 0 dans tout le domaine de
calcul qui permet de détecter l’apparition de structures cohérentes au niveau de la paroi horizon-
tale haute (rrec(t)). L’objectif du contrôle est de mettre en évidence l’influence des paramètres
A et f sur les coefficients r̄dw, r̄recbot et r̄rec, respectivement définis comme la moyenne tempo-
relle des trois précédents coefficients enregistrée sur un intervalle de temps significatif. Tous les
résultats détaillés peuvent être trouvés dans [31]. En ce qui concerne par exemple l’influence du
paramètre f , on a pu mettre en évidence trois types de comportement :

– Pour f ≥ 20, zone des très hautes fréquences, les oscillations n’ont presque aucune in-
fluence sur les trois coefficients. La zone de recirculation reste quasiment stationnaire sans
aucun transport de structures cohérentes dans le tunnel.

– Pour environ f ≤ 6, r̄dw augmente rapidement en fonction de la fréquence alors que
r̄rec décroit. Cela s’explique par la décomposition de la zone de recirculation en plusieurs
grandes structures transportées jusque la sortie du tunnel, et qui n’interagissent pas entre
elles. En augmentant la fréquence jusque f ≈ 6, le nombre de ces structures augmente en
même temps que leur taille diminue. Cette gamme de fréquences permet donc de contrôler
la taille et le nombre des structures ainsi que la surface de la zone de recirculation.

– Enfin, pour la zone 6 ≤ f ≤ 20, les structures interagissent entre elles pour générer
une unique zone de recirculation, cette fois instationnaire et oscillante. Ce comportement
est caractérisé par une forte réduction de r̄dw et de r̄recbot, permettant ainsi d’éviter la
génération du transport de la vorticité, tout en destabilisant quand même la zone de re-
circulation. A noter que la zone f ≤ 12 correspond à une valeur plus grande de de r̄rec

comparée au cas non contrôlé, expliquée par une génération de structures au voisinage de
la paroi supérieure.

On visualise sur la figure 11 les isovaleurs de u et des zones recirculées dans le domaine en un
instant de la simulation pour plusieurs fréquences, ce qui donne une bonne illustration de chacun
des types de comportement.
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f = 3 f = 6 f = 9

f = 12 f = 16 f = 32

Fig. 11 – Isovaleurs instantanées de u (haut) et zones de recirculation (bas) pour A = 0.5 et
différentes fréquences.
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1.6 Contrôle au dessus de la marche descendante : Régime transitoire

Ces travaux ont donné lieu à la publication [29].

Le travail développé ici se situe dans la suite logique de la partie 1.5, à savoir le contrôle
de l’écoulement au dessus de la marche descendante, mais cette fois pour un régime transitoire,
qui n’est plus stationnaire dans sa configuration non contrôlée. Il est alors possible d’utiliser les
caractéristiques propres de l’écoulement comme par exemple la fréquence du signal en un point
pour évoluer progressivement vers des techniques de contrôle en boucle fermée.

Encore une fois, la base de données bibliographique relative à la simulation d’un tel écoulement
est vaste, et on pourra juste citer quelques références permettant de se faire une idée suffisam-
ment précise. Armaly et al [4] donnent une description détaillée de ce type d’écoulement allant
du cadre laminaire au cadre turbulent (70 < Re < 8000), expérimentalement et numériquement.
Le et al [59] se concentrent sur la description des fluctuations de pression et de la zone de re-
circulation obtenue par une simulation numérique directe en régime turbulent, et s’intéressent
particulièrement au coefficient de frottement, tout comme Spazzini et al [86]. Plus récemment,
Wee et al [95] et Yi et al [100] utilisent une simulation numérique directe 2D pour obtenir la
fréquence fondamentale de l’écoulement et étudier le phénomène de génération et de transport
des structures tourbillonnaires ainsi que les instabilités qui apparaissent.

De même, beaucoup de papiers sur le contrôle de ce type d’écoulement sont disponibles. Chun et
Sung [24] proposent un procédé expérimental excitant l’écoulement par un jet sinusöıdal généré
à travers une fente située à proximité immédiate du point de séparation. Les effets de l’amplitude
et de la fréquence sur le point de ré-attachement sont alors étudiés. Plus récemment, Kaiktsis
et Monkewitz [57] et Wengle et al [97] déstabilisent également l’écoulement par une excitation
locale. Un contrôle de type boucle fermée par forçage local près du point de séparation est mis
en place par Yi et al [101], basé sur l’utilisation d’une technique de Proper Orthogonal Decom-
position et conduisant à une réduction significative de l’énergie cinétique de l’écoulement. Deux
autres références sont également importantes à mentionner, même si elles ne concernent plus
la configuration de la marche descendante. D’abord Hammond et al [48] qui, en soufflant et
aspirant sur une paroi dans la direction opposée à la vitesse normale enregistrée juste au dessus
de la paroi, parviennent à atténuer la turbulence et à réduire le coefficient de frottement. Puis
Joshi et al [56], qui développent un contrôle rétroactif permettant de stabiliser un écoulement
2D de type Poiseuille en utilisant un procédé de soufflage/aspiration à la paroi dans la direction
normale.

L’objectif et l’originalité de notre travail consiste à mettre en oeuvre et à comparer deux tech-
niques de contrôle actif permettant de piloter les caractéristiques de l’écoulement au dessus de
la marche descendante en régime transitoire. La première utilise une vitesse pulsée en entrée
d’écoulement, à l’instar du procédé utilisé dans la partie 1.5, dans le cadre d’un contrôle en
boucle ouverte mais aussi dans celui d’un contrôle en boucle fermée. La seconde consiste en
l’utilisation de deux jets horizontaux sur la paroi verticale de la marche, considérant un contrôle
en boucle ouverte et en boucle fermée.

Au niveau de la modélisation et de la simulation numérique, nous avons considéré des choix
différents de ceux de la partie 1.5. D’une part, le fluide est incompressible, d’où l’utilisation des
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équations de Navier-Stokes incompressible 2D :

∇.u = 0 dans Ω, (10)

∂u

∂t
+ u.∇u = −∇p+

1

Re
∆u dans Ω, (11)

auxquelles adjoindre les conditions aux limites et les conditions initiales. D’autre part, la méthode
de résolution numérique choisie a été la méthode ”Vortex-In-Cell” (VIC), appartenant à la classe
des méthodes ”Vortex” [22, 23, 26]. Ces méthodes sont bien connues pour leur robustesse, leur
capacité à simuler des écoulements recirculés à haut Reynolds [40, 82], et plus récemment pour
leur utilisation pour le contrôle en mécanique des fluides [73]. Elles distinguent dans l’écoulement
les zones rotationnelles des zones irrotationnelles, et permettent de concentrer le plus gros des
calculs dans les premières. Elles sont donc particulièrement adaptées pour l’étude de la dyna-
mique tourbillonnaire. De plus, la méthode VIC est une variante des méthodes vortex purement
lagrangiennes. Elle utilise un solveur de poisson sur grille cartésienne et augmente ainsi la vi-
tesse de calcul. En prenant le rotationnel de (11) et en utilisant (10), on aboutit à l’équation de
Helmholtz suivante :

∂ω

∂t
+ u.∇ω =

1

Re
∆ω dans Ω, (12)

exprimant le transport de la vorticité ω = ∂v/∂x−∂u/∂y par convection/diffusion. La résolution
de (12) sur l’intervalle de temps élémentaire δt s’effectue en deux étapes, en considérant succes-
sivement le terme de convection et celui de diffusion [6]. Dans la première étape, on s’intéresse
au transport de la vorticité induit par la convection, que l’on regarde comme le déplacement
lagragien d’un ensemble de tourbillons de circulation élémentaire +γ ou−γ, γ > 0. Connaissant
le champ de vorticité à un instant donné, on en déduit la fonction de courant Ψ sur tout le do-
maine par résolution d’une équation de Laplace, puis le champ de vitesse u par dérivation de Ψ.
Cela permet, en utilisant une procédure d’interpolation linéaire, d’associer à chaque tourbillon
dans le domaine une vitesse qui lui est propre et de calculer son déplacement convectif durant
un instant élémentaire δt. Dans la seconde étape, le déplacement de chaque tourbillon induit
par la diffusion est simulé stochastiquement par la méthode de la marche aléatoire, qui exprime
le fait que le mouvement brownien d’un nombre très important de particules converge vers la
solution de l’équation de la chaleur [22, 41]. En utilisant la fonction de Green de l’équation de la
chaleur Gr(x, y, t), on simule le déplacement causé par la diffusion durant l’instant δt par deux
déplacements indépendants dans des directions orthogonales en utilisant deux variables aléatoires
vérifiant une loi de Gauss d’espérance nulle et d’écart type σ =

√

2δt/Re. Le déplacement total
de chaque tourbillon est ainsi déterminé. Il ne reste alors plus qu’à transformer la vitesse de
glissement induite au mur, qui physiquement est nulle à cause de la condition aux limites de
non glissement, en plusieurs tourbillons élémentaires injectés dans l’écoulement. On recouvre le
champ de vorticité total dans le domaine par ”éclatement” des tourbillons sur la grille de cal-
cul, et on réitère l’ensemble de l’algorithme pour le pas de temps suivant. Beaucoup de détails
méritent d’être précisés pour la mise en oeuvre pratique de ce schéma de résolution numérique,
comme les conditions aux limites sur Ψ à utiliser, les relations à vérifier entre δt, γ et le pas h de
la grille utilisée, la façon d’injecter les nouveaux tourbillons dans le domaine ou de les réfléchir
sur une paroi. Ils pourront être trouvés par exemple dans [29, 68, 69, 74]. Nous sommes partis
du code de calcul initialement développé par Rodrigue Savoie [80], que nous avons complété par
les fonctionnalités du contrôle. Après avoir effectué la phase de validation de la simulation à
Re = 2000 en se basant sur plusieurs références bibliographiques [82, 95], deux types de contrôle
ont été proposés (Fig. 12) : Le premier procédé (Contrôle 1) consiste, comme dans la partie
1.5, à imposer une vitesse pulsée en entrée d’écoulement u(t) = (uin(t), 0)T , à la place de la
vitesse uniforme u(t) = (1, 0)T correspondant à l’écoulement non contrôlé. Le second procédé
(Contrôle 2) consiste à mettre en oeuvre deux petits jets localisés respectivement en haut et en
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Fig. 12 – Les deux types de contrôle.

bas de la marche. L’objectif de ce dernier procédé est d’influencer directement le détachement
tourbillonnaire et la zone de recirculation principale : le jet supérieur modifie la dynamique
du détachement et le jet inférieur perturbe et déplace la zone de recirculation. Pour chacun
des deux procédés, on compare les résultats obtenus en contrôle boucle ouverte et en contrôle
boucle fermée. Dans ce dernier cas, l’action exercée dépend de l’analyse d’un signal mesuré au
niveau d’un capteur localisé sur la paroi en aval de l’écoulement. L’effet du contrôle est quantifié
par son influence sur cinq fonctionnelles, que sont respectivement la longueur de recirculation,
l’enstrophie de l’écoulement, l’énergie cinétique de l’écoulement, l’intensité de la recirculation
à proximité de la paroi inférieure et le coefficient de fluctuation [29]. Parmi tous les résultats
obtenus, on notera ces trois éléments essentiels pour le premier type de contrôle :

– Concernant le contrôle en boucle ouverte, on met en évidence un nombre de Strouhal op-
timal (St ≈ 0.07) pour lequelle la zone de recirculation, l’enstrophie, l’énergie cinétique et
le coefficient de fluctuation atteignent leur valeur minimale, alors que l’intensité de la re-
circulation à proximité de la paroi inférieure est maximale. Ce Strouhal correspond en fait
à la fréquence fondamentale de l’écoulement non contrôlé, ce qui en soi constitue déjà un
résultat remarquable. En régime contrôlé, la zone de recirculation moyenne est détruite, et
l’énergie et l’enstrophie de l’écoulement se trouvent concentrées dans de petites structures
cohérentes situées à proximité immédiate de la paroi ;

– En exploitant le signal de la dérivée normale seconde de la vitesse horizontale (ou, de façon
équivalente, celui du gradient tangent de pression) au niveau du capteur afin de spécifier,
par déphasage/amplification la valeur de uin(t) par une procédure de contrôle en boucle
fermée, on remarque que les résultats obtenus sont presque aussi bons que les meilleurs
résultats obtenus par la boucle ouverte. Cela démontre la capacité de ce type de contrôle
à déterminer ”lui-même” la meilleure fréquence à utiliser. Les figures 13 et 14 montrent
respectivement les lignes de courant de l’écoulement en régime non contrôlé et en régime
contrôlé, sur une période fondamentale ;

– Enfin, les résultats sont encore meilleurs si l’on utilise un capteur intrusif, c’est-à-dire lo-
calisé en plein coeur de l’écoulement et non plus sur la paroi. Ce résultat s’explique par le
fait que le signal enregistré au mur est davantage bruité que celui capté plus loin, et qui
provoque en conséquence un signal uin(t) moins régulier en entrée de domaine.

Pour le second type de contrôle, plusieurs conclusions ont également été obtenues, et parmi
elles les constatations suivantes :

– En ce qui concerne le contrôle avec des jets stationnaires, pour perturber efficacement
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Fig. 13 – Lignes de courant sur une période fondamentale, régime non contrôlé.

Fig. 14 – Lignes de courant sur une période fondamentale, régime contrôlé.
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l’écoulement et réduire la taille de la zone de recirculation, il faut aspirer en haut et souf-
fler en bas de manière à générer un moment capable de briser la zone et de la pousser en
dehors de la zone de diffusion. De plus, les meilleurs résultats sont atteints lorsque l’on
induit une dissymétrie en générant une plus forte aspiration en haut que le soufflage exercé
en bas.

– Pour le contrôle utilisant des jets pulsés en boucle ouverte, la fréquence d’excitation a
peu d’influence sur les résultats obtenus en comparaison avec les résultats donnés par le
premier type de contrôle ;

– Enfin, le procédé de contrôle en boucle fermée parvient à recouvrir les meilleurs résulats
obtenus en boucle ouverte.

La figure 15 montre l’effet de ce type de contrôle sur la zone de recirculation moyenne de
l’écoulement : On constate bien une réduction drastique de cette dernière.

Fig. 15 – Lignes de courant moyennes correspondant respectivement au régime non contrôlé
(haut), et au contrôle de type 2 en boucle fermée (bas).

26



1.7 Contrôle sur le corps de Ahmed

Ce travail a été initié avec Charles-Henri Bruneau (Université Bordeaux 1) et Gwendal
Wilczyk [13, 14], en lien avec le GDR 2502 ”Contrôle des Décollements” composé d’universitaires
et d’industriels et dirigé par Azzedine Kourta de l’Institut de Mécanique des Fluides de Toulouse.
Aujourd’hui, il se poursuit par le Programme de recherche et d’innovation dans les transports
terrestres financé par l’ANR et l’ADEME, mené par Renault et PSA et piloté par Jean-Luc Aider
de l’ESCPI Paris. Le corps de Ahmed [2] est une géométrie simplifiée pouvant être considérée
comme une première approximation d’un profil automobile (Fig. 16). On simule l’écoulement
d’un fluide incompressible autour de ce corps, supposé être localisé au dessus d’une route, par
un code différences finies multigrilles avec une technique de pénalisation de l’obstacle. L’objectif
essentiel poursuivi est alors celui de réduire le coefficient de trâınée associé au corps de Ahmed,
par différentes techniques de contrôle. Concernant l’approche 2D, Bruneau et Mortazavi ont
proposé une technique de contrôle passif, en utilisant un matériau poreux localisé en des endroits
judicieusement choisis de la surface du corps. Ainsi, ils aboutissent à une régularisation locale
de l’écoulement et à une baisse significative du coefficient de trâınée, comme dans leurs travaux
antérieurs sur des géométries plus académiques [17]. Concernant l’approche 3D, des résultats ont
été obtenus par Rouméas [78], en utilisant un jet stationnaire localisé sur la paroi horizontale
haute juste en amont de la lunette arrière, aspirant du fluide et permettant ainsi de recoller le
décollement, menant encore à une réduction de trâınée significative.

U∞

ujet

Fig. 16 – Géométrie du corps de Ahmed.

Nous essayons maintenant de comprendre les effets du contrôle induit par le soufflage à
travers une fente localisée sur le culot du corps (cf. Fig. 16, vitesse ujet), avec deux nouveautés.
La première est celle d’un contrôle fréquentiel et non pas uniquement stationnaire, permettant
ainsi de mesurer l’impact du choix de la fréquence d’excitation sur les résultats obtenus. La
seconde est la mise en place d’un contrôle en boucle fermée à l’aide d’un capteur non intrusif de
gradient de pression sur la paroi. De nombreux tests numériques sont actuellement en cours et
les premiers résultats sont encourageants. Ainsi, par l’utilisation d’un contrôle en boucle fermée
utilisant pour le moment un capteur intrusif en aval du corps dans l’écoulement lui-même, le
coefficient de trâınée moyen enregistre une réduction de l’ordre de 20 %. Sur la figure 17, on
visualise les isovaleurs de la pression moyenne durant la simulation. En situation contrôlée, on
voit que la grosse structure tourbillonnaire en aval du culot est légèrement déplacée et que son
intensité est moindre comme en témoigne la distribution moins serrée des isolignes. Nous nous
attelons actuellement à deux problèmes principaux. Le premier est celui de la modélisation du jet
instationnaire, qui doit parvenir à rendre compte de la physique sans mettre en péril la stabilité
de la simulation. Le second concerne la localisation du capteur non intrusif, dont le choix est
loin d’être trivial.
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Fig. 17 – Isovaleurs du champ moyen de pression. Sans contrôle (gauche) et avec contrôle
(droite).
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2 Estimateurs d’erreur a posteriori pour les méthodes d’ éléments

finis

2.1 Présentation des estimateurs

2.1.1 Introduction

De façon générique, si on note u la solution d’une équation aux dérivées partielles donnée
sur un domaine Ω ⊂ Rd (d = 2 ou 3), uh son approximation au sens des éléments finis sur une
triangulation Th de Ω (ou de Ωh approximation de Ω), et e(uh) l’erreur commise entre u et uh

(au sens d’une norme à préciser), on appelle estimateur d’erreur a posteriori une quantité
η(uh) telle qu’il existe deux constantes réelles positives C1 et C2 vérifiant :

C1 η(uh) ≤ e(uh) ≤ C2 η(uh). (13)

C1 et C2 dépendent des données du problème considéré, mais ne dépendent ni du paramètre h
caractérisant la précision du maillage, ni de la solution exacte u (auquel cas on aurait à parler
d’estimateurs a priori). On pourra utiliser la notation équivalente :

η(uh) . e(uh) . η(uh).

La majoration de l’inégalité (13) confère à l’estimateur son caractère fiable, en ce sens que le
contrôle de l’estimateur garantit le contrôle de l’erreur elle-même. La minoration de l’inégalité
(13) confère à l’estimateur son caractère efficace, en ce sens que l’estimateur ne peut être
démesurément grand alors que l’erreur ne l’est pas. Concrètement, cet estimateur d’erreur a
posteriori est évalué par le calcul sur chaque élément T de la triangulation d’un indicateur
d’erreur local ηT (uh) :

η2(uh) =
∑

T∈Th

η2
T (uh).

Afin de pouvoir mettre en oeuvre des algorithmes de raffinement adaptatifs, en découpant par
exemple les éléments de la triangulation pour lesquels ηT (uh) est considéré comme trop grand
ou en regroupant les éléments adjacents pour lesquels les ηT (uh) sont suffisamment petits, on
souhaite obtenir une équivalence entre une erreur locale et l’indicateur local. En règle générale, il
est impossible d’aboutir à une majoration locale de l’erreur, et nous obtiendrons une majoration
globale de la forme :





∑

T∈Th

e2T (uh)





1

2

.





∑

T∈Th

η2
T (uh)





1

2

, (14)

où eT (uh) désigne l’erreur locale entre u et uh sur l’élément T . En revanche, on pourra souvent
parvenir à une minoration locale de l’erreur du type :

ηT (uh) .





∑

T∈ωT

eT (uh)2





1

2

+ P (Th, ωT , f), (15)

où ωT est un patch d’éléments autour de l’élément T (encore appelé ”macro-élément”), où f
représente les données du problème, et où P (Th, ωT , f) correspond à une perturbation au plus
du même ordre que l’erreur

∑

T∈ωT
eT (uh). Grâce à cette minoration de l’erreur, il est possible

de concevoir des procédés de raffinement adaptatifs du maillage (Voir par exemple [81] pour le
cas stationnaire ou [67] pour le cas instationnaire).
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2.1.2 Les différents types d’estimateurs

Il existe un large choix de méthodes permettant l’obtention d’estimateurs d’erreur a pos-
teriori. C’est celui des estimateurs de type explicite résiduel que nous avons développé dans
notre travail, qui a été introduit par Babuska et Rheinboldt [8, 9]. On suppose que l’on dispose
de la formulation variationnelle du problème, de l’espace fonctionnel V dans lequel vit la solu-
tion exacte, de l’espace fonctionnel Vh dans lequel rechercher la solution approchée, et, dans un
premier temps, que l’approximation est conforme (Vh ⊂ V ). L’idée consiste à utiliser le fait que
la norme de l’erreur e = u− uh dans V est équivalente à la norme du résidu dans l’espace dual
de V . Considérons par exemple le problème de Laplace usuel :

Trouver u ∈ H1
0 (Ω) tel que pour tout v ∈ H1

0 (Ω),

∫

Ω
∇u.∇v dx =

∫

Ω
f v dx. (16)

En recherchant une solution approchée uh ∈ Vh ⊂ H1
0 (Ω) et en exploitant le fait que la forme

bilinéaire définit un isomorphisme de H1
0 (Ω) sur son espace dual H−1(Ω), on obtient :

1

1 + C2
Ω

||u− uh||1,Ω ≤ sup
v∈H1

0
(Ω),||v||1,Ω=1

∫

Ω
∇(u− uh).∇v dx ≤ ||u− uh||1,Ω,

où CΩ est la constante de l’inégalité de Poincaré-Friedrichs. La norme de l’erreur dans H1
0 (Ω)

est donc équivalente à la norme du résidu dans l’espace dual de H−1(Ω) puisque :

sup
v∈H1

0
(Ω),||v||1,Ω=1

∫

Ω
∇(u− uh).∇v dx = sup

v∈H1
0
(Ω),||v||1,Ω=1

< ∆(uh − u), v >H−1(Ω),H1
0
(Ω)

= ||∆uh + f ||−1,Ω.

Moralement, il s’agit donc d’estimer cette norme du résidu par des quantités qui peuvent facile-
ment être calculées à partir de f et de uh, en utilisant une panoplie d’outils qui seront présentés
dans ce mémoire dans le cadre de problèmes plus complexes. C’est là un principe général qui
donne le nom aux estimateurs de type résiduel. Un exemple d’obtention d’un tel estimateur sur
le problème de Laplace pourra être trouvé dans [4, 81].

Beaucoup d’autres types d’estimateurs a posteriori existent. Avant de nous concentrer exclusive-
ment sur les estimateurs explicites résiduels, nous en évoquons quelques uns qui sont couramment
utilisés afin de situer notre travail dans son contexte. Une brève description de ces estimateurs
pourra être trouvée dans [36], et une introduction précise à chacun d’entre eux ainsi qu’une mine
d’informations bibliographiques dans les ouvrages de référence [4, 81].

On distingue d’abord l’estimateur d’erreur explicite résiduel que nous venons de présenter, qui
utilise le résidu de la solution numérique obtenue, de l’estimateur d’erreur implicite résiduel.
Dans le cas explicite, le coût de calcul des estimateurs est a priori marginal par rapport à
celui de la résolution de l’équation aux dérivées partielles, ce qui en fait son principal atout.
Comme nous le verrons tout au long de ce chapitre, l’estimateur se décompose alors en plusieurs
termes de différentes natures. D’abord, les résidus internes, qui reflètent la capacité de la solution
numérique à satisfaire l’équation à l’intérieur de chaque maille. Puis, les résidus sur la frontière,
qui mesurent la précision de l’approximation des conditions aux limites. Enfin, les résidus ”inter-
éléments”, fonction des sauts de la solution approchée ou de ses gradients au niveau des frontières
des éléments, et qui rendent compte de la régularité de l’approximation. Les constantes simi-
laires à C1 et C2 intervenant dans (13) qui sont obtenues sont cependant souvent assez obscures.
En effet, l’inégalité triangulaire ainsi que celle de Cauchy-Schwarz sont des outils très souvent
utilisés pour l’obtention de ces estimateurs, interdisant par nature d’éventuelles compensations
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entre les différentes composantes du résidu. Une majoration de la constante C2 pourrait certes
être proposée, mais elle mènerait inévitablement à un résultat très pessimiste, car à chaque
fois dicté par le cas d’école le plus pathologique pour l’obtention de toutes les constantes inclues
dans C2. Pour éviter l’inconvénient propre à l’estimateur explicite, l’idée générale de l’estimateur
implicite consiste à conserver l’équation vérifiée par le résidu telle quelle aussi longtemps que
possible afin de trouver une estimation de l’erreur locale (et pas uniquement de sa norme). Plu-
sieurs problèmes aux limites locaux ont alors à être résolus dont les données sont constituées par
des résidus locaux. Les problèmes sont posés soit sur un sous-domaine associé à chaque élément,
soit sur chaque élément lui même. L’estimateur global est obtenu par sommation des normes de
chaque estimateur local. Une difficulté propre à cette dernière méthode réside dans la nécessité
de déterminer convenablement les conditions aux limites pour la résolution du problème sur
l’élément, qui puisse mener à une série de problèmes bien posés. On doit alors soit reformuler les
problèmes locaux sur un sous-espace permettant d’assurer la coercivité de la forme bilinéaire,
ou alors choisir les conditions aux limites sur chaque élément de manière soignée (on parle de
la méthode des ”résidus équilibrés”, initiée par [11, 52, 58]). Dans ce second cas, on s’assure
que les flux spécifiés à la frontière (servant de conditions aux limites) et les résidus internes
sont à l’équilibre sur chaque élément, grâce à une condition d’équilibre qui doit être vérifiée.
Mieux que cela, on cherche à obtenir les flux les meilleurs possibles (c’est-à-dire menant à une
majoration de l’erreur la plus précise possible) grâce aux conditions d’optimalité.

Une toute autre philosophie est celle des estimateurs obtenus par un post-traitement de la
solution numérique, introduite dans [83]. Si on prend l’exemple d’une approximation uh af-
fine par maille, l’idée consiste à introduire un opérateur de reconstruction Gh qui, connaissant
∇uh (qui est donc constant par maille), en déduit une reconstruction notée Gh(∇uh) comme
une fonction continue sur le domaine et dont la restriction à chaque maille est affine. Modulo
quelques propriétés sur cet opérateur (condition de consistance, condition de localisation et ca-
ractère linéaire borné) et une régularité suffisante sur la solution u, on peut en déduire que le
gradient reconstruit Gh(∇uh) est une approximation de ∇u à un ordre suffisamment élevé pour
qu’il puisse être utilisé à la place de ∇u dans l’évaluation de l’erreur, fournissant ainsi un esti-
mateur d’erreur performant. Cette méthode, se basant sur des propriétés de superconvergence
établies pour des solutions régulières et certaines classes de maillages [72], est très utilisée dans
la communauté des ingénieurs. D’un point de vue pratique, elle mène en général à de très bons
résultats (Par exemple, par l’utilisation de la technique SPR, ”Superconvergent Patch Reco-
very”, de Zienkiewicz-Zhu), même si une telle performance sur des maillages quelconques reste
encore d’un point de vue théorique assez énigmatique. Son point faible, qui est aussi l’un de
ses avantages, est qu’elle n’utilise aucune information sur la nature de l’équation aux dérivées
partielles ayant servi à l’obtention de la solution.

Une autre technique est celle des estimateurs utilisant des bases hiérarchiques initiés dans
[11]. En analyse numérique, une méthode souvent employée pour obtenir une estimation d’erreur
consiste à résoudre le même problème en utilisant deux schémas de discrétisation de précision
différente, puis d’utiliser la différence entre les deux approximations comme estimateur d’erreur.
S’inspirant de ce procédé, une fois le problème approché résolu et la solution uh ∈ Vh obtenue,
on résout à nouveau le problème pour un espace d’approximation plus grand, menant à une
solution u∗h ∈ V ∗

h , l’idée étant d’estimer l’erreur par la norme de uh − u∗h. L’efficacité de cette
stratégie repose sur une hypothèse dite de ”saturation”, qui suppose que u∗h est, au sens de la
norme de l’énergie, une meilleure approximation (au sens strict) de u que ne l’est uh. Dans les cas
pratiques, cette hypothèse est vérifiée, même s’il existe des cas pathologiques lorsque la donnée
f est orthogonale à la fois à Vh et à V ∗

h . Toute la question revient alors à trouver une façon de
procéder pour ne pas avoir à résoudre de fait le problème initial sur V ∗

h , ce qui impliquerait un
coût numérique supérieur à celui nécessaire pour le cacul de uh. On utilise pour cela la classe
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des solveurs inexacts, qui sont définis soit par un solveur itératif stoppé avant qu’il n’arrive à
convergence, soit par l’utilisation d’une forme bilinéaire plus simple que celle du problème d’ori-
gine, dont le spectre soit toutefois suffisamment proche.

Enfin, une dernière méthode que nous souhaitons ici évoquer est celle des estimateurs par
dualité, qui a été introduite dans [49], et récemment analysée dans [14]. Ceux-ci sont indiqués
lorsque l’on souhaite obtenir une information non pas sur l’erreur u−uh au sens de la norme de
l’énergie, mais simplement sur l’erreur commise entre Q(u) et Q(uh), où Q est une fonctionnelle
suffisamment régulière permettant d’extraire une information précise de la solution. Dans ce
cas, l’idée est de chercher à montrer que la quantité |Q(u) − Q(uh)| est majorée par un esti-
mateur dont la contribution propre à la maille T dépend en particulier de ‖z‖Z,ωT

, où z est la
solution exacte d’un problème adjoint à résoudre, appartenant à un espace W jouissant d’une
propriété d’interpolation locale suffisamment forte3. Afin de pouvoir obtenir une approximation
satisfaisante de ‖z‖Z,ωT

, plusieurs stratégies sont possibles. Par exemple, celle de chercher zh
approximation de z dans un espace de dimension finie pour ensuite reconstruire localement une
approximation de ‖z‖Z,ωT

.

Ayant ainsi donné les quelques principes fondateurs de plusieurs types d’estimateurs, nous
nous restreignons dans tout ce chapitre au cas des estimateurs d’erreur a posteriori
explicites résiduels pour différentes équations aux dérivées partielles et plusieurs
types de méthodes d’éléments finis.

2.1.3 Les outils usuels pour le cas isotrope

Quelques outils classiques sont nécessaires à l’établissement des estimateurs d’erreur a pos-
teriori résiduels. Nous en donnons ici les principaux et expliquons en quoi ils sont utiles pour
l’analyse, en renvoyant à la bibliographie pour tous les détails. Dans un premier temps, on
considère une discrétisation isotrope, c’est-à-dire telle que, pour tout élément, le ratio r du
rayon du cercle (resp. de la sphère) circonscrit(e) à l’élément sur le rayon du cercle (resp. de
la sphère) inscrit(e) dans tout élément T ∈ Th soit uniformément borné. Le paramètre h suffit
donc à caractériser la précision du maillage.

Un premier outil est consitué par les fonctions bulles bT , polynômiales, définies sur tout
élément T de la triangulation et vérifiant bT = 0 sur ∂T et ‖bT ‖∞,T = 1. Le fait que ces fonc-
tions ne s’annulent pas à l’intérieur de l’élément permet de les utiliser pour définir des normes
sur des espaces de dimensions finies. Elles sont utilisées pour obtenir des inégalités inverses,
constituées d’inégalités ou d’équivalences pour des fonctions polynômiales vT définies sur T ,
comme par exemple :

‖vT b
1/2
T ‖T ∼ ‖vT ‖T , (17)

‖∇(vT bT )‖T . h−1‖vT ‖T . (18)

Les constantes intervenant dans ces équivalences ou inégalités ne sont fonction que du degré
de l’espace des polynômes auquel appartient vT . De façon similaire, pour toute face E (en
3D) ou arête E (en 2D) de la triangulation, on définit une fonction bulle bE, polynômiale,
vérifiant bE = 0 sur ∂ωE et ‖bE‖∞,ωE

= 1 (ici, ωE est constitué de l’ensemble des éléments de
la triangulation contenant E). On introduit de plus un opérateur d’extension Fext : C(Ē) →
C(T̄ ), prolongeant une fonction définie et continue sur Ē en une fonction définie et continue sur
T̄ . Pour une fonction polynômiale vE définie sur E, on obtient alors d’autres inégalités inverses

3
Z est ici un sous espace dense de W et ωT un patch d’éléments autour de T , voir [38] pour plus de précisions.

37



comme par exemple :

‖vEb
1/2
E ‖E ∼ ‖vE‖E , (19)

‖Fext(vE)bE‖T . h1/2‖vE‖E . (20)

Les inégalités inverses sont systématiquement utilisées pour établir la minoration de l’erreur,
c’est-à-dire une estimation locale du type (15). L’idée principale consiste à majorer successive-
ment chacun des termes intervenant dans la définition de ηT . Le fait que les fonctions bulles
soient nulles sur ∂T (ou sur ∂ωE) permet, en effectuant des intégrations par parties adéquates,
de faire apparâıtre la norme de l’erreur locale en annulant les termes de bord qui interviennent
dans les calculs. On trouvera dans [4] ou [81] une telle démonstration pour l’approximation P1-
conforme du problème modèle (16). A noter que l’approximation non conforme (par les éléments
finis de Crouzeix-Raviart usuels) utiliserait la même démonstration.

On a aussi besoin d’un opérateur d’interpolation, qui constitue un outil primordial. Plu-
sieurs choix sont possibles en fonction de la nature de l’approximation. Ainsi on peut n’avoir
besoin dans certains cas que d’une interpolation constante par morceaux (voir par exemple la
partie 2.3). Pour des interpolations de degré 1, l’interpolé de Clément est par exemple très
souvent utilisé. Il s’agit d’un opérateur d’approximation régularisé, qui envoie une fonction de
H1

0 (Ω) vers une fonction continue et affine par morceaux qui s’annule sur la frontière de Ω. L’in-
terpolé classique de Lagrange est souvent inadapté, car hormis le cas particulier de la dimension
1, H1(Ω) ne s’injecte pas dans C(Ω). Pour toute fonction v0 ∈ [H1

0 (Ω)]d, en notant I0Clv
0 son

interpolé de Clément, on a alors les majorations suivantes4 :

∑

T∈Th

h−2‖v0 − I0Clv
0‖2

T . ‖∇v0‖2
Ω, (21)

∑

E∈Eh

h−1‖v0 − I0Clv
0‖2

E . ‖∇v0‖2
Ω. (22)

On trouvera une définition détaillée de l’interpolé de Clément, une variante notée I
Cl

pour les
fonctions de H1(Ω) et les majorations correspondantes dans [30]. D’autres interpolés du même
type peuvent aussi être utilisés, comme celui de Scott-Zhang [6, 77]. L’opérateur d’interpola-
tion est un outil utilisé pour démontrer la majoration de l’erreur, c’est-à-dire une estimation
globale du type (14). Si l’espace d’approximation de la solution est choisi suffisamment grand
pour contenir l’espace d’interpolation, alors il est possible, en utilisant les relations d’ortho-
gonalité de Galerkin (encore appelées propriétés de consistance), de majorer l’erreur globale
par l’estimateur global en utilisant essentiellement l’intégration par parties et les inégalités de
Cauchy-Schwarz. Ces relations sont à chaque fois définies en fonction du problème considéré, et
nous y reviendrons fréquemment. Pour fixer les idées, reprenons le cas simple du problème (16)
résolu par l’utilisation de l’élément fini usuel P1-conforme. On cherche uc

h ∈ V c
0,h ⊂ H1

0 (Ω), et
dans ce cas la relation d’orthogonalité de Galerkin s’écrit :

∫

Ω
∇(u− uc

h)∇vc
h = 0, ∀vc

h ∈ V c
0,h, (23)

avec :
V c

h =
{

vh ∈ H1(Ω); vh|T
∈ P1(T )∀T ∈ Th

}

, V c
0,h = V c

h ∩H1
0 (Ω).

On peut alors utiliser la relation (23) dans le cas particulier vc
h = I0Cl(u − uc

h). Dans le cas de
discrétisations non conformes, il n’est pas possible d’aboutir directement à une telle relation.

4Dans la relation (22), Eh désigne l’ensemble de toutes les faces (3D) ou arêtes (2D) du maillage.
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C’est pourquoi nous avons besoin de la décomposition de Helmholtz, qui permet de scinder
l’erreur en plusieurs contributions [34]. Sur l’exemple (16) dont la solution est cette fois approchée
par l’utilisation des éléments finis P1-non conformes, on remplace respectivement V c

h et V c
0,h par

V nc
h et V nc

0,h définis par :

V nc
h =

{

vh ∈ L2(Ω); vh|T
∈ P1(T ) et vh continu au milieu de chaque face interne E

}

,

V nc
0,h =

{

vh ∈ V nc
h ;

∫

E
uh ds = 0 pour toute face E ∈ ∂Ω

}

,

et on cherche maintenant unc
h ∈ V nc

0,h /∈ H1
0 (Ω). En notant ∇h(u−unc

h ) le gradient défini morceau

par morceau de l’erreur, on peut ainsi montrer qu’il existe w ∈ H1
0 (Ω) et Ψ ∈ H1(Ω) tels que :

∇h(u− unc
h ) = ∇w + curlΨ, (24)

avec :
|w|1,Ω ≤ ||∇h(u− unc

h )||Ω et |Ψ|1,Ω . ||∇h(u− unc
h )||Ω.

On aboutit alors à deux relations d’orthogonalité :

∑

T∈Th

∫

T
∇h(u− unc

h ) .∇vc
h = 0, ∀vc

h ∈ V c
0,h,

∑

T∈Th

∫

T
∇h(u− unc

h ) . curlφc
h = 0, ∀φh ∈ V c

h .

En définissant convenablement les interpolés respectifs Ihw = I0Clw ∈ V c
0,h et IhΨ = I

Cl
Ψ ∈

V c
h , on peut effectuer la démonstration de la borne supérieure en utilisant pour chacune des deux

contributions de l’erreur définies par (24) la relation d’orthogonalité qui lui est spécifique. On
renvoie à [34] tous les détails.

2.1.4 Généralisation des outils au cas anisotrope

Lors de la résolution d’une équation aux dérivées partielles, dans certaines situations, la solu-
tion possède un comportement radicalement différent selon la direction d’espace considérée. Par
exemple, une couche limite qui se développe à proximité d’une paroi en mécanique des fluides
visqueux : La composante de la vitesse dans la direction de la paroi possède un très fort gradient
perpendiculairement à la paroi, mais un très faible gradient parallèlement à celle-ci. Dans le
cadre de tels problèmes, les méthodes isotropes de discrétisation peuvent devenir inappropriées.
En effet, elles nécessitent un nombre très important d’éléments dans les régions où la solution
est anisotrope, d’où un sur-raffinement dans la direction pour laquelle la solution n’évolue pas
beaucoup, comme le long de la couche limite pour reprendre l’exemple précédent. Pour éviter
cet inconvénient, l’idée est d’autoriser la discrétisation à rendre compte de l’anisotropie de la so-
lution, en admettant que certaines mailles puissent violer la contrainte de l’angle minimum. On
entre alors dans la classe des maillages anisotropes. L’utilisation de telles discrétisations permet
d’atteindre la même précision de calcul qu’avec une discrétisation isotrope, mais avec beaucoup
moins de degrés de liberté, d’où un gain en tout à fait considérable en mémoire et temps CPU
nécessaire au calcul (voir par exemple [23] pour l’application au calcul d’écoulements, ou BAMG
[1] ainsi que BL2D-V2 [2, 17] pour des exemples de mailleurs anisotropes). Contrairement au
cas isotrope, la seule donnée du paramètre h ne suffit plus à caractériser le maillage.

Pour chaque élément de la discrétisation, l’idée consiste à définir 2 (en 2D) ou 3 (en 3D)
vecteurs anisotropes qui rendent compte des directions principales d’anisotropie de l’élément.
Par exemple, dans le cas d’un triangle, on note p 1,T le vecteur correspondant au plus long
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côté du triangle, et p 2,T celui correspondant à la hauteur associée à ce côté (cf. Fig. 18). La
définition de ces vecteurs anisotropes dans le cas d’autres éléments usuels, comme le rectangle,
le tétraèdre, l’hexaèdre et le pentaèdre (prisme à base triangulaire) pourra être trouvée dans
[30]. Un élément T étant donné, on notera par hi,T la norme de p i,T (1 ≤ i ≤ d), ces longueurs

p 1,T

p 2,T

Fig. 18 – Directions d’anisotropies pour le triangle.

étant classées par ordre décroissant, et hmin,T étant la plus petite de ces longueurs. La matrice
CT est définie en disposant en colonne ces vecteurs anisotropes :

{

CT = [p 1,T ,p 2,T ] ∈ R2×2 en 2D

CT = [p 1,T ,p 2,T ,p 3,T ] ∈ R3×3 en 3D.
(25)

Enfin on introduit la hauteur hE,T au dessus d’une arête E (en 2D) ou d’une face E (en 3D)
d’un élément T par

hE,T =
|T |
|E| ·















1 si T est un rectangle ou un hexaèdre,
d si T est un triangle ou un tétraèdre,
1 pour la face triangulaire E d’un pentaèdre T ,
2 pour la face rectangulaire E d’un pentaèdre T ,

et, pour une face intérieure au maillage E = T1 ∩ T2, les hauteurs hmin,E et hE par :

hmin,E =
hmin,T1

+ hmin,T2

2
et hE =

hE,T1
+ hE,T2

2
.

La mesure d’alignement est un dernier outil que nous souhaitions présenter, qui permet
de caractériser l’alignement d’une solution avec une discrétisation donnée. Si l’on considère Th

une triangulation et v ∈ [H1(Ω)]d une fonction vectorielle, la mesure d’alignement m1 appliquée
à v et Th est définie par :

m1(v,Th) =

(

∑

T∈Th

h−2
min,T ‖∇v · CT ‖2

T

)1/2

‖∇v‖Ω
. (26)

La structure de la matrice CT définie en (25) implique trivialement que

1 ≤ m1(v,Th) ≤ max
T∈Th

hmax,T

hmin,T
,

où hmax,T est égal au plus grand h1,T de la triangulation. Cette double inégalité permet de
conclure que dans le cas particulier d’un maillage isotrope, m1(v,Th) ∼ 1. Pour un maillage
anisotrope, le terme ∇v · CT de (26) contient des dérivées selon les directions d’anisotropie
p i,T de l’élément T (puisque CT = [p 1,T ,p 2,T ,p 3,T ], voir (25)). Si les éléments anisotropes
sont alignés avec une fonction anisotrope v, la direction d’anisotropie la plus longue p 1,T est
associée avec une faible dérivée dans cette direction ∇v ·p 1,T . Inversement, la direction d’aniso-
tropie la plus courte p 3,T est associée avec une forte dérivée dans cette direction ∇v · p 3,T . En
conséquence, le numérateur et le dénominateur de m1(v,Th) se compensent, et m1(v,Th) ∼ 1.
Des détails supplémentaires peuvent être trouvés dans [57]. Si en revanche le maillage anisotrope

40



n’est pas aligné avec la fonction anisotrope v, alors des considérations similaires impliquent que
m1(v,Th) ≫ 1. En conclusion, mieux le maillage Th est aligné avec la fonction anisotrope v,
plus m1(v,Th) sera petit. Ce qui aura pour conséquence, comme nous le verrons, l’obtention
d’estimations d’erreurs d’interpolation plus fines.

Pour un maillage anisotrope, certaines inégalités inverses comme (17) - (20) ont besoin d’être
reprécisées. En effet, les constantes intervenant dans ces relations dépendent de la qualité du
maillage, et en particulier de son degré d’anisotropie. Elles sont donc susceptibles d’exploser
si l’angle minimum d’un triangle tend vers zéro, ce qui rend les inégalités inverses totalement
inexploitables. On montre alors que si par exemple des inégalités comme (17) et (19) restent
valables dans le cadre anisotrope, (18) et (20) se généralisent respectivement en [53, 78] :

‖∇(vT bT )‖T . h−1
min,T ‖vT ‖T , (27)

‖Fext(vE)bE‖T . h
1/2
E,T ‖vE‖E . (28)

De même, les estimations d’interpolation de Clément (21)-(22) reposent elles aussi sur la
propriété d’isotropie du maillage. Elles sont alors généralisées pour le cas anisotrope grâce à
l’utilisation de la mesure d’alignement :

∑

T∈Th

h−2
min,T ‖v0 − I0Clv

0‖2
T . m2

1(v
0,Th) ‖∇v0‖2

Ω, (29)

∑

E∈Eh

hE

h2
min,E

‖v0 − I0Clv
0‖2

E . m2
1(v

0,Th) ‖∇v0‖2
Ω. (30)

Ayant ainsi présenté brièvement l’ensemble les outils principaux à notre disposition pour
l’analyse d’erreur a posteriori, nous évoquons dans la suite de ce chapitre les travaux de recherche
spécifiques que nous avons développés. Pour chacun d’entre eux, nous exposons le problème
abordé, son contexte bibliographique, et expliquons en quoi réside le coeur de notre contribu-
tion en présentant les principaux résultats. Pour tous les détails, on renvoie aux publications
correspondantes.
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2.2 Formulation mixte de Stokes pour des discrétisations standards

Ces travaux ont donné lieu à la publication [30].

Ce travail a consisté en l’obtention d’estimateurs d’erreur a posteriori pour le problème de
Stokes stationnaire avec conditions aux limites de Dirichlet homogènes : Etant donné Ω ⊂ Rd

(d = 2 ou 3) et f , trouver u et p satisfaisant







−∆u + ∇p = f dans Ω,
divu = 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.
(31)

Concernant les estimateurs a posteriori consacrés à ce problème sur des discrétisations iso-
tropes, plusieurs approches ont été proposées, principalement en 2D. Nous avons recensé plu-
sieurs d’entre elles dans [30]. Sur les maillages anisotropes, cependant, ces estimateurs ne sont
pas satisfaisants car la minoration et la majoration de l’erreur diffèrent d’un facteur qui est (au
plus) proportionnel à l’aspect ratio des éléments anisotropes. Ce facteur potentiellement non
borné rend les estimateurs conventionnels isotropiques inadaptés à notre problème. Dans les
années 1990, la recherche s’est donc progressivement intéressée à la mise en place d’estimateurs
adaptés aux discrétisations anisotropes [13, 35, 43, 44, 53, 54, 55, 66, 69, 78]. La borne supérieure
apparâıt alors être le point crucial, qui nécessite un alignement correct du maillage anisotrope
avec la solution.

Notre objectif a donc été de généraliser les estimateurs d’erreur a posteriori de type résiduels
pour le système de Stokes résolu par la méthode mixte standard au cas des maillages anisotropes,
aussi bien en 2D qu’en 3D. Pour cela, un point de départ a été le travail de Dari, Duran et Padra
[33]. En outre, nous avons voulu traiter une large variété d’éléments finis (en particulier conformes
et non conformes), en utilisant des hypothèses minimales sur les éléments permettant d’assurer
l’équivalence entre la norme de l’erreur et l’estimateur résiduel. Parallèlement à ce travail, L.
Formaggia, S. Micheletti et S. Perotto [42] ainsi que M. Picasso [68] ont également développé des
estimateurs d’erreur anisotropiques pour le système de Stokes 2D, basés sur des arguments de
dualité dans l’esprit des travaux de Rannacher [70]. La technique consiste à déterminer une borne
supérieure pour une certaine fonctionnelle linéaire de l’erreur de discrétisation grâce au calcul
de la solution z d’un problème dual approprié. On doit alors effectuer l’hypothèse selon laquelle
on dispose d’une approximation z∗h de z (non nécessairement évaluée sur le même maillage),
afin de pouvoir mettre en oeuvre une stratégie de raffinement. Dans ces papiers, la minoration
de l’erreur est obtenue avec les mêmes hypothèses sur le maillage que celles que nous avons
effectuées. Cependant, et contrairement à la philosophie de notre travail, en ce qui concerne
la majoration de l’erreur, la mesure d’alignement est incorporée dans l’indicateur d’erreur. Les
propriétés spectrales de l’application affine envoyant l’élément de référence vers un élément donné
de la triangulation sont exploitées pour donner des indications sur la dimension, l’orientation
et l’aspect ratio propres à ce dernier. Cela permet le contrôle de l’erreur dans chaque direction
intrinsèque à l’élément et l’optimisation de l’orientation de ce dernier dans le cadre de procédures
de raffinements adaptatifs basés sur le concept de métriques [45]. Il est alors nécessaire d’estimer
cette mesure d’alignement, ce qui est effectué par l’utilisation d’un gradient reconstruit de type
Zienkiewicz-Zhu pour l’erreur sur la vitesse et d’une procédure de régularisation pour la pression
[65].

On introduit les espaces V = [H1
0 (Ω)]d et Q = L2

0
(Ω), et les formes bilinéaires a et b par :

a(u ,v) =

∫

Ω
∇u : ∇v, b(v, q) = −

∫

Ω
q div v.
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La formulation faible du problème (31) est bien connue et prend la forme : Trouver (u , p) ∈ V ×Q
solution de

{

a(u ,v) + b(v, p) = (f ,v) ∀v ∈ V,
b(u , q) = 0 ∀q ∈ Q.

(32)

Pour f ∈ L2(Ω)d, le théorème I.5.1 de [46] assure existence et unicité de la solution au problème
(32). On suppose donnés un espace d’approximation de la vitesse Vh (respectivement de la
pression Qpre), constitué de fonctions polynômiales sur chaque élément T de la triangulation
Th, et tels que Qpre ⊂ Q, mais sans qu’il soit nécessaire que Vh ⊂ V . On calcule la solution
approchée en utilisant les formes bilinéaires plus faibles ah(., .) et bh(., .) définies par :

ah(u ,v) =
∑

T∈Th

∫

T
∇u : ∇v, ∀u ,v ∈ Vh, (33)

bh(u , q) = −
∑

T∈Th

∫

T
q divu , ∀u ∈ Vh,∀q ∈ Qpre. (34)

La formulation mixte discrète s’écrit : Trouver uh ∈ Vh, ph ∈ Qpre, tels que

{

ah(uh,vh) + bh(vh, ph) = (f ,vh) ∀vh ∈ Vh,

bh(uh, qh) = 0 ∀qh ∈ Qpre.
(35)

L’espace Vh est équipé de la semi-norme ‖∇hv‖Ω = a
1/2
h (v,v), où par définition, pour v ∈

[H1(T )]d , le gradient ∇hv est défini sur Ω par :

(∇hv)|T = ∇v|T ,∀T ∈ Th.

Pour v ∈ [H1
0 (Ω)]d ∩ Vh, on peut soustraire les premières équations de (32) et (35) pour

obtenir la relation d’orthogonalité de Galerkin :
∫

Ω
∇he : ∇v −

∫

Ω
εdivv = 0 ∀v ∈ [H1

0 (Ω)]d ∩ Vh, (36)

où les erreurs en vitesse et pression sont respectivement notées e = u −u h et ε = p− ph. Pour
établir nos estimateurs, plusieurs hypothèses standards doivent être effectuées sur le maillage,
et principalement celle selon laquelle même si un maillage anisotrope est autorisé, le degré
d’anisotropie entre deux éléments voisins ne peut changer rapidement, c’est-à-dire que

hi,T1
∼ hi,T2

∀i = 1 . . . d,∀T1 ∩ T2 6= ∅.

Plusieurs hypothèses doivent être également effectuées sur les espaces d’éléments finis. En notant
V 0

Cl = [Im(I0Cl)]
d, avec I0Cl l’opérateur d’interpolation de Clément, il faut assurer que l’espace des

vitesses Vh est suffisamment grand pour contenir l’espace d’interpolation de Clément (V 0
Cl ⊂

[H1
0 (Ω)]d ∩ Vh), et que pour les discrétisations non conformes, la propriété dite de ”Crouzeix-

Raviart” soit vérifiée :
∫

E

[[

uh

]]

E
= 0 ∀uh ∈ Vh, ∀E ∈ Eh, où

[[

uh

]]

E
est le saut de uh à travers E. (37)

Enfin, pour obtenir des solutions discrètes robustes, les paires d’éléments doivent bien sûr être
stables (la condition inf/sup discrète doit être vérifiée), mais cette condition n’est pas nécessaire
pour prouver les estimateurs d’erreur eux-mêmes. La partie 5 de [30] donne une liste de plusieurs
paires d’éléments finis satisfaisant les hypothèses nécessaires. Certains d’entre eux sont déjà bien
connus de la littérature, d’autres sont nouveaux.
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On définit le résidu exact sur l’élément T par RT = f −(−∆uh+∇ph), et son approximation
rT ∈ (Pk(T ))d similairement à [81]. En notant respectivement nE (en 2D et 3D) et t E (en 2D
uniquement) les vecteurs unitaires normaux et tangents à E, on introduit alors le saut du gradient
dans les directions normales et tangentielles par :

JE,n =

{ [[

(∇uh − phI)nE

]]

E
0

pour les arêtes/faces intérieures,
pour les arêtes/faces frontalières,

JE,t =
[[

∇uh t E

]]

E
pour le cas 2D non conforme (vecteur),

JE,t =
[[

∇uh × nE

]]

E
pour le cas 3D non conforme (matrice).

Définition 2.1 (Estimateur d’erreur résiduel) L’ estimateur d’erreur résiduel local est défini
par :

η2
T = h2

min,T ‖rT ‖2
T + ‖divuh‖2

T +
∑

E⊂∂T

h2
min,T

hE

(

‖JE,n‖2
E + ‖JE,t‖2

E

)

+
∑

E⊂∂T,E∈E�

h2
min,T

hE̺(E)2
‖
[[

uh

]]

E
‖2

E .

l’ estimateur d’erreur résiduel global est donné par :

η2 =
∑

T∈Th

η2
T .

De plus, on définit les termes d’approximation locaux et globaux par :

ζ2
T =

∑

T ′⊂ωT

h2
min,T ′‖rT ′ − RT ′‖2

T ′ , ζ2 =
∑

T∈Th

ζ2
T .

On rappelle que ωT représente le patch associé à T , défini ici comme l’ensemble des éléments
ayant une arête (2D) ou une face (3D) commune avec T .

Remarque 2.2 Dans la définition 2.1, le dernier terme du second membre de l’expression don-
nant η2

T n’est à considérer que dans le cas 3D pour lequel E� constitue l’ensemble des faces
rectangulaires de la triangulation et ̺(E) la plus petite des longueurs des arêtes de E. Dans
le cas des discrétisations conformes, il s’annule car on a toujours ‖

[[

uh

]]

E
‖E = 0. Dans le

cas d’une discrétisation non conforme mais isotrope, il peut être omis car il est équivalent à
h2

min,T h
−1
E ‖JE,t‖2

E. Toujours dans le cas d’une discrétisation conforme (qu’elle soit 2D ou 3D),

on a de plus ‖JE,t‖2
E = 0∀E ∈ Eh.

Théorème 2.3 (Minoration de l’erreur locale) Supposons que la direcrétisation soit 2D,
ou 3D conforme, ou 3D non conforme et uniquement composée de tétraèdres. Alors pour tout
élément T , on a :

ηT . ‖∇he ‖ωT
+ ‖ε‖ωT

+ ζT . (38)

Eléments de la preuve : La technique de démonstration de ce théorème est assez stan-
dard [81]. Nous avons donc repris le même cheminement en l’adaptant au cadre anisotrope
et éventuellement 3D, chaque terme du résidu est borné séparément par l’utilisation des fonc-
tions bulles, opérateurs d’extension et inégalités inverses. Dans le cas des discrétisations 3D non
conformes, il n’a pas été possible d’estimer la contribution locale des faces rectangulaires. Une
minoration globale de l’erreur est toutefois possible, qui fait alors intervenir la mesure d’aligne-
ment (corollaire 6.1 de [30]).
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Théorème 2.4 (Majoration d’erreur - Cas conforme) Supposons la discrétisation conforme.
Alors on a :

‖ε‖ + ‖∇he ‖ .
(

m1(e ,Th) +m1(vε,Th)
)

(η + ζ). (39)

Théorème 2.5 (Majoration d’erreur - Cas non conforme) Supposons la discrétisation non
conforme. Alors on a

‖ε‖ + ‖∇he ‖ .
(

m1(r,Th) +m1(s,Th) +m1(vε,Th)
)

(η + ζ). (40)

Remarque 2.6 Il est à noter que les fonctions e , vε, r et s intervenant dans les mesures
d’alignement des relations (39) et (40) sont des fonctions qui dépendent de la solution exacte
(voir [30]). D’ailleurs, dans le cas 3D, s est une fonction matricielle, et la mesure d’alignement
doit être comprise pour une telle fonction en procédant composante par composante. Ces mesures
d’alignement ne peuvent donc pas être évaluées explicitement. Cependant, cela ne constitue pas
un inconvénient majeur. Par exemple, la mesure d’alignement m1(e ,Th) pour l’erreur e =
u−uh est de taille O(1) pour des maillages suffisamment satisfaisants [54, 55, 57]. On attend un
comportement similaire des autres mesures d’alignement, ce qui est confirmé par les expériences
numériques que nous avons développées. Pratiquement, pour les calculs, on utilise les estimateurs
sans considérer les mesures d’alignement. Ce choix est parfaitement justifié dans le cadre de la
mise en oeuvre de stratégies de raffinement adaptatifs, puisque, à l’exception des triangulations
3D non conformes constituées de pentaèdres ou d’hexaèdres, la minoration de l’erreur locale est
obtenue indépendamment du caractère anisotrope du maillage (théorème 2.3).

Eléments de la preuve : Encore une fois, l’originalité de ces résultats tient au caractère
anisotrope de la discrétisation ainsi qu’au traitement du cas 3D. On reprend le cheminement
proposé dans [33]. On majore tout d’abord l’erreur en pression ‖ε‖ grâce à la condition inf/sup
continue appliquée à ε, ce majorant étant en particulier fonction de ‖∇he ‖. L’erreur en vitesse
est alors à son tour majorée en fonction de l’estimateur, en utilisant la relation d’orthogonalité de
Galerkin (36) dans le cas conforme, et en faisant de plus appel à une décomposition de Helmholtz
de l’erreur dans le cas non conforme [33]. La propriété de Crouzeix-Raviart sur l’espace des
éléments finis (37) est fondamentale pour assurer certaines propriétés d’orthogonalité de l’erreur.

Des tests numériques ont ensuite été menés pour mettre en évidence sur un exemple que
les majorations des théorèmes 2.3 et 2.5 étaient vérifiées numériquement. Pour cela, nous avons
considéré le problème de Stokes 2D sur le carré unité, résolu en utilisant un élément fini de
type Crouzeix-Raviart menant à une discrétisation non conforme, sur un maillage de Shishkin
anisotrope composé de rectangles (cf Fig. 19).

Fig. 19 – Maillage de Shishkin du carré unité avec n = 8.

Les tests ont eu pour objectif d’approcher numériquement la solution exacte (u , p) donnée
par :







Φ = x2(1 − x)2y2(1 − y)2e−x/
√

ǫ,
u = curl Φ,

p = e−x/
√

ǫ,
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qui présente une couche limite d’épaisseur O(
√
ǫ) le long de l’axe x = 0. Les ordres de convergence

de uh vers u et de ph vers p ayant été vérifiés conformes à ceux attendus par la théorie, nous
avons défini les indices qup et qlow dénommés respectivement indice de fiablilité et indice
d’efficacité par :

qup =
||∇h(u − uh)||Ω + ||p − ph||Ω

η + ζ
; qlow = max

T∈Th

ηT

||∇h(u − uh)||ωT
+ ||p− ph||ωT

+ ζT
.

La figure 20 présente l’évolution de ces ratios en fonction du nombre de degrés de liberté
DoF associés au maillage utilisé. On constate que dès que la précision du maillage permet une
résolution suffisante de la couche limite, qup est indépendant de h et de ǫ, ce qui prouve que
l’estimateur utilisé est fiable. Le même comportement est obtenu pour qlow, ce qui prouve que
l’estimateur est efficace.
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Fig. 20 – qup (à gauche) et qlow (à droite) en fonction de DoF .
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2.3 Formulation mixte de Stokes pour des discrétisations Galerkin Disconti-

nues

Ces travaux ont donné lieu à la publication [31].

On considère toujours le problème variationnel continu (32) introduit dans la partie 2.2, exhi-
bant une solution anisotrope, et donc nécessitant l’utilisation de maillages anisotropes5. L’origi-
nalité de cette contribution réside dans le choix de l’approximation numérique, effectuée par une
méthode de type Galerkin Discontinue (GD), plus précisément par la méthode de pénalisation
interne (IP method) [48, 80]. En comparaison avec les méthodes plus classiques utilisées dans la
partie 2.2, elles possèdent des avantages intéressants comme une robustesse et une stabilité accrue
pour l’approximation des phénomènes de transport, et surtout pour ce qui nous concerne une
flexibilité beaucoup plus grande pour la constitution du maillage qui n’a plus à être conforme, en
autorisant cette fois l’existence de ”hanging nodes”. Ainsi l’intersection de deux mailles voisines
peut être soit un noeud, soit un segment (en 2D) ou une face (en 3D) appartenant à au moins
l’une des deux mailles (mais pas forcément aux deux). Les méthodes GD ont été développées
pour différents problèmes aux limites, comme les problèmes de diffusion [7, 27], ou les problèmes
de Stokes et de Navier-Stokes [10, 26, 50, 76, 80]. L’analyse a posteriori appliquée à ces méthodes
a commencé plutôt récemment. Pour les problèmes de diffusion, des estimateurs de type résiduels
ont été par exemple développés par Becker et al [15, 16] et Karakashian et Pascal [51]. Pour le
problème de Stokes 2D, des estimateurs de même type ont été développés par Houston et al [48].
Dans tous ces papiers, les auteurs considèrent des maillages isotropes, et la norme de l’énergie
ainsi que les estimateurs sont définis en utilisant des quantités isotropes telles le diamètre des
éléments.

Le but de notre travail a donc été d’étendre ces estimateurs d’erreur résiduels au cas des
maillages anisotropes pour des domaines 2D (d = 2) et 3D (d = 3). Le point clé a été de définir
une norme de l’énergie appropriée pour obtenir une propríeté d’approximation anisotrope déjà
prouvée dans [51] dans le cas isotrope. Si, comme déjà annoncé, le maillage ne doit plus ici
satisfaire de propriété de conformité, il doit vérifier deux hypothèses supplémentaires liées à la
présence de hanging nodes. En particulier, on suppose que pour tous éléments voisins T et T ′ tels
que T ∩ T ′ soit une arête (en 2D) ou une face (en 3D) E′ de T ′ mais pas de T , alors l’arête/face
E de T telle que E′ ⊂ E satisfait |E| . |E′|.

Etant donné un entier naturel k ≥ 1, on introduit les espaces d’approximation

Vh = {v ∈ L2(Ω)d : v|T ∈ (P k
T )d,∀T ∈ Th},

Qh = {q ∈ L2
0(Ω) : q|T ∈ (P k−1

T ),∀T ∈ Th},

où l’espace P k
T est défini par :

P k
T = Pk(T ) si T est un triangle ou un tétraèdre,

P k
T = Qk(T ) si T est un rectangle ou un hexaèdre.

A noter donc que les éléments de Vh ne vérifient donc aucune contrainte de continuité d’un

5Le problème continu ici étudié est en fait un peu plus général que (32) , le coefficient de viscosité cinématique
devant le terme −∆u de (31) pouvant être différent de 1, on le notera ν.
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élément à l’autre. L’espace Vh est muni de la norme6

‖v‖1,h =



‖∇hv‖2
Ω +

∑

E∈Eh

h−1
E ‖

[[

v
]]

‖2
E





1/2

,

et Qh est muni de la norme usuelle L2(Ω). On définit alors les formes bilinéaires ah(., .) et bh(., .)
par :

ah(u ,v) = ν
∑

T∈Th

∫

T
∇u : ∇v −

∑

E∈Eh

∫

E
(
{{

ν∇hv
}}

:
[[

u
]]

+
{{

ν∇hu
}}

:
[[

v
]]

)

+ νγ
∑

E∈Eh

h−1
E

∫

E

[[

u
]]

:
[[

v
]]

, ∀u ,v ∈ Vh,

bh(u , q) = −
∑

T∈Th

∫

T
q divu +

∑

E∈Eh

∫

E

{{

q
}}[[

u
]]

, ∀u ∈ Vh, q ∈ Qh,

où le paramètre γ > 0 doit être choisi suffisamment grand pour assurer la coercivité de ah.
L’approximation GD du problème de Stokes prend alors la forme : Trouver uh ∈ Vh, ph ∈ Qh,
tels que

{

ah(uh,vh) + bh(vh, ph) = (f ,vh) ∀vh ∈ Vh,

bh(uh, qh) = 0 ∀qh ∈ Qh.
(41)

Dans le cas particulier des maillages isotropes constitués de rectangles ou d’hexaèdres, le problème
mixte (41) a déjà été prouvé comme étant bien posé car satisfaisant une condition inf/sup uni-
forme discrète [47, 80]. Notre travail a donc d’abord consisté à vérifier ce caractère bien posé pour
le reste des familles de maillages ici considérées, grâce aux hypothèses effectuées sur le maillage.
Quelques outils spécifiques aux méthodes GD ont alors dû être introduits. Par exemple, similaire-
ment à [7, 48, 64], on a utilisé une reformulation ”perturbée” du problème (41) en introduisant
des opérateurs de ”lifting” vérifiant certaines propriétés de stabilité (lemme 4.1 de [31]). La
spécificité de notre approche porte sur le traitement de l’anisotropie, et nous conduit à définir
sur Vh la norme

|||v|||21,h = ‖∇hv‖2 + |v|21,h,

où la semi norme | · |1,h est définie par :

|v|1,h =





∑

E∈Eh

∫

E
hEh

−2
min,E |

[[

v
]]

|2 ds





1/2

. (42)

Les propriétés effectuées sur le maillage impliquent que

‖v‖1,h . |||v|||1,h,∀v ∈ Vh. (43)

On définit alors V c
h = Vh ∩ H1

0 (Ω)d, l’espace des éléments continus de Vh et on pose V ⊥
h le

complément orthogonal de V c
h dans Vh par rapport au produit interne associé à la norme |||·|||1,h.

Un résultat fondamental, qui provient de l’adaptation de la section 2.1 de [51] au cas anisotrope,
est que la semi-norme | · |1,h est une norme sur V ⊥

h équivalente à la nouvelle norme ||| · |||1,h

6Par souci de concision, les notations usuelles (moyennes, sauts) propres aux méthodes GD ne sont pas
introduites. On consultera [31] pour tous les détails. A noter par exemple que dans cette partie 2.3,

ˆ̂

v
˜̃

est le saut du vecteur v dans la direction normale (qui est un scalaire),
ˆ̂

A
˜̃

est le saut de la matrice A

dans la direction normale (qui est un vecteur), tandis que
ˆ̂

v
˜̃

est le saut total du vecteur v (qui est une matrice).
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(théorème 4.4 de [31]). La minoration de cette équivalence est directement déduite de la propriété
suivante que nous avons prouvée :

∀vh ∈ Vh, inf
wh∈V c

h

‖∇h(vh − wh)‖ . |vh|1,h. (44)

Nous avons de plus mis en évidence que l’estimation (44) était optimale, c’est-à-dire telle qu’il soit
possible de trouver un cas particulier pour lequel l’estimation inverse ait lieu. En conséquence,
le facteur hEh

−2
min,E intervenant dans la définition de |vh|1,h (cf (42)) ne peut pas être choisi

plus petit (par exemple, le choix de h−1
E , comme dans le cas isotrope, ne serait pas correct).

Enfin, les fonctions bulles, opérateurs d’extension et inégalités inverses ont été généralisées au
cas des maillages non conformes pour pouvoir établir l’efficacité de l’estimateur. Similairement
à la partie 2.2, le résidu exact sur la maille T est donné par RT = f − (−ν∆uh + ∇ph), et on
définit le saut du gradient dans la direction normale par :

JE,n =

{ [[

ν∇huh − phI
]]

pour E ∈ Eh tel que E ⊂ Ω,
0 pour E arête (2D) ou face (3D) frontalière.

Définition 2.7 (Estimateur d’erreur résiduel) Les estimateurs locaux et globaux sont définis
par

η2
T = h2

min,T ν
−1‖RT ‖2

T + ν‖divuh‖2
T

+
∑

E∈Eh:E⊂∂T

(

h2
min,Th

−1
E ν−1‖JE,n‖2

E + νhEh
−2
min,E‖

[[

uh

]]

‖2
E

)

,

η2 =
∑

T∈Th

η2
T .

Soit V (h) = H1
0 (Ω)d + Vh. On introduit la norme de Galerkin Discontinu naturelle sur V (h) ×

L2(Ω) par :

‖(v, q)‖2
DG = ν‖v‖2

1,h + ν−1‖q‖2,∀(v, q) ∈ V (h) × L2(Ω),

et on définit sa norme anisotrope par :

‖(v, q)‖2
DGM = ν|||v|||21,h + ν−1‖q‖2 = ν‖∇hv‖2 + ν|v|21,h + ν−1‖q‖2.

Il est clair que

‖(v, q)‖DG . ‖(v, q)‖DGM ,∀(v, q) ∈ V (h) × L2(Ω),

et que
‖(v, q)‖DG = ‖(v, q)‖DGM ,∀(v, q) ∈ H1

0 (Ω) × L2(Ω).

Théorème 2.8 (Majoration de l’erreur) Soit (u , p) ∈ H1
0 (Ω)d × L2

0(Ω) l’unique solution
de (32)7 et (uh, ph) ∈ Vh ×Qh l’unique solution de (41). Alors on a :

‖(u − uh, p− ph)‖DG . ‖(u − uh, p− ph)‖DGM . m1(v,Th) η. (45)

Eléments de la preuve : On procède à l’instar de [48], avec les adaptations nécessaires dues à
l’anisotropie du maillage. L’idée consiste à décomposer la solution en uh = u c

h+u⊥
h avec u c

h ∈ V c
h

et u⊥
h ∈ V ⊥

h . Ceci permet de se ramener à la majoration de ‖(u −u c
h, p−ph)‖2

DGM puis à celle de
|||u⊥

h |||21,h. Pour la première majoration, on utilise le fait que u −u c
h ∈ H1

0 (Ω)d. Pour la seconde,

l’équivalence de norme que nous avons démontrée conduit directement à |||u⊥
h |||21,h ∼ |u⊥

h |21,h .

η2. A noter que dans l’expression (45), la fonction v intervenant dans la mesure d’alignement
m1 est fonction de u − u c

h et p − ph. Pour plus de détails sur cette dépendance, on renvoie au
théorème 5.2 de [31].

7Avec ν 6= 1.
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Théorème 2.9 (Minoration de l’erreur) Pour tout élément T , on a :

η2
T . ν‖∇h(u − uh)‖2

ωT
+ ν−1‖p − ph‖2

ωT
+ ν

∑

E∈Eh:E⊂∂T

hEh
−2
min,E‖

[[

u − uh

]]

‖2
E . (46)

Eléments de la preuve : L’estimée

h2
min,T ν

−1‖RT ‖2
T + ν‖divuh‖2

T + ν−1
∑

E∈Eh:E⊂∂T

h2
min,T

hE
‖JE,n‖2

E (47)

. ν‖∇h(u − uh)‖2
ωT

+ ν−1‖p− ph‖2
ωT

est prouvée dans le théorème 6.2 de [30] pour ν = 1 et un maillage conforme en utilisant les
fonctions bulles, l’intégration par parties et les inégalités inverses. La preuve est tout à fait simi-
laire lorsque ν 6= 1 et dans le cas du maillage non conforme en utilisant les nouvelles fonctions
bulles et inégalités inverses propres aux discrétisations non conformes. Ensuite il suffit juste de
remarquer que

[[

u − uh

]]

= −
[[

uh

]]

pour aboutir à (46).

Des tests numériques ont été menés pour mettre en évidence sur un exemple que les majora-
tions des théorèmes 2.8 et 2.9 étaient bien vérifiées numériquement. Les valeurs des indices de
fiabilité et d’efficacité, asymptotiquement indépendantes du degré de raffinement du maillage,
sont quasiment égales à celles obtenues dans la partie 2.2, et très similaires avec celles obtenues
par d’autres auteurs sur d’autres classes de problèmes [15, 54, 55, 67, 65, 66].
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2.4 Equations de Maxwell hétérogènes

Ces travaux ont donné lieu à la publication [62].

Dans ce travail, on considère les équations qui régissent la circulation du courant éléctrique
dans un domaine connexe polyèdrique borné Ω ∈ R3. Après une semi-discrétisation en temps,
on aboutit à chaque pas de temps à la résolution de l’équation de Maxwell [12] :

{

curl (χcurl u ) + βu = f dans Ω,
u × n = 0 sur Γ = ∂Ω.

(48)

Dans le système (48), u est l’approximation à un instant donné du champ électrique E , f ∈
[L2(Ω)]3 est une donnée à divergence nulle dans Ω et n est la normale unitaire sortante à Ω le
long de Γ. Les fonctions χ et β sont constantes par morceaux et telles qu’il existe une partition
P de Ω constituée d’un ensemble fini de polyèdres lipschitziens Ω1, · · · ,ΩJ telle que sur chaque
Ωj (1 ≤ j ≤ J), on ait χ = χj et β = βj , où χj et βj sont des constantes strictement positives.
On introduit alors l’espace

H0(curl ,Ω) = {u ∈ [L2(Ω)]3 : curl u ∈ [L2(Ω)]3 et u × n = 0 sur Γ},

muni de sa norme usuelle ‖.‖2
H(curl ,D)

= ‖.‖2
D + ‖curl .‖2

D , et la forme bilinéaire

a(u ,v) =

∫

Ω
χcurl u · curl v + βu · v.

La formulation faible de (48) consiste à trouver u ∈ H0(curl ,Ω) tel que

a(u ,v) = (f ,v),∀v ∈ H0(curl ,Ω). (49)

Puisque a est une forme sesquilinéaire coercive sur H0(curl ,Ω), le problème (49) possède une
unique solution par application du lemme de Lax-Milgram. Ce problème est approché dans un
espace d’éléments finis conforme Vh ⊂ H0(curl ,Ω) basé sur une triangulation Th du domaine
constituée de tétraèdres isotropes ou anisotropes pour fournir une solution approchée uh. L’es-
pace Vh est également supposé contenir l’espace des éléments d’arête de Nédélec de plus bas
degré [61] noté ici Vh,1 et défini par :

Vh,1 = {vh ∈ H0(curl ,Ω); vh|T
∈ ND1(T ) ∀T ∈ Th}, ND1(T ) = {p (x) = a+b×x; a ,b ∈ R3}

En définissant l’erreur par e = u − uh, on obtient classiquement l’équation résiduelle :

a(e ,v) = r(v) ∀v ∈ H0(curl ,Ω), (50)

avec
r(v) = (f ,v) − a(uh,v),∀v ∈ H0(curl ,Ω),

et la relation d’orthogonalité de Galerkin associée :

a(e ,vh) = 0,∀vh ∈ Vh. (51)

L’analyse des estimateurs d’erreur a posteriori isotropes pour les éléments d’arêtes a été initiée
par Monk [60] et Beck et al [12] dans le contexte d’une décomposition de Helmholtz régulière
nécessitant en plus des hypothèses que nous avons effectuées que les fonctions β et χ soient conti-
nuement différentiables sur Ω, domaine plus régulier que simplement lipschitzien (hypothèse 3.1
de [12]).

51



Le but de notre travail a donc été de déterminer un estimateur d’erreur résiduel a posteriori
pour la norme H0(curl ,Ω) de l’erreur e , en combinant les méthodes de [12] et [53] pour traiter
le cas de maillages anisotropes et d’une décomposition de Helmholtz singulière. On couvre ainsi
le cas général des fonctions χ et β constantes par morceaux, dans le cadre de problèmes 3D et de
triangulations composées de tétraèdres. Cependant, notre contribution se généralise également
au cas des problèmes 2D ainsi que des triangulations 3D constituées de parallélépipèdes ou de
pentaèdres rectangulaires (cf. les idées de [30] pour une telle généralisation). Depuis ces travaux,
d’autres papiers ont également traité ce problème (par exemple [25, 74]).

Certains outils spécifiques ont dû être développés pour l’obtention de la majoration de l’er-
reur. Tout d’abord, l’introduction d’un interpolé de type Clément qui envoie une fonction vec-
torielle de H0(curl ,Ω) sur Vh,1, introduit dans [12], et défini à l’aide des fonctions de base
éléments de Vh,1 associées aux arêtes de la triangulation. Il nous a fallu revisiter les esti-
mations d’erreurs d’interpolation pour établir des résultats similaires dans le cas anisotrope.
Puis, en toute logique, nous avons établi une nouvelle mesure d’alignement m2(v,Th) per-
mettant de caractériser l’alignement d’une fonction vectorielle v de H0(curl ,Ω) ∩ [PH1(Ω)]3

avec un maillage donné Th, mesure qui intervient dans les erreurs d’interpolation pour les
maillages anisotropes. Ici, [PH1(Ω)]3 est l’ensemble des fonctions de (L2(Ω))3 dont la restric-
tion à chaque Ωj est dans H1(Ωj)

3, 1 ≤ j ≤ J . A noter que, suite à cette définition, nous
avons également introduit les mesures d’approximation a1(v,Th) et a2(v,Th), respectivement
majorées par m1(v,Th) et m2(v,Th). Ce sont des mesures qui permettent de donner la distance
de la fonction à l’espace d’approximation au sens d’une norme discrète utilisant des descrip-
teurs anisotropes, ce qui en fait des quantités naturelles intervenant dans la majoration de
l’erreur par l’estimateur global. Enfin, nous avons également eu besoin d’une décomposition
de Helmholtz de l’espace H0(curl ,Ω) relatif au poids β (pour β = 1, le résultat se réduit
à la décomposition de Helmholtz standard), permettant de traiter le cas d’une fonction β
constante par morceaux sur le domaine, ce qui constitue une généralisation du résultat de
[12]. On utilise comme produit interne permettant de définir la décomposition orthogonale de
H0(curl ,Ω) le produit relatif à β défini par (v,w)β = (β v,w) + (curl v, curl w). On aboutit
ainsi à la décomposition H0(curl ,Ω) = H0

0 (curl ,Ω) ⊕Wβ, avec H0
0 (curl ,Ω) = ∇H1

0 (Ω) et
Wβ = {v ∈ H0(curl ,Ω); div(βv) = 0 dans Ω}. On va ensuite plus loin en décomposant tout
élément de Wβ grâce à un résultat de [28]. Il est alors possible pour obtenir l’estimateur de
traiter indépendamment la partie irrotationnelle e 0 de la partie ”β-solénoidale” e⊥ de l’erreur
en écrivant e = e 0 + e⊥, et en obtenant une équation résiduelle spécifique à chacune de ces
deux contributions de l’erreur qui remplacent (51) :

(β e 0,∇Ψ) = r(∇Ψ) ∀Ψ ∈ H1
0 (Ω), (52)

a(e⊥,w) = r(w) ∀w ∈Wβ. (53)

Le résidu exact sur T est ici défini par RT = f −(curl (χcurl uh)+βuh), et son approximation
est notée rT . On définit le saut de uh dans la direction normale JE,n et le saut de curl uh dans
la direction tangente JE,t par8

JE,n =

{ [[

βuh · nE

]]

E
pour une face intérieure,

0 pour une face frontalière,

JE,t =

{ [[

χcurl uh × nE

]]

E
pour une face intérieure,

0 pour une face frontalière.

8Dans ce mémoire, par souci d’homogénéisation, nous avons utilisé la notation E pour une face de la triangu-
lation. Dans le papier correspondant, les faces sont notées F , le symbole E étant réservé aux arêtes.
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Définition 2.10 (Estimateur d’erreur résiduel) Les estimateurs d’erreur résiduels locaux
et globaux sont définis par

η2
T,0 = h2

min,T ‖div(βuh)‖2
T +

∑

E⊂∂T

h2
min,T

hE
‖JE,n‖2

E

η2
T,⊥ = h2

min,T ‖rT ‖2
T +

∑

E⊂∂T

h2
min,T

hE
‖JE,t‖2

E

η2
0 =

∑

T∈Th

η2
T,0, η2

⊥ =
∑

T∈Th

η2
T,⊥

η2 = η2
0 + η2

⊥, ζ2
T = h2

min,T ‖rT − RT ‖2
T , ζ2 =

∑

T∈Th

ζ2
T .

Théorème 2.11 (Minoration de l’erreur) Pour tout élément T , on a la minoration d’erreur
locale suivante :

ηT,0 + ηT,⊥ . ‖e ‖H(curl ,ωT ) +
∑

T ′⊂ωT

ζT ′ . (54)

Eléments de la preuve : La preuve de ce corollaire s’inspire de [12], avec les nécessaires
adaptations dues à l’anisotropie du maillage. On majore ηT,0 (théorème 4.2 de [62]) puis ηT,⊥
(théorème 4.3 de [62]), en considérant successivement chacun des termes les constituant. On
utilise les ingrédients de base habituels que sont les fonctions bulles, les inégalités inverses,
l’intégration par parties et l’inégalité de Cauchy-Schwartz.

Théorème 2.12 (Majoration de l’erreur) L’erreur e vérifie la majoration suivante :

‖e ‖H(curl ,Ω) . (a1(φ+ φ0,Th) + a2(w,Th)) (η + ζ). (55)

Eléments de la preuve : Il s’agit tout d’abord de majorer la partie irrotationnelle de l’erreur
‖e 0‖. En écrivant que e 0 = ∇Φ avec Φ ∈ H1

0 (Ω), on utilise l’équation résiduelle (52) relative à
cette partie de l’erreur ainsi que la relation d’orthogonalité de Galerkin (51) associée grâce au
fait que Vh,1 ⊂ Vh. Puis on majore la partie ”β solénoiale” de l’erreur ‖e⊥‖H(curl ,Ω) selon un

principe similaire en utilisant l’équation résiduelle (53). Il est à noter que les fonctions φ, φ0 et
w intervenant dans le théorème 2.12 proviennent de la décomposition de l’erreur du corollaire
3.11 de [62], et dépendent donc de la solution exacte. Cependant, comme nous l’avons déjà vu
(voir remarque 2.6), cela ne constitue pas un obstacle majeur dans la mise en oeuvre pratique
des estimateurs.

Une validation numérique a ensuite été effectuée en résolvant l’équation de Maxwell (48) sur le
carré unité Ω = (0, 1)2, avec χ = β = 1, en utilisant une solution exacte anisotrope, un maillage
de type Shishkin composé de triangles et l’élément fini de plus bas degré de Nédelec, pour une
solution exhibant une couche limite. Les ordres de convergences obtenus ont été conformes à la
théorie, et les index de fiabilité et d’efficacité asymptotiquement constants et similaires à ceux
obtenus dans d’autres travaux relatifs à Laplace ou Stokes [30, 54].
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2.5 Méthode mixte pour des opérateurs du second ordre

Ces travaux ont donné lieu à la publication [63].

Soit un domaine borné Ω de Rd, de frontière polygonale (d = 2) ou polyédrale (d = 3). Dans ce
travail, on considère le problème générique suivant du second ordre : Pour f ∈ L2(Ω), trouver
u ∈ H1

0 (Ω) l’unique solution de

div(A∇u) = −f dans Ω, (56)

où la matrice A ∈ L∞(Ω,Rd×d) est symétrique définie positive. La formulation mixte de ce
problème est bien connue [19, 20], et consiste à trouver (p , u) dans X ×M solution de



















∫

Ω
(A−1p ) · q dx+

∫

Ω
u divq dx = 0,∀q ∈ X,

∫

Ω
v divp dx = −

∫

Ω
fv dx, ∀v ∈M,

(57)

où
X = H(div,Ω) = {q ∈ [L2(Ω)]d : divq ∈ L2(Ω)},

muni de sa norme naturelle

‖q ‖2
H(div,Ω) = ‖q ‖2

L2(Ω) + ‖divq ‖2
L2(Ω),

et M = L2(Ω). Puisque le problème a au plus une solution [79, p.16], l’unique solution (p , u)
est donnée par p = A∇u, où u est l’unique solution de (56). Le problème (57) est approché par
l’utilisation d’un espace d’éléments finis conforme Xh×Mh ⊂ X×M basé sur une triangulation
Th du domaine, constituée d’éléments isotropes ou anisotropes. L’analyse des estimateurs d’er-
reur a posterori pour les méthodes d’éléments finis mixtes sur maillages isotropes a déjà donné
lieu à plusieurs études. Dans les travaux de Braess et Verfürth [18] et de Alonso [5], l’estimateur
est fiable et efficace mais pour une norme qui dépend du maillage, n’étant donc pas une norme
naturelle de l’erreur. Dans ceux de Carstensen [20], il possède les mêmes propriétés, mais sous
l’hypothèse de régularité H2(Ω) de la solution de (56), ce qui n’est pas souvent le cas (voir par
exemple [21] pour le système de l’élasticité).

Notre objectif a donc été d’étendre la méthode proposée dans [20] au cas des discrétisations
anisotropes 2D et 3D, sans hypothèse de régularité sur la solution de (56). On cherche à obtenir
un estimateur d’erreur résiduel anisotrope fiable et efficace pour l’estimation de ε = p − p h

pour la norme H(div,Ω) et de e = u− uh pour la norme L2(Ω).

Le problème discret associé à (57) consiste à trouver (p h, uh) ∈ Xh ×Mh tel que


















∫

Ω
(A−1p h) · q h dx+

∫

Ω
uh divq h dx = 0,∀q h ∈ Xh,

∫

Ω
vh divp h dx = −

∫

Ω
fvh dx, ∀vh ∈Mh,

(58)

où Xh (resp. Mh) est un sous-espace de dimension finie de X (resp. M). La conformité de
l’approximation nous permet d’en déduire facilement deux relations d’orthogonalité de Galerkin.
On suppose de plus que les espaces Xh et Mh satisfont :

{q ∈ H(div,Ω) : q |T ∈ [P0(T )]d,∀T ∈ Th} ⊂ Xh, (59)

Xh ⊂ {q ∈ H(div,Ω) : q |T ∈ [H1(T )]d,∀T ∈ Th}, (60)

divXh = Mh. (61)
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La propriété dite du ”diagramme commutatif” doit aussi être ajoutée [19, 20], entrâınant entre
autre l’existence d’un opérateur d’interpolation Πh : W = H(div,Ω) ∩ Ls(Ω) → Xh avec s > 2
tel que :

div(Id− Πh)W ⊥Mh, (62)

l’orthogonalité ayant lieu au sens du produit scalaire L2(Ω) et Id signifiant l’opérateur identité.
On suppose aussi que cet interpolant satisfait la relation de continuité

‖Πhq ‖ . ‖q ‖1,Ω,∀q ∈ [H1(Ω)]d. (63)

Cette dernière hypothèse, associée à (61) et (62) permet en particulier d’obtenir la condition
uniforme inf/sup discrète grâce à la surjectivité de l’opérateur divergence de [H1(Ω)]d dans L2(Ω)
(Lemme 3.4 de [63]). Finalement on suppose que Πh satisfait la propriété d’approximation

∫

E
vh(q − Πhq ) · nE = 0,∀q ∈W,vh ∈Mh, E ∈ Eh. (64)

Plusieurs paires d’éléments finis ont alors été présentées : éléments de Raviart-Thomas, de Brezzi-
Douglas-Marini, de Brezzi-Douglas-Fortin-Marini (section 4 de [63]). Pour le cas du maillage
anisotrope, nous avons donné des conditions suffisantes sur la géométrie des mailles pour que
la propriété (63) soit vérifiée, plus ou moins restrictives selon l’élément fini utilisé. Les autres
propriétés ont été démontrées dans [19].

Pour p h ∈ Xh on définit le saut de A−1p h dans la direction tangentielle à travers une face
E par9

JE,t(p h) =

{ [[

A−1p h · t E

]]

E
en 2D,

[[

A−1p h × nE

]]

E
en 3D.

Définition 2.13 (Estimateur d’erreur résiduel) Pour tout T ∈ Th, l’estimateur d’erreur
résiduel local est défini par :

η2
T = ‖f + divp h‖2

T + h2
min,T ‖curl (A−1p h)‖2

T

+ h2
min,T min

vh∈Mh

‖A−1p h −∇vh‖2
T +

∑

E⊂∂T

h2
min,T

hE
‖JE,t(p h)‖2

E .

L’estimateur d’erreur résiduel global est alors :

η2 =
∑

T∈Th

η2
T .

Théorème 2.14 (Minoration de l’erreur) Supposons qu’il existe k ∈ N tel que (A−1p h)|T
appartienne à Pk, pour tout T ∈ Th. Alors pour tout élément T , on a :

ηT . ‖ε‖H(div,ωT ) + ‖e‖T . (65)

Eléments de la preuve : La preuve consiste à majorer chaque contribution de l’estimateur
local séparément, par utilisation des inégalités inverses. On procède comme dans [20] avec les
nécessaires adaptations dues à l’anisotropie du maillage. Il est à noter que l’hypothèse de ce
théorème n’est pas toujours vérifiée, même si p h est polynômial par élément, puisque A−1 n’est
pas nécessairement polynômial par élément. Cependant, elle est vérifiée si A est constant par
morceau.

9En 2D, JE,t(p h) est une quantité scalaire, mais on l’écrit ici comme un vecteur pour pouvoir homogénéiser
les notations qui servent à la fois pour le 2D et pour le 3D.
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Théorème 2.15 (Majoration de l’erreur) L’erreur globale satisfait la majoration :

‖e‖ + ‖ε‖H(div,Ω) . (1 + a(v,Th) +m1(β,Th))η, (66)

où a et m1 sont des mesures d’alignement qui permettent de caractériser l’alignement d’une
fonction avec le maillage à l’instar de ce que nous avons présenté dans la partie 2.1.4, et qui
sont précisées dans [63].

Eléments de la preuve : Deux remarques importantes ont à être formulées concernant l’ob-
tention de ce résultat. D’abord, il faut majorer ‖e‖. On utilise encore une fois la surjectivité
de l’opérateur divergence de [H1(Ω)]d dans L2(Ω), la fonction v intervenant dans (66) étant
l’antécédent de e. Les propriétés (62) et (64) sont utilisées dans la démonstration. Par compa-
raison avec le lemme 5.2 de [20], c’est bien cette propriété de surjectivité qui nous permet de
nous affranchir de l’hypothèse de régularité H2(Ω) de la solution de (56)10. Ensuite, on majore
‖ε‖H(div,Ω), ce qui est effectué en adaptant le lemme 5.1 de [20] à notre cadre. On utilise en
particulier une décomposition de Helmholtz de cette erreur de type ε = A∇z + curl β, avec
z ∈ H1

0 (Ω) et β ∈ H1(Ω)(2D) ou β ∈ (H1(Ω))3(3D).

Nous avons terminé ce travail par une validation numérique en 3D, pour deux tests exhibant
des caractéristiques différentes. Les maillages ont été générés avec le logiciel Netgen [75], le reste
du code étant développé avec le logiciel Simula+ [3]. Le premier test a consisté à résoudre le
problème mixte discret (58) avec A = Id sur le cube unité Ω = (0, 1)3, en utilisant pour cela
les éléments de Raviart-Thomas RT0 sur des maillages de Shishkin anisotropes composés de
tétraèdres et un algorithme de type Uzawa. La solution choisie possède une couche limite le long
d’un axe, de façon à motiver un raffinement anisotrope. Le second a consisté à résoudre le même
problème, mais cette fois sur un cylindre tronqué de façon à ce que la solution n’appartienne
plus à H2(Ω), à cause de la singularité d’arête à proximité de r = 0. Le maillage est alors raffiné
dans la direction radiale près de l’axe du cylindre, devenant ainsi anisotrope (cf. Fig. 21). Pour
chacun de ces deux tests, les résultats numériques ont confirmé, par l’analyse de l’évolution des
indices de fiabilité et d’efficacité, le caractère fiable et efficace des estimateurs.

Fig. 21 – Maillage du cylindre tronqué raffiné à proximité de l’axe.

10Carstensen utilise l’inversibilité de l’application −div(A∇) : H
1
0 (Ω) ∩ H

2(Ω) → L
2(Ω) en ayant à supposer Ω

convexe et A ∈ C
1,0(Ω), ce qui constitue une condition suffisante (mais non nécessaire, voir exemple 1 dans [20])

pour obtenir une estimation de type ‖v‖2,2,∪T∈T
h

. ‖div(A∇v)‖2,Ω.

56



2.6 Couplage d’une méthode mixte et standard pour les opérateurs du second

ordre

Ces travaux ont donné lieu à la publication [32].

Dans ce travail, on considère un domaine Ω de R2, connexe, et de frontière polygonale11. On
considère encore le problème (56) consistant à trouver θ ∈ H1

0 (Ω) vérifiant :

div(A∇θ) = −f dans Ω. (67)

Ici, le domaine Ω est décomposé en deux sous domaines Ω1 et Ω2, ne se recouvrant pas, tels que
Ω̄ = Ω̄1 ∪ Ω̄2. On suppose de plus que ∂Ω2 ∩ ∂Ω est de mesure strictement positive, et on note
Γ l’intérieur de ∂Ω1 ∩ ∂Ω2, autrement dit l’interface entre Ω1 et Ω2 (voir Fig. 22). L’originalité

Ω1

Γ

Ω2n

Fig. 22 – Domaine de calcul

consiste ici, tout comme dans les travaux de Wieners et Wohlmuth [82] ou ceux de Lazarov et
al [59], à considérer sur Ω1 une formulation mixte du problème (67), à l’instar de ce qui a été
effectué dans la partie 2.5, et sur Ω2 une méthode de type Galerkin standard. Cela signifie que
l’on introduit de nouvelles inconnues ξ = (A∇θ)|Ω1

, θ1 = θ|Ω1
et θ2 = θ|Ω2

. Ces inconnues sont
couplées les unes aux autres à l’interface par les conditions

θ1 = θ2, ξ · n = A∇θ2 · n sur Γ,

où n est le vecteur normal unitaire le long de Γ orienté de Ω1 vers Ω2. Ce couplage peut avoir plu-
sieurs intérêts. D’une part il peut être pertinent pour l’existence sur un même domaine de calcul
de plusieurs modèles et/ou matériaux, permettant de construire un maillage indépendamment
sur chaque sous domaine. D’autre part, la connaissance de la quantité physique A∇θ peut ne
s’avérer nécessaire que sur une partie du domaine (la méthode mixte permet d’atteindre cette
quantité directement sans aucun post-traitement). Dans cette partie 2.6, on notera (·, ·)i, i = 1, 2,
le produit interne L2(Ωi), et similairement (·, ·)Γ, le produit interne L2(Γ). Le couplage entre
les formulations mixte et standard mène au problème de point-selle suivant [59, 82] : Trouver
u = (ξ, θ2) dans X et p = θ1 dans M solutions de

{

a(u, v) + b(v, p) = (f, χ)2,∀v = (η, χ) ∈ X,
b(u, q) = −(f, q)1, ∀v ∈M,

(68)

où

X = H(div,Ω1) ×H1
D(Ω2) , M = L2(Ω1),

H(div,Ω1) = {η ∈ [L2(Ω1)]
2 : div η ∈ L2(Ω1)},

H1
D(Ω2) = {χ ∈ H1(Ω2) : χ = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ω2}.

11Le cas Ω ∈ R
3

ainsi que sa généralisation au cas des maillages anisotropes pourront être facilement déduits

du cas Ω de R
2

en utilisant les résultats de [30, 31, 63].

57



L’espace X est muni de sa norme naturelle

‖(η, χ)‖2
X = ‖η‖2

L2(Ω1) + ‖div η‖2
L2(Ω1) + ‖∇χ‖2

L2(Ω2),

et les formes bilinéaires a et b sont définies par

a(u, v) = (A−1ξ,η)1 + (A∇θ2,∇χ)2

− (η · n, θ2)Γ + (ξ · n, χ)Γ,∀u = (ξ, θ2), v = (η, χ) ∈ X,

b(u, q) = (divξ, q)1,∀u = (ξ, θ2) ∈ X, q ∈M.

Puisque la forme bilinéaire a est coercive sur X et que la condition inf/sup est satisfaite
(voir partie 2.1 de [59] ou [82]), le problème (68) a une unique solution, clairement donnée par
ξ = (A∇θ)|Ω1

, θ1 = θ|Ω1
et θ2 = θ|Ω2

, où θ est l’unique solution de (67). La solution est approchée
en utilisant un espace d’éléments finis Xh ×Mh (non nécessairement conforme) de X ×M basé
sur des triangulations T1 and T2 des sous domaines Ω1 et Ω2 composées d’éléments isotropes.
Sous certaines propriétés, le problème discret a une unique solution (uh, ph) ∈ Xh ×Mh avec
uh = (ξh, θ2h) et ph = θ1h, et une analyse a priori de l’erreur a été proposée [59].

L’objectif de notre travail a donc été d’établir un estimateur d’erreur résiduel a posteriori
pour les erreurs ε1 = ξ − ξh pour la norme L2(Ω1), e = θ1 − θ1h pour la norme L2(Ω1),
et e 2 = ∇θ2 − ∇hθ2h pour la norme L2(Ω2). Désirant pouvoir traiter le cas pour lequel les
maillages ne sont pas alignés à l’interface, le choix des espaces d’approximation non conformes
s’est imposé naturellement. Dans ce travail, notre idée a donc été de combiner les idées de Dari
et al [33] développées pour l’analyse d’erreur a posteriori pour les méthodes non conformes de
type Galerkin avec les techniques vues dans la partie 2.5 de ce rapport traitant des méthodes
mixtes.

L’espace H1
D(Ω2) est approché par un espace d’éléments finis Vh qui doit satisfaire certaines

hypothèses faibles et usuelles évoquées dans la partie 2.2 (voir aussi [30] pour le détail), per-
mettant d’utiliser en particulier les éléments finis usuels conformes Pk (ou Qk), k ≥ 1, ou les
éléments finis standards non conformes (comme par exemple les éléments de Crouzeix-Raviart
[30, 33]). De même, le couple (H(div,Ω1),M) est approché par le couple (X1h,Mh) qui doit
satisfaire certaines hypothèses similaires à celles décrites dans la partie 2.5. Finalement, l’espace
d’approximation Xh de X est défini par :

Xh = X1h × Vh.

On ajoute à ces hypothèses sur les espaces approchés une propriété d’orthogonalité spécifique
pour les arêtes de EΓ où Πh est l’opérateur d’interpolation mentionné dans la partie 2.5 :

∫

E
θh(v − Πhv).nE = 0, ∀v ∈ (H1(Ω1))

2, θh ∈ Vh, E ∈ EΓ.

Le problème discret associé à (68) est donc de trouver (uh, ph) ∈ Xh ×Mh tel que

{

ah(uh, vh) + b(vh, ph) = (f, χh)2,∀vh ∈ Xh,
b(uh, qh) = −(f, qh)1, ∀qh ∈Mh,

(69)

avec

ah(uh, vh) = (A−1ξh,ηh)1 + (A∇hθ2h,∇hχh)2

− (ηh · n, θ2h)Γ + (ξh · n, χh)Γ,∀uh = (ξh, θ2h), vh = (ηh, χh) ∈ Xh.
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Puisque ah est coercive sur Xh et que la condition inf/sup discrète est satisfaite, ce problème
possède une unique solution. On définit l’erreur ε sur le gradient de la solution par :

ε =

{

ξ − ξh dans Ω1,
A(∇θ2 −∇hθ2h) dans Ω2.

Le résidu exact par élément RT est défini naturellement par :

RT = (f + divξh)|T = (f − ρhf)|T si T ∈ T1,

RT = (f + div∇hθ2h)|T si T ∈ T2.

On note E1 l’ensemble des arêtes de la triangulation contenues dans Ω1\Γ, E2 l’ensemble des
arêtes de la triangulation contenues dans Ω2\Γ, et EΓ l’ensemble des arêtes de la triangulation
contenues dans Γ (définies comme l’intersection d’une arête de Ω1 avec celle d’une arête de Ω2).
Pour ξh ∈ X1,h et θ2h ∈ Vh on définit le saut tangent et le saut normal à travers E respectivement
par

JE,t =







[[

A−1ξh · t E

]]

E
si E ∈ E1,

[[

∇hθ2h · t E

]]

E
si E ∈ E2,

(∇hθ2h −A−1ξh) · t E si E ∈ EΓ,

JE,n =







0 si E ∈ E2 ∩ ∂Ω,
[[

A∇hθ2h · nE

]]

E
si E ∈ E2 \ ∂Ω,

(A∇hθ2h − ξh) · nE si E ∈ EΓ.

Définition 2.16 (Estimateur d’erreur résiduel) Pour tout T ∈ T1, l’estimateur d’erreur
résiduel local est défini par

η2
T = h2

T ‖curl (A−1ξh)‖2
T

+ h2
T min

qh∈Mh

‖A−1ξh −∇qh‖2
T +

∑

E⊂∂T

hE‖JE,t‖2
E .

D’autre part pour tout T ∈ T2, l’estimateur d’erreur résiduel local est défini par

η2
T = h2

T ‖RT ‖2
T +

∑

E⊂∂T

hE(‖JE,t‖2
E + ‖JE,n‖2

E).

L’estimateur d’erreur résiduel global est alors

η2 =
∑

T∈T
η2

T .

De plus, on définit le terme d’approximation local et le terme d’approximation global par

ζT = hT ‖f − ρhf‖T ,∀T ∈ T1, ζ2 =
∑

T∈T1

ζ2
T .

Ici, ρh est l’opérateur de L2 projection sur Mh. Si pour tout T ∈ T2 un résidu approché rT est
utilisé, alors

ζT = hT ‖rT −RT ‖T ,∀T ∈ T2,

et le terme d’approximation global est défini par ζ2 =
∑

T∈T ζ
2
T .

Théorème 2.17 (Majoration de l’erreur) L’erreur vérifie la majoration suivante :

‖θ1 − θ1h‖Ω1
+ ‖A∇θ1 − ξh‖Ω1

+ ‖∇θ2 −∇hθ2h‖Ω2
. η + ζ. (70)
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Eléments de la preuve : On montre d’abord que

‖θ1 − θ1h‖Ω1
. ‖A−1(ξ − ξh)‖Ω1

+ ‖∇θ2 −∇hθ2h‖Ω2
+ η, (71)

en utilisant la surjectivité de l’opérateur de divergence de [H1(Ω)]2 dans L2(Ω1) appliqué à e
(lemme 3.5 de [32]), les propriétés relatives à l’opérateur d’interpolation utilisé (de même type
que (62) et (64)) et aux espaces d’éléments finis utilisés (propriété de Crouzeix-Raviart (37)). Il
reste alors à majorer les normes de ε1 et e2, ce qui est effectué par utilisation d’une décomposition
de Helmholtz de l’erreur ε identique à celle de la partie 2.5, et qui nous permet de montrer que
‖ε‖ . η + ζ.

Théorème 2.18 (Minoration de l’erreur) Sous une certaine hypothèse à vérifier concer-
nant les mailles touchant Γ, et en supposant qu’il existe k ∈ N tel que (A−1ξh)|T appartienne à
Pk, pour tout T ∈ T1. Alors pour tout élément T , on a :

ηT . ‖ξ − ξh‖ωT
+ ‖θ1 − θ1h‖T + ‖∇θ2 −∇hθ2h‖ωT

+
∑

T ′∈T1,T ′⊂ωT

ζT ′ . (72)

Eléments de la preuve : La preuve combine des arguments de [33] et de [20].

Les tests numériques ont consisté à résoudre la formulation discrète (69) avec A = Id, en cher-
chant (uh, ph) ∈ Xh ×Mh, avec Vh constitué d’éléments P1 conformes, X1h constitué d’éléments
de Raviart-Thomas RT0, et Mh constitué d’éléments P0. On a considéré deux cas. D’une part
le cas régulier pour lequel Ω est le domaine en L défini par Ω = Ω1 ∪ Ω2, avec Ω1 = (0, 2)2 et
Ω2 = (2, 3) × (0, 1), avec une solution polynômiale s’annulant sur le bord. D’autre part, le cas
singulier, pour lequel le domaine de calcul est constitué d’un 3/4 de disque et qui de part sa non
convexité implique θ /∈ H2(Ω). Pour chacun de ces deux tests, les ordres de convergence obtenus
ont bien été ceux attendus par la théorie, et les estimateurs calculés ont confirmé leur caractère
fiable et efficace.
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2.7 p-Laplacien

Ces travaux ont donné lieu à la publication [29].

Considérons un domaine plan borné Ω de frontière Γ polygonale. L’équation du p-Laplacien
est donnée par :







−div(|∇u|p−2 ∇u) = f dans Ω,

u = 0 sur Γ,
(73)

où 1 < p <∞, et où f est une fonction donnée de Lq(Ω) (q étant le conjugué de p). On trouve
cette équation dans la modélisation mathématique d’un grand nombre de phénomènes physiques
comme la diffusion et la filtration non linéaires ou les matériaux visco-élastiques. Dans le travail
de Farhloul et Manouzi [40], une formulation mixte du problème (73) a été proposée, basée sur
l’introduction de σ = |∇u|p−2 ∇u comme nouvelle inconnue, et sur son approximation par
l’élément fini de Raviart-Thomas de plus bas degré [71, 79]. L’inconnue initiale u est approchée
par une fonction constante par morceaux sur la triangulation de Ω. Ces auteurs ont obtenu
une estimation d’erreur a priori sans aucune restriction sur p. Dans ce travail, on construit un
estimateur d’erreur a posteriori pour σh l’approximation de σ et pour uh l’approximation de u.
A noter que la détermination d’un estimateur d’erreur a posteriori pour le même problème, mais
résolu par une méthode standard et uniquement pour le cas p > 2 a été traitée par Carstensen
et Klose [22].

On rappelle tout d’abord ici la formulation mixte du problème du p-Laplacien [40]. Soit
M = Lp(Ω) (1 < p < +∞) et X l’espace de Banach défini par :

X =
{

τ ∈ [Lq(Ω)]2; divτ ∈ Lq(Ω)
}

, (74)

où q est le conjugué harmonique de p, muni de la norme :

||τ ||X =
(

||τ ||q0,q,Ω + ||divτ ||q0,q,Ω

)
1

q
.

Pour tout τ ∈ [Lq(Ω)]2, posons A(τ ) = |τ |q−2τ . Il est clair que lorsque τ ∈ [Lq(Ω)]2, A(τ ) ∈
[Lp(Ω)]2. De plus on vérifie aisément que A(σ) = ∇u. La formulation faible du problème mixte
associé à (73) est alors : Trouver (σ, u) ∈ X ×M tels que :



















∫

Ω
A(σ). τ dx+

∫

Ω
udiv τ dx = 0 ∀τ ∈ X, (i)

∫

Ω
(div σ) v dx+

∫

Ω
f v dx = 0 ∀v ∈M. (ii)

(75)

Il est prouvé dans [39] (théorème 2.1) que (75) possède une et une seule solution (σ, u), que u
est la solution faible de (73) et que σ = |∇u|p−2∇u. On considère alors une famille régulière de
triangulations Th sur Ω [24]. Les espaces d’éléments finis utilisés sont définis par [40] :

Xh =
{

τ h ∈ X; τ h|K ∈ RT0(K),∀K ∈ Th

}

, (76)

Mh =
{

vh ∈M ; vh|K ∈ P0(K),∀K ∈ Th

}

, (77)

avec P0(K) l’espace des fonctions constantes sur tout triangle K et [79] :

RT0(K) = P0(K)2 ⊕ P0(K) x , x = (x1, x2)
T . (78)
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La formulation discrète de (75) est donnée par : Trouver (σh, uh) ∈ Xh ×Mh satisfaisant



















∫

Ω
A(σh). τ h dx+

∫

Ω
uh div τ h dx = 0, ∀τh ∈ Xh

∫

Ω
(div σh) vh dx+

∫

Ω
f vh dx = 0, ∀vh ∈Mh.

(79)

L’existence et l’unicité de la solution du problème (79) sont des conséquences de la condition
inf/sup uniforme [40]. Afin de majorer l’erreur, on définit les résidus R sur X et r sur M par :

< R, τ > = (A(σh), τ ) + (div τ , uh), ∀τ ∈ X, (80)

< r, v > = (div σh, v) + (f, v), ∀v ∈M. (81)

R est une forme linéaire continue sur X et r est une forme linéaire continue sur M . ||R||
(respectivement ||r||), aura donc pour signification la norme de R (respectivement de r) comme
forme linéaire continue sur X (respectivement sur M). Une première étape du travail, objet des
deux théorèmes suivants, consiste à majorer les erreurs par les norme des résidus. Pour ce faire,
on distingue le cas p ≥ 2 (Théorème 2.19) du cas 1 < p < 2 (Théorème 2.20).

Théorème 2.19 Soit p ≥ 2, on a :

||σh − σ||20,q,Ω . ||R||2 + ||r||q + ||r|| ||R||, (82)

∫

Ω
|A(σh) −A(σ)| |σh − σ| dx . ||R||2 + ||r||q + ||r|| ||R||, (83)

||uh − u||0,p,Ω . ||R|| + (||R||2 + ||r||q + ||r|| ||R||)1/p. (84)

Théorème 2.20 Soit 1 < p < 2, on a :

||σh − σ||0,q,Ω . ||R||p/q + ||r||2/q + (||r|| ||R||)1/q , (85)

||u− uh||0,p,Ω . ||R|| + ||r|| + ||R||p/2. (86)

Eléments de la preuve : Ces démonstrations sont très techniques et nécessitent l’introduction
de quelques lemmes et inégalités provenant pour certaines de [40]. Elles reposent en particulier
sur une inégalité due à Sandri [73] et sur le fait que ||σ||X ≤ ||f ||0,q,Ω et que ||σh||X ≤ ||f ||0,q,Ω.
On utilise également les outils usuels tels que la condition inf/sup et l’inégalité de Young.

Une seconde étape du travail consiste alors à majorer les normes des résidus en fonctions
d’estimateurs d’erreur, c’est-à-dire de quantités connues ou calculées.

Théorème 2.21 ||r|| = η2 où η2 =





∑

K∈Th

η2(K)q





1/q

et η2(K) = ||f − P 0
hf ||0,q,K , ∀K ∈ Th,

où P 0
h est l’opérateur de projection de Lq(Ω) dans Mh, P

0
hf étant la fonction constante sur

chaque triangle K dont la valeur est égale à la valeur moyenne de f sur K.

Eléments de la preuve : La démonstration est ici très simple et repose sur le fait que la
divergence de σh sur une maille de la triangulation est égale à la valeur moyenne de f sur la
maille en question.
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Définition 2.22 Pour tout K ∈ Th, on définit η1(K) par :

η1(K)p = hp||A(σh)||p0,p,K + hp||curl (A(σh))||p0,p,K

+
∑

E⊂∂K

hE ||
[[

A(σh).t
]]

E
||p0,p,E

et on définit η1 par

η1 =





∑

K∈Th

η1(K)p





1/p

.

Théorème 2.23
||R|| . η1. (87)

Eléments de la preuve : La démonstration utilise en particulier une décomposition de Helm-
holtz pour τ ∈ X sous la forme :

τ = ∇ z + curl Φ, (88)

pour tout τ ∈ (Lq(Ω))2 tel que divτ ∈ Lq(Ω), avec z ∈W 2,q(Ω), Φ ∈W 1,q(Ω), qui vérifie la
majoration :

||z||W 2,q(Ω) + ||Φ||W 1,q(Ω) . ||τ ||0,q,Ω + ||div τ ||0,q,Ω. (89)

Une fois cette décomposition établie, on peut montrer la borne supérieure en utilisant les
méthodes habituelles.

Pour résoudre numériquement le problème, nous avons eu à introduire une formulation hy-
bride de (79). Le principe d’une telle formulation consiste à élargir l’espace Xh dans lequel on
recherche σh en un espace X̃h avec

X̃h =
{

τ h ∈ [Lq(Ω)]2; τ h|K ∈ RT0(K),∀K ∈ Th

}

.

Ainsi, les composantes normales des fonctions de X̃h n’ont pas à être continues à chaque in-
terface entre deux triangles adjacents, ce qui simplifie grandement la construction d’une base
de l’espace. Il est alors nécessaire d’introduire un multiplicateur de Lagrange λ comme incon-
nue supplémentaire qui vit sur le ”squelette” de la triangulation, c’est-à-dire sur la réunion de
toutes ses arêtes. On montre que cette formulation hybride non linéaire possède une et une
seule solution, qui cöıncide avec la solution de (79). La résolution numérique de ce problème
numérique s’effectue enfin à l’aide d’un procédé itératif appelé schéma de Picard ou méthode
des substitutions successives, dont la description précise est donnée dans [29]. On montre en
particulier que le système linéaire obtenu à chaque itération n possède bien une unique solu-
tion. La méthode de résolution consiste à résoudre un système linéaire pour obtenir λn, ce qui
permet d’en déduire expicitement σn

|K et un
|K en fonction de λn

|∂K pour toutK de la triangulation.

Des tests numériques ont été menés pour prouver la fiabilité des estimateurs développés et
consistent à calculer une approximation de u donnée par :

u(x ) =















(

1

4
− r2(x )

)2

e−r2(x )/ε si r(x ) ≤ 1
2 ,

0 si r(x ) > 1
2 ,

(90)

avec ε = 0.05, Ω =] − 1/2, 1/2[2 et r la distance à l’origine. Pour ce faire, on calcule f =

−div(|∇u|p−2 ∇u) que l’on utilise comme donnée du problème. On vérifie que pour p > 1+
√

5
2 =

1.618..., on a bien f ∈ Lq(Ω). Les tests sont menés pour p = 1.8. On vérifie que les taux de
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convergence obtenus sont bien ceux attendus par la théorie [40]. Suivant le théorème 2.20, on
trace sur la figure 23 le ratio r1 (resp. r2) défini pour p = 1.8 par :

r1 =
||σh − σ||0,q,Ω

η
p/q
1 + η

2/q
2 + (η2η1)1/q

, r2 =
||u− uh||0,p,Ω

η1 + η2 + η
p/2
1

.

Fig. 23 – r1(gauche) et r2 (droite) en fonction de DoF pour p = 1.8.

On voit que quel que soit le ratio ri choisi (1 ≤ i ≤ 2), il est asymptotiquement constant
lorsque le nombre de degrés de liberté associé au maillage augmente. Cela prouve donc la fiabilité
de l’estimateur. Pour p = 3.0, un test similaire est mené en définissant les ratios selon le théorème
2.19, et la conclusion est tout à fait similaire au cas p = 1.8.
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[32] E. Creusé and S. Nicaise. A posteriori error estimations of a coupled mixed and standard Galerkin
method for second order operators. J. Comput. Appl. Math., In Press, 2007.

[33] E. Dari, R. Duran, and C. Padra. Error estimators for nonconforming finite element approximations
of the Stokes problem. Math. Comp., 64(211) :1017–1033, 1995.

[34] E. Dari, R. Duran, C. Padra, and V. Vampa. A posteriori error estimators for nonconforming finite
element methods. ESAIM : Math. Mod. and Num. Anal., 30(4) :385–400, 1996.
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3 Perspectives de recherche

Dans ce mémoire ont été abordés quelques problèmes relatifs à la simulation et au contrôle
d’écoulements, ainsi qu’à la détermination d’estimateurs d’erreur a posteriori pour les méthodes
d’éléments finis. A l’issue de ces travaux de recherche, plusieurs perspectives s’ouvrent. J’en
donne ici quatre sur lesquelles j’ai commencé à travailler ou que j’aimerais aborder prochaine-
ment.

Concernant la simulation en mécanique des fluides, les écoulements de la famille ”modèles
faible Mach” dont j’ai brièvement parlé dans la partie 1.3.2 méritent beaucoup d’attention. Les
phénomènes physiques en jeu sont nombreux et intéressants, notamment d’un point de vue de
la sécurité et de l’environnement (pollution, avalanches, incendies confinés,...voir par exemple
[6, 7, 11, 14]). De plus, beaucoup de choses restent à faire, aussi bien du point de vue analy-
tique que numérique. Depuis septembre 2007, je travaille donc activement dans le cadre de ma
délégation au sein de l’équipe SIMPAF de l’INRIA Futurs Lille à la mise au point d’une méthode
numérique performante pour l’approximation des solutions de ces équations, généralisant le
schéma de résolution décrit dans la partie 1.3.1. Nous avons la chance d’être aidés pour le
développement du code par un ingénieur informaticien recruté pour un an, et espérons ainsi une
progression rapide des résultats. Nous désirons en particulier exploiter l’aspect non structuré du
schéma numérique en utilisant des techniques de maillage adaptatif permettant une résolution
suffisante au niveau des interfaces comme celles présentées sur les figures 5 et 6 de ce mémoire.
Une autre généralisation possible du modèle consiste à introduire une tension de surface dans
les équations de quantité de mouvement. La question des conditions aux limites à imposer au
niveau d’une paroi que touche une interface me parâıt encore être un problème ouvert. Enfin,
il serait intéressant de comparer les résultats obtenus à ceux provenant de la description des
phénomènes à l’échelle microscopique. En effet, lorsque le libre parcours moyen des particules
tend vers zéro, certains modèles cinétiques convergent vers un modèle macroscopique de même
type que ceux que nous étudions. Ce dernier point pourra être initié dans l’équipe SIMPAF
compte-tenu des compétences locales existantes.

Le contrôle actif en mécanique des fluides entre clairement dans une phase de transfert de
nos laboratoires vers le monde industriel. En écrivant cela, je pense particulièrement à l’indus-
trie automobile, pour laquelle les procédés de contrôle actifs sont les prolongements naturels
des procédés passifs. Je crois qu’il y a fort à espérer dans des techniques de contrôle alliant un
dispositif le plus simple possible à un coût de production très faible, permettant une économie
d’énergie qui, même très modeste, intéressera au plus haut point constructeurs et automobilistes.
Pour ce faire, les recherches que nous avons entreprises sur le corps de Ahmed (partie 1.7) se
poursuivent dans le cadre du programme de recherche et d’innovation dans les transports ter-
restres. Nous passons d’abord aux simulations 3D. La thèse de Delphine Depeyras actuellement
en cours à l’Université Bordeaux 1 sous la direction de Charles-Henri Bruneau constitue une
première contribution en ce sens, le code étant déjà quasiment opérationnel. Puis en continuant
à travailler sur la modélisation numérique d’un jet pulsé, qui doit en particulier permettre une
simulation stable au sein du schéma numérique de résolution. Enfin, en affinant la localisation du
capteur et la fonction de transfert à utiliser entre le signal mesuré au capteur et celui exercé au
niveau de l’actionneur. Le tout en utilisant des profils plus réalistes et des nombres de Reynolds
plus élevés.

Le thème de recherche des estimateurs d’erreur a posteriori a encore de beaux jours devant
lui. Les travaux que nous avons menés ont porté sur les estimateurs explicites résiduels. Ceux-ci
sont tout à fait indiqués pour l’utilisation d’algorithmes de raffinement adaptatifs, car ils per-
mettent de raffiner les mailles dans lesquelles l’erreur est la plus importante. Ils ne sont pas
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chers à mettre en oeuvre et leur exploitation dans les cas pratiques assurent une décroissance
de l’erreur. Néanmoins, comme nous avons déjà eu l’occasion de le dire, leur principal point
faible réside dans les constantes d’encadrement dont la dépendance par rapport à la régularité
du maillage et/ou aux coefficients de l’équation aux dérivées partielles n’est pas explicite. Il peut
donc en résulter un estimateur insuffisamment robuste, empêchant un réel contrôle de l’erreur
globale. Pour remédier à cela, il faut privilégier des outils plus performants de ce point de vue.
On pense alors aux estimateurs résiduels implicites comme les estimateurs basés sur l’utilisation
de flux équilibrés, éventuellement associés à des techniques de post-processing et de reconstruc-
tion [1, 3, 4, 5, 9, 12]. On peut ainsi espérer parvenir à des estimateurs asymtotiquement exacts,
c’est-à-dire tels que le ratio de l’erreur par l’estimateur tende vers un à mesure que le maillage
se raffine. Ceci permettrait en outre de traiter le cas des maillages anisotropes, la constante ne
dépendant en particulier plus de la régularité du maillage. Dans ce dernier cas, une autre prio-
rité est d’utiliser l’information non seulement sur l’erreur, mais aussi sur la direction d’espace
dans laquelle cette erreur est prédominante. Ainsi il est possible d’envisager des raffinements
anisotropes soit cartésiens comme dans les travaux de Georgoulis et al [10], soit non structurés
comme dans ceux de Picasso [13]. Cette dernière technique utilise les résultats sur les estimations
d’erreur a priori anisotropes obtenues par Formaggia et Perotto [8] faisant intervenir la matrice
hessienne des dérivées secondes. C’est à ce prix que les mailleurs anisotropes disponibles sur le
marché (voir par exemple [2]) pourront donner le meilleur d’eux même en mettant en oeuvre
des techniques performantes de raffinement adaptatif.

Enfin, je crois crucial pour les équipes de nos laboratoires de recherche de fédérer nos savoir
faire dans le domaine du développement des codes de calcul. C’est ce que nous avons commencé
à faire au niveau du LAMAV, mais il faut aller plus loin. Les tests numériques qui illustrent
quasi systématiquement la fin de nos publications (et ce mémoire d’ailleurs !) représentent un
investissement considérable au regard du nombre de pages qu’ils représentent, qui pourrait sans
doute être significativement réduit. En ce qui concerne les éléments finis, beaucoup de travail a
déjà été réalisé par de nombreuses équipes qui ont donné naissance à une multitude de codes
mis gratuitement à la disponibilité de tous (par exemple FreeFem++, GetFem++, Melina, Ofeli,
OpenFEM, NGSolve, Rheolef, Simula+,...). Des journées de présentation de ces différents ou-
tils sont d’ailleurs régulièrement organisées par la SMAI. Je pense important de promouvoir
des coopérations entre les différents laboratoires concernés par ces développements numériques,
pour une plus grande efficacité dans les développements futurs. Parallèlement à cela, et sans
contradiction aucune, il est nécessaire de développer des codes numériques spécifiques pour at-
teindre des capacités de simulation optimisant les temps d’exécution en fonction de la nature de
certains problèmes précis à résoudre. A ce titre, la collaboration entre mathématiciens appliqués
et ingénieurs informaticiens m’apparâıt être une piste prometteuse.
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